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Nombres complexes 


C’est plus Zamuzant en Z. 
Publicité Peugeot - 20° siècle. 


Pour bien aborder ce chapitre 


En 1545, le mathématicien Gerolamo Cardano publie une formule donnant une solution par radicaux de l’équation ! 


x = ax+b: 





Cette formule avait été découverte par les mathématiciens del Ferro et Tartaglia. Ce dernier l’avait communiqué à Cardano 
en lui demandant de s’engager à ne pas la publier, promesse que Cardano ne tint pas. 
Bombelli, en 1572, applique la formule à l’équation x° = 9x+2 et il obtient : 


= V1 V6 V1 26. 


Il relève par ailleurs que x = 4 et x = —-2+ 3 sont les 3 solutions de l’équation. Il se retrouve donc face au problème 
suivant : alors que les solutions de l’équation sont toutes réelles, il faut écrire des racines de nombres négatifs pour les 
calculer. Bombelli ne se démonte pas et il invente alors des règles de calcul permettant de manipuler des quantités de 
la forme a+ V—b avec b > 0 qui n’ont pas de sens. Il écrit par exemple V=1 x V—1 = -1. Ces nouveaux nombres ne 
sont pas compris tout de suite et leur manipulation conduit à des absurdités. Au 17° siècle, René Descartes propose, tant 
leur existence est contestable, de les appeler nombres imaginaires ?. Il faut attendre la fin du 18° siècle et les travaux de 
Caspar Wessel pour que la construction des nombres complexes soit bien formalisée et pour comprendre leur interprétation 
géométrique. Ses travaux passent malheureusement complètement inaperçus. Quelques années plus tard, Carl Friedrich 
Gauss redécouvre et popularise les travaux de Wessel. II démontre en particulier le théorème fondamental de l’algèbre 
(voir théorème 21.24 page 778) qui dit qu’un polynôme à coefficients complexes de degré n admet n racines comptées 
avec leur multiplicité. 

Ce chapitre reprend et approfondit les notions apprises au lycée quant aux nombres complexes. On verra en particulier 
comment on peut les utiliser pour trouver les racines de certains polynômes à coefficients réels ou complexes, comment 
ils servent à résoudre des problèmes de géométrie plane ainsi que des problèmes d’analyse réelle comme celui de la 
primitivation de produits de fonctions trigonométriques ou la résolution d’équations trigonométriques. Ce chapitre servira 
aussi d'introduction à la notion de structure algébrique et plus particulièrement à celle de groupe et celle de corps. Les 
groupes sont des objets fondamentaux et vous verrez qu’ils sont omniprésents dans le cours de mathématiques durant vos 
deux années en classe préparatoire. 

Les fonctions trigonométriques seront utilisées en permanence pendant ces deux années et ce dès ce premier chapitre. Il 
est indispensable d’avoir une connaissance parfaite du paragraphe B.1 page 1155 de l’annexe B. 


1. Les nombres complexes ont été découvert en étudiant des équations polynomiales de degré 3 et non pas de degré 2 car les mathématiciens du 16° 
siècle considèrent que des quantités comme x? + 1 sont strictement positives et que cela n’a pas de sens de chercher leurs racines 

2. Les nombres négatifs ne sont d’ailleurs alors guère mieux compris. Dans son dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers, d’ Alembert 
en parle comme d’une idée dangereuse : « Il faut avouer qu’il n’est pas facile de fixer l’idée des quantités négatives, & que quelques habiles gens ont 
même contribué à l’embrouiller par les notions peu exactes qu’ils en ont données. Dire que la quantité négative est au-dessous du rien, c’est avancer une 
chose qui ne se peut pas concevoir. Ceux qui prétendent que 1 n’est pas comparable à —1, & que le rapport entre 1 & —1 est différent du rapport entre 
— —1 & 1, sont dans une double erreur : (...) Il n’y a donc point réellement & absolument de quantité négative isolée : —3 pris abstraitement ne présente 
à l’esprit aucune idée. » 
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Vous aurez aussi souvent à manipuler des sommes ou des produits (symbolisés respectivement par les symboles Y et IT). 
Il sera utile pour vous familiariser avec ces calculs de lire le paragraphe B.2 page 1158, toujours dans l’annexe B. Vous 
y trouverez les définitions de ces symboles ainsi que des méthodes et des formules classiques : télescopage, formule du 
binôme, sommes géométriques, arithmétiques, etc … Ces notions seront re-précisées au chapitre 8. 


1.1 Le corps C des nombres complexes 


1.1.1 Un peu de vocabulaire 


DÉFINITION 1.1 © Produit cartésien 


On appelle produit cartésien de deux ensembles A et B l’ensemble, noté A x B, des couples (a, b) où ae Aet beB. 





® Notation 1.1 On notera A? le produit cartésien A x A. 


| Exemple 1.2 R? est l’ensemble des couples de réels. 


DÉFINITION 1.2 © Loi de composition interne 
Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne une application de E x E dans E: 


.J ExE 
La (a, b) ax b 





Exemple 1.3 SiE =N, la multiplication ou l’addition des entiers forme une loi de composition interne. Ce n’est pas le 
cas de la soustraction car la différence de deux entiers positifs n’est pas toujours un entier positif. 


1.12 Construction de C 


DÉFINITION 1.3 Corps des nombres complexes 
Nous appellerons corps des nombres complexes que nous noterons €, l’ensemble R? muni des deux lois internes @ et @ 
définies de la façon suivante. Pour tous couples (a, b), (a b') ER, on pose 


(a,b)æ(a!,b'}=(a+a,b+b") 


(a,b)@ (a',b')= (aa! - bb', ab'+ a! b) 





| Remarque 1.1 Nous expliciterons et justifierons l’utilisation du mot corps un peu plus loin. 


— Pour simplifier les écritures, nous noterons + et x (ou -) les lois de composition interne & et @. 

— Pour tout nombre réel a, nous conviendrons d’identifier le nombre complexe (a,0) avec le réel a. Nous noterons par 
ailleurs i le nombre complexe (0,1). En appliquant cette convention et en utilisant la définition de l’addition et de la 
multiplication dans €, on peut écrire pour tout nombre complexe (a, b), 


(a,b)= a+ib. 
En effet, (a, b) = (a,0) + (0,b). Par ailleurs, (0, b) = (b,0) x (0,1) = i.b donc (a, b) = a+ i.b ou plus simplement a+ ib. 


PROPOSITION 1.1 





Le nombre complexe i précédemment introduit vérifie (2=-1} 


Démonstration On a i? = (0,1) x (0,1) = (—1,0) = —(1,0) = —1. 


1.1.3 Propriétés des opérations sur C 


Avec les conventions d’écriture précédentes, l’addition et la multiplication définies sur R? deviennent pour tous complexes 
a+ibet a'+ib!, 
(a+ib)+(a'+ib)=(a+a)+i(b+ pb) 


(a+ib}(a+ib")= (aa! -bb')+i(ab'+ ba) 
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PROPOSITION 1.2 Propriétés de l’addition dans C 
L’addition dans € 
est associative : Vz,z/,z2"EC z+(z'+27/)=(2z+2)+7/; 


est commutative : Vz,z'EeC z+z/=2+z 

possède un élément neutre 0: VzeC z+0=3z; 
— de plus, tout nombre complexe z = a + i b possède un opposé, -z=-a-ib. 
On résume ces quatre propriétés en disant que (C, +) est un groupe commutatif. 





Démonstration  Vérifications laissées en exercice au lecteur. 


Remarque 1.2 Expliquons brièvement ce qu’est un groupe. Cette notion sera développée et étudiée dans le chapitre 19. 
Considérons un ensemble G et une application x qui à un couple (x, y) d'éléments de G associe un élément noté x x y 
de G. Une telle application est appelée une loi de composition interne sur G. On dit que (G, x) est un groupe si x est une 
loi de composition interne sur G qui vérifie les propriétés suivantes : 


D la loi x est associative : Vx,7,Z2€G, xx(yxz)=(xxy)xz. 
2 la loi x admet un élémentneutreeeG:VxeG, xxe=exx= x. 
3 tout élément x de G admet un symétrique y:VxeG, 1yeG: xxy=yxx=e. 


Si de plus la loi x est commutative, c’est-à-dire si elle vérifie : Vx,yeG, xx 7y= y x Xx, alors on dit que le groupe est 
abélien (ou commutfatif). 


Il est clair que l’addition dans C vérifie ces propriétés. C’est aussi le cas de la multiplication dans C* À : 


PROPOSITION 1.3 Propriétés de la multiplication dans C 

La multiplication dans € 

— est associative : Vz,z',z"EC z(z'z")=(2z/)z" 

— est commutative : Vz,z'EC zz'=72/z 

— possède un élément neutre 1:VzeC 2z2x1=2z 

De plus, tout nombre complexe non nul z= a+ i b possède un inverse z°! vérifiant z x z_! = 1 donné par 





On résume ces quatre propriétés en disant que (C*, x) est un groupe commutatif. 


Démonstration  Prouvons l’existence d’un inverse. Soit z = a+ ib un complexe non nul. Remarquons que (a+ ib)(a— ib) = 
a? + b?. Le complexe z étant non nul, a? + b? 40 4, En divisant les deux membres de l'égalité par a? + b?, on trouve 
C D a-—ib 
a+iID)xX ———> = 
a? + b? 

. N . _] D ane on CO ib 

ce qui prouve que z possède un inverse z7 qui s'écrit ——. 

ZA Fun a+ 0... 

De plus, la multiplication est distributive par rapport à addition $ 
Vz,z',z'ec, z(z'+27")=27+22" et (2+27)z"=27"+2/7". 


On résume les deux propositions précédentes en disant que (C, +, x) est un corps. Nous définirons ce terme dans le chapitre 
19. 
Une conséquence importante est que les formules fondamentales suivantes sont valables dans € : 


(a+b}"= (apr Formule du binôme 


ab" =(a- hs an 1-k pk Formule de factorisation 





Somme géométrique 





Les deux premières seront démontrées dans le théorème 19.17 page 725 et la troisième dans la proposition 8.7 page 307. 


3. C* représente l’ensemble des nombres complexes privé de 0 
4. En effet, si la somme de deux nombres positifs est nulle, alors ces deux nombres sont nécessairement nuls. 
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1.2 Parties réelle, imaginaire, Conjugaison 


1.2.1 Partie réelle, partie imaginaire d’un nombre complexe 


PROPOSITION 1.4 

Soient a, a!, bet b' des réels. On a : 
e atib=0sa=0etb=0. 

° atib=a+ib'sa=a et b=b!. 


Pour tout nombre complexe z il existe donc un unique couple (a, b) de réels tels que z= a+i b. 
— a+ibest la forme algébrique de z. 

— aest la partie réelle de z. On la note Re(z) 

— best la partie imaginaire de z. On la note Im(z). 





Démonstration En utilisant les conventions précédentes, a+ i b = 0 se lit (a, b) = (0,0) ce qui est vrai si et seulement si a = 0 et 
b=0. La suite en découle facilement. 


Dans toute la suite du chapitre a et b désignent des nombres réels sauf mention du contraire. 


PROPOSITION 1.5 Nombre imaginaire pur 


1. Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle 


zZEeR<S Im(z) =0 


2. Si un nombre complexe a sa partie réelle nulle, on dit qu’il est imaginaire pur. On notera iR l’ensemble des 
nombres imaginaires purs 
ZEiR < Re(z) =0 


Démonstration C’est une conséquence directe des définitions. 





1.2.2 Conjugaison 


DÉFINITION 1.4 Conjugué d’un nombre complexe 
Soit z=a+ibeC, un nombre complexe. On appelle complexe conjugué de z que l’on note Z le nombre complexe 


défini par[z=a-56] 


PROPOSITION 1.6 
Pour tout complexe zeC,ona 


z+ 
1. | Re(z) = 


D, 





Démonstration Calculs immédiats. 


PROPOSITION 1.7 © Propriétés de la conjugaison 
Pour tous complexes z, z'EC, 





Démonstration Calculs immédiats. Pour le quotient (3), on peut raccourcir les calculs en remarquant que si u = z/z/ alors z= uz/ 
et appliquer (2). 
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Application 1.4 Mise sous forme algébrique d’un quotient de nombres complexes. Pour mettre sous forme algébrique 





le complexe RE on multiplie le quotient, en haut et en bas par le conjugué du dénominateur : 
+i 





3—2i (3—-2i)(2-i) 4A—7i l . 
= —— = — = —(4-7i) 
2+i (2+i)(2-i) 22-52 5 








| Remarque 1.3  SizeC alors zze R°. 


1.3 Représentation géométrique des complexes 


1.3.1 Représentation d’Argand 


On notera Z l’ensemble des points du plan et Ÿ l’ensemble des vecteurs du plan. Soit Z = (O, 7, j) un repère orthonor- 
mal du plan. À tout point M de coordonnées (x, y) dans ce repère on peut faire correspondre le nombre complexe z = x+i y. 
On réalise ainsi une bijection de C vers le plan. À tout nombre complexe on peut faire correspondre un unique point du 
plan et réciproquement à tout point du plan on peut faire correspondre un unique complexe. Cette représentation est due 
au mathématicien français Jean Robert Argand (1768 — 1822) et va s’avérer d’un grand intérêt en géométrie. Certains 
problèmes de géométrie se traduisent très bien en calculs faisant intervenir des nombres complexes et réciproquement, 
certains calculs avec les nombres complexes ont une interprétation géométrique naturelle. 





FIGURE 1.1 — Représentation d’Argand 


De la même façon, on peut identifier l’ensemble des vecteurs Ÿ du plan avec € en associant à tout vecteur Ÿ de Ÿ de 
coordonnées (a, B) dans Z le complexe a + if et réciproquement. 


DÉFINITION 1.5 Image d’un nombre complexe, affixe d’un point, d’un vecteur 
Soit Z = (0,7, j) un repère orthonormal du plan. 


— L'image du nombre complexe z = x+ i y est le point du plan de coordonnées (x, y) dans le repère %. 
— L’'affixe du point M de coordonnées (x, y) dans le repère Z est le nombre complexe z = x+i y que l’on notera Aff(M). 
— L’ affixe du vecteur D = à T1 +67 est le complexe à + if que l’on notera Aff(ü). 





Remarque 1.4 Les points du plan d’affixe réelle sont situés sur l’axe réel (0, 7). Ceux qui ont une affixe imaginaire 
sont situés sur l’axe imaginaire (O, 7). 


1.3.2 Interprétation géométrique de quelques opérations 
T 


On considère dorénavant et pour tout le reste du chapitre qu’un repère orthonormal Z = (O, 7, J)aété fixé, ce qui permet 


d'identifier € au plan Z. 


PROPOSITION 1.8 Propriétés de l’affixe 
Soient w et v deux vecteurs de Ÿ. Soient A et B deux points de Z : 





AffCU + v) = Aff(u)+Aff(T) 


23 


Aff(AB) = Aff(B) — Aff(A) 





Démonstration 
1. Supposons que Aff(ü)=a+ibet Aff(v)=c+id alors u = at + bT, D=cr+ dT etu+v=(a+c)t+(b+ d)T. Ce 
qui prouve que Aff(u+V)=(a+c)+i(b+d)=(a+ib)+(c+id)=Aff(u)+Aff(T). 
2. Comme OB = OÀ + AB, en utilisant l’égalité précédente, on obtient Aff(OB) = Aff(OA) + Aff(AB), soit Aff(B) = Aff(A) + 
Aff(AB). 


PROPOSITION 1.9 Interprétation géométrique de z— z+ a 


Soit 4 un vecteur d’affixe a. La translation de vecteur 4 est l’application qui à tout point M d’affixe z associe le point 
d’affixe z+ a. 





Démonstration Au point M de P, la translation de vecteur w associe le point M' tel que OM’ = OM+ ü. Si z,z' et a sont les 
affixes respectives de M, M' et 4, la proposition précédente conduit à z/ = z+ a. 


PROPOSITION 1.10 Interprétation géométrique de z— z 
La réflexion d’axe (O, 7) est l’application qui à tout point M d’affixe z associe le point d’affixe Z. 





Démonstration La réflexion d’axe (O, 7) associe à tout point M de coordonnées (x, y) le point M! de coordonnées (x, - y). La 
proposition s’en déduit immédiatement. 


1.4 Module d’un nombre complexe, inégalités triangulaires 


DÉFINITION 1.6 Module d’un nombre complexe 
Soient z= a+ i b un nombre complexe et M son image dans Z. On appelle module de z le réel positif ou nul noté |z]| 
et donné par : 

121 = [OMI 


PROPOSITION 1.11 © Expression du module d’un nombre complexe 
Pour tout complexe z= a+ i b, 


|z1= Vzz= V a + b2 





Démonstration Soit z=a+ibe C et soit M l’image de z dans @ alors on sait que 1z12 = IIOMI 2 = a? + b?. Par ailleurs, 
z2= (a+ib)(a-ib) = a? +b?. 


PROPOSITION 1.12 © Propriétés du module 
Pour tout nombre complexe z, 


1. [z1=062z=0 3. Re(z) <|Re(z)|<|z| 


2, lA=tA 4. Im(z) <|Im(z2)|<|z| 





Démonstration 
1. Soit z=a+ibecC tel que |z| = 0 alors a? +b? =0 ce qui n’est possible que si a = b = 0. Réciproquement, si z = 0 alors 
1z] = 0. 
2. Évident. 
3. Siz=a+ib alors Re(z) = a<|al = Va < Va2+b2=|zl. 


4. De même. 


PROPOSITION 1.13 
Pour tous nombres complexes z, z/, 


ee Z0 
NS a 
IE 


l 
DAS ISSS 7, 
fé 
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Démonstration 


1. SizeC*,ona 


aride 
TN EE — 
42 I 142 
1 Z 
donc —- = —. 
z Iz2 
: : 2 $ L- "= . He 
2. Silzl = 1, le résultat précédent amène : — = z. La réciproque est évidente. 
Z 


3. Pour la troisième, écrivons |2z/|2 = (2z')(zz') = 22z'2! =|2/2|z/|2. On termine en passant à la racine carrée et en remarquant 
que |zz'| >0etque|z|>0, |z'| > 0. 
= 2 
is Z2_2Z2Z A ; : | 
4. Et pour la dernière : [| ST ZE On termine alors de la même façon qu’en 3. 
z z'7! |z 


PROPOSITION 1.14 OOQ Inégalités triangulaires 
Pour tous nombres complexes z et z',on a 


1. |1z+71<1zl+1ZIR 





Démonstration Soient deux complexes z, z'eC. 


1. On peut démontrer de manière géométrique la première inégalité triangulaire en remarquant que c’est une traduction, dans 
le cadre complexe, de celle vue pour le triangle en classe de cinquième. Si le point M est l’image du complexe z et le point 
N l’image du complexe z+ z! dans ©, alors, dans le triangle OMN, ON < OM+MN. Comme Aff(MN) = Aff(N) — Aff(M) = 
z+z'-2=7,0onaMN=1|Z7/|. Par ailleurs, ON = |z+27/| et OM = |z|. On peut aussi démontrer cette première inégalité de 
manière algébrique. Développons le module au carré 


1z+2/2=(2+2/)G+ 2) = [2/2 +2Re (221) +172 


En utilisant l'inégalité Re (27) <|z||7|, on en tire que 


112 2 ! 112 1n2 
1242 <12f+212112/1+121 2 (1214 12/1) 


et il suffit de prendre la racine carrée de ces nombres positifs. 


2. Utilisons l’inégalité triangulaire déjà démontrée : 
lz1=1G+2)+(-2)1<12+2/1+1-212=12+271+171 
d’où |z|-1z/|<|z+2/|. On obtient de façon symétrique 
1z/1=1(2+2)+(-2)1 <12+2/1+12 


d’où également |z/|-|2| <|z+ z/|. Puisque |z1-1z!|<|z+2/| et que —-(1z1-1z!|) <|z+z/|, on a bien |Lzl = 1z/1| <|z+7z/|. 


PROPOSITION 1.15 
Soient ae CetreR*.Soit A le point du plan d’affixe a. L'ensemble des points du plan d’affixe ze € vérifiant 
+ |[z-a|l=r est le cercle de centre A et de rayon r. 


+ |[z-al< r est le disque fermé de centre A et de rayon r. 
e |z-a|<r est le disque ouvert de centre A et de rayon r. 





Démonstration Ces trois résultats proviennent de l’égalité |z- a| = AM 


15 Nombres complexes de module 1 
1.5.1 Groupe U des nombres complexes de module 1 


PROPOSITION 1.16 Groupe U des nombres complexes de module 1 
Nous noterons U, l’ensemble des nombres complexes de module égal à 1 


U={zeC||zl=1} 


Cet ensemble vérifie les propriétés suivantes. 


1. Uest stable pour le produit: Vz,z'EU, z.z'EU. 
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2. Le produit est associatif : Vz,z/,z"EU, (zxz)xz/=2x(z'xz/). 


3. Le complexe 1 est élément de U et est l’élément neutre du produit : VzEU, 2zx1=1xz=z. 


; me s 1 : 
4. Si zest élément de U, alors son inverse — aussi. De plus, on a 
2 


5. Le produit est commutatif : Vz,z' EU, zxz/=2'xz. 


On dit que (U, x) est un groupe commutatif appelé groupe des nombres complexes de module 1. 





FIGURE 1.2 — groupe U des nombres complexes de module 1 


Démonstration Soient z, z! EU. 

1. Ona:|z2x7/| =|21 x|z/| =1x1=1. Donczxz!el. 

2. L’associativité est une conséquence directe de l’associativité de la multiplication dans C. 
3. Ona:1|1| = 1 donc 1 E U. La suite est évidente. 
4 


. Ona:zxZ=2Zxz- |zl2 = 1 donc Z est l’inverse de z. En utilisant les notations introduites précédemment, on obtient 


z l=1/z=2. 


5. La commutativité est une conséquence directe de la commutativité de la multiplication dans C. 


| Remarque 1.5 On verra dans l’exemple 19.10 page 722 une méthode plus rapide pour vérifier que (U, x) est un groupe. 


1.5.2 Exponentielle imaginaire 


On suppose ici connues les propriétés élémentaires des fonctions cosinus et sinus ainsi que les différentes formules de 
trigonométrie circulaire. On pourra se reporter à ce sujet à l’annexe B paragraphe B.1. Ce paragraphe doit être parfaitement 
maîtrisé. 


LEMME 1.17 





Soient (a, b) € R? tel que a? + b? = 1. Il existe un réel (pas unique) 8 tel que a = cos8 et b= sin. 


Démonstration Comme a? + b? = 1, on a nécessairement -1<a<let-1<b<1. L'image deR par la fonction cos étant [1,1], 
il existe ae R tel que cosa = a. Comme : cos? à + sin? à = 1, il vient sin? a = b?. Une des deux égalités suivantes est alors vérifiée 
par à, sina = b ou bien sina = -b. 

— Si la première est vraie, nous posons 0 = a. 

— Sinon, la seconde est alors vraie et nous posons 0 = -a. 

Dans les deux cas, le réel 6 construit vérifie les deux égalités mentionnées dans l’énoncé du lemme. 
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PROPOSITION 1.18 
Pour tout complexe z e U, il existe un réel 8 tel que z=cos0 +isin6. 





Démonstration Soit z= a+ibeU. Par définition de U, a et b vérifient a? + b? = 1. Par application du lemme précédent, il existe 
donc 8 ER tel que a = cos8 et b=sin@. On a donc z= cos8 +isine. 


Remarque 1.6 
Soit ze Cetsoit OU ER tel que z= cos6 + isin6. On rapporte le plan à un repère orthonormé direct (O, 7,7). Soit 4 un 


FF 
L, 


vecteur d’affixe z alors 6 est une mesure de l’angle (éal Cette mesure est définie à 2kxn près (ke Z). 





FIGURE 1.3 — Interprétation géométrique de la proposition 1.18 


DÉFINITION 1.7 Exponentielle imaginaire 


Pour tout réel 8 € R, nous appellerons exponentielle imaginaire de 6 et nous noterons e'® le nombre complexe défini par 


0 = cos0+isin0 


ei 





Remarque 1.7 


— Soit ze U. D’après la proposition 1.18, il existe 8 ER tel que z = er. 


— Réciproquement, tout nombre complexe de la forme e/° est de module 1. Donc 


U={zec13€R,z= ei} 


Remarque 1.8 La définition précédente est justifiée par l’égalité suivante, qui généralise la propriété fondamentale de 


l’exponentielle réelle Va,bERR, eñtb = pagb. 


PROPOSITION 1.19 © Propriété de morphisme de l’exponentielle imaginaire 


V0,6’ € R, ei(8+0) L eve 
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FIGURE 1.4 — ei0 


Démonstration Soient 6, 0/ ER. On a: 
ei(0+8") 


cos(0+0") +isin(0+0") par définition de l’exponentielle d’un nombre imaginaire pur 


(cos(@) cos(@") — sin(6)sin(6”)) + à (cos(6) sin(@”) + sin(@) cos(8')) par application des formules d’addition 
(cos(8) + isin(8)) (cos(@’)+ isin(@/)) 
e0 pit" 


Remarque 1.9 


Afin d’expliquer cette terminologie, explicitons ce qu’est un morphisme de groupes. Cette notion sera étudiée dans le 
paragraphe 19.1.3 du chapitre 19. Soit (G1, x1) et (G2, x2) deux groupes. On dit qu’une application @ de G1 dans G2 est 
un morphisme de groupes lorsque 


VxYEG, p(xxiy)=p(Ox2p(y) 


Nous pouvons alors reformuler la propriété précédente. 


PROPOSITION 1.20 
La fonction exponentielle est un morphisme du groupe (R, +) sur le groupe (U, x) 


Remarque 1.10 
Avec les notations de la définition 1.9, on définit 
+ Le noyau du morphisme @ comme étant le sous-ensemble de G1 noté Kerw donné par : Kery = {xe G1 | p(x) = &} 
où e2 est le neutre de G. 
+ L'image du morphisme @ comme étant le sous-ensemble de G2 noté Im donné par : Im = {w(x) | xE Gi}. 
Notre morphisme de groupes 
| (R,+) — (C°,x) 
s e'8 


6 —> 


a pour noyau | Kerp = 27Z |et pour image [imp =U| 


PROPOSITION 1.21 





Soient 6 et @/ deux réels, on al e° = el = 3kez, 6=0+2kr 


Démonstration Si e!° = ei?" alors e®-9) = 0 et 0-0! = 2kn où ke Z. Par conséquent 8 = 6! +2kn avec ke Z. La réciproque 
est évidente. 
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j j I LEA # #5 » 2 . 
Remarque 1.11 el*0 =], e!/2 = 1, el" = -]. Cette dernière égalité, écrite sous la forme est connue sous 


le nom de « Relation d’Euler ». Elle est remarquable car elle lie cinq nombres fondamentaux en mathématiques e, i, 7, 1 
et 0. 


COROLLAIRE 1.22 


i8 — ___ — 


Pour tout réel8eR,onale” 





Démonstration En effet, Si6€R, ee 18 = Qi(8—8)  Lix0 _ 1, Par conséquent, l’inverse du nombre complexe el est er 1, 


Comme e° eU, par application de la proposition 1.16, l'inverse de el® est aussi el, d’où les deux égalités ci-dessus. 


THÉORÈME 1.23 © Formules d’Euler 





Démonstration Soit86eR. On a: 
e0 = cosO+isin0 
fe =cosô-isin® 
En additionnant la première équation à la deuxième et en divisant les deux membres de l’égalité obtenue par 2, on obtient la formule 
annoncée pour cos@. De même, en soustrayant la deuxième équation à la première et en divisant les deux membres de l’égalité 
obtenue par 2i, on obtient la formule annoncée pour sin 6. 


B10 1 | Leonhard Euler, né le 15 avril 1707 à Bâle et mort le 18 septembre 1783 à Saint-Pétersbourg. 


Peu après sa naissance les parents d’Euler déménagent à Riehen. Le père d’Euler 

est un ami de la famille Bernoulli et Jean Bernoulli, dont Euler profita des leçons, 

est alors considéré comme le meilleur mathématicien européen. Le père d’Euler 

souhaite que Leohnard devienne comme lui pasteur mais Jean Bernoulli qui a 

remarqué les aptitudes remarquables de son élève, le convainc qu’il est destiné 

aux mathématiques. 

Après ses études à Bâle, il obtient un poste à Saint-Pétersbourg en 1726 qu’il 

quitte pour un poste à l’académie de Berlin en 1741. Malgré la qualité de ses 

contributions à l’académie, il est contraint de la quitter en raison d’un conflit 

avec Frédéric IT. Voltaire qui était bien vu par le roi avait des qualités rhé- 

toriques qu’Euler n’avait pas et dont il fut la victime. En 1766, il retourne à 

Saint-Pétersbourg où il décéda en 1783. 

Euler souffrit tout au long de sa vie de graves problèmes de vue. Fait remar- 

quable, il effectua la plus grande partie de ses découvertes lors des dix-sept 

dernières années de sa vie, alors qu’il était devenu aveugle. Il fut, avec 886 pub- 

lications, un des mathématiciens les plus prolifiques de tous les temps. Il est 

à l’origine de multiples contributions en analyse (nombres complexes, introduction des fonctions logarithmes et 
exponentielles, détermination de la somme des inverses des carrés d’entiers, introduction de la fonction gamma, 
invention du calcul des variations, .…), géométrie (cercle et droite d’Euler d’un triangle, formule liant le nombre de 
faces, d’arêtes et de sommets d’un polyèdre, ..), théorie des nombres (fonction indicatrice d’Euler, ….), théorie des 
graphes (problème des sept ponts de Kônigsberg) ou même en physique (angles d’Euler, résistance des matériaux, 
dynamique des fluides... ) et en astronomie (calcul de la parallaxe du soleil..…). 


PROPOSITION 1.24 © Formule de Moivre 


VOER Vrez,…| 670 — (eo) 





Démonstration Soit6eR. Montrons d’abord par récurrence la propriété pour n € N. 


, 10 
_ Sin=0,ona:e*0=1- (ei?) . L'égalité est donc vraie au rang 0. 
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— Supposons l'égalité vraie au rang n et démontrons-la au rang n+ 1 : 


eitn+D8 e(18+8) 


ePeinb 


car exp est un morphisme de groupes 


ie ( i0)" à ; 
e” le par hypothèse de récurrence 


-a\n+1l 
(e*) 


Démontrons maintenant la propriété pour n € Z \N. On a alors -n e N et on peut appliquer la relation que nous venons de prouver 


, -o\n : ; 1 -o\n 1 \? 
à l’entier -n. Cela donne : ef (708 = (e”it) . Mais d’après la proposition 1.22, on a e (T8 = Q-in0 6 ©! fn) = (5) é 
e e 
l 


eine 5 e 
Les formules suivantes interviennent souvent dans les exercices. 


n 
donc 





5 . n 
et l’on a bien ef" = (ei?) . La relation est alors démontrée pour tout n eZ. 





PROPOSITION 1.25 OQQ Factorisation par les angles moitiés 
Pour tout réel x e R : 


_ix … EX [XX 
] =2ie2 sin(=) 





Remarque 1.12 On a la factorisation de l’angle moitié plus générale (voir figure 1.6) : 





e 2 +e 


ix i i(x+ y) i(X— y) _iG&-y) 
e+e/=e 7 Z 


-X+Y x— 
=2e "2 cos| 5 ®), 


eït + eiv 























: : . X+Y x— 
FIGURE 1.6 — ei* + ei =2e° 77 cos| ») 


Abraham de Moivre est un mathématicien français qui vécut la plus grande 
partie de sa vie en exil à Londres en raison de la révocation de l’Edit de 
Nantes. Il fut l’auteur de deux ouvrages majeurs en mathématiques. Le pre- 
mier, consacré aux probabilités “Doctrine of chance “et paru en 1718, s’in- 
téresse en particulier au calcul des probabilités d’un événement aléatoire 
dépendant d’autres événements aléatoires ainsi qu’aux problèmes de conver- 


gence des variables aléatoires. Le second, Miscellanea Analytica”, paru en 
1730, est un ouvrage d’analyse dans lequel figure pour la première fois la 
fameuse « formule de Stirling ». On raconte cette histoire au sujet de sa mort. 
Il s'était rendu compte qu’il dormait un quart d’heure de plus chaque nuit. En 
utilisant cette suite arithmétique, il avait calculé à quelle date il mourrait : cela 
devait correspondre au jour où il dormirait 24 heures. Ce fut exactement ce 
qu'il advint. 
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1.6 Argument, fonction exponentielle complexe 


1.6.1 Argument d’un nombre complexe 


PROPOSITION 1.26 Argument d’un nombre complexe, Argument principal d’un nombre complexe 


Soit z un nombre complexe non nul. Il existe au moins un nombre réel 6 tel que où p=|z| € R} est le module 


de z. 

— pe? est une forme trigonométrique de z. 

— Le réel 6 est appelé un argument de z. 

Un tel nombre n’est pas unique : si 00 est un argument de z, l’ensemble de tous les arguments de z est donné par 
{80 +2k7 | Ke Z}. On notera arg(z) = 6, (2x1. Enfin, il existe un unique argument de z appartenant à l’intervalle ]— x, x]. 
On l’appellera l’argument principal de z. 





Démonstration Soit z un nombre complexe non nul. Posons p = |z| £ 0, on a alors z/p € U. D’après la remarque 1.7, il existe 

0 ER tel que : z/p = ei° ce qui prouve l’existence d’un argument de z. Si 6! ER est un autre argument de z, on a bien : 0! =6[2x]. 

iO ie" 
=e 


En effet, en partant de z=e et en utilisant la proposition 1.21, il existe ke Z tel que 0 =6+2kn. 


Exemple 1.5 Ona: 
argl1=O0O[2r] argi= ; [Dr] arg-l=n[2r] arg-i= _ [27] 


Soitz=a+ibeC* d’argumentO ER et de module p e R. Exprimons p et 6 en fonction de a et b : 
+ Onap=|zi= Va +b? 


+ Comme z = a+ib = p(cos0 +isin6) = el , on cherche un unique réel 0 e]-x,xl] 


a ; b 
Va?+b2  Va?+b? 


vérifiant cos 0 = et sin0 = 


b 
VAE 


a 
VaTE 


PROPOSITION 1.27 Produit et quotient de deux nombres complexes sous forme trigonométrique 
à É se 
Soient deux nombres complexes non nuls : z= pe? et z'=p'ei?, 


1. | zz = pp'ei(8+8) : 2 = £eite-0) | 
z 


p! 
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Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 1.19. 


COROLLAIRE 1.28 
Soient z et z/ deux nombres complexes non nuls. On a : 


1: |arg(zz) = arg(e) +arg(7) Lil arg(2) = arg| ] = —arg(2) [27] 


Zz 
Dh arg(+) = arg(z) — arg(z’) [2x] |. 





Démonstration  Démontrons la première égalité, la démonstration des deux suivantes est identique. Notons 6 (respectivement 0’) 

un argument de z (respectivement de z/) et p (respectivement p!) le module de z (de z'). Par application de la propriété précédente, 
: 1 

22 = pp'ei(8+9"), Par conséquent arg (zz') =60+6/ [2x] = argz+argz/ [27]. 


PROPOSITION 1.29 
VneZ,VzeC*, |arg(z")= narg(z2) ([2x)) 





Démonstration Soient ne Z et ze C*. L'écriture trigonométrique de z est z = peio où GER est un argument de z et p 
est le module de z. On a donc : z" = [pei?) = p" (ei?) = p''ei"® bar application de la formule de Moivre. Par conséquent, 


arg(z") = n0 ([2x]) = narg(z) (2x1. 


1.6.2 Fonction exponentielle complexe 


On suppose ici connues les propriétés de la fonction exponentielle réelle. On pourra à ce sujet consulter le paragraphe 
4.1.2. 


DÉFINITION 1.8 Fonction exponentielle complexe 
Soit z= a+ ib un nombre complexe. On appelle exponentielle de z le nombre complexe 


e = et+ib — 


La fonction qui à tout nombre complexe z associe le nombre complexe e? ainsi définie s’ appelle fonction exponentielle 
complexe. 





Remarque 1.13 

= Soit z=a+ibeC. Ona e? = eftib = pa bib = 4]cos b+ i sin b] 

— Soit z=a+ibeC. On a le*| = leteib| = [ef] Lei? = |e%| = ef car la fonction exponentielle réelle est strictement 
positive. 

— La fonction exponentielle complexe ne s’annule jamais : |e*| = e% 0. La fonction exponentielle complexe est donc à 
image dans C*. 

— La fonction exponentielle complexe prolonge la fonction exponentielle réelle ( ce qui signifie que sa restriction aux 
nombres réels coïncide avec la fonction exponentielle réelle). 

— Si Z est un complexe non nul, on peut l’écrire sous forme trigonométrique Z = pe. Un complexe z = a + ib vérifie 


e? = Z si et seulement si ee? = pei®. En prenant le module, on trouve que | a = In(p) | puis ensuite | b=6+2Kkx | 
(ke Z). 
— x 
— La fonction exponentielle complexe : et est surjective (Voir la définition 1.7 page 1139) mais pas injec- 


> 


tive (Voir la définition 1.6 page 1138). Il sera impossible à notre niveau de définir un logarithme complexe. 


PROPOSITION 1.30 La fonction exponentielle complexe est un morphisme du groupe (C,+) dans le groupe (C*, x) 


mice TETE 





Démonstration 

+ Soient z=a+ib,z = a +ib! e C. En utilisant les propriétés de l’exponentielle réelle et imaginaire, ete? = eñeibea' pi = 
eata' eitb+b) 2 ,2+z 

+ Soitze C. Par application de la propriété précédente, e7e-? = e7-2 = e0 = 1, Par conséquent, e_? est l'inverse de e? et (ezy ! = 


(e”*). 
Vous pouvez maintenant étudier l’appendice B.3 pour des applications très importantes de l’exponentielle imaginaire aux 
calculs trigonométriques. Avant cela, il est conseillé de lire l’appendice B.2 pour vous familiariser avec les techniques de 


calcul de sommes et à la notation >». 
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1.7 Racines n-ièmes de l’unité 


Dans tout ce paragraphe n désigne un entier naturel non nul : ne N*. 


DÉFINITION 1.9 Racine n7-ième d’un nombre complexe 


Soit ze C. On appelle racine n-ième du nombre complexe z tout nombre complexe & vérifiant [£"=2] 





2ir 
| Exemple 1.6  i est une racine deuxième de —1, e 3 est une racine cubique de 1, i V2 est une racine deuxième de —2. 


DÉFINITION 1.10 Racine #-ième de l’unité 
On appelle racine n-ième de l'unité une racine n-ième de 1, c’est-à-dire un nombre complexe z tel que [z=1} On 


notera U,, l’ensemble des 


racines n-ièmes de l’unité :|U, ={z2eC|z"=1} |. 


Remarque 1.14 

— Pour tout n>1,ona:1eU, et -1 e U, si et seulement si ñ est pair. 

— On a U, CU. En effet, si ze U; alors z° = 1 et donc |z|" = |z"| = 1. Comme |z| e R*, cette égalité n’est possible que 
si |z| = 1. 





S Notation 1.7 Soient m,neZ tels que m< n. On note [m, n] l'intervalle d’entiers donné par : 


Imnl={kezZ|m<k<n}. 


2ik 
PROPOSITION 1.31 ©OO Les racines r-ièmes de l’unité sont de la forme w}4 = e RoùkE [0,7-1] 


2ir : se - + « 
Notons w = eñ.. Il y a exactement n racines n-ièmes de l’unité. Elles sont données par les puissances de w : wX où 


kE[0,n—1] 
Un = {u* kelo,n—11} = {er | ke[0,n—11} 





Démonstration Soit ze C tel que z" =1. En prenant le module, on en déduit que |z| = 1. Il existe donc un unique réel 8 € [0,27 
tel que z = ei, On doit alors avoir eine = 1, c’est-à-dire n0 = 2kx avec ke Z. Comme on veut 0 € [0,2x{, on doit avoir 0<k<n 


-2k7 
et donc ke [[0,n—1]] d’oùz=e nn = ok, Réciproquement, tout complexe de cette forme vérifie bien z" = 1. 


PROPOSITION 1.32 (U,, x) est un groupe commutatif 
L'ensemble U, vérifie les propriétés suivantes : 


1. U, est stable pour le produit (c-a-d : VE,E EU, Exë eU). 
2. Le produit est associatif (c-a-d : VE,E',E"EUn, (ExE)xE"=Ex(E x E”)). 


3. Le complexe 1 est élément de U, et est l’élément neutre du produit (c-a-d': VEEU,, Éx1=1xé—é). 


: ue : 1 ; 
4. Si ë est élément de U,,, alors son inverse E aussi. De plus, on a: 


ü = 
e 


5. Le produit est commutatif (c-a-d': VE, EU, ExE =E xE). 


(U», x) est donc muni d’une structure de groupe commutatif. 





Démonstration Soient E,£! e Un : 

1. Ona: (ExE) = Er x €]. Doncé x EE Un. 
. L’associativité est une conséquence directe de l’associativité du produit dans €. 
On a : 1” = 1 donc 1e Uh. La suite est évidente. 


. Remarquant tout d’abord que €” — En = 1. Donc E € Un. De plus : XE=Ex & = 1 car Un CU. Par conséquent, el = 1/ë = ë. 


U OR & D 


. La commutativité est une conséquence directe de la commutativité de la multiplication dans C. 
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Remarque 1.15 En fait, (U;, x) est un sous-groupe de (U, x) qui lui-même est un sous-groupe de (C*, x). Nous verrons 
là aussi plus tard comment prouver la propriété précédente de manière plus rapide (voir 46 page 722). L'application 
G:U—U,z-— z" est un morphisme de groupe de noyau U;. 





























wi=1 
w? oO 1 
w3 
FIGURE 1.8 — U3 FIGURE 1.9 - U, 
n w . Un 
(7) 
uw? F 
Ÿ 22 Ë 
N° w° =1 XX DEA 
O Ï w3 O 1 
w3 
A w4 &° 
FIGURE 1.10 - Us FIGURE 1.11 —- Us 


PROPOSITION 1.33 © La somme des racines 7-ièmes de l’unité est nulle 


Soitun entier nZ2.Ona:|1+6+4@2+..+w"1= Y z=0f. 





Démonstration On utilise la formule d’une somme géométrique de raison w Z 1 etw"=1 : 


1+0+::-+0 = = 0. 





2iT 
Remarque 1.16 On utilisera très souvent les racines cubiques de l’unité. On note j = e 3 . C’est une racine cubique 
primitive de l’unité au sens où U3 = {1, j, j?}. Les puissances de j sont simples à calculer : 


1 si k=3p 
jf=li sik=3p+1 
j? sik=3p+2 


Les propriétés suivantes interviennent souvent : | j? = j=1/jlet|1+j+;j2=01. 
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FIGURE 1.12 — Racines cubiques de l’unité 


PROPOSITION 1.34 Expression des racines n-ièmes d’un nombre complexe 
Un complexe non nul z = pe Ÿ admet n racines n-ièmes données par 


2in 


où w=e # ou toute autre racine n-1ème primitive de l’unité. 





Démonstration Notons Zo = pl/réeidin, On a bien Zÿ = z et donc Z" = z si et seulement si (Z/Zo)" = 1 c’est-à-dire si et seulement 
si (Z/Zo) est une racine n-ième de l'unité. 
On pourra consulter plus tard l’annexe B paragraphe B.4.4 afin de voir le rôle des racines de l’unité dans la factorisation 
de certains polynômes. 


1.8 Equations du second degré 
1.8.1 Racines carrées 
DÉFINITION 1.11 Racine carrée d’un nombre complexe 


Soit un nombre complexe z € €. On appelle racine carrée de z une racine deuxième de z, c’est-à-dire un complexe Z 
vérifiant Z? = z. 





Par application de la proposition 1.34, on peut affirmer : 


PROPOSITION 1.35 


Tout nombre complexe non nul possède exactement deux racines carrées. De plus, ces deux racines carrées sont opposées 
l’une de l’autre. 





A\ Attention 1.8 La notation ÿZ n’a de sens que pour z € R+. Si on l’utilise à mauvais escient, on aboutit vite à des 


absurdités. Par exemple : —1 = V = V=I x V=1=ÿED x (D = V1=1. 
Remarque 1.17 





— Le complexe nul z = 0 ne possède qu’une seule racine carrée 0. 

— SixeR:,ses deux racines carrées sont données par /X et -/x. 

— SixeR*, ses deux racines carrées sont données par {xl et -i]x]. En effet, la forme trigonométrique de x est 
x=|xleiT. D’après la proposition 1.34, les deux racines carrées de x sont /{xle/"/2 = i [xl et Vixte"/2e27/2 = 5; fx]. 
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Pour calculer en pratique les racines carrées d’un nombre complexe z, le plus simple consiste souvent à mettre z sous 
forme trigonométrique et à appliquer les formules précédentes. On dispose également d’une méthode permettant de cal- 
culer les parties réelles et imaginaires des racines carrées de z. 


PLAN 1.2 : | Comment calculer les racines carrées d’un nombre complexe 


Soit z=a+ibeC. Soit Z=X+iY une des deux racines carrées de z : Z? = z. Ona: 


PAS: 
ReZ? =Rez 


ImZ2 = Imz 


On en déduit 
X2+Y2 = Va2+ 1h? 
X2-Y=a 
2XY = Imz 


Et en particulier 
X2+Y2=Vaz+h? 
X-V=a 
XY est du signe de Imz 





Exemple 1.9 Calculons les racines carrées de z = 8 —-6i. Soit Z = X + iY une des deux racines carrées de z. Les réels X 
et Y satisfont 


X2 +2 = 100 = 10 
X2-V2=8 
XY est négatif 


Par addition des deux premières équations, on obtient : X = 3 ou X = —3. Par soustraction de ces deux mêmes équations, 
on obtient : Y = 1 ou Y = —1. Comme le produit XY est négatif, les seules possibilités sont X = 3 et Y = —1 ou alors X = -3 
et Y = 1. En conclusion, Z = 3— i ou Z=-3+i. On vérifie au brouillon que ces deux complexes vérifient bien Z? = 8—Gi. 


1.8.2 Équations du second degré 


THÉORÈME 1.36 © Résolution d’une équation du second degré à coefficients complexes 
Soient a, b, c trois nombres complexes avec a Z 0. Considérons l’équation d’inconnue z e € 


az +bz+c=0 (x) 


Notons le discriminant de l’équation (x). On a : 





Démonstration Soit ze C une solution de l’équation (x). Puisque a Z 0, nous pouvons écrire le trinôme sous forme canonique 


2 b?-4ac 


= 4 _ 
4a2 


2 b C 
0=a|z +—-2z+— 
a a 














En notant Z = z+ b/2a, on doit avoir Z2 = A/4a2. 


— SiA=0, alors Z = 0 c’est à dire z= —-b/(2a). 
—b—ô —b+ô 


— SiAZO, en notant Ô une racine carrée complexe de À, (Z—&)(Z+ 6) = 0 c’est à dire Z = +6 ou encore z = ou z = 








2a 
On vérifie dans chacun des cas précédents que z est effectivement solution de l’équation. 


COROLLAIRE 1.37 © Résolution d’une équation du second degré à coefficients réels 
Soient a, b, c trois nombres réels avec a Z 0. Considérons l’équation d’inconnue x e € 


ax?+bx+c=0 (x) 
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Notons son discriminant. Remarquons que A ER. On a: 
+ SiA>0, (x) admet deux solutions distinctes, toutes deux réelles x1 et x2 données par 


+ SiA<0, (x) admet deux solutions distinctes, toutes deux complexes conjuguées x1 et x2 données par 


—b-iVIAI —b+ivIA] 
= ——————— XX = ——— — 


X1 
2a 2a 





Démonstration 

- Si À > 0, une racine de A est donnée par à = VA et les formules pour xp, x1 et x se déduisent de celles énoncées dans le 
théorème 1.36. 

— Si À <0, une racine de À est donnée, d’après la remarque 1.17 par ô = i TA]. D'après les formules énoncées dans le théorème 


—b-ivlA —b+ivlA 

1.36, les deux racines de (x) sont x1 = Sa el et Xp = Sol 

On pourra se reporter à l’annexe B paragraphe 64.1 pour des précisions supplémentaires sur les trinômes du second degré 
et au paragraphe B.4.5 pour des applications des relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme. 


qui sont bien complexes et conjuguées. 


1.9 Nombres complexes et géométrie plane 


1.9.1 Distance 


PROPOSITION 1.38 
Soient À et B deux points du plan d’affixes respectives a et b. La distance de A à B est donnée par| AB =/|b-al| 





Démonstration L’affixe du vecteur AB est donnée par Aff(B) — Aff(A). De plus, par définition, |b — a| = IABI| = AB. 


1.9.2 Barycentre 


PROPOSITION 1.39 
Soient À, B et G trois points d’affixes respectives a, b et g ; Soient « et B deux réels tels que a +6 Z 0. Alors, G est le 
barycentre des points A et B affectés respectivement des poids «& et $ si et seulement si 


a(g — a) +B(g-— b)=0. 


Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de l’égalité vectorielle aGÀ + BGB = 0 qui définit le barycentre G. 





Remarque 1.18  Sia=f=]1, le point G est le milieu du segment [AB]. On a alors, avec les notations précédentes, 
l'égalité g = (a+ b)/2. 


PROPOSITION 1.40 
Soient 7 > 2 un entier, A1,..., A, des points du plan d’affixes respectives z1,...., Zn. Soient o1,..,x des réels tels que 


n 

. a; Z 0. Le point G est le barycentre des points A; affectés des poids @;, i = 1,...,n si et seulement si son affixe z 
i=1 
vérifie l'équation 





— 


Démonstration C’est une traduction en terme d’affixe de l’égalité vectorielle y a; GA; = 0. 
i=1 
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1.9.3 Angles 


PROPOSITION 1.41 
Soient À, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A et de B, d’affixes respectives a, b et c. Une mesure de 


TS JF = b-— 
l’angle (CA, CB) est alors donnée par | (CA, CB) = arg| <| [2x] 
a-—c 


b _ 
Démonstration  Remarquons tout d’abord que arg[ 7) = arg(b-c) -arg(a-c) [2x]. Par ailleurs b— c = Aff(BO) et a 
a—c 








C = Aff(CÀ). Donc arg(b-—c) = (T,CÈ) et arg(a—c) = (T,CA). On conclut en utilisant la relation de Chasles pour les angles 


(CÀ, CB) = (7 ,CB) - (T,CÀ) [211 





COROLLAIRE 1.42 
Soient À, B, et C trois points du plan tels que C est distinct de A, d’affixes respectives a, b et c. 


Ne . C / 
— À, B, et C sont alignés si et seulement si est réel. 


— Les droites (CA) et (CB) sont perpendiculaires si et seulement si 7 est imaginaire pur. 





1.10 Transformations remarquables du plan 
On notera Z le plan et Ÿ l’ensemble des vecteurs du plan. On appelle transformation du plan toute application bijective 


du plan dans lui même. À toute transformation f du plan, on peut associer une application g du plan complexe dans lui 
même qui au complexe z d’image le point ME Z associe l’affixe du point f (M) : 


: (a — € Lac 
8 à AfFM) — Afro) M =f M. 


On dit alors que g représente l'application f dans le plan complexe. 
1.10.1 Translations, homothéties 


DÉFINITION 1.12 Translation, homothétie 
— Soit 4 un vecteur du plan. La translation de vecteur ü, notée t-;, est la transformation du plan qui à tout point M € 


associe le point M’ € Z tel que MM’ = ü. 


— Soit Q un point du plan et À un réel non nul. L’homothétie de centre Q et de rapport X, noté ho, x, est la transformation 


du plan qui à tout point M € Z associe le point M’ € Z tel que | QM' = AOM |. 


Remarque 1.19 

— Si le rapport d’une homothétie h vaut 1, alors h est l’application identique ( L'application identique de Z est celle 
qui à tout point M € Z associe lui même). 

— Les translations conservent les longueurs (on dit que ce sont des isométries), les homothéties de rapport À les multi- 
plient par |A. 





PROPOSITION 1.43 
Soit Q un point du plan d’affixe w et À un réel différent de 0 et 1. L’homothétie de rapport À et de centre Q peut être 


représentée dans le plan complexe par l’application qui à tout ze C associe z/e C tel que (ou encore 


z=Àz+(1-À)o). 





Démonstration Le point M’ est l’image de M par ho,x si et seulement si OM! = ÀOM ou encore Aff(M) — Aff(Q) = A(Aff(M)/ — 
Aff(Q)) c’est-à-dire z! — w = À(z-w). 


110.2 Rotation 


DÉFINITION 1.13 Rotation 





Soient Q € et 8 un réel. La rotation de centre Q et d’angle 6, notée ro.g est la transformation du plan qui 
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— à Q associe Q, 


(OM, QM') = 8 [2x] 
OM = 11QMI]| 


— à tout point M différent de Q associe le point M’ tel que 


PROPOSITION 1.44 
Soient O € Z et 0 un réel. Soit w l’affixe de Q. La rotation de centre Q et d’angle 6 peut être représentée dans le 


plan complexe par l’application qui à tout z € € associe le complexe z/ tel que [2-w=e0(-v)] (ou encore z/ = 
er e8)w). 





Démonstration Soient z et z! les affixes respectives de M et M’. SiM Z Q, on a : 


M' est l’image de M par la rotation de centre Q et d’angle 0 & 


(OM, OM) = 8 [2x] et OM = OM' & 











z/-w ; 

arg = 6 [2x] et|z-w|=1|z -w| 
Z— 
z/-w Z—w 

arg = 0 [2x] et| 7 |=1 (+). 
Z— z'-w 


Soit peia une représentation trigonométrique de 





w ; 2 je à à 
: . Les deux relations précédentes sont équivalentes à p = 1 et a = 8 [2x]. 
z-w 





: A : ; î 2 el j 
Donc (+) est équivalente à — = ei0, soit z! —w = e0(z— 6). SiM= Q alors M = Q et z= z! =. L égalité z' —-w = ei9 (2 w) 
Z 


est alors trivialement vérifiée. 


1.10.3 Similitudes directes 


DÉFINITION 1.14 Similitude directe 
Une similitude directe est une transformation du plan admettant comme représentation dans le plan complexe l’appli- 
€ — € 

— az+b 


PROPOSITION 1.45 
Une similitude directe conserve les angles orientés et les rapports de longueurs. 


Démonstration Soit f la similitude représentée par z+ az + b, A1, A2, A3, A4 des points de tels que A1 Z A2 et A3 # A4, Z1, 
Z2, z3, Za leurs affixes respectives et 21 Z, 24 z, les affixes respectives de leurs images par f. Pour tout i € {1,2,3,4}, on a donc 
z, = az; + b. En particulier : 


où (a,b)e C* x C. 


cation : 





! 1 
ai = a(22 — Z1) 
Z3—Z3 = a(Z4 — 23) 


! ! 
74773 _ Za—Z3 
! 


et donc a étant non nul : = 
DA 22-24 


. Par conséquent 

















ES 22 CRE re der 
(A1 A’, A3 A!) = arg( 4 3 J= arg[#&) = (A1A2,A3A4) [27] 
3, — 2) Z2 — 2] 
ci EU 1! 
AgÂ4 _|Z47243| |z4-23|  A3A4 
AA, z, — z Z2 — 2] AjA2° 














ce qui prouve la propriété. 


PROPOSITION 1.46 
La composée de deux similitudes directes est encore une similitude directe. 


Démonstration Soient f et f! deux similitudes directes représentées dans le plan complexe par, respectivement, z— az+ b et 
ze a'z+ b! où (a,b)e C* x C et où (a/,b')e C* x C. Alors f'o f est représentée par z— a'(az+ b) + b! soit z-— aa'z+ a'b+b!. 
Notant a = a/a et f = a'b+b! et remarquant que « est non nul, on a représenté fo f par z— az+$ avec (a,B) e C* xC et f'o f est 
donc bien une similitude directe. 


PROPOSITION 1.47 

Soient (a, b) e C* x C. Soit f la similitude du plan représentée dans le plan complexe par z— az+ b. 

— Sia=l1, f est la translation de vecteur d’affixe b. 

— Siaz1, f admet un unique point invariant Q ( f(Q) = Q ) appelé centre de la similitude. De plus, dans ce cas, si 


1. « est un argument de 4, 


2. rest la rotation de centre Q et d’angle a ( ro ), 


3. hest l’homothétie de centre Q et de rapport |a| ( Raal ), 


alors f s’écrit comme la composée de h et r : f=roh=hor. Le réel |a| est appelé le rapport de la similitude et a 
est une mesure de l’angle de la similitude. En particulier, 

— siaeR*, f est l’homothétie de centre Q et de rapport |a|. 

— sila|=1, f est la rotation de centre Q et d’angle a. 





Démonstration 
— Sia=1, on reconnaît l'application étudiée dans la proposition 1.9. 
— Supposons maintenant a £ 1 et recherchons les points invariants par f. Soit un tel point qu’on suppose d’affixe zo. Zo est alors 


1 (car a Z 1 !). Notons Q le 
— a 


point d’affixe zo. Q est donc l’unique point invariant de f. Soient M un point d’affixe z. Notons M' le point d’affixe z/ = f (2). 
On a : z!- 20 = a(z- 20). Soient à un argument de a, h l’homothétie ho]4 et r la rotation roja. Vérifions que f s'écrit comme 
la composée de h et de r. Notons z, l’affixe de r(M) et z celle de h(r(M)). D’après les propositions 1.43 et 1.13 : 


solution de l'équation zo = azo + b. Cette équation possède une et une seule solution qui est zo = 





Z1 — Zo = e (2-20) 


Z2 — Zo = |a|(z1 —- Z) 


donc 
Z2 — Zo = lale"*(z- 20) = a(z— 20) 


ce qui prouve que z, = z' et donc que z2 est l’affixe de f(M) On a donc bien montré que f = hor. On montre de la même façon 
que f=roh. 
Multimédia : On donne un rapport, un angle et un centre. On pointe avec la souris 
sur un Zz du plan complexe et le logiciel construit l’image de z par la rotation, 
puis l’image de ce point par l'homothétie 


En résumé 


d il faut savoir manipuler parfaitement les opérations suivantes sur les nombres complexes : addition, multiplication, 
conjugaison, calcul du module ou d’un argument. 


> il faut connaître parfaitement les formules d’Euler et de Moivre. 


3 la fonction exponentielle complexe doit être bien maîtrisée. La technique de factorisation par les angles moitiés 
est d’un usage fréquent dans les exercices. 


4 il faut savoir calculer les racines carrées d’un nombre complexe ainsi que les solutions d’une équation du second 
degré à coefficients complexes. 


5 il faut avoir bien compris les groupes U et U,, tant au niveau algébrique que géométrique. 


6 les différentes transformations du plan doivent être bien maîtrisées ainsi que la traduction en terme d’affixe des 
notions d’angle ou de distance. 


Il est essentiel de compléter la lecture de ce chapitre par celle des paragraphes suivants de l’annexe B : 
D Trigonométrie, voir paragraphe B.1 page 1155. 
2 Calculs de sommes, voir paragraphe B.2 page 1158. 
3 Trigonométrie et complexes, voir paragraphe B.3 page 1164. 
4 


Calculs sur des polynômes, voir le paragraphe B.4.1 page 1168 consacré au trinôme du second degré ainsi que le 
paragraphe B.4.4 page 1176 consacré à la factorisation des polynômes grâce aux racines de l’unité. 
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1.11 Exercices 


1.11.1 Forme algébrique - Forme trigonométrique 


Exercice 1.1 Q 
Donner l'écriture algébrique des nombres complexes suivants : 


1 a=(i-2i)(}+à 3. 4-7 5. 3 =(2+i) 
2. 2=(1-2i) 4. = 6. z5=(1+i)?—(2-i) 


Solution : 


1. a = 2-5) 5. 5 =2+1li 


2), Z=-3—Ai Ô 6. Z6=—-3+6i 





Exercice 1.2 © 
On donne les nombres complexes 
—1+iv3 
a =(V6+iv2) = et D trs 


L 
4 4 Li iv 
2 2 





1. Mettre Z et z: sous forme algébrique a + i b. 
2. Déterminer le module puis un argument de z, Z2 et z122. 


3. Déterminer le module puis un argument de Z = 2 Z'= 2h. Écrire Z et Z! sous forme algébrique. 


Solution : 


: 1 2 
1. Un calcul direct donne : z1 = Livzl De plus : z2 = ER 


: V3 
ES don 


2. Il est alors clair que z = et que z =2(1/2+ V3/2i) =[2eirfs | 


3. Comme Z = 2/2 = V2/2eitt/2-08) = /2/26i%/6, ÿ] vient ||Z|=V2/2| et |arg(Z)=x/6 [2x]| d’où 


= 2 (V3+ i) . De même, Z! = 25 = (2eir/3) = 64eï2T = [64] 





Exercice 1.3 Q 





l—i 


20 
he) 


Déterminer le module et et un argument de z = 


.T : TL - 357 : TL 
Solution : On montre facilement que 1 + iV3 = 2e'3 et que 1-i = V2e ‘1 d'où z=210e"3 =2106 3 car 35x/3 = 
(367 — x)/3. Le module de z est donc 2!° et un argument de z est +. 





Exercice 1.4 M 
1. SoitOe [-n,x]. Déterminer le module et un argument de : e®+1 et e 


2. En déduire le module et un argument, pour 8 e ]-n, nf, de : 


cosô+isin0 +1 
cos6+isin0-1 


Solution : 


1. Par factorisation par les angles moitiés (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve : 





ie i8f 19 38 6 ;9 
z=e +1=e2|e2+e 2|=2cos-e 2. 
2 
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Il reste à étudier le 2 de cos 2. Comme 6 € [-x,x], alors 2 € [-x/2,n/2] et coss > 0. Il vient donc : 


a = 200% eifare = ei} = 26067 let arg(e) = À tm arg(z) = = (2 . On montre de même que si z! = = el _ 1 alors : 


; .0 [ 6 ;(8,x 
z'=e!2 AE Le 2isin-e 4 2sin-e i(3+3). 
2 2 


On étudie alors le signe de sin 2. Comme 8 € [-x, x], sin0/22>0 60€ [0,x] et sin0/2<0 8€ [-x,0[. Donc : 


6+7 


! 0 , 7 [27] si0€ [0,7] 
(1 =2/sin=| et |arg(z')= Dee | 
nm] si0ef[-x,0[ 


2. En utilisant les résultats de la question précédente, on obtient : 


É cos +isin6+1 : en+1 
7” cosô+isinf-1 e0-] 
’ —7/2 si6e [0,7 
On obtient |Z z|/|z!|=||cotan-||et arg(Z) = arg(z) — arg(z!) = L 
(z1=1a1/ [2/1] cotan ©] |et arg(2) = arg(a) -arg(2) î Re. 





Exercice 1.5 Q 
Trouver les entiers n € N tels que (V3+ i)" soit réel. 


Solution : Comme V3 + i = 2e! 5, sinenN (V3 + in 2e ing. Ce nombre est réel si et seulement si me = 0 [7] 
c’est-à-dire si et seulement si n est un multiple de 6. 





Exercice 1.6 Q 
On considère, pour 8€R et ne N, le complexe z = [1-sin6 + icos6]". Déterminer les réels 8 tels que Re(z) = 0 


Solution : En utilisant la factorisation par les angles moitiés (voir proposition 1.25 page 30 ), on trouve : 
z=[1+ etr/2+8) |" = 2" cos" (r/4+ g/2)e/"(r/4#+0/2) 


et donc : 
Re(z) = 2"cos"(n/4+60/2)cos(nx/4+ n0/2) 


Par suite : Re(z) = 0 si et seulement si|0=2kn+n/2|ou|60=(2k+1)n/n-x/2|où ke Z. 





1.11.2 Polynômes, équations, racines de l’unité 


Exercice 1.7 Q 
Soit P le polynôme défini dans € par : 
P(z)= 2 -22+(5+7i)z+10-—2i. 


1. Montrer que P possède une racine imaginaire pure. 


2. En déduire une factorisation de P de la forme P(z) = (z2-2i)Q(z) où Q est un polynôme du second degré à 
coefficients complexes. 


3. Résoudre alors P(z) = 0 et factoriser complètement le polynôme P sur C. 


Solution : 
1. Le nombre complexe est une racine de P. 


2. P admet alors une factorisation de la forme P(z) = (z2-2i)Q (2) avec Q (z) = az?+bz+cun polynôme à coefficients 


complexes à déterminer. Par identification, on montre que Q (2) = z2+(—1+2i)z+1+5i. 


3. En appliquant le théorème de résolution des équations du second degré à coefficients complexes, on trouve que 


les racines de Q sont-1+iet2-3i. On a donc:|P=(z-2i)(z2+1—-;i)(z2-2+3ài) | 
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Exercice 1.8 © 
Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : 


1. 4 =-3+4i 3. Zz3=—-24—10i 


2. Z2=-5—-12i 4. Za = —i 


Solution : 


1. On utilise la méthode vue en cours. Soit Z = X + iY une racine carrée de z1. (X, YŸ) vérifie le système : 


Par addition-soustraction des deux premières équations, il vient que 2X? = 2 c’est-à-dire X = +1 et 2V? = 8 c’est-à- 


dire YŸ = +2. On utilise alors que XY > 0 et on trouve que ou [Z=-1-2i| Réciproquement, on vérifie 


que ces deux solutions conviennent. 


. On procède de même et on trouve que les deux racines carrées de z2 sont et 


3. On procède encore de la même façon et on trouve que les deux racines de z4 sont et [-1+5:] 


4. On peut procéder comme avant. Mais on peut aussi utiliser la forme exponentielle de —i qui est —i = e"#"/? donc 


= pei® est une racine carrée de —i si et seulement si 
p 1 
20 = [27] 


: 2 
et alors p = 1 et 0 = 3n/4[x]. Donc Z = e%%/# ou Z = el7T/4 ce qui donne, sous forme algébrique Z = . (1— i) 


v2 ; D : ; 
ou Z=|—(-1+;i)| On vérifie réciproquement que ces deux solutions conviennent. 
2 


Exercice 1.9 © 
Déterminer les racines des polynômes suivants : 





1. z22+iz+5-5i 3. z2—iz+1-3i 


2. 2+2-iz-5i 4. z2-3iz-3-i=0 


Solution : 


1. Le discriminant de z?+iz+5-5i est A =-21+20i. Une racine carrée de À est 2+5i. Les racines du polynôme 


sont donc : et [-1-3i| 


2. Le discriminant de z?+z-—iz-5i est A=18i. Une racine carrée de À est 3+3i. Les racines du polynôme sont 


donc : et [-2=i | 


3. Le discriminant de z?-iz+1-—3i est A=-5+12i. Une racine carrée de À est 2+3i. Les racines du polynôme 


sont donc : et [-1-i | 


. Le discriminant de z?—-3iz-3-i=0 est A=3+4i. Une racine carrée de À est 2+ i. Les racines du polynôme 


sont donc : et [-1+i | 


Exercice 1.10 Q 
Déterminer : 





—4 


1+iv3 





1. Les racines troisièmes de —8. 2. Les racines cinquièmes de —i 3. Les racines sixièmes de 


Solution : Soit z= pe eC avecpe R* et OER. 


1. On a -8 = 8e" et z est une racine troisième de —8 si et seulement si p° = 8 et 30 = x [2x]. Il vient alors p = 2 


et6 = x/3 [2x/3]. Donc z = One 20 O2 Que ce ACTE [2er] 


On vérifie réciproquement que ces trois nombres conviennent. 
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- TL 
2. Comme -i=e "?, on a :2°=-i si et seulement si Gi = ] et 50 = D [2x] c’est-à-dire si et seulement si p = 1 et 


j Es 
LE [2]. Les cinq racines cinquièmes de —i sont donc : avec k€ [0,41]. 


2ir 
4 E < = nn 0e Du 
3. De même, on montre que me 2e 3 . Par conséquent, z VE si et seulement si p° = 2 et 60 + (2x, 


Le : : : .. = ; BED 
c’est-à-dire si et seulement si : p= V2 et8 = [5]. Les six racines sixième de NE sont donc : [rt | avec 
ke [0,5]. 


—4 





Exercice 1.11 NAV 
Résoudre dans € l’équation 
(z2-1)$+(2-1)+1=0 (x) 


Solution : Posons Z= (2-1). L’équation devient alors Z2+Z+1=0 qui admet deux solutions : Z1 = 1 


_ZiT Æ £ . à 
et Zi = 1 — Le =e ‘3 .Ona alors (z—1)° = Z1 ou (z—1)° = Z. La première équation amène :|z=e 


. (6k—2)7 : . 4 
avec k € [0,2] et la seconde : 5 +1l|avec ke [0,2]. On vérifie réciproquement que ces six nombres sont 


solutions de (+). 





Exercice 1.12 MN 


1. Résoudre dans €, l’équation 
(A+iz)=(1-iz) (x (1.1) 


; T 27 . 
2. En déduire les valeurs de tan 5 et tan 3: que l’on exprimera sous la forme : 


p+qvn, (n,p,q)eNxZ 
; T 
3. En déduire la valeur de tan T0 


Solution : 
1+iz 
1. Soit z une solution de (x). z£ —-i donc 1-iz 0. Posons U = Te Le nombre complexe U doit vérifier U° = 1. 
z 


+ 2TT 
En posant w = e'5 ,ilexiste ke [0,4] tel que : 


Alors : 


=. ne KT . 
On vérifie réciproquement, que| z=tan = est solution pour ke ]0,4[. 


. Résolvons de façon différente l’équation (x) en développant les deux membres à l’aide de la formule du binôme 
de Newton : 


1+5(i2) + 10(iz) + 10(i2)° + 5(iz)*+ (iz)° 
=1-5(iz)+10(iz)? —10(iz)$ +5(i2)* — (iz)° 
= 5iz+10(iz) +(iz)° =0 
— 22 107 5-0 
Et si z est une solution non-nulle, Z = z? est racine du trinôme 


Z2-10Z+5=0 


qui possède deux racines réelles : 


Z1=5-2V5 Z2=5+2V5 


0, +V5+2V5, +V5-2V5 
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et donc, les racines de (+) sont : 





Kkn T 27 
Comme tan rs est strictement positif pour k = 1,2, et comme = < Re ; On {TOUVE que 


. En utilisant la formule de trigonométrie : 
2tan0 


tan 20 = ——— 
1-tan20 


T 
avec 0 = 10° , et en posant À = tan T 10 , À doit vérifier : 


5-2V5A2+2A-1/5-2V5-0 


et À est alors la seule racine positive de ce trinôme : 





Exercice 1.13 ©O© 
Résoudre les équations suivantes d’inconnue ze C : 


2. (z+i)*=(z-i)" 














Solution : 
1. Soit z une solution de la première équation. On a nécessairement z À i car à n’est pas une solution de l'équation. 
z+i 
Posons Z = —. Ce complexe vérifie 1+Z+ 7? +75 = 0. Remarquons que Z 7 1 car il n’existe pas de complexe 
Zi 


z+i -74 
z tel que — = 1. Donc 1+Z+72+7$ = => et Z vérifie : 1-Z4= 0. Le complexe Z est donc une racine 
Zi 


1e Don : è ; : —. ; /Sl 
quatrième de l’unité différente de 1, ce qui amène Z = i,-1,-i. On écrit ensuite que z = ir ] et on trouve les 


trois solutions | z = 1,0,-1 |. On vérifie réciproquement que ces trois nombres sont solutions de l’équation. 
. Considérons maintenant une solution z de la deuxième équation. Comme précédemment, il est clair que z # i. 


Zz+i j ; _ ARR 2ikn 
Posons U = ——. Il vient alors U” = 1 et donc U est une racine n-ième de l’unité différente de 1:U=e n avec 


z-i 
kef1,n-1]. On écrit alors que 


RÉEL ae KT Le Fe 
Après factorisation par l’angle moitié, on trouve que | ze {cotan —;ke[0,n- 11} . On vérifie réciproquement 
n 


que ces nombres sont solutions de l’équation. 





Exercice 1.14 MN 
Résoudre 


Solution : ŸQ On remarque que z = 0 est une solution de cette équation. Supposons alors z # 0. En prenant les 
modules, on a : |z|° = EE |zl et donc :|2| = 1. Si z est solution, alors en multipliant par z on trouve que f=|z2=1 


d’où ze {1,i,-1,-i}. On vérifie réciproquement que ces solutions conviennent. L'ensemble solution de l’équation est 
donc :|{0,1,i,—1,—i} |. 





Exercice 1.15 ©O 
Soit w une racine n-ième de l’unité différente de 1. On pose 


n-1 
S= ÿ &+Du. 
k=0 
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Déterminer une valeur des. 
Indication 1.9 : On pourra calculer (1 — w)S. 


Solution : 
n=1 

(—&) Ÿ (k+1)w 
k=0 

Æ 


1 
k_ 
(+ D (w w ) 


k= 
(1—w)+2(w-&°)+3(&7-&0°)+...+n(w"1-w") 
1+6+02+...+0" 1 +nvw" par télescopage 
ee” 


=0 
n 





Exercice 1.16 OC 
Soit neN, n > 2. Calculer le produit des éléments de U,. 


Solution : 


Enr CT 





Exercice 1.17 Q 
Résoudre dans € l’équation 
n-1 


1+22+2z77+...+970 142120 


Indication 1.9 : Multiplier par (1 — 2). 


Solution : Soit z une solution de l’équation. Comme 1 n’est pas solution de l’équation, nécessairement z # 1. En 
multipliant l'équation par (1 — 2), on se ramène à l’équation équivalente : 


{+z){-z")=0 





Les solutions de cette équation sont les racines n-ièmes de l’unité différentes de 1 ainsi que —1. 


Exercice 1.18 OQ 
2ir : 
Pour n > 2, on note w =e ñn . Calculer les sommes suivantes : 


n-1 


n—1 
S1= Y w*P (pEZ), =>, 
k=0 k=0 


n k n-1l k 
Jo , S3 = > Lo -1|. 
k=0 


Solution : 
« La première somme est géométrique de raison w?. La raison est différente de 1 si et seulement si p n’est pas un 


multiple de n. Alors 
@Pr—] 
s,= PT -[o] 


Si p est un multiple de n, on trouve S; = n. 
- La deuxième somme se calcule grâce à la formule du binôme : 


n 


(nr k n n n nT 
se À (ee —@7=(1+w)"-1=|-2" cos" --1 


k=0 





en utilisant la factorisation par l’angle moitié 
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- La troisième somme se calcule en remarquant que 


fe .. KT .. KT 
co -1| =2|sin— = 2sin — 
n n 


La première égalité est une conséquence de la factorisation de l’angle moitié et la seconde provient du fait que sinus 
est positif si k€ [0,n—1]. On introduit alors la somme E des exponentielles imaginaires correspondante que l’on 


calcule et finalement, 
: in 
RL jkx el] 2ie 2n 
ET? + en — Ê——— EE 
k=0 e'n—1 SM;, 


S3 = Im(E) = 2cotan |) 


2n 





Exercice 1.19 OVCQ Racines primitives de l’unité 
SoitneN,n2>1etsoit we U,. On dit que w est une racine primitive n-ième de l’unité si et seulement si toute racine 
n-ième de l’unité s’écrit comme une puissance de w. Autrement dit : 


Un = {ut | kez} 


: 2ikn : sis se 4e c: : ; 
Soit ke [0,n—1]. Montrer que w=e ñ est une racine primitive n-ième de l’unité si et seulement si k est premier 
avec n. 


Solution : 
Par contraposée, si k et n ne sont pas premiers entre eux, alors ils admettent un diviseur commun d £ +1:n=dn' 


; 2ink'd |" 
et k= dk’ avec n’,k' eN. En particulier, w” =|e n =let 


{w'|reN}cU, SU, 


car n' < n. On en déduit que w n’est pas primitive. 
Si k et n sont premiers entre eux alors d’après le théorème de Bézout, il existe a, be Z tels que ak + bn = 1. Donc 
pour tout le [0,n—1], 


2i(1-bn)lin 2iln 
e n n =enñ 


2ikn al 2ikaln 
=\e. n —\0) 





et w est bien primitive. 


Exercice 1.20 OVQ 


2ix 4 24,4 31.5: 6 
Posons w = e 7 et considérons X = & + W° +" et Y = w° + &w° +w°. 
1. Montrer que Y = X et que ImX > 0. 


2. Calculer X+Y et XY. En déduire que X et Y sont solutions d’une équation du second degré puis calculer X et Y. 


3. Exprimer ReX en fonction de cos 2x. 


4. En déduire que cos eu est une racine du polynôme 8x + 4x? —4x-— 1 = 0. 


Solution : On remarque que w est une racine septième de l’unité. 


1. On remarque que & = wô, ©? = w° et &° = w. Il est donc clair que YŸ = X. Par ailleurs, comme Z,* € [0, x], 


hr 
on a : sin 27 >0et sin #7 > 0. De plus |sin #7] — sin ? < sin 2 car sin est croissante sur [0,2]. Donc ImX = 
DT : _ AT : BT 
Sin + Sin + +sn+ > 0. 
1-7 7 ; 
T = 0 car W' = 1. Il vient alors que X +Y = -1.Par 
— & 


.… On applique le cours : 1+ & + @? + &° + &* + &° + &° = 


ailleurs 
XY = &? + &° + &8 + 307 + &8 + ©? + 10 = + + &° + 0 + 3 + © + @2 + @° = 2. 


En utilisant les relations entre les coefficients et les racines d’un trinôme du second degré, on obtient que X et Y 


sont racines du trinôme X?2 +X + 2. On en déduit que, comme ImX >0,X= 1 + iv? et que Ÿ = -i — iv, 
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3. Remarquons que Re(w*) = Re(w*). Donc : 
ReX Re (w + 5? +4) 
Re (w + 5°? +) 


27 27 27 
COS — +CcOS2— +cos3— 
7 7 7 


27 2 2H 3 2T 27 
cos — +2cos" — —-1+4cos" — —-3cos — 
7 7 7 7 


3 2T 2 2T 27 
= 4cos —+2cos —-2cos— —1 
7 7 4 


4. Comme Re(X) = -1/2, l'égalité précédente devient : 


1 3 27 2 2 2x 
—— =4Cc0oS —+2co0os ——-2cos ——1 
2 7 % % 


3 


27 2 2T 27 
8cos” — +4cos — —4cos — — 1 =0 
7 fl 


27 . A 
et on prouve que cos est une racine du polynôme. 





1.113 Application à la trigonométrie 


Exercice 1.21 Q 
Pour x ER, linéariser les expressions suivantes : 


1. sin? x 3. sin‘ x 5. cos xsin? x 7. cosacosb 


2. cos x 4. sin° x. 6. cos? xsin? x 8. cosacosbcosc 
Solution : 
1. Par la trigonométrie : sin? x = (1— cos(2x)) /2 
2. On utilise les formules d’Euler et la formule du binôme : 
: eix a 
À 


4 


. (et +4ei2 LG6+4e 2x + én) 


, (cos(4x) + 4cos(2x) + 3) |. 


4x = : (cos(4x) — 4cos(2x) +3) |. 


3. On procède comme avant. On trouve| sin 


l 
4. De même, on obtient sin° x= Te (sin(5x) — 5sin(3x) + 10sin(x)) |. 


5. On calcule 
._ 2 Liz, ixlf ix -ix2 
cosxsin® x = > (e +e ](e —e ] 
1 


(ei*+ ex _ pix _ e*) 


-- (cos(3x) — cos(x)) |. 


1 
6. De même : cos? xsin? x =| - (—-cos(4x) + 1) 
8 


7. Par la trigonométrie ou en utilisant les formules d’Euler : cos acos b = - (cos(a— b) +cos(a+b)) |. 


8. On utilise les formules d’Euler : 


cos acos bcos c = 0 L 
4 
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Exercice 1.22 Q 
Pour tout x ER, transformer : 


1. cos(3x) en un polynôme en cos x. 
2. sin(3x) en un polynôme en sin x. 


3. cos(4x) en un polynôme en cos x. 


Solution : 


1. D'après la formule de Moivre et la formule du binôme : 


cos(3x) + isin(3x) (cosx+isin 2 


cos® x + 3isin xcos’ x— 3 cos xsin? x— i sin x 


2 2) 2 


et il Vient en identifiant les parties réelles et imaginaires : COS(3X) = cos? x — 3 cos xsin? x mais sin? x = 1 — cos? x 


donc| cos3x = 4cos° x-3cos x |. 
2. Il vient aussi sin(3x) = 3sin xcos? x- sin? x. Comme cos? x = 1— sin? x, on obtient : | sin(3x) = 3sin x— 4sin° x 
& A a ; _ A 2 
3. On procède de même que dans la première question et on trouve| cos(4x) = 8cos”x-8cos" x+1 | 


Exercice 1.23 O Équations trigonométriques 
Résoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations trigonométriques suivantes : 





1. cos(2x) + cos(x) = 0 . cos(2x- 2) =sin(x+ x) 


2. sinxcosx= 1/4 sin x— 1/sin x = 3/2. 
. Sinx+sin3x = 0 


. 8cos x V3sin x = 6 


3. tan(3x- 2) =tan(x+ 1) 


4, cosx-v3sinx=1 


œ N à LU 


Solution : 


1. cos(2x) + cos(x) = 0 <> cos(2x) = —-cos(x) — cos(2x) = cos(x+7) = 2x = x+7 [27] ou 2x = -x- 
n PT x=7 [27 ou x=-8 [#]. 


. D’après les formules de trigonométrie, cos xsin x = sin (2x) /2 donc cos xsin x = 1/4 sin(2x) = 1/2 2x= 
1/6 [2x] ou2x=7n-7/6 [27] > x=7x/12 [n] ou x=57x/12 [x]. 


: tan(3x-1)=tan(x+#)e3x-1=x+i4t Nm = 2x=7 = x=0 [7]. 


. cosx- V3sinx= 14 Lcosx- V3 sin x = à — cos COSx sin 


2 2 
TL LT TL PA = D PAU 
stx=s (nr où 3+x=-3 Drl x=0 [2x] ou x=-$ [27] 





sinx = cos? <= cos(T+ x) = cos? 
3 3 3 
TT 


. cos(2x— 2) = sin(x+ 3x) — cos(2x— +) = cos(5 -(x+ 3z)) — cos(2x- 2) = cos(-x-F) — 2x-2- 


4 3 
-x-5 [2n]ou2x-F=x+5 21 x:x-% [1] ou x = TZ [27] 

. On suppose que x Z 0 [x] On a : sinx— 1/sin x = 3/2 > sin? x— 1 = 3/2sin x — sin? x—3/2sinx-—1=0. On 
effectue le changement de variable X = sin x et on cherche les racines du trinôme X? — 3/2X — 1 = 0. On trouve 2 
et —-1/2. Seule la deuxième racine amène des solutions pour notre équation. On résout alors sin x = —-1/2 et on 
trouve x =—7/6 [2x] et x=x/6+7x [2x] = 77/6 [2x]. 

. Cette équation se traite comme la première. On trouve x = 0 [7] 


. On multiplie les deux membres de l’équation par NE et on effectue alors des calculs similaires à ceux de la 


troisième. On trouve x = A [27] ou x =-37 





Exercice 1.24 VO Équations trigonométriques 
Résoudre les équations trigonométriques suivantes : 


4 


1. cos(2x) + cos(x) = -1 2. cost x+sintx= 1 3. cosx+cos2x+cos3x =-1 


Solution : 


1. On utilise les formules de duplication : cos(2x) + cos(x) = -1 & 2cos? x—1+cosx=-1<— cosx(2cos x+ 1) = 
0 cosx= 0 ou cosx =} — x=5 [x] ou x=(n+5) [2x] = x [27] ou x = 
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2. On utilise les linéarisations effectuées dans l’exercice 1.21 et on obtient : cos® x+ sin? x = 1 = cos(4x) =1 = 
4x=0 2rl = x =0{x/2]. 


. On utilise les calculs de l’exercice 1.22. On sait que cos(2x) = cos? x 1 et que cos(3x) = 4cos° x — 3 cos x, donc 


cos X+ cos2x+cos3x = -1— 2cos5 x+cos x-cosx=0 — cos x (2 cos? X+COSX— 1) = 0. Afin de résoudre 
2cos? x+ cosx- 1 = 0, on pose X = cos x et on cherche les racines de 2X2 +X— 1 = 0 qui sont 1/2 et —-1. Donc 
2 cos? x+ cos x— 1 = 0 si et seulement si cosx = 1/2 x = +1/3 [27] ou cosx=-1 = x= 7 [27]. Finalement 
les solutions de l’équation initiale sont : x = n/2 [x], x =+x/3 [2x] et x= x [2x]. 





Exercice 1.25 Q 
SoientneNet BER\27Z. 


1. Montrer que : 


: {+08 
» ik6 _ in$ Sin; 
re 
k=0 sm; 


2. En déduire : 


n n 
ÿ'cos(k8) et  ÿ'sin(k8). 
k=0 Kk=0 


3. En déduire : 


n 
> ksin k6. 
k=0 


Solution : 


1. Comme 8e R\2x2Z, eŸ° Z 1 et en reconnaissant la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de 
raison eŸ, on a : 
(+06 _;(n+1)0 ,;(n+10 
Î = etr+D8 Ar — 20 mue nm 2 | ue) us inŸ sin {+28 + UB 
= - = —— —— =le 
1- ei0 i SE 


2. Par ailleurs : 


n 
> cos (K6) = 
k=0 


n 
ÿ_sin(k6) =Im 
k=0 


sin {+0 (a+ 08 sin Gn+ DB 1 


3. Pour la dernière somme, il suffit de dériver l’égalité Ds cos (K6) = cos[(n$) ———— ne 6 
ù sin 2sin > 2 
rapport à 0. On trouve alors 


Qn+ue (2n+1)0 6 
2 


se 1 Ân+l)cos COS > 
ÿ_ ksin 6 = à 2 


20 
k=0 sin 2 


sin 2 2 — sin 





Exercice 1.26 O 
On pose 


. T T T 
A=sin(—) B= cos[—) C=tan(—) 
12 12 12 
1. En utilisant la trigonométrie, montrer que À vérifie une équation du second degré. 


2. Exprimer À ,B,C en utilisant des racines carrées. 


Solution : 


1. Pour tout x € R, on a la formule cos(2x) = 1— 2sin° x. Appliquée à x = x/12, il vient que sin? (7/12) = 
(1- cos (x/6)) /2. Donc sin (x/12) est une solution de X?—(2-/3)/4= 0. 
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2. On résout cette équation. Ses deux solutions sont X = ++ ES Comme sin(x/12) > 0, il est clair que 
v2- 
sin (x/12) = # 


. Pour calculer cos (x/12), on utilise alors la formule fondamentale de la trigonométrie et 
le fait que ce cosinus est positif. On trouve 


cos (x/12) = 4/1=sin? (n/12) = 1} l— RE AFEE) 


Enfin, d’après la définition de la fonction tangente, il vient que 


sin (x/12) 
tan (t/12) = ———— = 
cos (r/12) 





Exercice 1.27 OO 
Calculer la somme 


: 1+cos2x 
Solution : Pour tout x ER, cos? x = ——— 


et donc, d’après les formules d’Euler : 


4 4 4 
kn 1 2k 
a costs} (1+cos*)=2+ (+ 
k=1 2 k=1 9 k=1 
la dernière égalité étant conséquence du fait que 


_ IT i2XB8XT _i2x2xTm i2X7m _i2x3xT i2x67 _i2x4xT i2X5X7 
CHOC ,e CR re OR CE —1C 


et e 
(Placer les racines neuvièmes de l’unité sur un dessin !). On trouve alors par application du cours 





Exercice 1.28 OC 
Pour tout xER, calculer les sommes suivantes 


es 
1. su=2. fr feostx 3. S3=XE ‘ 


2. S2=2 {] sin &£x 


Solution : Soit xeR. 


es xZT/2 [x]). 


4. Sa=2r 0e TT (avec x # T/2 [x]). 


1. Remarquons que d’après la formule du binôme de Newton et en factorisant par les angles moitiés 


- à n 
n\ : .\n .nx [ ix —ix 
ge = (1465) =eiT le? +e 2 


| = 2" cos" “er. 
2 
, x nx 
Mais S1 = Re(S) =|2"cos"-cos — | 
2 2 


3. Calculons 
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ix 
car on a reconnu une somme géométrique de raison . Or cette quantité est égale à 1 si et seulement si 
COS X 
x=0 [x]. Si x Z0 [x] alors 
i n+l 
; e!* 
cos x 1 cor eur im lcosir ernoa) (CSS) 


eix cos” x cos x — eix cos!x cos x-cosx(ei*+e"ix)+1 


COS X 
1 (cos"*! x el) (cosx- cn | L 1 


2 


= Ses [(cos"*! x cn) isin x) = 
cos/! x sin“ x sin 


xcos/! x 


É 


(sin(n+1) x+i(cos"*" x-cos(n+1) x)) 


sin xcos/! x 


sin (A+ 1) x 
Comme S3 = Re(S’), il vient que si x = O[x] et que DEEE sinon. 
sinxcos” x 
1 


cos”"*{ x-—cos(n+1)x 
4. De même|S4 = Im (S') =0 | si x=0f[x] et|S4 = ES MER EE sinon. 
sin x cos” x 








Exercice 1.29 OC 


n-1 pn 
Calculer V ne N*, ÿ_(-1)? cos” (=). 
p=0 Fe 


Solution : Ona 


n = 
n-1l eiPt 


ipr/n +e-iprn i ; n 
] E 5 (1? = (1+e-2ip/n) 
p=0 z 


n-]l n-]l 
(—-1}? cos” LA = D — 
> F) À 2 


| ; 
- 5 y? (i+e-zipnin)" = [ise-zionin) 
= 27 
p=0 
nel 


1 
2n 


n 
> n e-2ipknin - L e 2iPkruUn 
k D 


p=0 k=0 k=0 \) p=0 


n-1 ; n=1 : 
Or Ye PEUR LG pour k=1,2,...,n-—1. Restent k= 0 et k= n pour lesquels Ye 2/PER y, 
p=0 p=0 
n=1 
Donc ÿ_(-1)? cos” (À) = 
p=0 5 





1.114 Application des nombres complexes à la géométrie 


Exercice 1.30 Q 


Sot z un nombre complexe non nul. Placer sur un dessin les points d’affixes respectives 


1. Z,—-2,Z et —Z. 
2. z,2z,iz,izetz+l+iet V2(1+i)z. 


3. z,z 1, Zzet z silz|=1. 


Solution : Pour tout l’exercice, on appelle M le point d’affixe z. 
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. On utilise que Z est déduit de z par la symétrie d’axe 3. Size U alors d’après le cours, z7! = Z. Par ailleurs, 


les abscisses et que —z est déduit de z par la symétrie z= e° où 6 est un argument de z. Donc z° = e°° et 
de centre O. on peut alors placer le point d’affixe 2°. 


=> ‘ z 


u j + 








+ + + 


ne Z 








. Multiplier z par un réel non nul k revient à ap- 
pliquer au point M l’homothétie de centre O et 
de rapport k. Multiplier z par i revient à appli- 
quer à M la rotation de centre O et d’angle x/2. 
Ajouter au complexe z un complexe Z revient 
à appliquer à M une translation de vecteur d’af- 
fixe zo. Comme V2(1+i) = 2eirl4 multiplier z 
par V2(1+i)z revient à appliquer à z la simil- 
itude de centre O, de rapport 2 et d’angle x/4. 








A+ i)z 








Exercice 1.31 © 
Déterminer et représenter les ensembles de nombres complexes : 


1. E ={zeC|2Z= 72}. 4. Eu={zeC||z-1+2i|=1. 7. E7={zeC | arg(z) =x/3 [2xl}. 
2. EH ={fzeC||zl<4. 5. Es ={zeC]| Imz=-1} 8. Es={zec | arg(z-1) = 1/6 x} 
3. E3={zeC|12-11=12+1l}. 6. E={zeC | arg(z) = 7/4 [xl} 9. E9={zeC | arg(z-1+2i) =7/2 [2x]} 


Solution : Dans toute la solution, on appelle M le point d’affixe z. 
. Un complexe est égale à son conjugué si et seulement si il est réel donc E1 =R. 
. On applique le cours : E2 est le disque fermé de centre 0 et de rayon 4. 


. Si A est le point d’affixe —1 et B celui d’affixe —1 alors |z-1| =|2+1| si et seulement si d (M, A) = d (MB). Donc 
M est un point de la médiatrice du segment [A, B] , c’est à dire de l’axe imaginaire, donc E> = iR. 


. D’après le cours E3 est le cercle de centre le point d’affixe 1 — 2i et de rayon 1. 
. L'ensemble Es est constitué de la droite passant par le point d’affixe —i et parallèle à l’axe réel. 
. L'ensemble Eç est la bissectrice principale. 


. L'ensemble E; est la demi-droite d’extrémité l’origine et formant un angle de x/3 avec l’axe des abscisses. 


. L'ensemble E$ est l’image par la translation de vecteur à de la droite passant par l’origine et le point d’affixe 
(V3 + i) /2 angle de x/3 avec l'axe des abscisses. 


. Enfin l’ensemble Eg est l’image par la translation de vecteur u (1—2i) de la demi droite [O y). 
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Exercice 1.32 O 
Soient A(1+i) et B(4+3i). 


1. Trouver l’affixe du point C pour que le triangle ABC soit équilatéral direct. 


2. Trouver l’affixe des points D et E pour que le quadrilatère ABDE soit un carré direct. 


Solution : 


1. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si C est déduit de B par une rotation de centre À 
et d’angle Pi/3 donc on doit avoir Zc = eil8 (zp — ZA) + ZA. Après calcul, on trouve que l’affixe de C est 


zc=51/2- V3+ (2 + 3/2V3) i |. Réciproquement, on vérifie que ce point convient. 


2. Le quadrilatère ABDE est un carré direct si et seulement si on a en même temps : 
— le point D est l’image de À par une rotation d’angle -x/2 et de centre B. 
— le point E est l’image de B par une rotation d’angle x/2 et de centre A. 


On trouve alors Zn = —i (za — Z8) + Z8 c’est-à-dire| zn = 2+6i | et Ze = i(ZB — ZA) + ZA c’est-à-dire ze =3—2i | 


On vérifie réciproquement que ces deux points conviennent. 





Exercice 1.33 © 
Calculer la longueur d’un côté d’un polygone régulier à n sommets inscrit dans le cercle unité. 


Solution : On calcule pour cela : 





Exercice 1.34 O 
Soit ABC un triangle direct. On construit à l’extérieur de ce triangle les triangles ARC et BSC isocèles et rectangles 
respectivement en R etS. SiT est le milieu de [AB], montrer que RST est rectangle et isocèle en T. 


Solution : Quitte à effectuer une translation, une rotation et une homothétie, on peut supposer que l’affixe de T est O, 
celle de À est —1 et celle de B, 1. On note c,r,s les affixes respectives de C, R et S. Comme ARC est isocèle et rectangle 
en R, C est déduit de À par une rotation de centre C et d’angle x/2. Donc c-r=i(-1-r). De même, B est déduit de S 
par une rotation de centre S et d’angle x/2, donc 1-s=i(c-s). On déduit de ces deux relations que 
—1+ic 
= — : 
1-1 

Il est alors clair que is = r donc R est l’image de S par une rotation de centre T et d’angle x/2. Autrement dit, RST est 
rectangle et isocèle en T. 





Exercice 1.35. ©OQ 
Trouver tous les nombres complexes tel que les points M, N, P d’affixes respectives z, z? et z4 sont alignés. 


Solution : Il est clair que z = 0 et z = 1 sont solutions du problème. On suppose dans la suite que zÆ0 etzxl. 


On utilise la condition d’alignement de trois points dans le plan complexes et on trouve que M, N, P sont alignés si et 
4 


seulement si (2 - z?)/(z- 7?) ER (Remarquons que z- z? #0 car z est différent de 0 et 1), c’est-à-dire si et seulement 
si il existe ae R tel que —-z(z+ 1) = a. Résolvons l'équation z? + z+ à = 0 pour à eR. Son discriminant est À = 1 — 4a. 
SiA2>0, c’est à dire si a< 1/4, alors z=—-1/2+4V1/4-— a. Si À < 0, c’est à dire si à > 1/4, alors z=—-1/2+iV-1/4+a. 
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lo 1 R a . 4 [1/4,+0[ — R 
a — -1/2+VT/4-a si a — V-IA+a 
— En rouge fi RE Ur — En rouge g + MAC SUR 
: a — -1/2-V1/4-a 2° a — V=T/4+a 


Donc, en faisant varier à, si à < 1/4, on voit que tous les réels sont solutions de l’équation. Si à > 1/4, alors tous les 
complexes de la forme —-1/2+ ai avec a € R* sont solutions de l’équation. On en déduit le lieu recherché : M, N, P 
sont alignés si et seulement si M est sur la droite réelle ou alors sur la droite passant par (—-1/2,0) et parallèle à l’axe 
imaginaire. 


— En bleu f; 








Exercice 1.36 © Construction à la règle et au compas du pentagone régulier 
1. (a) 1 Résoudre dans € l’équation 2 =1 (x). 


. Posons w = cos(2z T)+i sin (2x 2). Montrer que l’ensemble solution de l’équation (x) est : {1,w,&?,&°,w*}. 


2 


iii. us {1,6,w?,&w,w} dans le plan complexe. 


iv. Calculer : 1+ © + &2 + + 4. 
(b) On pose à = w +4 et B = w? +. 


i. Déduire de 1(a)iv que a et $ sont solutions de Z2+7Z-1=0 (xx). 


2) 


i. Exprimer alors à en fonction de cos(#) et f en fonction de cos(# 


(c) Résoudre l’équation (++) et en déduire une valeur exacte de cos (Z). 


2. (a) On désigne par Ao, A1, A», A3 et À, les points d’affixe respective 1, w, &w2, W et W*. 
1. Par quelle transformation simple passe-t-on de A9 à A1 ? puis de A1 à A2 ? Généraliser ce résultat. 
üi. Quelle est l’abscisse du point H intersection de la droite (A1A4) avec l’axe des abscisses ? 


(b) Soit € le cercle de centre Q d’affixe -i et passant par le point B d’affixe i. On désigne par M et N les 
points où € rencontre l’axe des abscisses, M ayant une abscisse positive. 
i. Prouver que M a pour affixe a et que N a pour abscisse f. 
ii. Prouver que H est le milieu de [OM]. 
iii. Déduire de ce qui précède la construction à la règle et au compas d’un pentagone dont on connaît 


le centre O et un sommet A. Effectuer cette construction en se plaçant dans un repère orthonormal 
direct (O, 1, j) avec 1 = OA. 


Solution : 


1. (a) 1. Les solutions dans € de l’équation z° = 1 sont les 5 racines cinquièmes de l’unité : us, ke [0,41]. 
on Bin Fe 
ii. Il est clair que w = cos(Æ)+isin(Æ)=e SR que, pour tout k€ [0,4], e = &. 
iü. Voir 1.10 page 34. 


iv. On reconnaît une somme géométrique de raison w donc : 1+4 + &2 + &9 + @? = (1 — w”) 1(1-w) mais 
comme &° = 1, il vient : 1 + & + ©? +? + += 0. 
(b) Posons à = w + w* et P = &? +. 


. 2in 4 8ir eus 2 Air 3 iT 
i Ona:w=e etwt=e5 =e 5..Ilest alors clair que w =". De même, W°=e 5 etw=e 5 = 


x 2 
. On a +a—1= {w+0t)" + {(w+0t)-1= 002 +20 + @8 + &w + w —1 = &2 + 2+ 0% + w + —1 = 


4 


1+& +? +4 += 0. Donc à est solution de Z?+Z—1 = 0. On fait de même pour G. 
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. Onaa=w+0t=0+® = 2008 et B =? +4 = 2+&2 = 2cos(Æ) 


(c) oo 1 sont ( D eye (-1+ V5) /2. Comme Æ e]0, r/2[ et que  e ]x/2, 7, il vient : 


cos = ( (-1+ V5) /4 et cos =(-1-V5)/4. 


. On passe de A à A1, puis de A; à A), puis de À; à À;,, par une rotation de centre O et + 27/5. 


ii. L’abscisse du pointH intersection de la droite (A1 A4) est l’abscisse de A1 qui vaut cos =(-1+ V5) /4. 


. Par application du théorème de Pythagore dans le triangle QOJ, on obtient que le rayon ; cercle est 
V5/2. Donc l’affixe de M est -1/2+ V5/2 = a et l’affixe de N est -1/2- V5/2=$ 


ii. L’affixe du milieu de [OM] est (0 + @) /2 = (-1+ ÿ5)/4 ce qui correspond à l’affixe de H.. 


ii. Pour construire un pentagone régulier à la règle et au compas, on commence par tracer le cercle unité 
€ de centre O et passant par Ao. On place ensuite le point B d’affixe i et le point Q d’affixe -1/2. On 
trace le € et le milieu Q passant par B ce qui nous permet de construire les points M et N. On lève les 
perpendiculaires à l’axe des abscisses passant par M et N. Ces perpendiculaires intersectent le cercle 
unité en les points A1, A, A3 et A4. 





Exercice 1.37. ©Q Propriété de l’angle au centre 
Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct (O, 1 on considère un cercle € de centre Q, de rayon R > 0 et 
trois points À,B,M € €. Prouver la propriété de l’angle au centre : 





(ai oi) _2 [MA ni) Lx] 


Solution : Quitte à effectuer une translation, on peut supposer que Q = ©. En effectuant une homothétie de centre O et 
de rapport 1/R, on peut supposer que R = 1 et grâce à une rotation, on peut se ramener au cas où M est le point d’affixe 
1. Ces transformations n'’affecteront par le résultat car elles conservent les angles orientés. On note a, b, m les affixes 
respectives des points À,B,M. On sait que |a| = |b| = 1 et que m=1. Soit a,B ER des arguments pour a et b. On sait que 


(oà où) = arg? = argeP® =fB-a[27] 


— b-1 El 
MA,MB| = arg 1 arg 
a— 


eix — 
par factorisation par les angles moitiés. L’argument n’est connu qu’à x près car on ne connaît pas le signe de 


sin(£) Isin($ ). On en déduit que 2 (MA M) - B — à [27] = (Gi où) et la propriété de l’angle au centre est prouvée. 





Exercice 1.38 OC 


Soit ze U\{1}. Montrer que : 


Zz+1l . 
E iR. 





On pourra prouver cette propriété par trois méthodes différentes : 
1. Une méthode algébrique utilisant les propriétés du groupe U. 
2. Une méthode utilisant la factorisation par l’angle moitié. 


3. Une méthode géométrique. 


Solution : 


Méthode algébrique : | Comme ze U\{1}, on a : z l=zet 


z+1 _(2+DG-D 1) Z—z .Im(2) 


pe 5, = —2] ———— 
z—1  |z-12  |z-1l2 Iz— 1/2 


Avec les angles moitiés :| Comme ze U\{1}, il existe 0 € ]0,2x| tel que : z = e"Ÿ. Par factorisation par l’angle moitié : 


58/8 8 
e2le2+e 2 a 
COST 8 _. 
= to EN 7 ; ÿ = icotan-EeikR. 
œil ei (ei? ei) sin > 2 


_eñ+1. 
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Méthode géométrique : | si À est le point du plan complexe d’affixe z, B celui d’affixe 1 et C celui d’affixe —-1, ABC est 


un triangle inscrit dans le cercle unité et BC est un diamètre de ce cercle. Par application du théorème de la médiane, 


2 Etll z+1l 
ABC est donc rectangle en A et ag) =? [x]. On en déduit que 7 est un imaginaire pur. 
2 





Exercice 1.39. 00 
Déterminer les points M du plan d’affixe z tels que : 

















z+1 

. ER. ste 
z-1 z—1 
z+1 

2. € iR. 
z—1l 


Solution : Soit ze C\{1}. Supposons que M est le point du plan complexe d’affixe z, À est celui d’affixe 1 et B est 
celui d’affixe -1. Ona:MA=1|z-1|, MB=|2+1|et [ME MA) = arg(2). 


z+1 st — 
1. Supposons que : ï € R. Alors soit ce quotient est nul, dans quel cas M = B, soit [ME a) = 0 [x] et donc les 
2 


points À,B,M sont alignés. La réciproque est évidente. Par conséquent : 1z eC| a € R} =|R\{1} | 


. Supposons que : z# e iR. Alors : (ME MA) = ? [x]. Le triangle MBC est donc rectangle en A et d’après le 
théorème de la médiane, M est un point de cercle de diamètre [A,B], c’est-à-dire un point du cercle unité différent 
de A. La réciproque est immédiate. Donc : {ze C | = EiR}=|U\{1} | 


. Supposons enfin que 1] = 1. Alors : |[z-1| =|z+1|, ce qui s’écrit aussi : AM = BM. Donc M est un point 
de la médiatrice du segment [A, B] qui est l’axe imaginaire. Par conséquent : z € iR. La réciproque est triviale et 


{zect|#]=1}-[R] 





Exercice 1.40 OC Une caractérisation des triangles équilatéraux 
Soient À, B et C trois points du plan complexe d’affixes respectives a, b et c. Montrer l’équivalence des assertions 
suivantes : 


1. ABC est un triangle équilatéral. 


2. j ou j? est racine du polynôme P = aX? + bX+ c. 


Solution : Rappelons que comme j est une racine troisième de l’unité, on a : j° = 1 et 1+ j + j? = 0. De plus, 
els = QT QU F2 ef g EU8 = GR QUS — _ ;, On a la série d’équivalences : 


ABC est équilatéral 
B est l’image de A par la rotation de centre C et d’angle +7/3 


in/3 (ac) ou b-c= e ir/3 


b-c=e (a— c) 
b=c—-j(a-0 ou b-c=-j(a-c) 
ja+b-(1+j?)c=0 ou ja+b-(1+j)c=0 
éd b+jc=0 ou ja+ b+j?c=0 


aj*+bj+c=0 ou aj+bj+c=0 


—> 
—> 
—> 
—> 
—> 
—> 
—> 


j? est une racine de P ou  j est une racine de P 





Exercice 1.41 OO 
Dans le plan muni d’un repère orthonormé direct (O,7, T), on considère un cercle de centre O sur lequel on place, 
dans le sens trigonométrique direct, 6 points distincts À,B,C,D,E et F de façon à ce que les triangles OAB, OCD et 
OEF soient équilatéraux. On note M, N et P les milieux respectifs de [BC], [DE] et [FA]. On veut montrer que MNP est 
équilatéral. 


1. Effectuer un dessin à la règle et au compas. 


2. On note z, z' et z' les affixes respectives de A,C et E. Donner les affixes zg, zp et zr des points B, D et F en 
fonction de z, z! et z/!. 


3. Donner les affixes zu, zx et zp des points M,N et P en fonction de z, z! et z". 


4. Conclure (on pourra utiliser l'exercice 1.40). 
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Solution : 
1. 


.T + TT 
2. Le triangle OAB est équilatéral. Par conséquent, [ae] De même, on montre que et 
I 
[ae 32] 


iZ iZ 

_— e 3 z+z! " e 3 z'+7" 

3. Comme M est le milieu de [BC], zu = ie = . De même, on montre que : zx = et que 
2 2 


:Z 
e 3z"+z 


2 


. On utilise le critère prouvé dans l’exercice 1.40. Pour montrer que MNP est équilatéral, il suffit de montrer que 
zM + j2N + j?2zp =0. On a: 


: TL 
: .2 il Bin een 2[e32+2 
am + JZN + j°Zp z+r+j(e$z+7)+; 


CE +ÿ2)2+(1+ je") 2"+(j+ j2et3) 7 
— ——” 
a B \ 

mais _ 
e j2=-(1+j)=-e"3 donca=0. 
«je =j(1+j)=j+j2=-1 doncp=0. 

2 15 — j2 :\ __ :2 .: = 
° je 3=j"(1+j)=j"+1=-)j donc y=0. 
ce qui prouve le résultat. 





Exercice 1.42 OO Formule de Heron 





Soit I le centre du cercle inscrit au triangle ABC. Les longueurs des côtés sont a = y+2z, b=z+xetc=x+7y. On 
appelle s le demi-périmètre x+ y+ z. Les angles en I vérifient a+B+Y=x. 


1. Démontrer que r+ix= ueï®. 
2. Calculer (r+ix)(r+iy)(r+i2). 


3. En prenant les parties imaginaires, démontrer que xyz = r?(x+ y+ 2). 


=  h(s— 
4. En déduire que r = Fée est 
S 
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5. Démontrer que l’aire du triangle ABC vaut 
ra rb 


A=—+—+ is = ÿs(s— a)(s — b)(s — c) (Formule de Heron) 


2 2 2 


Solution : 


. Dans le triangle ATH rectangle en H, r = ucosa et x = usina, d’où r+ix = u(cosa+isina) = ue!?. 


Lfrridir ip(r.iz) ue veP weiY = uvwe Qt" = yyweit = -uvw. 
. En prenant les parties imaginaires, on a 0 = r?z+r?y+r2x- xyz, d’où le résultat. 


. On en déduit r?s = xyz. Or s= x+(y+2) = x+a d’où x = s— a. Donc xyz = (s— a)(s— b)(s-— c) et donc 

> _(s—a)(s—-b)(s— c) 

= ———————— 
S 


, d’où le résultat. 


b 
. L’aire du triangle ABC égale l’aire de BIC + celle de CIA + celle de AIB à savoir — + — + _ 


Donc 4 = 1 = os b+c)=rs=s\ CRUREUr Vs(s— a)(s— b)(s— c). 
2 ” > 2 S 





1.115 Transformations du plan complexe 


Exercice 1.43 © 
Identifier les transformations complexes suivantes : 


1 fi:z- z+1+i. 5. f5:2—-2+2-—i. 

2. f:2— eirl6z, 6. f6:2— 2. 

3. f:2— eil3z+1. 7. Riz (A+iz+i. 
4. fa:z2z+1-—i. 8. fa:z—(1+iV3)z+1. 


Solution : 
. La transformation f\ est la translation de vecteur d’affixe 1 + i. 
. La transformation f est la rotation d’angle x/3 et de centre O. 


. La transformation f; est une rotation. Son centre est le point d’affixe solution de l’équation f (2) = z, c’est à dire 
z=(1+iv3)/2. L’angle de la rotation est x/3. 


. La transformation f\ est une homothétie de rapport 2. Pour trouver son centre, on résout l’équation f (z) = z eton 
trouve z=—-1+i. 


. La transformation f; est une homothétie de rapport -1 et de centre 1+i/2. 
6. La transformation f est la symétrie d’axe (OX). 


7. Comme 1+ i = V2e%/4, Ja transformation f; est la composée de l’homothétie de rapport V2 et de centre —1 avec 
la rotation d’angle x/4 et de même centre. 


. Comme 1+iV3 = 2e, Ja transformation fs est la composée de l’homothétie de rapport 2 et de centre iV3/3 
avec la rotation d’angle x/3 et de même centre. x/4 et de même centre. 





Exercice 1.44 O 
Donner les applications qui représente dans le plan complexe les transformations suivantes : 


1. La translation de vecteur d’affixe —2 +i. 
La symétrie de centre i. 
La rotation d’angle x/6 et de centre 1. 


L’homothétie de rapport 3 et de centre 1 +2i. 


nn = & N 


La similitude de rapport 2, d’angle x/3 et de centre 1+i. 


Solution : 


1. Zz— z-2+i 


2. On peut voir la symétrie de centre O comme l’homothétie de centre i et de rapport -1. Une telle transformation 
est représentée par f : z— —z+ b où be C. Pour trouver b, on utilise que f (i) = i et on trouve que b= 2i. 
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3. La transformation est représentée par une application de la forme : f : z— eÏ*/52+ b où be C. Pour trouver b, on 


utilise que f (1) = 1 et on trouve b=-(3)/2+1-—i/2. 


4. La transformation est représentée par une application de la forme : f : z-— 3z+ b où be C. Pour trouver b, on 


utilise que f (1+2i) = 1 et on trouve b=-2-—Ai. 


in/3 


5. La transformation est représentée par une application de la forme : f:z-— 2e" *z+1b où be C. En utilisant la 


même démarche que précédemment, on trouve que b= V3(1-i). 





Exercice 1.45 © 
On considère : 
— le point Q du plan complexe d’affixe 1 +2i 
— l’homothétie h de centre Q et de rapport 2. 
— la rotation r de centre Q et d’angle x/4. 
— la transformation du plan complexe s=roh. 
Donner l'écriture complexe de s. 


Solution : La transformation s est une similitude de centre Q, d’angle x/4 et de rapport 2. Pour tout ze €, on 
a donc s(2) = 2eÏ%42+b = V2(1+i)z+ b où b est un complexe à déterminer. Comme s(1+72i) = 1+2i, il vient : 


b=1+V2+i(2-3V2). Donc |s:2— V2(1+5)2+1+V2+i(2-3V2)| 


Exercice 1.46 © 
Étudier la similitude s qui envoie le point A d’affixe i sur le point A! d’affixe 1+ V3/2+ i/2 et le point B d’affixe 1+i 
sur le point B' d’affixe 1+3V3 + 2i. 





Solution : Comme s est une similitude, il existe a, b € C tels que, pour tout z € C, on a : s(z) = az+ b. De s(A) =A' et 
s(B) = B’, on tire le système : 
ai+b =1+V3/2+i/2 
ur =1+3V3+2i 


On en déduit que a = 3/2(1-iV3) = 3e VS et que b=1/2(-1+3V3+i(1+3V3)). En résolvant l'équation s(z) = z, 
on trouve que le point fixe Q de s a comme affixe 1 — i. La similitude s est donc la composée de l’homothétie de centre 
Q et de rapport 3 avec la rotation de centre Q et d’angle -x/3. 





Exercice 1.47.  ©Q 
Démontrer que : 


1. la composée de deux symétries centrales est une translation. 
2. la composée d’une rotation et d’une translation est une rotation. 


3. la composée de deux rotations est une rotation ou une translation. 


Solution : 


1. La première symétrie centrale est représentée par une application de la forme fi : 2 —-z+ b, et la seconde par 
une application de la forme f2 : z— —z+b2 où b1,b2 e C. Si ze C alors fo f2 (2) = z+ bi — b> et on reconnaît que 
fi — f2 est une translation de vecteur d’affixe b2 — b1. 


2. La rotation est représentée par une application r : z-— ez+b où 6€R et où be C. La translation est représentée 
part:z2— 2+aoù ae C. Alors pour tout ze C, rot(z) = e°z+e a+ b et on reconnait encore une rotation 
d’angle 6. De même, to r (2) = eÏ°z+ a+ b qui est aussi une rotation d’angle 6. 


3. On not r:z— e°z+betr':2 el z+ b! les deux rotations avec 6,0/ ER et b,b'!e C. Pour tout ze C,on a 
. | à . . E] e 1 
ror!'(z)=eit0+8)z+ (ei0b' + b) et on reconnaît l'écriture d’une rotation d’angle 6 +0. 





61 


Géométrie élémentaire du plan 


J'étais incapable de relancer la balle par 

dessus le grillage ; elle partait toujours à environ 
un radian de la direction où elle aurait dû aller. 
Richard Feynman - 1985. 


Pour bien aborder ce chapitre 


En plus de proposer quelques rudiments de géométrie plane, ce chapitre a deux vocations importantes : 


1 la première est d’apprendre à calculer. On verra comment certains problèmes de géométrie se ramènent à effectuer 
des calculs qui peuvent s’avérer difficiles si on ne procède pas avec un minimum de méthode. 


2 la seconde de donner des représentations concrètes pour le cours d’algèbre linéaire qui nous occupera en seconde 
période. On verra que l’ensemble des vecteurs du plan est muni d’une structure algébrique particulière appelée 
espace vectoriel. La bonne compréhension des notions et propriétés des chapitres 23 et 24 passe par une bonne 
représentation de ces notions dans le cas particulier du plan (et de l’espace). 


Il est conseillé dans une première lecture de ne s’attacher qu’aux démonstrations marquées du signe ©. 


Comme indiqué dans le programme, on suppose connues les notions suivantes : 


— calcul vectoriel — orientation 
— distance et norme euclidienne — angles et angles orientés 
— orthogonalité 


Ces différentes notions seront précisées dans les chapitres 23 et 27. 


Après quelques rappels sur les repères cartésiens et les coordonnées polaires, on introduit deux outils fondamentaux en 
géométrie (plane) : le produit scalaire et le déterminant. Le premier permet de tester l’orthogonalité de deux vecteurs et le 
second leur colinéarité. On mettra en évidence leurs propriétés algébriques (bilinéarité, (anti)symétrie) et leurs propriétés 
géométriques (projection, calcul d’aire,.….). 

On s’intéressera ensuite aux droites et aux cercles du plan. On déterminera leurs équations cartésiennes (sous une forme 
plus générale que celle vue au lycée), paramétriques (qui correspond en fait à l’équation du mouvement d’un solide au 
cours du temps suivant la droite ou le cercle considéré) et polaires. On mettra en place des méthodes efficaces de calcul 
de la distance d’un point à une droite. Elles serviront dans de nombreuses situations. 


2.1 Quelques notations et rappels 


Dans tout le chapitre on notera l’ensemble des points du plan et Ÿ l’ensemble des vecteurs du plan. 
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Euclide, né vers -325, mort vers -265 à Alexandrie 


On sait peu de choses au sujet d’Euclide. 

Il parti en Égypte afin d’y enseigner les mathématiques et travailla au monseion ‘ d’Alexan- 
drie. IL mena de nombreux travaux de recherche. Il est l’auteur des “Éléments”. Ce texte, 
formé de treize livres, est une compilation du savoir mathématique de son époque. Il resta une 


référence pendant près de 2000 ans et contient, entre autre, les fondements de la géométrie du 
plan. 

C’est dans les Éléments que pour la première fois un travail mathématique a été réalisé sur la 
base d’une démarche axiomatique. 


a. Temple dédié aux muses rattaché à la bibliothèque 





2.1.1 Addition vectorielle 


© 





FIGURE 2.1 — Addition vectorielle 


Rappelons que pour former la somme de deux vecteurs w et Ÿ de Ÿ, il suffit de considérer trois points A, B,C de ? tels 
que ü = AB et v = BC. Le vecteur somme 4 + v est alors donné par 
TV 


+7 =AB+BC=AC. 


L’addition vectorielle vérifie les propriétés suivantes : 
. . > — — 
— elle est associative : pour tous w, v, w dans Ÿ,on a: 


(ü + V)+W = ü +(V + W) 
— elle possède un élément neutre noté O : pour tout # dans Ÿ 


Remarquons que le vecteur nul est représentable, pour tout point À de & par le vecteur AA. 
— chaque vecteur 4 dans Ÿ possède un vecteur symétrique Ÿ vérifiant : 


U+V=V+u=0. 
On notera — 4 le vecteur v symétrique de uw. Comme 0 = AB+BA = BA+AB = BB = 0, cette notation conduit à celle 
ci : —-AB = BA. 
— l’addition dans Ÿ est commutative : pour tout ü,v de Ÿ, 
U+V=V+uU. 


Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que le couple (Ÿ°,+) est un groupe commutatif. 


2.1.2 Produit d’un vecteur et d’un réel 


À tout nombre réel À et à tout vecteur 4 € Ÿ, on peut associer le vecteur À. #. Ce produit que l’on dit externe possède les 
propriétés suivantes : 
— Pour tout vecteur 4e Ÿ,l:u = ü. 
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— Pour tous réels À, ji et tous vecteurs uEŸ, (À.p) = AH). 

— Le produit par un scalaire est distributif par rapport à l’addition vectorielle : pour tout réel À et tout vecteurs 4, v de 
V,A(üU+V)=AU+AT. 

— Le produit par un scalaire est distributif par rapport à l’addition des réels : pour tout réels À, ui et tout w de Ÿ, (A+) ü = 
\ü +Hu. 

On dira, pour résumer ces 8 propriétés de l’addition vectorielle et du produit externe, que le triplet (Ÿ°,+,.) est un espace 

vectoriel sur R. 


2.1.3 Vecteurs colinéaires, unitaires 


DÉFINITION 2.1 © Vecteurs colinéaires 





Deux vecteurs ü et v de Ÿ sont colinéaires si il existe un réel À tel que # = À v ou un réel n tel que v 


Remarque 2.1 


Le vecteur nul est colinéaire à tous les vecteurs du plan. Il est d’ailleurs le seul vecteur du plan à vérifier cette propriété 
(exercice !). 


DÉFINITION 2.2 © Vecteur unitaire ou normé 





Un vecteur est dit unitaire où normé si sa norme est 1. 


2.1.4 Droites du plan 


® Notation 2.1 
Soit À un point de Z et % un vecteur de Ÿ. On note A+ % l’unique point B de Z donné par AB = %. 


DÉFINITION 2.3 Droite vectorielle 
Soit 4 un vecteur non nul du plan. On appelle droite vectorielle dirigée par ü le sous-ensemble de Ÿ, noté Vect(ü), 


des vecteurs du plan colinéaires à 4. 
Vect(u)={Au |AER} 


DÉFINITION 2.4 Droite affine 
Soit À un point du plan Z et ü un vecteur non nul de Ÿ. La droite D passant par A et dirigée par ü est l’ensemble 
des points du plan de la forme A+ À 4 où À est réel. 


D={A+AU | ÀAeR}=A+Vect(u). 





Un vecteur non nul de Ÿ est un vecteur directeur de la droite donnée par le couple (A, à) si il est colinéaire à &. 


Remarque 2.2  Remarquons que si une droite D est donnée par le couple (A, w) et si M est un point du plan, alors on a : 


MeD&3eR:M=A+A\% & AM=À\% & AM et % sont colinéaires. 


DÉFINITION 2.5 © Droites parallèles, orthogonales 

On dit que : 

— deux droites sont parallèles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires. 

— deux droites sont orthogonales (ou perpendiculaires) si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux. 





2.2 Modes de repérage dans le plan 


2.2.1 Repères Cartésiens 


DÉFINITION 2.6 © Base 


— Un couple de vecteur (CT, T) de Ÿ’est une base de Ÿ’si et seulement si ces deux vecteurs sont non colinéaires. 


— Une base est dite orthogonale si les deux vecteurs la composant sont orthogonaux. 
— Elle est dite orthonormale si elle est orthogonale et si les deux vecteurs la composant sont de plus unitaires. 
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FIGURE 2.2 — Repère cartésien 


Remarque 2.3 En vertu de la remarque 2.1 page 64, si (u,v) forme une base du plan, alors aucun des deux vecteurs 
ü, V n’est nul. 


PROPOSITION 2.1 © Caractérisation des bases du plan 
Soit u, ve Ÿ.Le couple (4, v) forme une base du plan si et seulement si : 


VaBeRr, au +fBfv =0 — a=fpf=0 





Démonstration © 

Nous allons effectuer un raisonnement par contraposée (vous pouvez consulter la page 1128 si vous n'êtes pas familier avec 
ce type de raisonnement). Supposons que (ü,v) ne soit pas une base du plan. Alors ü et Ÿ sont colinéaires. Donc il existe 
B' ER tel que ü =B/Ÿ. On prouve ainsi l’existence de deux réels à = 1 et 6 = —f/ non tous deux nuls tels que au +BvŸ =0 et 
l'implication directe est prouvée. 

Effectuons à nouveau un raisonnement par contraposée. Supposons qu’il existe deux réels «à et non tous deux nuls tels que 
au +Bv =0. 
— Sia0, on obtient : Ü =-B/av et les vecteurs w, v sont colinéaires. Ils ne peuvent donc pas former une base du plan. 
— Sia=0 alors 6 est non nul et on a : BV = 0 ,ce qui n’est possible que si Ÿ = 0. D’après la remarque précédant la proposition, 

(ü, v) ne forme là encore pas une base du plan. 

L’implication réciproque est ainsi prouvée. 


DÉFINITION 2.7 © Repère Cartésien, Origine d’un repère, repère orthogonal, orthonormal 
Un repère cartésien # du plan Z est donné par un triplet (O, 7, jJoù O est un point de Z et où (7,7) forme une 
base de Ÿ. 
— Le point O est l’origine du repère. 
— Si les deux vecteurs 7 et 7 sont orthogonaux, on dit que Z est un repère orthogonal. Si ils sont de plus unitaires, le 
repère Z est alors dit orthonormal. 
— Les droites passant par O de vecteur directeur respectifs 7 et J sont appelés axes du repère & et sont notés (Ox) et 
(O y). 


DÉFINITION 2.8 © Repère orthonormal direct 
Un repère orthonormal (O, T, JJest dit direct si l’angle CF, T7) a pour mesure 7. 


PROPOSITION 2.2 © Coordonnées cartésiennes d’un vecteur, d’un point 

Soit (O, 7, j Jun repère du plan Z. 

— Soit w un vecteur de Ÿet (7, j) une base de Ÿ. Il existe un unique couple de réels (x, y) tel que 
TIS TENTE 

Ce couple (x, y) représente les coordonnées ( ou les composantes) du vecteur w dans la base (T, j). On notera cela 

sous une des formes suivantes : 


ay, [7 où af) 
Là » y y) 


— Soit M un point du plan et (O, 7, j Jun repère Z de ?. Il existe un unique couple de réels (x, y) tel que 





OM=xT+yf. 
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Ce couple (x, y) représente les coordonnées du point M dans le repère Z. De même que précédemment, on écrira : 


x 
M{x; y), nl ou m| | 
7 ÿ J 





Démonstration Soient w un vecteur de Ÿ’et soient u1 le projeté de u sur (Ox) parallèlement à (O y) et u2 le projeté de w sur 
(O y) parallèlement à (Ox). On a : U = Uj + 1. Comme Uj est colinéaire à T et UD est colinéaire à FA il existe des réels x et y tels 
que u =x1etu2=y].Parconséquent: U=xr+y]. 

Ce couple (x, y) est de plus unique : si (x/, y’) est un autre couple de réels tels que : ù = x! 1 + y, on obtient, par soustraction : 
D=(x-x)7+(y-y)7, soit encore : (x-x)T = (y -y)j. Comme + et 7 ne sont pas colinéaires, cette égalité n’est possible 
que si x= x et y= y!. 


Remarque 2.4 

— Cette proposition permet d'identifier l’ensemble des points du plan avec l’ensemble R?. En effet, si un repère cartésien 
% est fixé dans ?, à tout point M de Z correspond un unique couple de réels (x, y) : ses coordonnées. Réciproque- 
ment, à tout couple de réel (x, y) correspond un unique point M de dont les coordonnées dans le repère considéré 
sont données par ce couple. 

— De même, si une base .Z est fixée, on peut identifier l’ensemble des vecteurs du plan avec R?. Notons 6,4 l'application 
qui à un vecteur w de Ÿ lui associe ses coordonnées (x, y) dans Z: 


e : P — R 
D 
B M -— (x, y) 


La proposition 2.2 dit que 6,3 est bijective. Cette identification « respecte » de plus l’addition et la multiplication par 








! 
; DA A Re —_ ë e : — |X — |X 
un scalaire. Ainsi, si u et u” sont deux vecteurs du plan qui ont pour coordonnées respectives w y et u y dans Z 
alors 
OZ(ü)=(xy) et 6Z(ü')=(x,y) (2.1) 
et le vecteur 
U+U =xT+y] +1 +y 7 =(x+x) 1 +(y+Y)T 
a pour coordonnées (x+ x’, y+ y’) ce qui s’écrit aussi 
Og(u+u')=(x+x,y+7y) (2.2) 


En identifiant les relations 2.1 et 2.2, on obtient 

Og(u+u)=0%(ù)+0%(4") 
On montrerait de plus facilement que, si À est un réel, alors 6% (AU) =À-0% (ü), ce qui n’est qu’une autre façon de 
. Pour résumer ces deux égalités, on dit que 04 est une application linéaire. Une 


application entre deux espaces vectoriels qui est à la fois linéaire et bijective est appelée un isomorphisme d'espaces 
vectoriels. 


. —+. 2 
dire que À 4 a pour coordonnées 





: ” z 5 È X Ç : X . gr : 
— Si on connaît les coordonnées d’un point A FA] et celles d’un point B ( dans un repère (O, 7, j ), on obtient celles 
A B 


( de AB. Ainsi, XT+y] = AB = AO+OB = OB-OÀ= xB T + VB J —XA 1 — ya J = (xB—xXa) 1 +(yB— ya) j et donc 


en identifiant : AB 
YB — YA 


PEN 
PROPOSITION 2.3 Identification de Z et de Ÿ avec R? 


En résumé : 
— un repère Z (O, 7, j Jétant fixé dans ?, l'application qui a un point de Z associe ses coordonnées dans .Z est une 


bijection de Z dans R?. Cette bijection permet d’identifier le plan et R?. 

— une base Z étant fixée dans Ÿ’, l'application 86,3 qui à un vecteur de Ÿ lui associe ses coordonnées dans Z est 
bijective et linéaire. Si on prend un peu d’avance sur le chapitre 23, on dit que 0% est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. Cet isomorphisme permet d’identifier Ÿ et R?. 
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B10 4 | René Descartes, né 31 mars 1596 à La Haye, mort à Stockholm le 11 février 1650 


René Descartes est un philosophe, physicien et mathématicien français. La pensée 
de Descartes a eu des répercussions fondamentales sur la philosophie et la science 
moderne. Il est l’auteur du fameux ” Discours de la méthode”. En tant que scien- 
tifique, les lignes suivantes, extraites de ce discours, devraient vous interpeller. La 
méthode fixe quatre principes pour la conduite de l’esprit humain : « Le premier 
était de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie, que je ne la connusse évidem- 
ment être telle : c’est-à-dire, d’éviter soigneusement la précipitation et la préven- 
tion ; et de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que ce qui se présenterait 
si clairement et si distinctement à mon esprit, que je n’eusse aucune occasion de le 
mettre en doute. Le second, de diviser chacune des difficultés que j’examinerais, en 
autant de parcelles qu’il se pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux résoudre. 
Le troisième, de conduire par ordre mes pensées, en commençant par les objets 
les plus simples et les plus aisés à connaître, pour monter peu à peu, comme par 
degrés, jusqu’à la connaissance des plus composés ; et supposant même de l’ordre 
entre ceux qui ne se précèdent point naturellement les uns les autres. Et le dernier, 
de faire partout des dénombrements si entiers, et des revues si générales, que je fusse assuré de ne rien omettre. ». 
Bien que François Viète utilise déjà une notation semi-symbolique, René Descartes est le premier à utiliser une 
notation entièrement symbolique. Il est à l’initiative de l’introduction des lettres latines dans les notations mathéma- 
tiques. Il propose d’utiliser les premières lettres de l’alphabet (a, b, c, …) pour les paramètres et les dernières (x, 
y, Z, …) pour les inconnues. Nous utilisons toujours cette convention ! Descartes est aussi à l’origine de la notion 
de repère du plan et de ce qu’on appelle maintenant la géométrie analytique, ce qui nous intéresse ici. On raconte 
que c’est en observant une mouche qui se promenait sur les carreaux d’une fenêtre, qu’il aurait pensé à définir, à 
l’aide des carreaux, des coordonnées du plan. Descartes comprit le premier qu’on peut transformer un problème de 
géométrie en un problème algébrique. La géométrie de Descartes est publiée en français en 1637 et traduite en latin 
par Van Schooten en 1649, puis, dans une édition considérablement augmentée et commentée en deux volumes en 
1659 et 1661. Cette seconde édition favorisera considérablement la propagation des idées de Descartes. 





2.2.2 Changement de repère 












































FIGURE 2.3 - Changement de repère 


Un changement de repère consiste à changer simultanément l’origine O’ et la base (7/, 7’) d’un repère cartésien Z/ 


—_ — 


(0, 7,7") en l’origine O et la base (7, j ) d’un nouveau repère Z (O, +, j). Soit M un point du plan Z de coordonnées 
(x’, y’) dans l’ancien repère Z” et de coordonnées (x, y) dans le nouveau repère Z. Cherchons à exprimer les nouvelles 
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coordonnées (x, y) en fonction des anciennes (x’, y’). Notons (xoy, yor) les coordonnées de O’ dans Z. On a 


x! 1 +YT = O'M 
= 0'0+0M 
= OM-00/ 


= XT+y]-x01-YoT 
= (x-xo) 1 +(Y-yo)T 
Si (a,B), (y, 6) désignent les coordonnées respectives de 7/ et 7” dans Z, on a aussi 
XU+YT" = x(ar+BJ)+y(yYi+67 
(ax'+yy) 7 +(Bx'+5y)7 


On obtient alors les relations recherchées 
X—Xo = ax +yy/ 
y yo = 6x" +57" 


PROPOSITION 2.4 © Changement de repère 

Soit M un point de Z de coordonnées (x’, y’) dans un premier repère Z/ et de coordonnées (x, y) dans un second repère 
. Soient (Xoy, Yor) les coordonnées de O’ dans , (a, B), (y, ô) les coordonnées respectives de 7’ et 7’ dans Z. Les 
nouvelles coordonnées (x, y) de M en fonction des anciennes (x’, y’) sont données par les relations 


=ax +yy 


Y—yor =fx +ôy 


PROPOSITION 2.5 © Changement de repère entre deux repères orthonormaux directs 
Soient (0,7, j)etÆ(0', 1’, j') deux repères orthonormaux directs. Notons 6 = (ru) Les nouvelles coordon- 


nées (x, y) d’un point M du plan Z dans le repère Z s’expriment en fonction des anciennes ({x’, y’) dans le repère / 
par 


Xx—xo =cosôx -sin0y 
Y—Yo =sin6x +cos6 y 


où (Xo, Yor) représente les coordonnées de O’ dans le repère Z. 





Démonstration Par projection sur les axes (O, 1) et (O, j ), on obtient, pour les vecteurs w et J' les relations 
l =cos0 7 +sin0 7 
J!=-sin0 7 +cos0 7 


Par application de la proposition précédente avec à = cos6, 6 = sin, y = -sin6 et ô = cosO, on obtient la formule de changement 
de base annoncée. 





— 1 ! ! 
Remarque 2.6 Sous forme matricielle, cette relation s’écrit | ‘ ] = | PeES “ns ] | . ] + | | 
y sinO cos0 y Yo’ 


Équation cartésienne 


DÉFINITION 2.9 © Équation cartésienne 
Soit Z (O, 7, J Jun repère. Une équation F(x, y) = 0 est une équation cartésienne d’une partie 7 du plan si on a 
l’équivalence 


M{(x, y)Ee.Z & F(x, y) = 0. 





68 


Exemple 2.2 Un repère orthonormal (O, ré 7) du plan étant fixé, l’ensemble des points du plan d’équation cartésienne : 
° y—x-—1=0 est la droite affine dirigée par le vecteur 7 + 7 et passant par le point de coordonnées (0, 1). 
° x2+ y? —1= 0 est une équation du cercle de centre O et de rayon 1. 


2.2.3 Repères polaires 


N ! rsin 0 





FIGURE 2.4 — Repères polaires 


PROPOSITION 2.6 © Repère polaire, pôle, axe polaire 
Soit Z(O, 7, j Jun repère orthonormal direct. Soit 8 un réel. Soit (8) le repère (O, ü (8), v (8)) image de Z par une 
rotation de centre O et d’angle 6. Ce repère, qui est encore orthonormal direct, est le repère polaire attaché au réel 6. De 
plus 
4 (0) =cos0 7 +sin0 7 
V(8)=-sin0 7 +cos0 7 


Le point O est appelé le pôle et la droite orientée (O, 7) est appelée l’axe polaire de ce repère. 





Démonstration Les rotations sont des transformations du plan qui conservent les mesures d’angles orientés et les longueurs. 
L'image d’un repère orthonormal direct par une rotation est donc encore bien un repère orthonormal direct. Les formules sont 


obtenues par projection des vecteurs u(8) et v(8) sur les axes de Z. 


Remarque 2.7 Si on considère un repère orthonormal direct Z(0O, 7, T), 6 un réel, (0) le repère polaire associé à 0 : 
(O, u (8), v (8) et si on identifie Ÿ à € via le repère Z, on a Aff(u (6)) = ei° et Aff(T (0)) = ie. 


® Notation 2.3 Ilest fréquent de rencontrer les notations (7, 4g) pour le couple (u(B), v(B)). 


DÉFINITION 2.10 © Coordonnées polaires d’un point 
On rapporte le plan Z à un repère orthonormal direct Z(O, 7, j). On dit que (r,0) e R? est un couple de coordonnées 


polaires pour le point M{x, y) 0, ? si et seulement si 





Remarque 2.8 

- SiMe ? a pour affixe z Z 0 alors un couple de coordonnées polaires pour M est donné par (r,0) où 6 est un argument 
de z et r est le module de z. 

— SiM un point du plan distinct du pôle de coordonnées polaires (ro, 80) alors les autres couples de coordonnées polaires 
pour M sont les couples (r,8) vérifiant 


r=r0 F= 10 
6 = 6 [27] Lis 6=60+7 [2x] 


— Les coordonnées polaires de l’origine sont données par n’importe quel couple (0,68) où 8 €R. 


PLAN 2.1 : | Comment calculer les coordonnées polaires d’un point à partir de ses coordonnées cartésiennes 





F— 
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Soit Me © de coordonnées cartésiennes (x, y) dans un repère orthonormal direct tel que x # 0. Un couple de 
coordonnées polaires pour M est donné par (r,6) avec 





x 
6 = arctan (2) et r= 





Équation polaire 


DÉFINITION 2.11 © Équation polaire 

Soit Z (O, 1:71} un repère orthonormal direct. Une équation F(r,8) = 0 est une équation polaire d’une partie 7 du 
plan lorsqu'un point M appartient à # si et seulement si l’un des couples de coordonnées polaires (r,0) de M vérifie 
F(r,0) = 0. 





Exemple 2.4 Un repère orthonormal (O, 7, 7) du plan étant fixé, l’ensemble des points du plan d’équation polaire 
+ B=0est l’axe (O, 7) de Z. 
+ r=lest le cercle de centre O et de rayon 1. 


2.3 Produit scalaire 


2.3.1 Définition 


S Notation 2.5 Si ü est un vecteur de Y, on note fu | sa norme. Si À et B sont deux points de Z tels que ü = AB, la 
norme de w est donnée par la longueur AB. 


DÉFINITION 2.12 © Produit scalaire 
Le produit scalaire de deux vecteurs % et Ÿ du plan Ÿ, noté #.v (on rencontrera aussi les notations (| 1} ou encore 
(u | v)) est défini, de manière géométrique, par : 


UV Fu | | v |] cos(%, D) si les deux vecteurs 4 et 2 sont non nuls 
ü.v =0 sinon. 





Remarque 2.9 
— Le produit scalaire ne dépend pas de l’orientation choisie dans le plan. 


- aü=|ü|.|#|cos(#,#)=|#|?. En résumé, | 5.7 = |%|* 


PROPOSITION 2.7 © 
Deux vecteurs w et Ÿ de Ÿ sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. 


Démonstration © Siun des deux vecteurs w ou v est nul, le résultat est immédiat. Supposons que à et Ÿ ne sont pas nuls. 
Si ü et v sont orthogonaux alors (ü,5) = 7/2 [x] et cos (ü,%) =0et ü.v = lu | fo | cos(u, v)=0. 
Réciproquement, si u.v = 0 alors lu | lv | cos(uü, v) = 0. Mais comme u et V ne sont pas nuls, on a nécessairement 


cos(u, v)=0, c’est à dire (ü,v) = 7/2 [7] et ü, v sont bien orthogonaux. 


2.3.2 Interprétation en terme de projection 
DÉFINITION 2.13 Mesure algébrique 


Soit D une droite de Z orientée par un vecteur unitaire w. Soient À et B deux points distincts de D. La mesure 
algébrique AB est l’unique réel À tel que AB= À %. 


PROPOSITION 2.8 © Projection orthogonale 


Soit D une droite et soit A un point du plan Z. Il existe un unique point A’ de D tel que le vecteur AA’ soit orthogonal 
à la droite D. Ce point est appelé le projeté orthogonal de A sur D. 
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FIGURE 2.5 -— Interprétation en terme de projec- FIGURE 2.6 — angle obtus 
tion du produit scalaire : angle aigu 


Démonstration Soit w un vecteur unitaire directeur de D. Soit Ÿ un vecteur unitaire de Ÿ choisi en sorte que le couple (ü,v) 
forme une base orthonormale du plan. Considérons le repère orthonormal & (Q, 4, v) où Q est un point de D. Soient (x, yA) les 
coordonnées de À dans ce repère. Un point M est élément de D si et seulement si dans #, son ordonnée est nulle. Considérons donc 
M{(x, 0) un point de D. On a AM (x xa,— ya). Ce vecteur est orthogonal à D si et seulement si il est colinéaire à V', c’est-à-dire si 
et seulement si x— xa = 0. On prouve ainsi à la fois l’existence et l’unicité de A'. 


Remarque 2.10 Soit Z(O, T, T) un repère orthonormal et A un point du plan de coordonnées (x, y) dans ce repère. La 
droite des abscisses est orientée par le vecteur 7. Si A. est le projeté orthogonal de A sur (Ox) alors OA = x 


PROPOSITION 2.9 © Interprétation du produit scalaire en terme de projection 
Soient w et v deux vecteurs de Ÿ. Soient O, A, B trois points de Z tels que OÀ = ü et OB= ÿ. . Soit H le projeté 
orthogonal de B sur la droite (OA). Choisissons pour cette droite l’orientation donnée par le vecteur OÀ. On a alors 





Démonstration © Avec l'orientation choisie pour la droite (OA), fu | = OA= OA. Si (ü,V)estun angle aigu, alors fo | cos(u, V)= 


OH et si (,%) est un angle obtus alors [o | cos(w, v)=-OH. Par conséquent, |? | cos(#, v) =OHet ü.v = lu | v | cos(#, 7) = 
OA.OH. 


2.3.3 Propriétés du produit scalaire 


PROPOSITION 2.10 © Symétrie du produit scalaire 





EE 
AE 


Démonstration Il suffit d'écrire u.v = lu | [| cos(#, v) et V.u = fo | fu | cos(, T0) puis d’observer que (u, 


—(v, u) et que la fonction cosinus est paire. 


PROPOSITION 2.11 © Bilinéarité du produit scalaire 
Le produit scalaire est bilinéaire : pour tous vecteurs w, 41, u>, V, Vi, U de Ÿ et pour tous réels À1, À2 


(0j + 02) = À U.UI + Ào Ü 09 et (AU +20). 0 = AU. 0 + ob. v 


Démonstration Supposons que ü Z 0. Soient T = TT et O un point de P. Soit j le vecteur image de T par la rotation de 





centre O et d’angle 5. Le triplet (0, +, j )forme un repère orthonormal direct Z du plan. Dans cette base, les coordonnées de 
— sont (x,0) avec x = IFAE 

— Vj sont (x1, 1) 

— 2 sont (x2, 72). 

# Avi + hu sont (A1 X1 + À2%2, À 1 V1 + À2 p). 
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Par application de la proposition 2.9, il vient : 


_ 


U.(Aj 01 + A2 0) = x(A1X1 + 2%), U. 1=X.X] et 02 = X.X2 


Ceci prouve que ü.(A1 Vi + 2 V2) = A1 U.vi + 2 u.vs. La seconde égalité se démontre de la même façon ou en utilisant la symétrie 
du produit scalaire et la première égalité. 


PROPOSITION 2.12 OOC Expression du produit scalaire dans une base orthonormale 


! 
; : £ x x 
Soit (7, J) une base orthonormale et soient #4, v deux vecteurs de Ÿ de coordonnées 4 . et v ” dans cette base. 


Alors 
UV =xx +yy 





Démonstration © Comme ü=xt+y} et v=x 1+}y)}, par bilinéarité du produit scalaire, il vient 


UV = (XT+ YD.&T + YT) 
= xXTXT+YT)+yI ET +7) 


ne nn io Eh 


Comme + et J sont orthogonaux, d’après la proposition 2.7, on a : 1.7] = 0. Par ailleurs, 1 et } étant unitaires, on a 
Hr|.|T]=1er.7 =|71.|7 1 = 1 1 vient alors que uv = xx + yy. 


COROLLAIRE 2.13 © Expression de la norme d’un vecteur dans une base orthonormale 


lé _> — . _ » — |X 
Soit (z, J) une base orthonormale. Soient w un vecteur de coordonnées u ; dans cette base. Alors 


Au =yx2+3 


Si(O, 7, j) est un repère orthonormal et que A et B sont deux points de de coordonnées A(xa, ya), B(xB, yB) dans ce 


repère alors 
aB= [RE] = Gr + 05 = ya 


Démonstration Ces formules sont immédiates. Pour la première, on a lu || = Vu.u = \/x2+ y2. Pour la seconde, il suffit 


d’appliquer la première au vecteur AB dont les coordonnées sont données par (xp — x, YB — YA). 





2.3.4 Interprétation en termes de nombres complexes 


PROPOSITION 2.14 © 
Un repère orthonormal (O, 7, J ) étant fixé, on peut identifier Ÿ et C. Si w et v ont pour affixes respectives z et z/, 


alors 





Démonstration Exercice... 


2.4 Déterminant 
2.4.1 Définition 


DÉFINITION 2.14 © Déterminant 
Le déterminant de deux vecteurs du plan Ÿ 4 et v, noté det(w, D) est défini, de manière géométrique, par : 


= Fu | [v | sin (ü,%) si les deux vecteurs % et 2 sont non nuls 
= 0 sinon. 
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Remarque 2.11 
— Le déterminant dépend de l’orientation choisie dans le plan. Si on avait choisie l’orientation contraire, on aurait un 
déterminant de signe contraire. 


> — 


— Pour tout # € Ÿ, det(w, ü) = 0. En effet, si ü # 0, det(u,u)={|u|-|u|sin (ü,ü) =0et si ü =0 le résultat est 
immédiat. 


PROPOSITION 2.15 © 





Démonstration © Si l’un des deux vecteurs w ou Ÿ est nul, alors la proposition est évidente. Supposons qu’aucun des deux 
vecteurs est nul. 


Si ü et v sont colinéaires alors [ü,v) = 0 [x] et sin (iv) = 0. II vient alors que det(u,u) = lu | Ê fu | sin [ü,ü) = 0. 
Réciproquement, si det(u,u) = fu | - fu | sin [ü,ü) = 0 alors comme w et Ÿ sont non nuls, cette égalité n’est possible que 


pe 


NE er : x = = _ —_ TRS 
sisin| u,u|=0 ce qui amène | u, v |=0 [x] et les vecteurs u et v sont donc colinéaires. 


Remarque 2.12 Un corollaire immédiat à cette proposition est que trois points du plan AB et C sont alignés si et 
seulement si det(AB, AC) = 0 


2.4.2 Interprétation en terme d’aire 





FIGURE 2.7 — Interprétation en terme d’aire du déterminant 


PROPOSITION 2.16 © Interprétation du déterminant en terme de projection 

Soient # et Ÿ deux vecteurs de Ÿ. Soient O, A, B trois points de Z tels que OÀ = % et OB = vŸ. Soit H le projeté 
orthogonal de B sur la droite (OA). Choisissons pour la droite (BH) l'orientation dans le sens directement orthogonale à 
OÀ. On a alors : 


det(w, v)=OAHB. 


La valeur absolue de ce déterminant correspond à l’aire du parallélogramme construit selon les vecteurs % et v. 





Démonstration © Ilest clair que fu | = OA. Compte tenu de l’orientation choisie pour (HB), si «à est la détermination de (ü,v) 
appartenant à ]-n, x] alors 


— si a est positif, | | sin (A, 7) = HB 
— sia est négatif, EI V | sin( n(ù, 5) = —-HB. 
Par conséquent fo V | sin(ü 4,7) = HB et u.v = lu | lv | sin(ü, V)= OA.HB. 


2.4.3 Propriétés du déterminant 


PROPOSITION 2.17 © Antisymétrie du déterminant 


Le déterminant est antisymétrique : si ü et v sont deux vecteurs de Ÿ alors | det(w, v)=-det(v, ü) À. 





TE. 


Démonstration C’est une conséquence directe du fait que sin(d,v)=-sin(v,u). 
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PROPOSITION 2.18 © Bilinéarité du déterminant 
Le déterminant est bilinéaire : pour tous 4, 4j, u, V, Vi, V2 de Ÿ et pour tous réels À1, À2,0n a 


det(&, A1 vi +22) = Aidet(ü,vi)+Abdet(t,w) et |det(Aiui +21, 0) = A det(ui, v)+Abdet(, D). 





Démonstration Supposons ü 4 0. Soient 1 = £ et O un point de P. Soit j le vecteur image de T par la rotation de centre O 


et d’angle 5. Le triplet (0, T, j )forme un repère orthonormal direct Z du plan. Dans cette base, les coordonnées de : 
— 4 sont (x,0) avec x = lu ||. 

— Vj sont (x1, 1) 

— y sont (x2, 72). 

- Avi +ow sont (Àjx1 + À2%2, A1 V1 + À2 2). 

Par application de la proposition 2.16 : 


det(u,A1vj+A20)=x(1yi+A2y2), det(u,vi)=x.y] et det(u,v2) = x.y. 


Il vient alors det(w, 1 vi + 202) = A det(ü,vi)+A2 det(ü, v2). La seconde égalité se démontre de la même façon ou en utilisant 
l’antisymétrie du déterminant et la première égalité. 


PROPOSITION 2.19 OO© Expression du déterminant dans une base orthonormale directe 
/ 


: 1 ; ; x 
Soit (7, J) une base orthonormale directe et soient 4, Ÿ deux vecteurs de Ÿ de coordonnées 4 y * v ï dans cette 


base. Alors 
À ! 


det(w,0)=xy — yx 
LL ; x = 
On notera ue le déterminant det(u, v). On a donc 





Démonstration © Comme ü =x1+y} et v =x"1+}y" 7}, par bilinéarité du déterminant, on a 


det(w,v) = det(xT+y],x 1+y T7) 


= xdet(r,x1+y J)+ydet(},x T+y 7) 


x.x det(T, 1)+ xy/ det(T,7) + yx' det(J,7) + yY det(7, 7). 
Comme la base (T,7) est orthonormale et directe, det(T, 7) =let det(J,7) = —]. D'après la proposition 2.15, det(T,1)= 


det(}, j) = 0. On obtient alors det(u, v) = xy! - yx!. 


2.4.4 Interprétation en terme de nombres complexes 


PROPOSITION 2.20 © 

Un repère orthonormal direct (0, 7, j) étant fixé, on peut identifier Ÿ et C. Si w et v ont pour affixes respectives z et 
! 

z', alors 


det(t,v)=Im(z.z"). 





Démonstration Exercice... 


2.4.5 Application du déterminant : résolution d’un système linéaire de Cramer de deux équa- 
tions à deux inconnues 
Soit 
.fJax+by=a 
CORTE 


On appelle déterminant de ce système le réel 8 = ad — bc. Ce système linéaire est dit de Cramer si et seulement si son 
déterminant à est non nul. On a alors la proposition suivante. 
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PROPOSITION 2.21 © 
Si (7) est un système de Cramer alors il admet un et un seul couple solution (x, y) donné par 





Démonstration 
D Prouvons l’unicité du couple (x, y). Soient (x1, y1) et (x, y2) deux couples solutions de (#7). On vérifie facilement que le 
couple (X, Y) = (x2 — x1, y2 — 1) est solution du système 


ax +by=0 
cx+dy=0" 


Ceci prouve que dans le plan, identifié à R? par le choix d’un repère orthonormal, les vecteurs (a, b) et (c,d) sont tous deux 
orthogonaux au vecteur (X, Y). Mais comme 


det((a, D), (cd) =| k è |-50 


d 


les deux vecteurs (a, b) et (c, d) ne sont pas colinéaires. Le vecteur (X, YŸ) étant orthogonal à deux vecteurs non colinéaires 
ne peut être que nul donc X = 0 et Y = 0. Ceci prouve que x1 = x2 et que y1 = y2 et donc l’unicité du couple solution. 


2 Pour prouver l'existence du couple (x, y), il suffit de vérifier que le couple donné dans l'énoncé de la proposition est bien 
solution de (.7), ce qui ne pose pas de difficulté. 


| Remarque 2.13 Si le déterminant du système est nul alors ce système admet soit une infinité de solutions soit aucune. 


2.5 Droites 


2.5.1 Préambule : Lignes de niveau 


DÉFINITION 2.15 © Ligne de niveau 
Soit à un réel. Une partie «7 du plan est une ligne de niveau à d’une fonction F : 2 —R si 7 est solution de l’équation 


F(M) = a. 
ME. S F(M)=«a 





2.5.2 Lignes de niveau de M - ü.AM 


œ 
AMo = EE 
M 
—— 
À + 
F(M)= a 


FIGURE 2.8 -— Ligne de niveau de M ä.AM 


PROPOSITION 2.22 © 


ü : _ = mg à R . . 
Soient À un point de #, w un vecteur non nul de Ÿ, « un réel et F: — . La ligne de niveau « de 


M — u.AM 
F : F(M) = a est donnée par la droite dont la direction est orthogonale à % et qui passe par le point Mo de Z défini par 


_—— = 
AMo= a. | 
5 ul? 
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Démonstration  Posons U = ü/ lu | et considérons V un vecteur unitaire de Ÿ tel que (A, U, V) forme une repère orthonormale 


directe de Ÿ. Soient (x, y) les coordonnées de M dans ce repère et à un réel. Comme ü ( (Fu 1,0) 0) et AM(x, y), on a: 
FM=a — %AM=a— x|#|=a — x= GI 
u 
ce qui prouve que si si M est élément de la ligne de niveau F(M) = a alors M est élément de la droite orthogonale à w passant par le 
point M, tel que AM = = ak... 


Pl 
Réciproquement, si M est élément de cette droite alors les coordoonées de M dans le repère (A,U, V) sont de la forme (a/ fu |, y) 
où yeR et on vérifie facilement que F (M) = AM = a. Donc M appartient à la ligne de niveau F(M) = 


2.5.3 Lignes de niveau de M - det{ä, AM) 





Mo F(M)= a 


FIGURE 2.9 — Ligne de niveau de M-— det(ü, AM) 


PROPOSITION 2.23 © 
=; R 


A Lu mn oo NON O NE 


Soient À un point de Z, w un vecteur non nul de Ÿ, à un réel et G: 


G : G(M) = a est donnée par la droite de vecteur directeur % et qui passe par le point Mo de Z défini par | AMo = or 


à —> . a A 
où v est le vecteur directement orthogonal à 4 et de même norme. 





Démonstration Comme dans la démonstration de la proposition précédente, posons U = ü/ lu || et considérons V un vecteur 
unitaire de Ÿ tel que (A, U, V) forme une repère orthonormal direct de Ÿ. Soient (x, y) les coordonnées de M dans ce repère. Soit 
a un réel. Comme ü (| ,0) et AM(x, y), on a: 


GM)=a — det(ü,AM)=a — y.|ü| =a — y= GI 

u 
Donc si ne y) vérifie l'équation G(M) = a alors il est élément de la droite de vecteur directeur w passant par le point Mo tel que 
AM = = à. FT Réciproquement, si M est élément de cette droite, alors ses coordonnées dans le repère (A, U, V) sont de la forme 
(x, (x, a/|fu u l) où xeR et on vérifie facilement que M est élément de la ligne de niveau G(M) = à car G(M) = det(#,AM) = @. Par 


ailleurs, si v = fu u | V, on obtient bien AM5 = = ©. GE et V est comme indiqué dans la proposition. 


2.5.4 Représentation paramétrique d’une droite 


Cette représentation peut être utilisée quand on connaît un point et un vecteur directeur de la droite étudiée. 


PROPOSITION 2.24 © Représentation paramétrique d’une droite 
Soit Z(O, 7, j) un repère du plan. Soit D une droite du plan passant par un point À de coordonnées (x4, ya) dans Z et 


pe a 
dirigée par le vecteur non nul 4 


p' 


D admet comme représentation paramétrique : 


x =xatia, 
y =yattp 
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XM = XA + o@ 


). 





Ce qui signifi M(xm, eD&231€ER 
(Ce qui signifie que M(xmu, ym) 0 yM = Ya + AB 


Démonstration  SiM(x, y) € D alors les vecteurs AM et à sont colinéaires. Il existe donc un réel t tel que AM = tu et l'égalité 
des coordonnées de ces deux vecteurs se traduit par les égalités (x). Réciproquement, les égalités (x) impliquent l'égalité vectorielle 
AM = f'ü et le fait que le point Me D. 


Exemple 2.6 Soit Z(0O, 7, j) un repère du plan. Déterminons une équation paramétrique de la droite D passant par le 


point : A(1,—2) et dirigée par le vecteur :ü 





Par application du théorème précédent, une équation paramétrique de D est : 


x=1+3ta . 


y=-2+5tf$ 


2.5.5 Équation cartésienne d’une droite 


Cette représentation est aussi utilisable quand on connaît un point et un vecteur directeur de la droite en question. On 
se remémorera au préalable ce qu’est une équation cartésienne (voir la définition 2.9 page 68). 


PROPOSITION 2.25 ŸYV Équation cartésienne d’une droite 


Soient Z(O, 7, j) un repère orthonormal du plan, a, f, c trois réels tels que a et B ne sont pas tous deux nuls. 


p 


1. La droite D passant par le point À de coordonnées (x, ya) dans Z et dirigée par le vecteur non nul # E admet 


une équation cartésienne de la forme 


CODEN 


. Réciproquement, l’ensemble des points du plan d’équation ax + fy + c = 0 est une droite de vecteur directeur 


. Deux telles équations représentent deux droites confondues si et seulement si elles sont proportionnelles. 





Démonstration 

1. On pourrait démontrer cette égalité en éliminant le paramètre t dans l’équation paramétrique de D. Il est plus rapide de 

constater que 

det(%, AM) = 0 
—B x-xa 
A  y—yA 
— (a(x- xa)) +B(y— ya)) = 0 
—  ax+f6y=-(axa +fBya) 


MX, y) e D 


= 0 








— 
— 
— 


qui correspond à l’égalité recherchée avec c = —-(axa +6 ya). 

2. Réciproquement, si ax +$ y + c = 0 est une équation cartésienne d’un sous ensemble 7 du plan et si A(xA, yA) est élément 
de ce sous-ensemble alors ses coordonnées vérifient l’équation ax+fy+c = 0 et, pour tout M(x, y) de Z : a(x— xa) +B(y-— 
ya) +c= 0. Donc, pour tout point M de &, det(AM, %) = 0 où ü (-B, a). 7 est donc la ligne de niveau 0 de l’application G 
de la proposition 2.23. # est donc, d’après cette proposition, la droite orthogonale à w passant par A. 


3. Considérons les deux équations cartésiennes 
() ox+Biy+ci=0 et (2) ax+fB2y+c=0, 


la première représente une droite D} et la seconde une droite D;. Si ces deux équations sont proportionnelles, alors tout point 
M dont les coordonnées (x, y) vérifient l'équation (1) (& M € Di) vérifient aussi l'équation (2) et donc est aussi élément de 
D:. Ceci prouve que D1 = D. Réciproquement, si une droite D possède deux représentations cartésiennes (1) et (2) alors, 
ui (-B1,01) et u2 (-B2,a2) étant deux vecteurs directeurs de D, ils sont colinéaires et il existe donc ke R* tel que &2 = kou, 
B2 = kB1. Considérons un point A(xA, yA) de D et étudions les égalités 


, 


O4 XA + 1 YA + C1 = 0 
@2XA + B2 YA + C2 = 0 


on montre que c2 = kc1 et donc que (1) et (2) sont proportionnelles. 
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Remarque 2.14 Une droite donnée dans un repère orthonormal possède une infinité d’équations cartésiennes propor- 
tionnelles. 

= 
1 


Exemple 2.7 Soient Z(O, 7, j) un repère orthonormal du plan, D une droite passant pas le point A(1,—1) et dirigée 


l > : Fe 
2 Calculons une équation cartésienne de D dans Z. 


Soit M{x, y) € 7. On a: 


_ 
par le vecteur u 


x—1 1 


MED AM et % sont colinéaires — det{AM, %)=0— YELS 


Une équation cartésienne de D est donc |2x-y—3=0 





=02x-y-3=0 


2.5.6 Droite définie par deux points distincts 


Cette méthode est à utiliser pour déterminer l’équation cartésienne d’une droite quand on connaît deux points de cette 
droite. Soit D une droite passant par les points À et B de de coordonnées respectives (xa, ya) et (xp, yB) dans un 
repère orthonormal direct du plan. On détermine une représentation paramétrique ou une équation cartésienne de D en 
remarquant que D admet AB comme vecteur directeur et en se ramenant à une des méthodes développées dans l’un des 
deux paragraphes précédents. 


2.5.7 Droite définie par un point et un vecteur normal 


DÉFINITION 2.16 © Vecteur normal 
Soit D une droite du plan et 7 un vecteur non nul orthogonal à un vecteur directeur de D. 7 est un vecteur normal à D. 


La proposition qui suit permet de calculer l’équation cartésienne d’une droite quand on connaît un point et un vecteur 
normal de cette droite. 


PROPOSITION 2.26 © 
Le plan étant rapporté à un repère orthonormal, on considère une droite D d’équation cartésienne ax + $ y + c = 0. Alors 


le vecteur est un vecteur directeur de D et (5 (9)] est un vecteur normal à D. 


Démonstration © Le fait que u (-,a) est un vecteur directeur de D a déjà été prouvé dans la proposition 2.25. Le vecteur 
pi (a, B) est par ailleurs clairement orthogonal à ü et est donc un vecteur normal à D. 





PROPOSITION 2.27 © Équation d’une droite définie par un point et un vecteur normal 
Un repère orthonormal étant fixé, la droite D passant par le point A(xA, ya) et de vecteur normal 7 (a, B) a pour équation 





a(x— Xa) + B(y — ya) = 0 À. 


Démonstration © SoitM{x, y) un point du plan. Supposons que M € D alors AM.ñ = 0, ce qui s'écrit aussi a(x—xa)+f(y- ya) = 


0. Réciproquement si M vérifie cette égalité alors le produit scalaire AM.R est nul et les vecteurs AM et ñ sont orthogonaux. Le 
vecteur AM dirige donc la droite D. A étant un point de cette droite, ceci n’est possible que si M € D. 


2.5.8 Distance d’un point à une droite 


DÉFINITION 2.17 © Distance d’un point à une droite 


Soit D une droite et M un point du plan. On appelle distance de M à D et on note d(M,D) la plus petite distance entre 
M et un point de D. 





Remarque 2.15 Si H est le projeté orthogonal de M sur D et si N est un point de D alors, d’après le théorème de 
Pythagore, 
MN? = MH? + HN? > MH? 


Le minimum de la distance entre M et un point de la droite existe, est atteint en H et vaut MH. 
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FIGURE 2.10 — Distance d’un point à une droite 


PROPOSITION 2.28 © 
Soit Z (O, 7, j) un repère orthonormal direct du plan. Soit D une droite du plan : 


+ passant par un point A(XA, yA) + de vecteur directeur 4 


+ de vecteur normal 7 . et d’équation cartésienne ax +by+c=0. 


Soit M(xmu, ym) un point du plan, alors 


_ Jer(aM 5)] À [RM] | Ja + sy + d 
ME Li MR 





Démonstration © SoitH le projeté orthogonal de M sur D. 


+ Par application des formules de trigonométrie dans le triangle AHM rectangle en H, on a 
_— sin (an. à) |det{AM, ü)] 
sin [ani u | = 


Fu il 
+ Par ailleurs, toujours par utilisation de la trigonométrie dans le triangle AHM, on a aussi 
EVE cos {AM x) (An. 


[A ri 


JAM] x] 











d (MD) = HM = AM 














4 (M,D) = HM = AM 





cos [ant ñ)] = 
° Enfin, prenant pour 7 le vecteur normal à D de coordonnées (a, b), on a 


De AM | : [a Gxm — xa) + b(ym— ya)| : |axm + bym —(axa + bya)| 5 |axm + byu + cl 


{|| | Va? +b2 Va? +b? V'a2 + b2 


car À € D et donc axa + bya+c=0. 


2.5.9 Équation normale d’une droite 


DÉFINITION 2.18 © Équation normale d’une droite 
On dit que ax+fBy= c est une équation normale d’une droite si o& +f3? = 1. 


PROPOSITION 2.29 Q 
Soit Z (O, 7, J) un repère orthonormal du plan. Pour toute droite D du plan, il existe des réels 8 et p tel que xcos0 + 
ysin = p soit une équation normale de D dans Z. 





Démonstration Soit ax+ by = c une équation cartésienne de D. Alors 


a b c 


X+ —————x= 
VERT Veil Ver 
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cos 6x + sin 0y = p 


FIGURE 2.11 — Équation normale d’une droite 


est une équation proportionnelle à notre première équation et est donc une autre représentation cartésienne de D dans #. Comme 


a 2 b 2 
= (=) 7 


il existe ( défini modulo 2x) 8 ER tel que 








: b 
et sin6 = 


a 
a2+b? Va?+b? 


Une équation de D est donc xcos8 + ysin@ = p et cette équation est, par construction, normale. 


cos = 





Posons p = = 

Remarque 2.16 

— Si xcos0+ ysin0 = p est une équation normale d’une droite D dans un repère orthonormal Z, la seule autre équation 
normale de D dans Z est xcos(8 + x) + ysin(6 + x) = -p 

— Interprétation géométrique de 6 et p : Soit D une droite du plan rapporté à un repère orthonormal direct Z (O, 7, j). 
On suppose que D ne passe pas par l’origine de ce repère. Soit H le projeté orthogonal de O sur D et soit xcos6 + 


: L : — |cos8 
ysin0 = p une équation normale de D. Le vecteur 7 


in0 est un vecteur normal à D. Par conséquent, il est colinéaire 


au vecteur OH. Donc (For) = 6 [x]. De plus, 


[0 x cos 0 +0 x sin0 — pl 


=|p 
V cos? 6 + sin?6 | | 


d(O,D) = 


et donc |p| = d(O,D). 
— En corollaire à cette dernière remarque, si xcos6 + ysin0 = p est une équation normale de D et si M est un point du 
plan alors d(M, D) = |xcos6 + ysin0 -— pl. 


2.5.10 Équation polaire d’une droite 

Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormal direct Z(O, +, j) et un repère polaire Æ (O, ü (6), v (8)). 
PROPOSITION 2.30 © Équation polaire d’une droite passant par le pôle 

Une droite D passant par le pôle O du repère polaire Z% a une équation polaire du type 


où 00 est un réel. Ceci signifie que si le point M est représenté par le couple de coordonnées (rm, 8m) dans 9 alors M 
est élément de D si et seulement si 6m = 60. 
Réciproquement, une telle équation est celle d’une droite passant par le pôle O de Ze. 





Démonstration Soit w un vecteur directeur de D. Soit 60 une mesure de l’angle (À, 4). M est élément de D si et seulement si il 


existe à € R tel que OM = t'ü, c’est à dire si et seulement si (|t|,80) ou (|f|,00 +7) forme un système de coordonnées polaires de 
M. 
L’équation 6 = 69 [x] définie donc bien une équation polaire passant par O et dirigée par 4. 
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PROPOSITION 2.31 © Équation polaire d’une droite ne passant pas par le pôle 
Une droite D ne passant pas par le pôle O du repère polaire Z9 admet une équation polaire du type 


r = RE —— 
cos (6 — Go) 


a 


où p = d(O,D) et où 8 = (For) [2x], H étant le projeté orthogonal de O sur D. 


Réciproquement, une telle équation est celle d’une droite ne passant pas par le pôle O de #9. 





Démonstration On utilise une équation normale de la droite D et son interprétation géométrique. Comme la droite D ne passe pas 
par l’origine, elle admet une équation normale de la forme xcos 00 + ysin 80 = p où 80 eR et où p # 0. Quitte à changer 60 en 00+x, 
on peut même supposer que p > 0. Si (r,6) est un système de coordonnées polaires pour un point M du plan, alors les coordonnées de 
M sont données dans & par le couple (r cos0, r sin8). Le point M appartient à D si et seulement si r (cos0 cos@0 +fsin 6sin 60) = p, 


x RP ; ESETON p 
c’est-à-dire si et seulement sir = 6-6 SO 0) - 


2.5.11 Intersection de deux droites, droites parallèles 


Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormal Z(0O, 7, 7). 
PROPOSITION 2.32 © 

Soient D et D’ deux droites d’équations respectives ax + by = c et a!x+ b!y = c' dans Z où (a,b) € R? \{(0,0)} et 
(a!,b!) € R?\{(0,0)}. 


— Det D' sont parallèles si et seulement si les couples (a, b) et (a/, b') sont proportionnels, c’est à dire si et seulement si 
a à 
b b'! 
— Si Det D’ ne sont pas parallèles, elles ont un unique point d’intersection. 


= 0 (Dans ce cas soit les deux droites sont confondues soit leur intersection est réduite à l’ensemble vide). 





_ 
Démonstration © Les vecteurs u (-b, a) et uw’ (-b!, a!) sont, respectivement, des vecteurs directeurs de D et D'. D et D' sont 
parallèles si et seulement si ces deux vecteurs sont colinéaires, c’est à dire si et seulement si 


_ _h! 
| : |=-va' + a =0. 


! 


:« ES. L [4 da sg ; rs ” 2 
Cette dernière quantité étant égale à b pt la première partie de la proposition est démontrée. 








ax+by  =c 


Si par ailleurs D et D' ne sont pas parallèles, alors ab'— ba’ 0 et, d’après la proposition 2.21 page 75, le système a 
ax+by =c 


possède une unique solution : 


b'c- bc! 
; | ab, bg 
_ac-d#c 
y 7 ab! - ba! 


2.6 Cercles 
2.6.1 Définition 


DÉFINITION 2.19 © Cercle 
Le cercle de centre Q et de rayon R > 0 est l’ensemble des points du plan situés à une distance R de Q : 


(es: [1 





Ce cercle sera noté € (Q, R). 


2.6.2 Équation cartésienne d’un cercle 


Dans tout ce paragraphe, on considère un repère orthonormal Z(O, à, j). 
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FIGURE 2.12 — Équation cartésienne d’un cercle 


PROPOSITION 2.33 ŸVV Équation cartésienne d’un cercle 
a 


p 


(x— 0)? +(y—B)? = R° 


Une équation cartésienne du cercle de centre Q|, et de rayon R >> 0 est donnée par 


ou sous forme développée 
x2 + y? — 2ax — 28 y + a + B? —R?= 0 


Réciproquement, si un sous-ensemble du plan satisfait une telle équation, alors ce sous-ensemble est le cercle de rayon 
R et de centre Q. 





Démonstration © Appelons € le cercle de centre Q k et de rayon R> 0. 
Es — |2 
Supposons que M(x, y) est un point de €. Alors Jon] = R et élevant au carré Jon] =R? ce qui s’écrit (x— o)? + (y By? = R?. 
= 12 = 

Réciproquement, si les coordonnées de M (x, }) vérifient (x— 2 +(y- B)2 = R2 alors Jon] =R? et Jon] = R. Par suite ME €. 
PROPOSITION 2.34 
L'équation x? + y? —2ax-—2fBy + y = 0 représente : 

1. L'ensemble vide si & + {2 -y<0. 

2. Le cercle de centre Q{a, B) et de rayon R = 4/o2 +2 -— y si « +fB2-y>0. 





Démonstration  Remarquons que 





+ 2ax—2fy+7y = (x a)? +(y By? a B°+y. 


Si à +? — y < 0, cette équation cartésienne ne peut avoir de solution. Sinon, on applique la proposition précédente. 


2.6.3 Représentation paramétrique d’un cercle 


PROPOSITION 2.35 © Représentation paramétrique d’un cercle 
Soit Z(0O, 7, j) un repère orthonormal. Le cercle de centre Q(a,f) et de rayon R > 0 admet comme représentation 
paramétrique 
x =a+Rcos8 
y =f+Rsin8 


=a+Rcos6o 
=B+Rsin6o 


(Ce qui signifie que ME &(Q,R) & 160ER ‘1 
yM 





Démonstration Soit M(xm, yM) tel qu’il existe un réel 60 vérifiant : 


xM = à +Rcos6p 
yM=fp+Rsin6o 
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FIGURE 2.13 — Représentation paramétrique d’un cercle 


On vérifie facilement que (xm, yM) vérifie l’équation (x &)? + (y)? = R2. 
Réciproquement, soit M(xm, ym) € € (Q, R). Les coordonnées de M vérifient (x -o2+ (ym-B)? = R2, Posons a = à etb= + 
Comme a? + b? = 1, il existe un réel 80 tel que a = cos, et b=sin00. Donc 

xmM = a +Rcos6p 

yM=$6+Rsin6o 


2.6.4 Équation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repère 


PROPOSITION 2.36 © Équation polaire d’un cercle passant par l’origine d’un repère 
Soit Z(0O, 7, j) un repère orthonormal. Soit Q(a, B). Le cercle € de centre Q, passant par O et de rayon R > 0 admet 


comme équation polaire 
r =2acos0 +2$sin60 
r = 2Rcos(6 — 60) 


où (R, 8) est un système de coordonnées polaires pour ©. 
Réciproquement, toute équation de la forme r = 2acos0 +2fBsin8 est l’équation d’un cercle de centre Q{(a,f), passant 
par l’origine O de Z et donc de rayon = 4/oë + f2. 


ou, de manière équivalente 





Démonstration Soit 6 un cercle de centre Q, passant par O et de rayon R > 0. Comme O est élément de €, & admet une équation 
cartésienne de la forme : x? + y? -2ax-—2fBy = 0. Remplaçant x par rcos8 et y par rsin6, on obtient : 


x +y2-2ax-2py =0 
= r —2r(acos0 +fsin6) =0 
r=2acos0+2fsin0 (1) 
= ou 
r=0 (2) 
La seconde équation admet pour ensemble solution le singleton {0}. La seconde peut être ainsi réduite : si (R, 80) est un système de 
coordonnées polaires pour Q, r = 2Rcos(8 — 60) est équivalente à (1). Comme le point O vérifie cette équation (pour 8 = 80 + 3), 
les deux conditions (1) et (2) se résument à (1) r = 2acos0 +2fsin8 ou encore r = 2Rcos(6 — 65). 
Réciproquement, si un ensemble du plan admet comme équation polaire r = 2axcos8+2$ sin 0 alors c’est le cercle de centre Q(a, f) 
et passant par O. 


2.6.5 Caractérisation d’un cercle par l’équation MA.MB = 0 


PROPOSITION 2.37 © Caractérisation d’un cercle par l’équation MA.MB = 0 
Soit Z(O, +, j) un repère orthonormal. Soient A(xa, ya) et B(xB, y) deux points du plan. Soit # l’ensemble des points 
M du plan vérifiant 

MÂ.MB = 0. 


Alors € est le cercle de diamètre AB. Une équation de € est donnée par 


(x xa)(x— xB) + (y — yaA)(y — yB) = 0 
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FIGURE 2.14 - Caractérisation d’un cercle par l’équation MA.MB = 0 


Démonstration Soit I le milieu de [A,B]. Pour tout point M du plan : 


MA.MB = 0 
— (ni) (Mi+5)-0 
— ML.MI + (À + 1B).Mi +IB.IA = 0 
= MÉ-IA2-0 
— IM=IA 


car IÀ+IB= 0.En résumé, si M est élément de € alors IM = IA, c’est à dire M appartient au cercle de diamètre AB. 
Réciproquement, si M est élément du cercle de diamètre AB alors IM = IA et remontant les implications précédentes, on montre que 
ME. 


Remarque 2.17 La précédente proposition est une reformulation du théorème de la médiane vu au collège :« Un 
triangle est rectangle si et seulement si un de ses côté est un diamètre de son cercle circonscrit ». 


2.6.6 Intersection d’un cercle et d’une droite 
D .. 


FIGURE 2.15 — d(Q,D) >R FIGURE 2.16 — d(Q, D) =R FIGURE 2.17 — d(Q, D) <R 


PROPOSITION 2.38 © 
Soient D une droite et #(Q, R) un cercle de rayon R > 0. 


1. Si d(Q,D) >R alors DNS = S. 


2. Si d(Q,D) <R alors Dn€ est formée de deux points distincts. 


3. Si d(Q,D) =R alors DNS est constitué d’un unique point. Si M est ce point, on dit que D est la tangente au 
cercle € au point M. M est le projeté orthogonal de Q sur D. 





Démonstration Soient D une droite et &(Q,R) un cercle de rayon R > 0 et de centre Q. 


1. Si d(Q,D) >R, il ne peut y avoir de point d’intersection entre € et D. 
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2. Si d = d(Q,D) <R, nommons H le projeté orthogonal de Q sur D. Pour tout point M de D, OM? + HM2 = OM, soit 
d? +HM? = OM£. M est élément de € ND seulement si on a à la fois AM? = R? et HM2 = OM - d2, c’est à dire seulement 
si HM? = R? - d?. Supposons que ü oriente la droite D, il y a alors deux possibilités pour M, elles sont données par 


HM = +VR2- d2ü 


Réciproquement, les deux points M données par cette dernière égalité sont bien éléments de 6 ND. 


3. Supposons enfin que d(Q, D) = R. Cette distance est celle entre Q et H, le projeté orthogonal de Q sur D. H est donc élément 
de 6 ND et c’est le seul élément possible de cette intersection. 


PROPOSITION 2.39 © Équation cartésienne de la tangente à un cercle 


Soit Z(O, 7, j) un repère orthonormal. Soit € un cercle de centre Q(a, f) et de rayon R > 0. € admet comme équation 
cartésienne : 
20 2h y 0 


(avec y = &? +? - R?). La tangente à € en Mo(xo, Yo) € € admet pour équation cartésienne 


XoX+ Joy — A(xo + x) — B(yo + y) + Y = 0 





—a 
—P 


tangente si et seulement si QMo.MoM = 0. On obtient ainsi une équation cartésienne de la tangente à € en Mo : 


L P s x L Sr | 
Démonstration Un vecteur normal à la tangente à € en Mo est donné par QMo : 
0 





; x = 
. Un point M y est élément de cette 


(xo — (x xo) + (yo -B)(y- 70) =0 (+) 


Soit en développant : 


XX + yo — a(x— x0) — B(y— Jo) — x$ — y$ = 0 





x | 2 , DS i 
Comme Mo : est élément de cette tangente, à + A —2axo — 26 yo + y = 0 et l’équation cartésienne de départ (+) est équivalente à 
0 


XoX + Yo Y — Q(Xo + x) — P(yo + y) + y = 0 


En résumé 


D Il convient d’avoir bien compris : 
— l'utilité du produit scalaire 
— l'utilité du déterminant 
et les différentes méthodes pour les calculer. 


2 Il faut savoir effectuer des changements de repère, vous en aurez un grand besoin en physique. 


3 Il faut savoir calculer rapidement et sans hésitation : 
— l’équation cartésienne 
— l’équation paramétrée 
— l'équation polaire 
d’un cercle et d’une droite. 
4 il faut aussi savoir calculer la distance d’un point à une droite et l’aire d’un parallélogramme dans le plan avec le 
déterminant. 


5 Au terme de ce chapitre, vous devrez savoir organiser des calculs afin de pouvoir les effectuer dans des conditions 
optimales. 


85 





2.7 Exercices 


/\ Attention 2.8 Penser à dessiner, cela aide souvent à résoudre un exercice. 


2.7.1 Produit scalaire et déterminant 


Exercice 2.1 ©O 
Soient u et v deux vecteurs du plan. Développer : 


_—_ — 112 Led — |12 
1. [ru + v || -fu-v|". 


2. det(#+7,4-7) 


Solution : 


— 
1. Comme le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique, on a, pour tous vecteurs & et b du plan : 


él - [5] = (à + blé — b) donc 


Ir lle 2%12b) 


AÇuIV) 
2. De même, comme le déterminant est une forme bilinéaire anti-symétrique alternée, il vient : 


det(+w,ü-1) = 2det(7,7) 





Exercice 2.2 © 
Soient À, B et C trois points du plan. Montrer que : 


det (AB, AC) = det (BC, BA) = det (CA, CÈ) 
1. En raisonnant géométriquement. 
2. En utilisant la bilinéarité et l’antisymétrie du produit scalaire 


Solution : 


1. Orientons le triangle ABC dans le sens direct. On peut choisir une détermination dans [0,n] pour les trois angles 





[ABAG : CAC) (BC Ba) Les trois déterminants sont alors positifs et sont de plus chacun égaux au double 
de l’aire du triangle ABC, ce qui prouve les égalités. 


2. D'après la relation de Chasles et en utilisant la bilinéarité et l’antisymétrie du produit scalaire : 
det (AB, AC) det (A6, AB+ BC) 
det (A6, A) + det (AB, EC) 
— det (BA BC) 
det (8, BÂ) : 


On prouve de même la dernière égalité. 





Exercice 2.3 © 
Dans le plan, on considère un parallélogramme ABCD. On note E le pied de la perpendiculaire menée de C à (AB). On 


note F le pied de la perpendiculaire menée de C à (BD). Montrer que BD.BF = IBCI2 + BA.BE. 
Solution : Faire un dessin ! Calculons 
BD.BÉ — BA.BÉ = BD.(BC + CE) - BA.(BC + CE) 
= BD.BC - BA.BC 


= (AB + BD).BC 
= AD.BC 
= ECEr 
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Exercice 2.4 VO 
Soit ABCD un parallélogramme. Montrer que 


AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + DA?. 


Solution : Soit I le milieu de [AC] et donc aussi le milieu de [BD]. 


AB? + BC? + CD? + DA? = AB.AB + BC.BC + CD.CD + DA.DA 
= (aï+18).(aï+ Bi) +(Bi+iC).(Bi+1C) +(ci+6).(ci+6) + (Di+14).(Di+1à) 


= AL +IB? + 2ALIB + BP + IC? + 2BL.IC + CL + ID? + 2CLID + DÉ +IA2 +2DLIA 
= 4AP + 4BL + 2AL.IB + 2ALID + 2BL.IC + 2DL.IC 

= AC? + BD? + 2AÏ. [1B + ID) +2{Bi+Di) IC 

= AC? +BD° 





2.7.2 Coordonnées cartésiennes dans le plan 


Exercice 2.5 © 
Calculer une équation cartésienne puis une équation paramétrique de la droite 2 : 


1. passant par À (2, 1) et de vecteur normal n =(1,-1). 

2. passant par A(-—1,0) et de vecteur directeur ü = (1,—2). 

3. passant par A(1,2) et B(—2,3). 

4. passant par l’origine et parallèle à la droite D' :x+y—-1=0. 


X =1+2t 


5. passant par A (1, 1) et perpendiculaire à la droite 2" : ER. 


y =-1+6 


Solution : 


1. Comme ® admet n comme vecteur normal, une équation cartésienne de ® est de la forme x—y+c=0 avecceR. 
Comme Ae®,onac=-1et® :x-y—1=0. Un vecteur directeur à 2 est celui de coordonnées (1,1) donc une 
; ms x =2+1t 
équation paramétrique de 2 est 2 : ;tER. 
y =1+t 
. Comme ® est dirigée par ü elle admet comme vecteur normal celui de coordonnées (-2,-1) ou encore n = 
(2,1). Une équation de ® est donc de la forme 2x+y+c=00où ceR. Comme A € ®, il vient que c = 2 donc 


x =-l+t 
D :2x+ y+2=0. Une équation paramétrique de D est 2 : : >. ;tER. 
AMI T 
. Comme À etB sont des points de , le vecteur AB = (-3, 1) dirige 2 et le vecteur ñ = (1,3) dirige 2. Une équation 
cartésienne de 2 est alors de la forme x+3y+c=0 avec ce R. Comme A € ®, on trouve que c = -7 et finalement 
x —=1-3t 
:tER. 
y =2+t 


D :x+3y-—7=0. On trouve par ailleurs qu'une équation paramétrique de 2 est  : 


. Comme ® et 2' sont parallèles, le vecteur A = (1,1) normal à 2' est aussi normal à 2 et donc une équation 
cartésienne de 2 est de la forme x+y+c=0 avec ceR. Comme Oe Z, c=0 et D : x+ y = 0. Un vecteur 


_ . PRE X — 
directeur à 2 est u = (-1,1) et une équation paramétrique de D est 2 : ; ;tER. 
y = 
. Un vecteur directeur de 2' est ñn = (2,1) qui est normal à 2 car les deux droites sont perpendiculaires. Une 
équation de 2 est donc de la forme 2x+ y+c=0 avec ce R. Comme A e D alors c=-3 et :2x+y-—3=0. Un 
_ 3 De x =1-# 
vecteur directeur de 2 est u = (—1,2) donc une équation paramétrique de est 2 : ee. :tER 
VILLE 





Exercice 2.6 Q 
x =1-t 


Calculer une équation cartésienne de la droite 2 d’équation paramétrique _.. 
y =2-5t 
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Solution : On pourrait lire sur l’équation paramétrique de 2 les coordonnées d’un point et d’un vecteur directeur de 
®. Procédons autrement : 


à 





— DU —> —3x+y+1=0 


et donc :-3x+y+1=0. 





Exercice 2.7 Q 
On rapporte le plan à un repère orthonormal direct. On considère les points A(—1,-—1), B(2,3) et C(3, -3). 


1. Calculer l’aire du triangle ABC. 
2. En déduire la distance de A à la droite (BC). 
3. Former une équation de la droite (AB). 


4. En déduire la longueur de la hauteur issue de C et retrouver l’aire du triangle ABC. 


Solution : 
det[AB,AC 
1. L’aire de ABC est donnée par : ER | = 2 = [| 
. Soit H le projeté orthogonal de À sur (BC). (AH) est donc une hauteur de ABC et l’aire de ABC est aussi donnée 
11V37 


Par : BCXAH, Comme BC = 37, on trouve :| AH = ni 


Le vecteur AB (3,4) dirige la droite (AB). Par conséquent, une équation de (AB) est| —-4x+3y—1=0| 


. La longueur de la hauteur issue de C est la distance de C à la droite (AB). Par conséquent : d(C, (AB)) = 


22 
5x — 


—4Xc +3yc-1 22) AB x d(C, (AB 
— = E L’aire du triangle ABC est alors donnée par : — = — 





Exercice 2.8 Q 


_ : ; l 
Dans le plan rapporté à un repère orthonormal, on considère les points A| 2 


—2 
3° 





etBl 


1. Écrire une équation cartésienne de la droite (AB). 


2. Déterminer la distance du point C s à la droite (AB). 


3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H de C sur (AB). 


4. Retrouver la distance du point C à la droite (AB) en utilisant la question précédente. 


Solution : 


1. Soit M ; un point du plan. Il appartient à la droite (AB) si et seulement si det(AM, AB) = 0, ce qui donne une 


équation cartésienne de la droite (AB) :| (AB) :5x+3y+1=0|. 


5+3+1 9 
. Avec la formule du cours, d(C, (AB)) = ST) = — 


V52+32 V34 


_ Pa : ; =1+5t 
. Comme ñ = (5,3) est normal à (AB), il dirige (CH) et une équation paramétrique de (CH) est (CH) : N 
2 


=1+31 


Les coordonnées de H sont solutions du système : 


x =]l+5f 
y =1+31. 
5x+3y+1 =0 
On trouve t = —-9/34, x = —-11/34 et y = 7/34. Donc H(-11/34,7/34). 
. I] suffit de calculer la norme de Ga = (45/34,27/34), on trouve |CH] = 81/34 =9/V34. 
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Exercice 2.9 OC 


. N : ; 1 : ; 
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère le point a}, Parmi toutes les droites passant par Q, 


déterminer celles qui sont à distance 1 du point A 4 


Solution : On peut décrire toutes les droites passant par Q (sauf la droite verticale) à l’aide d’un seul paramètre, la pente 


m. L’équation cartésienne d’une telle droite 2,, est donc (y —2) = m(x-1), c’est-à-dire| 2h : mx-—y+(2- m)=0|. 


La distance du point À à la droite D, est alors donnée par la formule : 


-m—-4+2-m|  2Im+i1l 


m2 +1 m2 +1 


Cette distance vaut 1 si et seulement si A(m + 1)? = m°? +1, c’est-à-dire 3m? +8m+3 = 0, et on trouve les deux pentes 
-4+ V7 ; —4— V7 
3 


solutions, M1 = et M2 = . On vérifie ensuite que la droite verticale passant par Q ne convient pas en 
écrivant son équation cartésienne x = 1 et en calculant la distance de A à cette droite qui vaut 2. 





Exercice 2.10 © 
Calculer la distance du point À à la droite 2 dans les cas suivants : 


1. A(0,0) et Z passe par B(5,3) et est dirigée par ü (1,2). 
2. A(1,-1) et 2 passe par B(-1, 1) et est perpendiculaire à ni (2,3). 
3. A(4, D) et 2 est la droite d’équation cartésienne x+2y+3 = 0. 


Solution : 
1. d D) = Jaer(BA,xi)| = 
RO re 


ET 2VT3 
2 d (A, D) = TT 8 


3. dA,D)= Patzyul =: 





Exercice 2.11 Q 
Dans le plan muni d’un repère orthonormal direct, on considère les 4 points A(—1,3), B(—-6,—2), C (2, —-6) et D (3,1). 





1. Montrer que ABCD est un trapèze. 

2. Calculer les coordonnées de l'intersection de ses diagonales. 
3. Montrer que ses diagonales sont perpendiculaires. 

4. Calculer l’aire de ABCD. 


Solution : 
1. Comme AD = (4, —2) et BC = (8, —4) il est clair que BC = 2AB et que les droites (AD) et (BC) sont parallèles. Par 
suite, ABCD est un trapèze. 


. On calcule une équation cartésienne de (AC). Cette droite est dirigée par AC = (3,—9) ou encore par le vecteur 
ü = (1,-3). Un vecteur normal à cette droite est donc ñn = (3,1). Une équation cartésienne de (AC) est donc de 
la forme 3x+ y+c=0 avec ce R. Comme A € (AC), il vient que c = 0. Donc (AC): 3x+ y = 0. On montre de 
même que (BD): -x+3y = 0. On remarque que ces deux droites passent par l’origine du repère donc leur point 
d’intersection est O. 


. Un vecteur normal à (AC) est ñ = (3, 1) et un vecteur normal à (BD) est n! = (1,3). Il est clair que n-n'=0et 
donc que les diagonales sont perpendiculaires. 


. On utilise la formule vue au collège. Si 4 désigne l’aire de ABCD alors 4 = (petite base + grande base) x 
hauteur/2. On sait que petite base = IExoll = 2V5 et grande base = |BC] = 4V5. De plus 


ss —5 8 1 2 
|det AB, BC) A —20 ñ =] 60 


haut = dQ, BO)) = 2 = —_————î#2 7 — 
nn 0 ce LC) VE 115 115 
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Exercice 2.12 © 
On considère deux droites D et 2’ d’équations respectives : 


D: 3x+4y+3=0etD/: 12x-5y+4=0 


1. Montrer que ces deux droites sont sécantes. 
2. Déterminer une équation de chacune de leurs bissectrices |. 


Solution : 


1. Un vecteur directeur de D est ü (—4,3) et un vecteur directeur de D’ est w’(5,—12). Ces deux vecteurs ne sont 
pas colinéaires donc ces deux droites ne sont pas parallèles. 


2. Soit M{x, y) un point du plan. On a la série d’équivalences : 


M est un point d’une des bissectrices aux deux droites 
d (M,2) = d(M,2) 
[8x+4y+3] |12x-5y+4]| 
5 13 
13(3x+4y+3)=5(12x-5y+4) ou 13(3x+4y+3)=-5(12x-5y+4) 
—21x+77y+19 = 0 ou 99x+27y +59 = 0. 


Donc les bissectrices ont pour équation| -21x+77y+19=0|et|99x+27y+59 =0 | 


Exercice 2.13 VO Bissectrices de deux droites 
On considère deux droites D et 2' non parallèles et d’équations normales respectives : 





xcos6+ ysin6— p=0 et xcos@’+ ysin6' — p'=0 

où p,p'ERet6,8'eR, 6486 [x]. 
1. Déterminer une équation normale de chacune de leurs bissectrices ?. 
2. Montrer que si ü et uw! sont des vecteurs unitaires qui dirigent les droites D et 2' alors les vecteurs ü + uw! et 


_—. 
rs . . . 
u — u! dirige chacune de ces deux bissectrices. 
3. Montrer que ces deux bissectrices sont perpendiculaires. 


Solution : 


1. Soit M(x, y) un point du plan. On a la série d’équivalences : 


M est un point d’une des bissectrices aux deux droites 
—d(M,92) = d(M,2) 
[xcos8+ysin0-p| |xcos®'+ysin6"- p'| 
cos/0+sin 0 cos U’+sin 0 
= |xcos8 + ysin0 — p] =|xcos@'+ ysin6"- p'| 


= xcos6+ ysin0 - p = xcos0' + ysin0'- p' 


ou xcos8+ysin8-p=-(xcos0"+ ysin8"—p') 
<— (cos8-cos8’)x+(sin0-sin")y=p-p" ou (cos8+cos8’)x+{(sin0+sin8") y=p+p' 


0+0/ 6-0" 6+0/ 6-0" 6+0/ 6-0" 0+0/ 6-0 


= -2sin—sin—x+2cos—sin—y=p-p où 2C0$s—cos—Xx+28in — cos —7y=p+p 
2 2 2 2 2 2 2 2 


.… 6+0/ +0 2(p-p') 6+0' . 0+8  2(p+p!) 
Sn On ou CNE MVeS 
2 2 Sn 2 2 cos = 


ce qui est licite car 6 8’ [x]. Les équations des deux bissectrices sont donc : 


. 60+6 6+0/ 2(p-p!) 0+0/ 00" 2(p+p!) 
On CO 
2 sin — 2 2 COS 


Ces deux équations sont de plus normales. 





1. Rappelons qu’un point est sur une bissectrice de deux droites si et seulement si les distances de ce point à chacune des deux droites sont égales 
2. Voir la note 1 
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. Comme ü et w sont unitaires, on peut supposer que ü = (cos@,sin®) et que ü’ = (cos®/,sin@’) alors 


u+U'=(cos0 +cos8',sin0 +sin0’) = 2cos — 
2 


COS ——, sin —— 
2 2 


6-0 | 0+0/ 6+0/ ] 


qui dirige clairement la première bissectrice. De même : 


_ 7 .  6-8f . 6+0  6+0' 
u —u'=(cos0-cos0/,sin0- sin") =2sin —|-sin —,cos — 
2 2 2 


qui dirige la deuxième. 


> — 


. Comme (uü +w’).(ü-u')=|ù [F - ra = 0, les deux bissectrices sont perpendiculaires. 





Exercice 2.14 VO 
Dans le plan, on considère trois points À, B et C non-alignés. Une droite D coupe les droites (BC), (AC) et (AB) en A’, 
B' et C’ respectivement. Par A’ on mène les parallèles à (AB) et (AC) qui coupent respectivement aux points E et F la 
parallèle à (BC) menée par A. Montrer que les droites (B'E) et (C'F) sont parallèles. 
Indication 2.8 : Le problème est indépendant du repère choisi, à vous donc de choisir un bon repère. 


Solution : Faire un dessin ! 


Choix du repère : À = (A, AB, AC). Dans ce repère, ap 


1 0 : . . 
0’ Bi. ch Comme B' est sur la droite (AC), il existe bER 


0 
b 


C 


! 
tel que B | 0 


. De même, il existe ceR tel que c! 


Équation cartésienne de la droite 2 = (B'C') : un point mf? est sur cette droite si et seulement si det(B'M, B'C') = 0, 


c’est-à-dire | (B'C') :bx+cy-bc=0| 


On calcule de même l’équation de la droite (BC) et l’on trouve| (BC) :x+y—-1=0|. 


: x : : arr à 
Coordonnées de af : puisque A’ est sur la droite (B'C') et sur (BC), ses coordonnées vérifient le système 


à =] 
. On en tire | A! . On remarque que le cas où b = c correspond à une droite 2 parallèle 
bx+cy =bc 


à (BC) ce qui est exclu par l'énoncé. 
— Équation cartésienne de la droite 2', parallèle à (BC) passant par A : on trouve 12" :x+y=0| 


c(1-—b) 
En LE — + À 
— Coordonnées de E : il existe À ER tel que E = A’ + AB, c’est-à-dire Re) . Puisque E€ 2, x+y=0 


7 b-c 


et on en tire que| E AR L 


c(1— b) 


— Coordonnées de F : de la même façon, en écrivant F = A' + AAC , On trouve que|F 20 b b) | 


c—b 


c(1—c) 


— Pour montrer que (B'E) et (C'F) sont parallèles, calculons B'E PRET et C'F cn b b) | Ensuite, calculons le 


c—b 


1 


déterminant det(B'E, C'F) = 
éterminan et( ) PES 





[-bc(i-c)(1-b)-bc(b-1(1-c)]=0 après simplifications. 


Le résultat est montré. 
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Exercice 2.15 OC 


On considère un point A1 : de l’axe (Ox) et un point B} de l’axe (O y). 


À 


1. Écrire 1 ‘équation cartésienne de la médiatrice du segment [A1B\]. 


2. Montrer que lorsque À varie, cette médiatrice passe toujours par un point fixe. 


Solution : 


1. Soit M ‘ Le point M appartient à la médiatrice de [A}, BA] si et seulement si d(A1,M) = d(B),M), c’est-à-dire si 


: 2 Ne : e 
et seulement si (x— À)? + y? = x? + (y- a+)". Ceci amène l'équation cartésienne 


Da: 2Ax+2(À-a)y-2\a+ a =0 


12 ee : 
2 appartient à toutes les droites D. 


2. On remarque que le point cu 





Exercice 2.16  ©OQ 
On considère dans le plan euclidien un triangle équilatéral (ABC). On choisit un repère orthonormé d’origine le milieu 


—4a 
0 





— AB 
de [AB], avec le vecteur i = ——— dans lequel û et Bf avec a > 0. 


IAB 


1. Déterminer les coordonnées du point C. 
2. Écrire les équations cartésiennes des droites (AC) et (BC). 


3. Montrer que si M est un point intérieur au triangle, la somme des distances de M à chaque côté du triangle est 
constante. 


4. Retrouver ce résultat en partitionnant le triangle ABC en trois triangles dont on déterminera les aires grâce au 
déterminant. 


Solution : 


. 10 — . nn — ; 0 
1. Si ch. on calcule ||ACI? = c? + a? qui doit valoir IABI = 4a2 d’où l’on tire c= V3a et donc C Et 


2. Soit uf? un point de la droite (AC). Il doit vérifier det(AM, AC) = 0, d’où l’on tire 


(AC) Var ayt V3a =0 


(BO) : V3ax+ ay — V3a =0 


et de même 


3. Soit un point M ; intérieur au triangle. La distance de M à la droite (AB) vaut y (y > 0). Appliquons la formule 


du cours pour calculer la distance de M à Ia droite (AC) : 


|V3ax- ay + V3a?| : V3x- y+ V3a 
Vsa+& 2 


On a utilisé que le point M était à droite de la droite (AC) pour enlever la valeur absolue. De même, 


|V3ax+ ay- V3a?| _ —V3x- y+Vv3a 
V3a2+ a? 2 


La somme des trois distances est constante et vaut V3a. 


d(M, AC) = 


d(M, BC) = 
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4. SiU, V et W sont trois points du plan, on notera Æyvw l’aire du triangle UVW. On à : 


4 (M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) 
[det (AM, A) |det(BM, BC)] [det (CM, cÀ)] 


._ FF IG] 


où est l’aire du parallélogramme porté par les vecteurs AM et AB, 4 est l’aire du parallélogramme porté par 
les vecteurs BM et BC et 3 est l’aire du parallélogramme porté par les vecteurs CM et CA. Mais = 2%Ma8, 
An = 2.2MBc et %3 = 2%mca. Donc : 


d M, (AB)) + d (M, (BC)) + d (M, (CA)) = 2 (var + SmBc + -AMcA) = 2-SABc 


ce qui prouve que la somme des trois longueurs est constante. 





Exercice 2.17 ©Q 
Dans le plan, on considère un triangle (ABC) et on note I le milieu du segment [BC]. Une droite passant par I coupe 
les droites (AB) en D et (AC) en E. Déterminer le lieu des points d’intersection des droites (BE) et (CD). 


Solution : On se place dans le repère (A, AB, AC). Danc ce repère 


: 1/2 
1. le point I a comme coordonnées 1] . 2 


. Ja droite passant par D admet comme équation cartésienne : (y— 1/2) = A(x-— 1/2) avec X £ 0 (puisque cette droite 
n’est pas parallèle à (AB) ni à (AC). 


0 


. les coordonnées des points D et E sont D|1/2- 1/2À,E 1/2 2 


. la droite (BE) admet comme équation cartésienne : (1—À)x+2y=1-—AÀ 
5. la droite (CD) admet comme équation cartésienne : 21x+(À—1)y=À-1. 
À-1 : 2 
. l’intersection de ces deux droites est formée du point : M A1, = A+] des deux droites ne sont pas 
se AM ve 


parallèles lorsque À Z —1). 


À-1 
. Le point M est sur la droite d’équation x + y = 0. L'application À - 7 étant une bijection de R \{0} vers 


R\{-1,1}, on trouve tous les points de cette droite sauf ceux d’abscisse 1 et —1. 





Exercice 2.18  ©O© 
On considère dans le plan euclidien un triangle isocèle (ABC) avec AB = AC. On considère un point D qui varie sur le 


—— 1 — 
segment [AB] et un point E sur le segment [BC] tels que D'E = -BC où D’ est le projeté orthogonal de D sur (BC). Par 


le point E, on mène la perpendiculaire à la droite (DE). Montrer que cette droite passe par un point fixe I. 


_ 0 |-b b À À+b : 
Solution : On choisit le repère orthonormé tel que A 7 5 0 et ch . Notons D pa alors E 0 ” On détermine 


À 
l'équation cartésienne de la droite (AB) : | ax- by + ab =0 | les coordonnées du point D :|D|aÀ+ ab | puis l’équa- 


2 


; : Te a+ ab : È : 
tion cartésienne de la perpendiculaire en E :| -bx+ D y+b(À+b) =0| On peut voir cette équation comme un 


A[b+ — + [b(b- x + ay] =0 
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polynôme en À : 





Il suffit d’annuler le coefficient de À et le coefficient constant pour voir que cette droite passe toujours par le point 





Exercice 2.19 MN 


: sa ; À 0 : 
Dans le repère canonique du plan, on considère deux points sur les axes af et sl, À On note C le point tel que 


(OACD) soit un rectangle. On note 2) la perpendiculaire à la droite (AB) passant par C. Montrer que la droite D) passe 
par un point fixe à déterminer lorsque À varie. 


; À Nr : ne ne sn ; 
Solution : C re Pour obtenir l’équation cartésienne de 2), on traduit CM.BA = 0 et l’on trouve 


D :Ax+(À- a)y-24aÀ+ & =0 
que l’on peut écrire comme un polynôme en À : 


A(x+y-24a)+(-ay+ a) = 0. 


. fée : : * : a 
En considérant le point I 5 avec x et y qui annulent les deux coefficients de ce polynôme, on trouve le point fixe| I al 





Exercice 2.20 OO 
Déterminer l'intersection des droites D, et D» : 


x = 2t-1 X 
n° ES fi tEeR D | _ teR 


Il 

+ 
+ 
D 


Solution : 


1. On prend deux paramètres distincts t et u et on égale les abscisses et ordonnées pour obtenir le système : 


= _ = _ 1 l 13 
AE pie ’où Aa : d’où —7u = 1 et u = —-. On en déduit u=--+2=— et 
—1+2 = 3u+l —t-3u = -1 7 4 7 


ne 
ne: 


. U(2,-1) est vecteur directeur de D1, donc ñ(1,2) est vecteur normal de D,. Donc une équation cartésienne de D: 
est x+2y = k. k est déterminé en écrivant que (pour t = 0) M(-1,2) e D, soit k=-1+2x2 =3. Maintenant 


: ; Le ; : : 1 
on traduit : un point de D vérifie cette équation de Di : t+2+2(3t+ 1) =3 soit t = E et on conclut comme 


ci-dessus. 
Moralité : L’intersection de deux objets géométriques se traite bien lorsqu'un est défini en paramétrique et l’autre 
par équation cartésienne. 





2.7.3 Géométrie du triangle 


Exercice 2.21 OC Centre du cercle circonscrit d’un triangle et médiatrices 
Soient À, B, C trois points non alignés du plan ©. Montrer que les médiatrices du triangle ABC sont concourantes en 
un point O centre du cercle circonscrit au triangle : 


1. En utilisant la définition et les propriétés de la médiatrice d’un segment. 


2. En effectuant des calculs dans un repère bien choisi. 


Solution : 


1. La médiatrice du segment [AB] admet comme vecteur normal AB, celle du segment [AC] admet comme vecteur 
normal AC. Les points ABC étant non alignés, ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et donc ces deux médi- 


atrices ne peuvent être parallèles. Elles se coupent alors en un point qu’on notera O. On a : OA = OB = OC. On 
déduit de ces égalités que O est le centre du cercle circonscrit à ABC et que O est élément de la médiatrice de 
[BC]. Par conséquent, les trois médiatrices du triangles sont concourantes en O. 
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. On peut aussi proposer la solution calculatoire suivante. On peut choisir un bon repère orthonormé dans lequel 


e che. Les milieux des côtés du triangle ont pour coordonnées, A’ : : j 


les coordonnées de À, B et C sont al : B 


B’ al2 c' (a+ b)/2 


cl2° 0 Les perpendiculaires issues respectivement de C’, B' et A’ ont pour équations cartésiennes : 


a+b a —c b? - c? 


ki , —aX+Cy+ —bx+cy+ =0 
2 y 2 y 7 


(a+ b)/2 


et on vérifie qu’elles passent par le point all 





Exercice 2.22:  ©Q Centre de gravité et médianes d’un triangle 
Soient À, B, C trois points non alignés du plan @. Soient G l’isobarycentre de ABC. 
1. Soit I le milieu de [BC]. Montrer que AG = ZAÏ. En déduire que G est élément de la médiane de ABC issue de A. 


2. En déduire que les médianes du triangle ABC sont concourantes en G. 


Solution : 
1. Comme G est l’isobarycentre de ABC, on a : enr GB + GC = D. Utilisant la relation de Chasles, on en tire : 
GA+GA+AI+IB+GA+AI+IC= 0 c’est-à-dire : 3GA+2AI = 0 d’où la relation annoncée. La médiane issue de 
A étant la droite (AT), il est alors clair que G est élément de cette médiane. 
. On démontrerait de même que, si J désigne le milieu de [AC] et K celui de [AB] : BG = 2Bj et CG = ch, Le 
point G appartient donc à la médiane de ABC issue de B et celle issue de C. Les trois médianes de ABC sont donc 
concourantes en G. 





Exercice 2.23 OC Centre du cercle inscrit à un triangles et bissectrices 
Soient À, B, C trois points non alignés du plan @. Montrer que les trois bissectrices intérieures du triangle ABC sont 
concourantes en un point K du plan et ce que ce point est centre du cercle inscrit à ABC (c’est à dire le cercle tangent 
aux trois côtés du triangle). 


Solution : Notons da, ds et dc les bissectrices intérieures de ABC issues respectivement de À, B et C. Les points À, 
B et C n'étant pas alignés, da et dg ne sont pas parallèles et se coupent en un point K du plan. Par définition d’une 
bissectrice, on a : d(K, (AB)) = d(K, (AC)) = d(K, (AB)) = d(K, (BC)). Par conséquent, d (K, (CA)) = d(K, (CB)) et K est 
élément de la bissectrice issue de C. On en déduit que les trois bissectrices intérieures de ABC sont concourantes en 
K. Notons KA, Kg, Kc les projetés orthogonaux de K sur respectivement (BC), (AC) et (AB), on a : d(K, (AB)) = KKc, 


d(K, (AC)) = Kk8 et d(K, (BC)) = KKA. D'après ce qui a été fait précédemment, on peut affirmer que ces trois longueurs 
sont égales : KKa = KKg = KKc. Le point K est donc le centre du cercle € circonscrit au triangle KaKgKc. Il reste à 
montrer que les trois côtés du triangles ABC sont tangents à ce cercle. Comme KA est le projeté orthogonal de K sur 
(BC), la droite (BC) est perpendiculaire à un rayon du cercle € et est donc tangente à €. On fait de même avec les 
droites (AC) et (AB) et on montre que € est bien le cercle inscrit à ABC. 





Exercice 2.24 VO Orthocentre d’un triangle 
Soient À, B, C trois points non alignés du plan ?. 


1. En exprimant chacun des vecteurs de l’expression ci dessous au moyen de vecteurs d’origine À, montrer que 
pour tout point M de P on a: 
AB.CM + BC.AM + CÀ.BM = 0. 


2. Montrer que la hauteur issue de A dans le triangle ABC et celle issue de B ne sont pas parallèles. On notera H le 
point d’intersection. 


3. Montrer que AB.CH = 0. En déduire que les hauteurs du triangle ABC sont concourantes. Le point de concours 
est l’orthocentre du triangle. 
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Solution : 
1. Soit M un point du plan. 


CM +BCAM+ CA EM = AË(CA+Añ)+(Fk+ AC) A+ CA (FA + A) 


(RE HR) AM + (RG + Gi) Avi (AB + Bi) à 
= 0 


2. La hauteur issue de À admet comme vecteur normal BC et celle issue de B le vecteur AC. Les points ABC n'étant 
pas alignés ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires et les deux hauteurs ne peuvent donc être parallèles. Elles 
sont donc sécantes en un point qu’on notera H. 

3. Utilisant l'égalité établie dans la première question avec M = H et le fait que H est à l’intersection des hauteurs 
issues de À et de B, on obtient : AB.CH = 0. On en déduit que H est élément de la hauteur issue de C et que les 
trois hauteurs de ABC sont concourantes en H. 





Exercice 2.25 ©Q Droite d’Euler d’un triangle 
Dans un triangle ABC non équilatéral et non aplati, on considère l’orthocentre H, le centre O du cercle circonscrit et 
le centre de gravité G. 


1. Exprimer OG en fonction de OÀ, OB et OC. 
2. Soit Ÿ =30G-OH. Montrer que v est orthogonal à AB. 
3. En déduire que OH = 306. 


La droite passant par ces trois points est appelé droite d’Euler du triangle ABC. 


Solution : 
1. Comme G est l’isobarycentre de À, B et C, par la relation de Chasles, on obtient : OG= À (oÂ+ OB+ OC). 


2. On appelle I le milieu de [AB]. Il vient : 
PAB = (30G-OH).AË 
(GA + 0H + OÉ- OH) AË 
(RÉ + GÂ+ dÉ) A 
HCAB+ (OÂ+ O8) AB car HC dirige la hauteur issue de B 
=0 
(Oi+ A+ oi +16) A6 
20LAB car IA = —IB 
0 car OI dirige la médiatrice du segment [AB] 


3. En effectuant le même calcul, on pourrait montrer que T.AC = 0. Par conséquent, le vecteur Ÿ est à la fois 
orthogonal à AC et AB. Mais le triangle ABC n'étant pas plat, ceci n’est possible que si V = ©, c’est-à-dire 
seulement si OH = 30G. Le triangle n'étant pas équilatéral, on en déduit que les points O, G et H sont alignés. La 
droite portant ces trois points est appelée droite d’Euler du triangle ABC. 

Proposons une preuve calculatoire de cette propriété : 
Dans un repère orthonormé adapté, les coordonnées de À, B et C sont af. B 


b  |0 _ 
0° cn le centre de gravité a pour 


. (a+ b)/3 ' : à ne 
coordonnées | G cl3 ; les trois hauteurs ont pour équation cartésienne 


x=0, —-bx+cy+ab=0, -ax+cy+ab=0 


. Pour trouver le centre du cercle circonscrit, on peut chercher 


: : : 2 0 
d’où le point d’intersection des hauteurs : | H 2. 
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; : ne : = == = : + b)/2 : 
l'intersection des médiatrices ou résoudre |QAI? = |QB|? = ||QCI? ce qui donne . ee . On calcule ensuite 


— — | (a+b)/3 (a+b)!2 |. 
det(HG, HQ) = cl3+ablc cl2+3abl2c =! 


ce qui montre que ces trois points sont alignés. 





Exercice 2.26 OC Formules des sinus, d’AI-Kashi, de Heron 
Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC non aplati de sens direct (c’est-à-dire qu’on passe du point À au 
point B, et du pointB au point C en tournant dans le sens direct) . On note : a = BC, b= CA, c = AB, Â= BAC, B- CBA, 
C = ACB et 4 l'aire de ABC. On note aussi R le rayon du cercle circonscrit à ABC, r le rayon du cercle inscrit à ABC 
et p= i (a+ b+ c) le demi-périmètre de ABC. 


1. Montrer que det (AB, AC) = det (BC, BA) = det (CA, CÉ) =24A 





2. En déduire la formule des sinus : 


a b C abc 


sinÂ sinB sinC 247. 











3. Prouver les formules d’Al-Kashi : 
& =b+c- 2bccos À, b=c+a- 2cacosB, c=a +b-2abcosB 


Ces formules généralisent la formule de Pythagore dans un triangle quelconque. 


4. Déduire des deux dernières questions la formule de Héron : 


A = =bcsinÂ= — p(p-a)(p-b)(p-c)=rp 


Solution : 
1. Chacun des 3 déterminants est égal, le triangle étant direct, à 2.7. 


2. Par définition du déterminant et utilisant les égalités précédentes, on a : 
VER = EEE sn é fes re 22 


c’est-à-dire : 
bcsinA= acsinB = absinC = 2%. 


En divisant ces dernières égalités par abc, on obtient : 


sin À - sinB sinC _2@ 


a b ë abc 


Par ailleurs, si on note I le milieu de [BC] et O le centre du cercle circonscrit à ABC, l’angle inscrit BAC in tercepte 
le même arc de cercle que l’angle au centre BOC. Par conséquent : BOC = 2BAC = 2Â. Par ailleurs, comme 
OB = OC, le triangle BOC est isocèle en O et BIO est rectangle en I. Dans ce dernier triangle, on peut écrire : 
sin BOI = Æ.,, ce qui amène : A =2R. 


2R° inA 
3. Ona: 


FI 
BC.BC 
(BR+ AC) (Fk+ x) 


BA.BÀ — 2AB.AC + AC.AC 
(BA 2 A6] J AG cosBac + [x] 
c? —2bccosÂA+ b? 


On obtient les deux formules suivantes par permutations des lettres a, b et c. 
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4. Les deux premières égalités découlent directement des résultats établis dans la seconde question . Si K désigne le 
centre du cercle inscrit dans le triangle ABC et si Ka, KB, Kc désignent respectivement l'intersection de ce cercle 
avec les côtés [BC], [AC], [AB] de ABC alors KK\1, KKB, KKc sont les hauteurs respectives des triangles KBC, KAC 


et KAB et ces hauteurs sont toutes de longueur r. Les aires de ces trois triangles sont donc respectivement %, br 


et &. Comme ces trois aires partitionnent celle du triangle ABC, on a : # = + br += fethror = pr. Enfin, 


on a : 
1 TA 
A -bcsinA 
2 
1 = 
> bcV 1-cos2A 


“bc (1- cos À) (1+ cos À) 


DE 


] par application des formules d’AI-Kashi 


2bc 
(2bc- a2+b?2+c2)(2bc+ a? -b2- 02) 
(+? a)(a2-(b- 0°?) 
((b+c)+a)((b+c)-a)(a-(b-c))(a+(b-—c)) 


V(-a+b+cj(a+b+c)(a-b+c)(a+b-—0c) 


a+b+c a+b+c-2a a+b+c-2b a+b+c-2c 


slikRIkeRIk Blr DIE 





2, 2 2, 2 


p(p-a)(p-b)(p- 0) 





Exercice 2.27 ©OQ 
On considère un triangle (ABC). On note A, B', C' les symétriques respectifs des points À, B, C par rapport aux points 
B, C, A. Quel rapport y a-t-il entre les des triangles (A/B'C/) et (ABC) ? 


FIGURE 2.18 — Exercice 2.27 
1 — —— 
Solution : L’aire d’un triangle (ABC) est la moitié de l’aire du parallélogramme 2 det(AB, AC). En notant 4 le double 
de l’aire du triangle ABC et 4" le double de celle de A'B'C/, on calcule en utilisant la relation de Chasles : 
4" = det(A'B',A'/C') 


= det(A'B+BB/,A'A+ AC") 


= det(BA + 2BC, 2BA + CA) 


= det(AB, AC) + 4 det(BC, BA) — 2det(CB, CA) 
= A+AA +2A =7A 





L’aire du triangle (A'B'C') vaut donc 7 fois l’aire du triangle (ABC). 


2.7.4 Cercle 


Exercice 2.28 © 
Déterminer le centre et le rayon des cercles d'équations cartésiennes : 
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1. xX2+y2-4x+4y-1=0 2. x2+y2-6x+8y+24=0 


Solution : 


1. x?+y2-4x+4y-1=0— (x-2)?+ (y + 2]; = 9. Cette première équation est celle d’un cercle de centre (2, —2) 


et de rayon 3. 


2. x2+y2-6x+8y+24=0<— (x—3)? + (y+4) = 1 qui est l’équation d’un cercle de centre (3, -4) et de rayon 1. 





Exercice 2.29 ©O 
Soient € le cercle de centre Q(2;-1) et de rayon #5 et Ÿ la droite d’équation 2x+ y = 0. Déterminer les droites qui 
sont tangentes à € et parallèles à Ÿ. 


Solution : Un droite Ÿ' parallèle à D a une équation cartésienne de la forme 2x + y+c=0 avec ce R. Si de plus Ÿ' 
est tangente à € alors d(w, D) = 5/2 ce qui amène : |3+ c| 1V5 = V5/2 et donc : c = 1/2 ou c = 11/2. La droite D! 


est donc celle d’équation cartésienne :|2x+y+1/2=0|ou|2x+7y+11/2 =0| Réciproquement, ces deux droites sont 


solutions du problème. 





Exercice 2.30 ©OQ 
On considère le cercle d’équation 
€: +y +x-3y-3=0 


; 1 : : 
et le point À Lo” Une droite passant par À est tangente au cercle € au point M. Calculer la longueur AM. 


Solution : Le cercle est de centre Q Fe et de rayon R où R? = 11/2. Puisque OM.AM = 0, d’après le théorème de 


Pythagore, AQ? = AM? + R?. On en tire AM = 3. 





Exercice 2.31 VO 
On considère le cercle d’équation 


€: x +y +10x-2y+6=0 


et la droite d’équation 
D:2x+y-7=0 


Écrire les équations cartésiennes des tangentes au cercle € et parallèles à la droite 2. 


: —5 : LU : ; 
Solution : Le cercle est de centre Q 1 et de rayon R =2V5. Une droite parallèle à D a pour équation cartésienne 


Dr :2x+y+t=0 


Cette droite est tangente au cercle € si et seulement si d(Q,®;) = R, c’est-à-dire si et seulement si |t—9| = 10. On trouve 
deux valeurs de t, t1 = 19 et ft = —1, d’où les deux droites : 


2x+y+19=-0et2x+y—-1-0 





Exercice 2.32 VO 
On considère le cercle d’équation 
€: x2+y?+4x-6y-17=0 


et la droite d’équation 
D: 5x+2y-13=0 


Trouver l'équation cartésienne du diamètre de € perpendiculaire à la droite 2. 
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à nn re 2 2 
Solution : Le cercle € a pour centre al 3 et pour rayon R = 30. Le diamètre passe par Q et celui recherché ne peut 


être verticale car il est perpendiculaire à 2. Il a donc pour équation cartésienne y — 3 = m(x+2), c’est-à-dire 


Dm :Mmx-y+(8+2m)=0 


x m : 5 ; ; ' ; 
Un vecteur normal à D est Nm 1 et un vecteur normal à 2 est n 2° Pour que les deux droites soient perpendiculaires, 


— 


il faut et il suffit que nm. n = 0, c’est-à-dire m = 2/5. On trouve donc l’équation du diamètre : 


2x—5y+19=0 





Exercice 2.33. ©OQ 
Tracer la courbe d’équation y=-3+V21-4x- x2 


# 


Solution : On doit avoir (y + 3)? =21-4x- x?, c’est-à-dire 


(x +2)? + (y +3)? = 25 


à : —2 — — : 
On reconnaît un demi-cercle de centre ol 3 de rayon R= 5 situé au dessus de la droite d’équation y = -3. 





Exercice 2.34 M 


: : 3 : Lo ; 
Déterminer les cercles de centre al _y ai coupent la droite d’équation 


D:2x-5y+18=0 
en deux points À, B avec AB=6. 


Solution : Il suffit de déterminer le rayon du cercle. En appelant H le projeté orthogonal de Q sur 2 et en utilisant le 
théorème de Pythagore, 
R° = OH? + (AB/2)° 


On calcule QH? = 29, puis R? = 38. L'équation du cercle est donc 


(x— 3)? + (y + 1)? = 38 





Exercice 2.35. ©OQ 
Déterminer les équations de cercles tangents aux deux droites d’équation 4x — 3y + 10 = 0, 4x-3y-30=0 et dont le 
centre se trouve sur la droite d’équation 2x + y = 0. 


Solution : Si l’on note a, le centre du cercle, il faut que d(Q, 21) = d(Q, 2e), ce qui donne 10a+ 10 = -10a+ 30 


et le rayon du cercle vaut 4. 


: l 
et l’on tire a = 1. On trouve af, 





Exercice 2.36: ©OQ 
On considère le cercle d’équation 
€ : x+y2-6x+2y+5=0 


: 4 : : ; 
Par le point af’ 4° °n mène deux tangentes au cercle. Calculer la distance d entre les points de tangence. 
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Solution : Le cercle est de centre Q 5 , de rayon R = V5. Une droite passant par A est d’équation y +4= m(x—4) 


Dm :Mmx-y-A{Mm+1)=0 
En écrivant que d(Q, 2m) = R, on trouve une équation du second degré en m : 
2m -3m-2=0 


dont les racines sont m1 = 2 et m2 = —-1/2. Comme m1 m2 = —1, les deux tangentes sont orthogonales, et en appelant C 
et D les points de tangence, QCAD est un carré de diagonale| d = V/10 |. 





Exercice 2.37  ©OQ 
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, déterminer les droites passant par l’origine, orthogonales et tangentes à 


2 
un cercle de centre Q L' 


Solution : Les équations de deux droites passant par l’origine sont de la forme y = mx et y = m'x. Pour que ces 
deux droites soient orthogonales, il faut que 1+ mm’ = 0, c’est-à-dire m! = -1/m (m =0 ou m' =0 correspondrait aux 
deux axes qui ne sont pas solution du problème). Un cercle de centre Q est tangent à ces deux droites si et seulement 
si d(Q,@y») = d2(0,2 1/m) ce qu'on traduit par @m_1Ÿ = @+mÿ? 
/ nn 241 m2+1 


possède les deux racines m1 = 3 et m2 = —-1/3. Les deux droites solutions sont de pente 3 et -1/3. 


, c’est-à-dire 3m? — 8m — 3 = 0, trinôme qui 





Exercice 2.38 OC 


Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, on considère deux points A 





l 3 
1 eB) 


1. Écrire l’équation cartésienne de la droite (AB). 


2. On considère le cercle d’équation : 
x +y}-8x—10y+37 =0 


Déterminer la distance entre la droite (AB) et ce cercle. 


Solution : 


1. Ontrouve| D: x+y-2=0. 


2. L’équation cartésienne réduite du cercle est 
(x—4)2+(y-5)=4 


4 ; ; 
C’est donc le cercle de centre al 5 et de rayon 2. La distance du centre Q à la droite (AB) est donnée par : 


ua limit 
' V2 0,21 


La distance du cercle à la droite est donc 


7-2V2 
d(2,9) = d(Q,2) -R= 2 





Exercice 2.39 MN 


a à æ À S , 
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé, pour À > 0, on note €, le cercle de centre | tangent à l’axe (O0 y) et T1 


0 





le cercle de centre ï tangent à l’axe (0x). Déterminer les coordonnées des deux points d’intersection de ces cercles, 


puis le lieu de ces points lorsque À varie. 
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Solution : 
Ex : PAUSE = \ 


I :@-A) + À) À 


à x ee ; M : : 7. 
Un point P o appartient à ces deux cercles si ses coordonnées vérifient les deux équations. En formant la différence des 


deux équations, on tire y = À/2. En reportant dans la première équation, on trouve 
4x? — 8Ax + À? = 0 


Àl2— 
4 et QE Se Les points décrivent les droites d'équations 


(2+ V3)À (2- V3)A 
X=————— et X2 = Re 


ï 
. d’où P= 
à 





y=@2+V3)x et y=(2-V3)x. 
Exercice 2.40 OC 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé & = (0, , j). On considère le point À = (a, a) (a > 0). 


1. On considère la famille des cercles €; passant par A et O. On désigne par t l’abscisse du centre de €,. Former 
l’équation cartésienne de +. 

2. Le cercle €; coupe la droite (0x) en O et un second point K;. Former l’équation cartésienne de la tangente D; 
à 6: en Kr. 

3. Déterminer en fonction de t l’équation cartésienne de la normale à D; passant par À puis les coordonnées de la 
projection orthogonale H; de A sur D:. 


4. Reconnaître l’ensemble des points H; lorsque t varie. 


Solution : 
1. Comme d(C:,0) = d(C;,A), on trouve 


(G;: + 1y —21x+2(t-a)y=0 
On aurait pu partir également d’une équation cartésienne générale d’un cercle passant par O : 
1 + +2ax+2f y =0 
et dire que le point À appartenait à ce cercle. 


2t t 
2. Ki: |, 


f’ d’où l’équation cartésienne de la tangente : C;K;-K;M= 0: 


IX+(t— a)Y-21 =0 


t à : no. 
3. Le vecteur n; - est orthogonal à la droite D;. On écrit 


=0— (t-a)(X-a)-t(Y-a)=0. 





X-a t 
Y-a t-a 


On trouve 


4. C’est la droite d’équation y = x-— a. 





Exercice 2.41 VO 
On considère le point B = (a, 0) du plan et un cercle € passant par B de centre P = (xo, yo). 


1. Écrire l’équation de €. 


2. On considère une droite passant par O d’équation 
y= mx 


Écrire une condition nécessaire et suffisante sur m pour que cette droite soit tangente à €. 
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3. Trouver l’ensemble des points P tels que les deux tangentes à € passant par l’origine soient orthogonales. 


Solution : 


1. 
(x 2x0)? + (y — yo)” = (xo — 4)? + yé 


2. Cette droite est tangente au cercle si et seulement si d(P 2) =R, ce qui donne 


|Yo — mx] = 


me (X%o — a)? + yé 


On trouve la condition 


[a + 1 — 2axo]m” — 2x° yom + (Xo — a) =) 


3. Les deux pentes m1, m2 doivent vérifier m1 M2 = 1, c’est à dire puisqu'elles sont racines d’une équation du second 
degré : 


(xo — a) 
AR RER 
a+ y} -2amo 


Après développement, on trouve se = A d’où 
(Xo — 2a)? + de =24 


C’est le cercle de centre (2a,0) de rayon V2a. 





Exercice 2.42 VO Droite de Simson d’un triangle 
+ De : 0 
Dans le plan rapporté à un repère orthonormé & = (O, i, j), on considère un triangle (ABC) avec af. Bf et df 
(a,b,c#0etb# c). 
1. Déterminer l’équation du cercle € circonscrit au triangle (ABC). 
2. Écrire l’équation cartésienne de la droite (AB) et donner un vecteur ñ1 normal à cette droite. 


3. Écrire 1 ‘équation cartésienne de la droite (AC) et donner un vecteur ñ> normal à cette droite. 


4. On considère un point M . du plan. On note A' le projeté orthogonal du point M sur la droite (BC), B' le projeté 
0 
orthogonal de M sur la droite (AC) et C' le projeté orthogonal de M sur la droite (AB). Trouver les coordonnées 
des points A’, B', C'. 
5. Montrer que les points A, B', C’ sont alignés si et seulement si le point M se trouve sur le cercle €. Dans ce cas, 
la droite portant les points A’, B', C’ et M est la droite de Simson du triangle ABC. 


Solution : 
1. L'équation d’un cercle est de la forme x? + y?+ax+fBy+7y = 0. En traduisant que A e 5 0’ C 5 sont sur le cercle, 

on trouve le système 
aB+y =-a 
ba+y = ph? 
ca+y —=-c 


En résolvant, on en tire a, B, y et l'équation du cercle : 


2 


b 
Ch Cl ET y+bc=0 
a 


. La droite (AC) a pour équation cartésienne : 


2. SiM “ , en notant À’ le projeté de Mo sur (BC), on a| A’ 
0 


X0 
0 





(AC) :ax+cy-ac=0 
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ES . _ a . ” . æ 
et un vecteur normal à cette droite est n1 _ La droite (AB) a pour équation cartésienne 


(AB) :ax+by-ab=0 


et un vecteur normal à cette droite est m 


a 
a 


C(CXo — a yo + d) 


! a2 + c2 
2) 


. Par un calcul d’intersection (B! = Mo + Àmi) et B! € (AC), on trouve que|B f 
a(-—CXo + 4yo + C 


a2 + c2 


b(bxo — ayo + a) 


£ ! me ! a? + c2 
De même, en notant C’ le projeté orthogonal de M, sur (AB), on trouve que | C AO ru LA 


a? + b2 


. Les trois points A,B/,C’ sont alignés si et seulement si det(A'B',A'C") = 0, c’est-à-dire si et seulement si après 


calculs : 


a + bc 
20 + Yo — (D+ C)%0 — —— yo + be = 0 


c’est-à-dire si et seulement si le point M est sur le cercle circonscrit au triangle (ABC). 





Exercice 2.43 VO 
On considère deux cercles € et €’. Déterminer le lieu du milieu des points Me € et M'E €! tels que les tangentes 
aux cercles en M et M' soient orthogonales. 


: ne : = 14 
Solution : Considérons le repère d’origine le centre du premier cercle et tel que le centre du deuxième cercle soit M 0’ 


L’équation des deux cercles est alors : 
€: x+y=r? 
PEN ai y R 


le point M est d’affixe z = re" et le point M' d’affixe z! = a+ Re’. Les tangentes en M et M' sont dirigées par les 
—sin6 -’|-sin6 


fl 
etu , . Les tangentes sont orthogonales si et seulement si 
os0 cos 6 


— 
vecteurs u 


sinOsin6/ +cos6cos®’ = sin(0 +0!) = 0 
c’est-à-dire 0’ = kx —-6. Alors le milieu de [MM] a pour affixe : 


r+ à] e'° i(a+06) 


2 


= re re +Re tt 0] se" [ 
2) 2, 


se 
= —+pe 
it 


ES) =. 


ia 


al2 
(milieu des centres des deux cercles) et de rayon 


Lorsque 8 varie entre 0 et 2x, le point P décrit le cercle de centre 0 





l 
P= VI +R. 


Exercice 2.44 OC Puissance d’un point par rapport à un cercle 
Soit M un point et 6 un cercle de centre O. Une droite À passant par M coupe € en deux points A et B, éventuellement 
confondus si À est tangente à €. 
Démontrer que MA.MB ne dépend pas de la droite À choisie. 


105 


Solution : ; _ 
Soit I le milieu de [AB]. 


MA.MB = MA.MB 


= (ni) (Mi) 


= ME + MI. (. ï) +TA.IB 
Ds cel 


0 
= ME - IA? 


Maintenant, comme (OI) est la médiatrice de [AB], 
on a : MI = MO? +10? et IA? = OI? + OA. D'où 
MA.MB = MO? +10? -— (OI? + OA?) = MO? -R?. 

Ce nombre s’appelle la puissance du point M par rap- 


port au cercle €. 
Rappelons la méthode utilisée en classe de seconde : 


Les triangles MBA' et MAB/ sont semblables. En effet ils ont l’angle AMA en commun. De plus les angles MBA et 


MBA sont inscrits dans le même cercle et interceptent le même arc A'A. Ils sont donc égaux. 
On en déduit : 
MA' MB — PVR. 
——=—— d’où MAMB=MA.MB. 
MA MB 
L’inconvénient de cette méthode est qu’il faut distinguer tous les cas de figure : M à l’intérieur, à l'extérieur, sur le cercle 
€. Triangles aplatis, etc. 





Exercice 2.45. ©QOQ 
On considère dans le plan euclidien un cercle de centre Q et de rayon R. Soit M un point du plan. On appelle puissance 
de M par rapport au cercle C, le réel 


rc (M) = IOMI -R? 
a. On considère une droite passant par M et qui coupe le cercle C en deux points A et B. Montrer que 
rc (M) = MA.MB 


b. On considère deux cercles non-concentriques C et C’ et l’on appelle axe radical l’ensemble des points M du plan 
vérifiant rc(M) = rc(M'). Montrer que cet ensemble est une droite orthogonale à la droite joignant les centres 
des cercles. 


A 
FIGURE 2.19 — Exercice 2.45 


Solution : 


a. Introduisons le point A’ symétrique de A par rapport à Q. En utilisant que [AA'] est un diamètre, donc que 
BA.BA' = 0, calculons 


MA.MB = MA.(MA! + A'B) 
= MAMA 


= (MO + QA).(MO + OA!) 


= ||MQJ2 + MO. (OÀ + OA!) + OA. OA! 
= MOI? -R? 
= 1c(M) 
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b. Onse place dans un repère orthonormé dans lequel : 


(C): x?+y2=R? (C') :(x-d)+y=r? 


0 d 
où ol 0 et o 0 sont les centres des cercles de rayon R et r. On calcule 


nc(M) = rcM)— x+y R?=(x-d)} +y-r° 


= 2dx=R?+d -7r? 


On trouve l’équation d’une droite orthogonale à (NQ'). 





Exercice 2.46 OO 
Par le sommet À d’un carré ABCD, on mène une droite qui rencontre la droite (BC) en E et la droite (CD) en F. 
Démontrer que la droite qui joint le point F au milieu 1 du segment [BE] est tangente au cercle inscrit au carré et 
rencontre la droite (DE) en un point M situé sur le cercle circonscrit au carré. 





FIGURE 2.20 - Exercice 2.46 


Solution : On considère le repère orthonormé d’origine le centre du carré et d’axes parallèles aux axes du carré. Alors 


a a 


—a ie 2 : 2 ÿ 3 
Le C ce o] . On considère la droite qui passe par À,E, F. En notant m sa pente, son équation cartésienne est 


a(2-m) 
ne ; a = , : a 
y+a= m(x+ a). On en déduit les coordonnées de | nee et En Puis les coordonnées de|I  ) 


Ensuite l’équation cartésienne de la droite (FD : 
D :m(m—2)x+2(1-m)y+ a(m —2m+2)=0 
On calcule la distance de l’origine à cette droite : 
alm? 2m +2] 
Vm2(m-2)2 +4(m-1)2 


mais comme (m2 —2m+ 2»? = m2(m _ 2)? +4(1- m)? = m* Am + 8m? —8m + 4, on trouve que cette distance vaut a 
et par conséquent, la droite (FI) est bien tangente au cercle inscrit dans le carré. Cherchons ensuite les coordonnées du 
2a 
2(m-l)a 


d(O, (FI) = 


point M. DE M=D + ADË d'où si M}, 


=[1+2(m- 1] 





ê = (21- la 
y 
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Comme M € (F1), on tire À = — 


On vérifie ensuite que d(O, M}? = 242. 





Exercice 2.47 OQ 
On considère un cercle de centre O et de rayon 1. On considère un diamètre [AB] de ce cercle et un point C sur le cercle 
différent de A et de B et non situé sur la médiatrice de [AB]. On appelle D le point de la droite (AC) qui se projette 
orthogonalement sur (AB) en ©. La tangente au cercle au point C coupe la droite (AB) en un point P. Montrer que la 
droite (AC), la perpendiculaire à [AB] issue de P et la perpendiculaire à (BD) issue de B sont concourantes. 


Solution : On considère un repère orthonormal direct centré en O, d’axe (Ox) parallèle à [AB] tel que A pe sl. Il 


; cos8 rs PET - : 
existe 0 ER tel que sin8” Comme C n'est pas situé sur la médiatrice de [AB], cos6 Z 0. On calcule une équation 
cartésienne de la droite (AC) dans ce repère et on trouve : 


(AC) :sin0x-(cos0 +1)y+sin0 = 0 


. La tangente en C au cercle a pour équation cartésienne 


Puis on calcule les coordonnées de | D 0 
tan 6/2 


To: cosOx+sin0y=1 


1/cos6 


0 . On note I l’intersection de la perpendiculaire à (BD) passant par 


et on trouve les coordonnées du point P : p 


; : — || 2) — _. 
B et de la perpendiculaire à (AB) passant par P :I=B+Anoùn . est orthogonal au vecteur BD. En utilisant que 


% = 1/cos6, on trouve que 


1/cos6 
tan0 


Il ne reste plus qu’à vérifier que ce point appartient à la droite (AC) : 


sin sin . 
— (cosO +1) +sin6 = 0 
cos6 cos 





Exercice 2.48 VO 
Soient [AB] et [PQ] deux diamètres d’un cercle €. Par le point À on mène la parallèle à (PQ) qui rencontre au point C 
le cercle et en I la droite joignant le point Q au symétrique P' de P par rapport à (AB). Soit H le point de rencontre de 
la droite (AQ) et de la perpendiculaire à (AB) menée par le point I. Montrer que les points P, C etH sont alignés. 
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FIGURE 2.21 — Exercice 2.48 


c se < : in Ai 6 |-cos0 6 
Solution : On choisit un repère orthonormé en sorte que A|  ,B| ,P a ;, Q fe De “8. On cherche C sous 
(0) 0’ |sin0 —sin0 —sin0 


—1+Àcos0 
Àsin6 


cos(26) 


la forme C = A+OP sin(20) | 


avec À ER. Comme de + De = ], on trouve À = 2cos8 et finalement 


On cherche ensuite les coordonnées de 1= A+ AOP avec yi=-sin0 ce qui donne Â=-let|I . Cherchons 


un et —(1+cos0) 
ensuite les coordonnées de H = A + \QA. Puisque xx = x, on trouve que À = HT et ensuite | H| sinOcos0 
— cos —— 
1-cos6 
Puisque 
cos0(2cos6 +1) __,| 2cos06+1 
1—-2cos0 HP]. 1-2cos8 


sin6 cos 
1—-cos6 1—-cos6 


on voit que ces deux vecteurs sont colinéaires et donc les trois points P, Q, H sont alignés. 





2.7.5 Coordonnées polaires 


Exercice 2.49 ©O 
Déterminer l'équation polaire d’un cercle € de centre (a,B) et de rayon R > 0. 


Solution : Une équation cartésienne de € est : (x— a)? + (y- 8)” = R?, ce qui donne, passant en coordonnées polaires 
x=rcos0û 
: :|r2-2r(acos6 +Bsin6) = R? — x? -f? | 
y=rsin6 


Exercice 2.50 Q 
Déterminer une équation normale et une équation polaire des droites d’équation cartésienne : 





1. y=vsx 2. x+y+2=0 3. x+V3y-1=0 


Solution : 


1. L'équation normale de la droite d’équation y = V3x est Es 2 = 0. Si (r,6) est un couple de coordonnées 
x=rcos0û V3 


. ; 3 il . a . N . T Æ , à . 
polaires pour (x, y), on a : et r + cos8 — ;rsin0 = 0, ce qui amène : rcos3 +0 = 0 c’est-à-dire 


par} 


y=rsin0 


NA PRPN2| 


2. De la même façon, l’équation normale de la droite d’équation x+y+2=0 est x+*<y+ V2= 0, ce qui s'écrit 
encore : XCOs ? + ysin ? + V2 =0. On a donc : r cos(X —6) = — V2. Une équation polaire de la droite est alors : 


4 


v2 
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v3 


y - à = 0 et pour l’équation polaire 


3. Par la même méthode, on trouve pour l’équation normale 2x + 


Æ 1 
fn 2cos| 





Exercice 2.51 Q 
Déterminer une équation normale et une équation polaire de la droite passant par A (1,0) et B (3,2). 


Solution : Le vecteur AB = (2,2) dirige (AB) donc une équation cartésienne de (AB) est de la forme x+ y + c = 0 avec 


ceR. Comme À est élément de cette droite, c = —-1 et (AB) : x+ y —- 1 = 0. Une équation normale de la droite est donc 
V2 y= _ Si (r,8) est un couple de coordonnées polaires pour (x, y), on a: 32 r cos0 + _ r sin0 = 3 c’est-à-dire 


: : v2 
r (cosn/4cos6 +sinr/4sin6) = 3 et donc | Tr = ————— 
2cos(6-x/4) 





Exercice 2.52 ©O 
Déterminer une équation polaire des cercles suivants donnés par leur équation cartésienne. En déduire leur centre et 
leur rayon : 


1. x2+y2-3x-3y=0 2. x2+y2-V12x+2y=0 


Solution : 


1. En passant en coordonnées polaires, l'équation devient : r? —3r(cos0+sin@) = 0 ce qui s'écrit aussi : 


r = 3(cos0 +sin0) ou r = 3V2(2 cos 0 + “2 sin0), c’est-à-dire | r = 3V2cos (8 - 2) . Son centre admet donc 


3V2 x 


=: ), c’est-à-dire comme coordonnées cartésiennes : (3, 3) et son rayon vaut : 


comme coordonnées polaires (22 
3V2 
D 


. De la même façon, on prouve que :| r =4cos(0 — cl est une équation polaire du second cercle. Son rayon est 


donc 2 et son centre admet comme coordonnées polaires (2, 2) c’est-à-dire comme coordonnées cartésiennes : 


(V3,1) 





Exercice 2.53 VO 
Dans le plan, on considère un cercle € et un point O de ce cercle. Déterminez l’ensemble des projections orthogonales 
du point O sur les tangentes au cercle €. 


Solution : 


1. Choix du repère. Notons Q le centre du cercle. Considérons le repère orthonormé direct & = (O, i, j) avec 
— . OQ R : k ee 
= 1001: Dans ce repère, A), et l’équation du cercle € s’écrit 


ÉrNES 2 = R? 


a+Rcos6 


2. Soit 6 € [0,27] et Mo RsinO 


un point du cercle. L’équation cartésienne de la tangente au point Mg au cercle 


s'écrit 
(To) : cosO(x—R) +sin0y =R 


DRE : ; ; —|cos0 
Notons H, la projection orthogonale du point O sur la droite Ts. Puisque le vecteur n nb 


dirige la normale 


en Mo, Ho = O+ÀAn. Comme le point H appartient à la droite To, on trouve À = R(1 + cos8), on obtient les 
coordonnées polaires du point Ha : 
p = R(1 + cos) 


On reconnaît une cardioïde (voir la section 6.3.3 page 246). 
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2.7.6 Lignes de niveaux 


Exercice 2.54 VO 
Soient deux points distincts du plan A et B et soit k un réel. Étudier l’ensemble des points M du plan tels que MA? - 
MB? = k. 
Indication 2.8 : On pourra considérer I le milieu de [AB]. 


Solution : On a la série d’équivalences : 


MA? -MB?=Kk 
— (Mi -MÉ) (Mk + ME) = 


— An 2MI + IA+ IB = k 
y 
=0 car I est le milieu de [AB] 


— — k 
— “RME 





et, appliquant le cours, M est élément de la droite normale à AB passant par le point P tel que : IP = 2 LÉ 


Exercice 2.55 VO 
Soient À et B deux points du plan non nécessairement distincts et soit un réel k. Étudier l’ensemble 64 des points M 
du plan tels que 
MÂMB = k. 


D — 12 
Solution : Si A etB sont confondus, alors l'égalité MA.MB = k s'écrit |AM| = k et 4 est le cercle de rayon VK et 


de centre À si k> 0, 6, est réduit au point À si k=0 et 67 = © si k < 0. Supposons que A et B sont distincts. Soit I le 
milieu de [AB]. On a la série d’équivalences : 


MA.MB = k 
[Mi+1A). [Mi +18) = k 


MI.MI + MI. IA +IB +IAIB = &k 
Cy) 
=0 car I est le milieu de [AB] 
—|[2 ST 
pui - ral x 


= pif ee lil 





TE 
Par conséquent, notant R = k+ | A) , € est le cercle de centre I et de rayon VRsiR>0, Cr = {El siR=0 et 6} = © si 
R<O. 





Exercice 2.56. ©OQ 
Soient A et B deux points distincts du plan, u et v deux vecteurs distincts de plan. Déterminer les points M du plan 
tels que : 


+ 4 — 


AM: =BM-:. 


Solution : Ona: 


— 


AM 


AM 


—— 
-üù =BM-v 
4 
CUT T— 


— 


— AM-(ü-7%)=BA-T 


Posons a = BA: Ÿ et © = à — Ÿ. Appliquant le cours, l’ensemble des points M du plan vérifiant AM- à = BM- Ÿ est la 


droite de vecteur normal w passant par le point P tel que : AP = 
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Exercice 2.57 VO 
Soient À et B deux points distincts du plan et w un vecteur non nul. Déterminer les points M tels que 


—  _, —> 


U.AM+ ü.BM=0. 


Solution : Notons I le milieu de [AB]. 


— 
= %:-IM=0carlest le milieu de [AB] 


£ 2 . + . 
Par conséquent l’ensemble recherché est la droite de vecteur normal u passant par I. Remarquons que cette exercice est 
. . " 5 = n + 
un Cas particulier du précédent dans le cas où v = -u. 





Exercice 2.58. ©OQ 
Soient À et B deux points distincts du plan et ü un vecteur non nul. Déterminer les points M tels que 


det(t, AM) + det(%,BM) = 0. 


Solution : Notons I le milieu de [AB]. 


det(#, AM) + det(#, BM) = 0 
— det{ñ,Ai+IM) + det{ñ,Bi+ IM) =0 


— det{7, M) = 0 car I est le milieu de [AB] 


et l’ensemble recherché est la droite dirigée par ü et passant par I. 
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Géométrie élémentaire de l’espace 


Pour bien aborder ce chapitre 


De la même façon que dans le chapitre consacré à la géométrie plane 2, ce chapitre a pour vocations de vous familiariser 
avec le calcul algébrique et de vous donner des représentations pour les objets étudiés dans les chapitres 23 et 24 d’algèbre 
linéaire. 

Là encore, on pourra passer dans une première lecture les démonstrations qui ne sont pas marquées par un © et se 
focaliser sur les autres parties. 


3.1 Préambule 


Dans tout ce chapitre on notera € l’ensemble des points de l’espace et Ÿ l’ensemble des vecteurs de l’espace. 


De la même façon que dans le plan, on peut additionner les vecteurs de l’espace ainsi que les multiplier par des scalaires 
réels. Pour résumer l’ensemble des propriétés de cette addition et de cette multiplication, qui sont les mêmes que pour les 
vecteurs du plan, on dit que le triplet (Ÿ°,+,.) possède une structure d’espace vectoriel sur R. 


3.1.1 Combinaisons linéaires de vecteurs, droites et plans dans l’espace 


DÉFINITION 3.1 © Droite vectorielle, droite affine 


— Soit w un vecteur non nul de l’espace. On appelle droite vectorielle engendrée (ou dirigée) par ü l’ensemble D des 
vecteurs de l’espaces colinéaires à % : 


D={VeYl|3\ER: v=Aü} 


— Soient À un point et # un vecteur de l’espace. La droite affine passant par le point A et de vecteur directeur ü est 
l’ensemble Ÿ des points M de l’espace tel que les vecteurs AM et % sont colinéaires : 


D={MEE I RER: AM=Aü} 





Remarque 3.1 Se donnant deux points distincts A et B de l’espace, la droite de l’espace passant par les points A et B 
est la droite passant par A et dirigée par AB. 


DÉFINITION 3.2 © Combinaison linéaire de deux vecteurs 
Soient ü, v et w trois vecteurs de l’espace. On dit que w est combinaison linéaire des vecteurs w et Ÿ si et seulement 
si il existe deux réels a,B € R tels que w = ai +Bw. 


DÉFINITION 3.3 © Plan Vectoriel, plan affine 


— Soient w et Ÿ deux vecteurs non colinéaires de l’espace Ÿ. On appelle plan vectoriel engendré (ou dirigé) par les 
vecteurs U et V l’ensemble, noté Z, des de Ÿ qui sont combinaisons linéaires de ü et TV: 





P={auû +Bv |apER}. 
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— Soient # et Ÿ deux vecteurs non colinéaires de l’espace Ÿ et À € € un point de l’espace. On appelle plan affine 
engendré (ou dirigé) par les vecteurs ü et Ÿ et passant par A l’ensemble, noté , des M de € tels que le 


PTS à . MAS Le —_ _ 
vecteur AM est combinaison linéaire de u et v : 


P=ÎMeé|3(ap)eR?: AM = a +67}. 





Remarque 3.2 

— Avec les notations précédentes : M est élément du plan affine passant par A et engendré par w et V si et seulement si 
le vecteur AM est élément du plan vectoriel engendré par w et v : P. 

— Le couple (ü, v) forme une base de Z. 

— Le triplet (A, 4, v) forme un repère de Z. 

— On peut aussi définir un plan affine Z en se donnant trois points non alignés A, B et C de &. On définit le plan affine 


passant par ces trois points comme étant le plan affine passant par A et engendré par les vecteurs AB et AC. 


DÉFINITION 3.4 © Vecteur normal 
Un vecteur est dit normal à un plan ? si et seulement si il est orthogonal à tous les vecteurs de ce plan. 


Remarque 3.3 
— Se donner un plan vectoriel revient à se donner un vecteur normal à ce plan. 
— Se donner un plan affine revient à se donner un vecteur normal à ce plan et un point de ce plan. 


3.1.2 Vecteurs coplanaires, bases 


DÉFINITION 3.5 © Vecteurs coplanaires 


Trois vecteurs non nuls sont coplanaires si l’un des trois est élément du plan engendré par les deux autres (ou ce qui 
est équivalent si l’un de trois est combinaison linéaire des deux autres). 





Remarque 3.4 En prenant la négation de ce qui précède : trois vecteurs sont non coplanaires si et seulement si on ne 
peut écrire aucun des trois comme combinaison linéaire des deux autres (on dit qu’ils sont linéairement indépendants). 


DÉFINITION 3.6 © Base de l’espace 
Un triplet de vecteurs de Ÿ : (ü, V, w) est une base de Ÿ si il est formé de trois vecteurs non coplanaires. 


PROPOSITION 3.1 © Coordonnées d’un vecteur dans une base de l’espace 
Soit (4, v, w) une base de Ÿ. Tout vecteur X* de Ÿ s’exprime comme une combinaison linéaire unique des 3 vecteurs 
ü, v et w c’est-à-dire : 


_ 


, W). On notera : 


vVxeY, A(aB,yYER: x*=au+Bv+yw 
ni 


Le triplet (a, B, y) est appelé coordonnées de X dans la base 4, 


a a 
X1B ou * || ou aussi x (a, 6, y) 
Ve M 





Démonstration 
— Soit P le plan engendré par ü et V. Soit mo le projeté du vecteur m sur P parallèlement à W. Il existe Y ER tel que 
m = mo +7yw. Comme mo est élément du plan engendré par w et v, il existe (a,B) € IR? tel que mg = au +Bv. Donc 
m=au+Bv+yw. 
— Ce triplet est unique : Si il existe un autre triplet (@’,B', y!) € R$ vérifiant m = «'ù +$'v + y'w alors (a—æ)ü +(B-6/)v +(y— 
y w = 0. Supposons qu'un des trois : a—@', B—f", y— y! ne soit pas nul, par exemple ad, alors 
$" =Y' 


= _ 
U=—V+—w 
a— 0! 


8 |—< 


et ü est combinaison linéaire de V et w, et est donc élément du plan engendré par ces deux vecteurs, ce qui est contradictoire 
avec notre hypothèse de départ. Le triplet (a, f, y) est donc unique. 
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DÉFINITION 3.7 © Base orthogonale, orthonormale 


Soit Z(U, v,w) une base de Ÿ. Si les vecteurs w, v,w sont deux à deux orthogonaux, on dit que la base Z est 
orthogonale. Si ils sont de plus unitaires, on dit que Z est orthonormale. 





3.1.3 Orientation de l’espace, base orthonormale directe 


Comme on l’a vu dans le chapitre 2, il est important, pour pouvoir définir certaines notions ou résoudre certains problèmes, 
de savoir orienter l’angle formé par deux vecteurs donnés. Dans le cas du plan, il est facile de fixer cette orientation. Il 
suffit de décider, entre le sens horaire et le sens trigonométrique, quel sera le sens positif. Dans le cas de l’espace, les 
choses sont plus compliquées. Considérons deux vecteurs et ri de l’espace non colinéaires et nommons # le plan 
vectoriel qu’ils engendrent. Ce plan sépare l’espace en deux demi espaces &1 et &2. Supposons que chacune de ces deux 
parties contient un « observateur» du plan nommé @ pour &1 et G2 pour &2. Chacun de ces deux observateurs peut 
orienter le plan Z mais le sens trigonométrique pour @1 correspond au sens horaire pour @ et le sens horaire pour @1 
correspond au sens trigonométrique pour ©. L'orientation d’un plan dans l’espace dépend donc de « la position d’où 
on l’observe ». Nous allons tout d’abord expliquer ce que signifie orienter l’espace puis nous en tirerons un procédé 
permettant d'orienter les plans de l’espace. 


direct indirect 





FIGURE 3.1 - Trièdre direct, trièdre indirect 


Il existe plusieurs règles mnémotechniques pour fixer une orientation de l’espace. Parmi celles ci, donnons celle dite « du 
bonhomme d’ampère ». 


> 


Considérons (O,1,j,K) un repère orthonormal de l’espace. Soient I, J et K des points de € tels que OI = , OJ = ra 
OK = K. On considère un « observateur » placé les pieds en O, la tête en K et qui a le point I devant lui. 
Par convention, on dit que : 


— le repère (O, À i, de #) est direct si l’observateur a le point J à sa gauche. On dit aussi que la base (5, j Eù k) est directe. 
— le repère (O, 4 j; k) est indirect si l’observateur a le point J à sa droite. On dit aussi que la base ( ÿ, j, est indirecte. 


Choisir une orientation de l’espace, c’est choisir de travailler avec les repères directs, ou avec les repères indirects. Si on 
fixe un repère dans l’espace, on choisit une orientation. 


Remarque 3.5 Considérant une base de l’espace Z : 

— Si on échange deux vecteurs de Z, on change l’orientation de Z. 

— Si on échange un des vecteurs de Z avec son opposé, on change l’orientation de Z. 

— Si on effectue une permutation circulaire sur les éléments de Z on ne change pas son orientation. 


DÉFINITION 3.8 © Orientation d’un plan dans l’espace 
Étant donnés un plan Z et un vecteur normal 7 à ce plan, il existe une unique orientation du plan Z telle que pour 


toute base orthonormale directe (4, v) de ce plan, le triplet (u,v,n) forme une base orthonormale directe de €. On 
dit que le plan © est orienté par n. 
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FIGURE 3.2 — Coordonnées cartésiennes 


3.2 Mode de repérage dans l’espace 


3.2.1 Coordonnées cartésiennes 


Définitions 


DÉFINITION 3.9 © Repère de l’espace 
On dit que le quadruplet Z(O, u, v,w)e & x ŸŸ est un repère de l’espace & si et seulement si (4, v,w) est une base 
de Ÿ. O est appelé origine du repère Z. 
Le repère est dit orthogonal si et seulement si la base (4, v, w) est orthogonale. 
Le repère Z est dit orthonormal si et seulement si la base (4, v, w) est orthonormale. 
PROPOSITION 3.2 © Coordonnées d’un point dans un repère cartésien 

Soit Z rer un repère cartésien de l’espace. Soit M € € un point de l’espace. Il existe un unique triplet 


(a, B, y) € R* tel que OM = a à + Bj AE YE. Ce triplet s’appelle les coordonnées de M dans le repère Z. On le note : 


a a 
MB ou MB | ou aussi M(,f, y) 


ÿ N 





Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition 3.1 


Remarque 3.6 La donnée d’un repère Z de € permet de construire l’application : 


E — PR 
œ 

0m .— | 
Y 


où (a, f, y) sont les coordonnées de M dans Z. Cette application est bijective et permet d’identifier € et R$. De même, 
on peut identifier Ÿ et RS. 


Calcul algébrique avec les coordonnées 
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© Calculs avec les coordonnées 


PROPOSITION 3 _ 
un repère cartésien de l’espace. Soient % et u/ des vecteurs de coordonnées, dans Z : 


_ 


Soit 70, es 


E 
k 


X 
_ 


u|y et 
Z 


— 
Soient a, &’ € R. Les coordonnées du vecteur au +fBu’ sont : 


ax +f6x 
au +fBu'|ay+oy! 


az+ oz! 


_ 





! ! 


_ _ —+ ous _ _— _ 
Démonstration © Par définition, ona:u=xi+yj+zketu =x i +y' j +2z/k. Par conséquent : 


_ 


au + pu = (ax+Bx/) À +(ay+a/ y) j +(uz+wz/) E 


ce qui prouve le résultat. 
Norme d’un vecteur, distance entre deux points dans un repère orthonormé 


DÉFINITION 3.10 © Norme d’un vecteur 
Soit 4 un vecteur de Ÿ possédant AB comme représentant dans Ÿ où A,B € €. On appelle norme de % et on note | ü | 
la longueur AB. 


PROPOSITION 3.4 © Expression de la norme d’un vecteur dans un repère orthonormal 
Soit 7 (0, Es Î k) un repère orthonormal de l’espace et 4 un vecteur de coordonnées w (x, y, z) dans la base associée 


fu] =1/22+72+22 


Démonstration © Soit Me & tel que OM = %. Soient : 
° H le projeté orthogonal de M sur le plan horizontal : {o, i, jh 


à ce repère. On a : 





- I le point de (Ox) donné par : OÏ=xi. 

°_J le point de (O y) donné par : OÏ= yj. 

Par définition du projeté orthogonal, le triangle OMH est rectangle en H. De plus, comme le repère Z est orthonormal, le triangle 
OIH est rectangle en I. Par application du théorème de Pythagore dans ce triangle, on a 


OH? = OÙ + IH. 
Par application du même théorème dans le triangle OMH, on a aussi 
OM? = OH? + HMÏ. 
Il vient alors 


OÙ + IH2 + HM? 
2 


OM? 


TT 


d’où le résultat. 


COROLLAIRE ; 322 C 
Soient Z (o, Boo k) un repère orthonormal de l’espace, A(xa, ya, za) et B(x8, y, z8) des points de l’espace alors 


» 


AB= \/ (xB — xa)2+(yB- ya) + (2B — ZA)? 


Démonstration © Les coordonnées du vecteur AB sont 





XB — XA 
AB|yB — YA 
ZB — ZA 


Si on applique à ce vecteur la formule précédente, on obtient le résultat escompté. 
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3.2.2 Coordonnées cylindriques et sphériques 





Z Z 
eM 
I 
| 
z | 
I 
y 
: 
6 
x P 
(a) Coordonnées cylindriques (b) Coordonnées sphériques 


FIGURE 3.3 - Coordonnées cylindriques et sphériques 





Multimédia : Animation: on déplace un point dans l’espace et on représente géométriquement 
ses coordonnées cartésiennes et sphériques/cylindriques 





DÉFINITION 3.11 © Système de coordonnées cylindriques 
Soient : _ 
. (0, i,j, k) un repère orthonormal de l’espace 


x 
+ M\y un point de &. 
Z 
+ P le projeté orthogonal de M sur le plan (Oxy) muni du repère orthonormal (P ré î) 
On appelle système de coordonnées cylindriques de M par rapport à Z tout triplet de réels (r,6, z) tel que 


OM= r'ü(8)+zK 


où : 
— (r,8) est un système de coordonnées polaires pour P relativement à 4. 
. rest le réel positif tel que OP = ru (0) 

- zest la cote de M dans Z. 


PROPOSITION 3.6 © Lien entre les coordonnées cylindriques et les coordonnées cartésiennes 
Soit Z (0, DOTE k) un repère orthonormal de l’espace, M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x, y, z) 
dans Z et de coordonnées cylindriques par rapport à Z (r,6, z). On a: 


x=rcos0 
y=rsin0 


Z=2Z 





Démonstration © Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x, y,z) dans Z. Soit P le projeté orthogonal de 


M sur le plan horizontal (o, x, 5) et (p,6) un système de coordonnées polaires pour P par rapport au repère orthonormal direct 
A Cri) Avec ü (0) = cosO à + sin0 j, on a OP — pu (8) et : 
OM = OP+PM 
= ru(8)+ zk 
= rcos0 i +rsin 0j +2Kk 


d’où le résultat. 


DÉFINITION 3.12 © Système de coordonnées sphériques 
Soient Z (0, i,j, k) un repère orthonormal de l’espace, M un point de l’espace et P son projeté orthogonal sur le plan 


horizontal (o, ï, 1} 
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On appelle système de coordonnées sphériques de M par rapport à Z tout triplet de réels (r,6,%) tel que : 
+= fox 


*_(p,8) est un système de coordonnées polaires de P par rapport au repère orthonormal direct (0. i,j l 


* west la mesure de l’angle [E.oni) élément de {0, x]. 





est appelé la colatitude du point M et 6 la longitude. 


Remarque 3.7 
— 6 étant une mesure de l’angle orienté Le OP) il est défini modulo 27. 


— L’angle ( k OM) n’est pas orienté car on n’a pas choisi d’orientation du plan (ZOM). C’est pour cela que sa mesure 


est donnée modulo 7. 
— On utilise parfois la latitude : 5 — p à la place de la colatitude. 


PROPOSITION 3.7 © Lien entre les coordonnées sphériques et les coordonnées cartésiennes 
Soient Z (o, A Le k) un repère orthonormal de l’espace, M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x, y, z) 


dans Z et de coordonnées sphériques (r,6,w). On a: 


x=rsinpcosé 


y=rsinpsine 


Z = Tr cos 





Démonstration © Soit M un point de l’espace de coordonnées cartésiennes (x, y,z) dans Z et soit P le projeté orthogonal de 


M sur le plan horizontal o, x, 5). Soit (p,8) un système de coordonnées polaires pour P par rapport au repère orthonormal direct 
BR (o, r, 5) et : u (0) = cos0 à +sin0 j. On a: OP = pu (6) et : 


— 


OM = r cospK +r sinqu (6) 
= r cos k +rsinpcos® à +rsinpsinO j 
d’où le résultat. 


Remarque 3.8 Si à la place de désigner la colatitude, @ désigne la latitude alors les formules précédentes deviennent : 


X=TrCcospCcosO 
y=rcospsine 


z=rsinp 


3.3 Produit scalaire 
3.3.1 Définition 


DÉFINITION 3.13 © Produit scalaire _ no 
Soient w et v deux vecteurs de Ÿ. Soient O, A, B trois points de & tel que : OA = % et OB = Ÿ et la plan contenant 
ces 3 points. On appelle produit scalaire de % et leur produit scalaire dans le plan Z. En particulier, si # et Ÿ sont 
non nuls, on a 

(m,5)=|m|.|FIl.cose 


où 6 est une mesure de l’angle (à, O8) dans le plan . 





Remarque 3.9 
— Cette définition ne nécessite pas de définir une orientation dans la plan et l’angle 0 = (à, Oë) ne doit pas néces- 


sairement être orienté. En effet, si on change l’orientation du plan, l’angle 8 est changé en son opposé ce qui laisse 
invariant son Ccosinus. 


- Iéf= 
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PROPOSITION 3.8 © 
Deux vecteurs non nuls de Ÿ sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. 


Démonstration © C’est une conséquence de la même propriété mais dans le plan. 


3.3.2 Expression dans une base orthonormale 


LEMME 3.9 
Soient w et v deux vecteurs de Ÿ alors 


3.5=-{ju+v|-[ul-1v1) 





Démonstration Soit P le plan vectoriel engendré par ü et V. Le vecteur ü + Ÿ est élément de P. Les propriétés du produit 
scalaire dans le plan permettent d’écrire 

Fé+vf=|ulf+1v|}+2%.7. 
Le produit scalaire des deux vecteurs 4 et Ÿ dans l’espace coïncide avec celui dans le plan @. On obtient donc la formule 
annoncée. 


THÉORÈME 3.10 OVQ Expression du produit scalaire dans une base orthonormale 
Soient Z {o, n: ce k) un repère orthonormal de l’espace, (x, y, z) et (x’, y’, z') les coordonnées respectives des vecteurs 
u et v de Ÿ dans Z.Ona 

uv =xx +yy +22! 





Démonstration © On a | ü|7= x2+ y? +22 et | v |? = x°2 + y2+ 2/2, Par ailleurs 


2 


[ü +71? (x+x) + (y+ y) +(2+2) 


= x?+2xx +x2 +y/+2yy +y2+22+2z7 +22. 


Par application de la formule établie dans le lemme précédent, on obtient l’expression mentionnée pour le produit scalaire. 
3.3.3 Propriétés du produit scalaire 


PROPOSITION 3.11 © Symétrie du produit scalaire 
[] Le produit scalaire est symétrique : si ü et V sont deux vecteurs de Ÿ alors : 


— 
u. 





Démonstration C’est clair en passant en coordonnées. On peut aussi voir cette proposition comme une conséquence directe du 
fait que le produit scalaire dans le plan est symétrique, voir proposition 2.10 page 71. 


PROPOSITION 3.12 © Bilinéarité du produit scalaire 
Le produit scalaire est bilinéaire. Ce qui signifie que pour tous vecteurs TU, ui, W, V, Vi, w de Ÿ et pour tous réels 


À, À 
U(MVi+hW)=AU.VI+ I U.U et (Mu + ob). 0 = ui. 0 +. v 


Démonstration C’est clair en passant en coordonnées. 





PROPOSITION 3.13 
Soit Z{ i, j, k | une base orthonormale. Soit w un vecteur de Ÿ de coordonnées (x, y, z) dans . Alors 





Démonstration  Laissée en exercice... 
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3.4 Produit vectoriel 


3.4.1 Définition du produit vectoriel 


&| 


ü 


FIGURE 3.4 — Produit vectoriel de deux vecteurs dans l’espace 


DÉFINITION 3.14 © Produit vectoriel 
On suppose qu’on a choisi une orientation de l’espace. Soient % et Ÿ deux vecteurs de Ÿ. Soient Z un plan de l’espace 


_—. — 
contenant ces deux vecteurs et X un vecteur normal unitaire à Z. Fixant &, on fixe une orientation de Z. On appelle 


produit vectoriel de ü et v le vecteur, noté w À v ou u x v, donné par 





Remarque 3.10 fondamentale Il y a deux choix possibles pour un vecteur normal unitaire à  : k ou — k. Le produit 
vectoriel dépend donc à priori du choix fait au départ pour ce vecteur normal. 


_ 


Notons (4 A T)le produit vectoriel construit en ayant choisi le vecteur k et (ü ne v') le produit vectoriel construit 
en ayant choisi le vecteur — k. Notons aussi det— (ü, v) le déterminant des vecteurs % et v dans le plan Z orienté par 


k et det — (ü, v) le déterminant des vecteurs w et v dans le plan Z orienté par — Kk. 


En choisissant le vecteur — k à la place du vecteur k, on change l’orientation de , et donc le signe de l’angle orienté 
(ü, V) ainsi 1 que le signe du déterminant du couple (4, v). Mais ce changement de e signe est compensé par le changement 
du vecteur ps en le vecteur — & : (Ü Â D) = det=(ü, D) k = -det _C, D)(- F= =(ü Las D). 


COROLLAIRE 3.14 © Norme du produit vectoriel de deux vecteurs 
Si ü et v sont deux vecteurs de Ÿ : 


[un |=idettt, v1=|#|.|71|./snc, 5) 





Démonstration En utilisant la définition du déterminant de deux vecteurs dans le plan et si n est un vecteur normal unitaire à un 
plan vectoriel contenant ü et  , on obtient : 


Aa 5 = der(ü, 7) 71 = ldet(n, 5)| [m1 = def, 5) 2 ul.) 


Remarque 3.11 


— [sin(w, v)|ne dépend pas de l’orientation choisie pour le plan Z contenant les deux vecteurs et v. 
— [A A V|lest l’aire du parallélogramme construit à partir des vecteurs U et v. 


COROLLAIRE 3.15 © Caractérisation de la colinéarité de deux vecteurs via le produit vectoriel 


Deux vecteurs de Ÿ sont colinéaires si et seulement si leur produit vectoriel est nul. 





Démonstration Considérons un plan @ contenant ces deux vecteurs. Ces deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur 
déterminant dans le plan ? est nul. 


Remarque 3.12 


— Soient i et j deux vecteurs orthogonaux (respectivement orthogonaux et unitaires) de Ÿ’. Alors (i, j, i À j) forme 
une base orthogonale (respectivement orthonormale) directe de l’espace. 
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— La droite passant par le point A et de vecteur directeur 4 est l’ensemble des points M du plan vérifiant 


— 


AMA%=0. 


3.4.2 Interprétation géométrique du produit vectoriel 
Soient w et v des vecteurs de Ÿ et 5 = ü À v. On obtient w à partir de ü et Ÿ en composant : 


1. La projection sur un plan P orthogonal à ü. L'image de V par cette projection est un vecteur vj de norme 
vlIlIsin(é, v)|. (Remarquons que cette dernière expression est indépendante de l’orientation de l’espace choisie). 


2. La rotation d'angle ? dans le plan © orienté par le vecteur normal 4 qui transforme le vecteur v1 en un vecteur 
V2 de même norme que V: et directement orthogonal à w et v 


3. L’homothétie de rapport | qui transforme 1 en un vecteur 73 de norme |[#{||||2|||sin(w, v)| directement 
res € re , ee $  — _— 
orthogonal à w et v. va est donc par définition égal à u À v. 


3.4.3 Propriétés du produit vectoriel 


PROPOSITION 3.16 © Le produit vectoriel est antisymétrique 
Si ü et v sont éléments de Ÿ alors 





Démonstration C’est une conséquence directe de l’antisymétrie du déterminant de deux vecteurs dans le plan. 


Interlude 


Lors d’une première lecture, on pourra passer directement à la proposition 3.22 page 123. Ce qui suit permet de démontrer 
cette proposition mais n’est pas important pour la compréhension du chapitre. 


DÉFINITION 3.15 Application linéaire dans l’espace 
Soit f:# — Y. On dit que f est linéaire si pour tout couple (4, v) de Ÿ? et tout réel À, 


fü+v)=f(0)+f@) et fAU)=Af(ù). 


PROPOSITION 3.17 Caractérisation des applications linéaires 
Soit f:# — Y. f est linéaire si et seulement si, pour tout couple (4, ) de Ÿ? et pour tout couple de réels (a, 8) 


fau +BT)=af(u)+pf(0) |. 





Démonstration  Laissée en exercice. 


PROPOSITION 3.18 
Une application composée de deux applications linéaires est encore linéaire. 





Démonstration  Laissée en exercice. 


DÉFINITION 3.16 Application bilinéaire 
Une application f : Ÿ x Ÿ — Ÿ est dite bilinéaire si elle est linéaire en chacune de ses variables, ce qui signifie que 
pour tout vecteurs 4, Ÿ de Ÿ : 


# 4 LU 
— —. est linéaire. 


fu, v) 
4 


— sionfixe v : fbHv) : — —, est linéaire. 


fu, v) 


_ si on fixe ü : f(ü,.): 
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Quelques exemples d’applications linéaires fort utiles pour ce qui vient... 


Soit à un vecteur de #. Soient (O, à, j, k) une base orthonormale directe telle que ÿ et 4 sont colinéaires et telle que 
(j, k) est une base du plan orthogonale à U. 


PROPOSITION 3.19 
La projection orthogonale p sur le plan orthogonale à 4 est linéaire. 


Démonstration Soient v et v' deux vecteurs de Ÿ de coordonnées respectives (x, y, 2) et (x’, y',z') dans (i, j, k) alors p(v) 


est le vecteur de coordonnées (0, y, 2) et p(v!) est le vecteur de coordonnées (0, y',z'). Comme v + v' admet (x+x/,y+7y',2+ 2!) 
comme coordonnées, p(v +!) admet comme coordonnées (0, y+ y/,2 +21) qui sont aussi celles du vecteur p(®) + p(v"). Par 
conséquent, p(v)}+ p(v')= pv + v'). 

Soit À un réel. Le vecteur À v a pour coordonnées (A x, À y, Àz). Les coordonnées de pAŸ) sont donc (0, À y, À2) qui sont exactement 
les coordonnées de Ap(). Donc pA?T) = Ap(®). 

On a prouvé que p est linéaire. 


PROPOSITION 3.20 





La rotation r d’angle % dans le plan orienté (O, j, k) est linéaire. 


Démonstration Les vecteurs de ce plan sont ceux de coordonnées (0, y,z). Soit Ÿ un vecteur de ce plan. L'image par r de Ÿ 
est le vecteur de coordonnées (0,—z, y). On prouve la linéarité de cette application en passant aux coordonnées, comme dans la 
proposition précédente. 


PROPOSITION 3.21 
Soit & un réel non nul. L’homothétie Hz de rapport k, qui à un vecteur v de Ÿ associe le vecteur KV est linéaire. 





Démonstration Soient v et v! deux vecteurs de Ÿ. On a 
hjCD + v!)= k(D +0!) = K0 +kv! = hy(D)+hy(v). 


Si À est un réel, on a aussi 
hy(A D) = KAT)=Ahy(T) 
ce qui prouve la linéarité de h. 
Remarque 3.13 


— En particulier l’homothétie h de rapport k = | ü || est linéaire. 
— Cette proposition est une reformulation du théorème de Thalès. 











Ces trois exemples vont nous permettre de démontrer que le produit vectoriel est bilinéaire. 


COROLLAIRE 3.22 © Le produit vectoriel est bilinéaire 
L'application 
EXT —  Y 
®: 


> — — _ 
CU VI UNT 


est bilinéaire. Autrement dit, pour tout vecteurs 4, 1, 2, V, V1, 2 de Ÿ et pour tout réels A4, À2 
DAMVI+MW)=MUATI+TMUAUWT et |[(Aiw+A2W)AT=AUAV+AUR AU |. 


Démonstration  Fixons w dans Ÿ. L'application : 





V4 =, V4 


6 :4 5 — 
u X + uUAX 
est linéaire comme composée des trois applications linéaires p, r et h. Pour montrer que est bilinéaire, il faut encore montrer 


que, pour Ÿ fixé dans Ÿ et pour tout ü, u’ dans Ÿ et À réel, 


(U+U)AT=UATEHUATEAU)AT=AUAT 
Ces deux propriété découlent de l’antisymétrie du produit vectoriel et de la linéarité de 6_-;. Par exemple pour la première égalité, 
on procède ainsi 


— _ _ 


= =; _ 
(u+U)AT=-VACU+U)=(-V)AU+U)=0 S(u+u)=0 S(U)+0 >(W)=-VAU-VAU=EUAT+ 


=> 
1 — 
AU 


3.4.4 Expression dans une base orthonormale directe 
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THÉORÈME 3.23 OO Expression du produit vectoriel dans une base orthonormale 
Soit Z ( LPSIE k) une base orthonormale directe. Soient w et v des vecteurs de Ÿ de coordonnées respectives (x, y, z) 


et (x', y/,z!) dans 7. Les coordonnées (X, Y,Z) de w À v sont données par : 


Autrement dit : 





Démonstration © Ona: nr 
u=xit+yj+zk et 


Utilisant la bilinéarité du produit vectoriel et les relations 


 — 


TAËÎ=JAÏ=KAK=0 
qui découlent du fait que Z est une base orthonormale directe, on peut écrire : 
AD = (xi 
ï 
+yX TA T+yY A 
+2 KAT+ zy K +zZ KA 
= xyK _ x2 i 
_ yX KE + yat 
+zx —Z VT 


= (y ya) i+(zx/- 2x) j +(xy - y) K 


ce qu'il fallait démontrer. 


3.5 Déterminant ou produit mixte 


3.5.1 Définition 


DÉFINITION 3.17 © Déterminant, produit mixte 
Soient 4, v, w trois vecteurs de l’espace Ÿ. On appelle déterminant ou produit mixte de ces trois vecteurs 
le nombre réel, noté [ ü, v,w] ou det{w, v, w), et donné par : 


_ 


det{ü,v,w)={(uAT).w 





3.5.2 Expression dans une base orthonormale directe 


THÉORÈME 3.24 O0Q Expression du déterminant dans une base orthonormale directe 
Soit #| 11e k) une base orthonormale directe de Ÿ’. Soient w, v, w trois vecteurs de Ÿ’ et soient (x, y, z), (x', y',z!) 


et (x”, y”, z'') leurs coordonnées respectives dans cette base. Alors : 
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Démonstration © II suffit de calculer le produit mixte de ces trois vecteurs en utilisant les formules vues pour calculer le produit 
scalaire et le produit vectoriel de deux vecteurs dans une base orthonormale directe. 


Remarque 3.14 


Le moyen mnémotechnique suivant, appelé règle de Sarrus, permet de calculer le déterminant de trois vecteurs assez 
facilement en additionnant les produits formés le long des flèches bleues et en soustrayant ceux formés le long des flèches 


TOUSES : 
x x! x! 


A 
Ne 
SN 

4 


3.5.3 Propriétés du produit mixte 


PROPOSITION 3.25 © Le produit mixte est antisymétrique 
Soient w, v, w trois vecteurs de Ÿ. 
+ On change le signe du produit mixte de trois vecteurs en permutant deux de ces trois vecteurs : 





Démonstration © 
°e Démontrons (1) : 


det(7,%,w) = 


) .W par antisymétrie du produit vectoriel 


_ 


].w 
= —det(w,v,w) 


+ Pour démontrer (4), il faut se placer dans une base orthonormale directe de Ÿ et calculer, dans cette base, en utilisant la formule 
3.24, les trois déterminants det(v,w, u), det(w, u, v), det(u, v,w) et vérifier qu'ils sont égaux. 
*_ Pour démontrer (2), on peut remarquer que d’après (4), det(ü,w, v)= det{v, ü, w) et appliquer (1. 


> — — 


* Enfin d’après (4) et (1), det(w, v,u)=det(v,u,w)=-det{u,v,w) 


PROPOSITION 3.26 © Le produit mixte est alterné 
Soient 4, v, w trois vecteurs de Ÿ. Si deux de ces trois vecteurs sont égaux alors le produit mixte de ces trois vecteurs 
det{w, v,w) est nul. 





 — —  — — 


Démonstration © Partant de légalité det(v,u,w)=-det(u, v,w), si u = v,on obtient det(u, u,w)=-det(u, u,w) ce 
qui amène det(ü, u,w)= 0. 


DÉFINITION 3.18 Application trilinéaire 
Une nm : . — R est dite trilinéaire si et seulement Si : 


_ 
V 

sr 
V 

— 
V 
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PROPOSITION 3.27 © 





Le produit mixte est trilinéaire. 


Démonstration 

* Fixons (ü,v) dans Ÿ x Ÿ et montrons que l'application : @ : Wr det{u, v,w) est linéaire. Soient a, & deux scalaires et w, 
w! deux vecteurs de Ÿ. On a 

p(aw+aw) = det(u,v,aw+aw!) 
= (uAT).(aw+aw!) 
= a(uwAv).w+a{(uAv).w par linéarité du produit scalaire 
= adet(ü,v,w)+o det(u,v,w') 
= ap(w)+ap{w) 

, D) est linéaire. Il suffit de remarquer 
que pour tout Ÿ dans Ÿ, comme le produit mixte est antisymétrique, det (ü,v,w) = —det (ü,w,v) et que l’application 
V-det(w,w, v) est, d’après le premier point, linéaire. 

+ On montre la linéarité de ü — det(u, v,w) de la même façon. 


3.5.4 Interprétation géométrique 


THÉORÈME 3.28 © Trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul 


. hs + . . . . . . . 
Soient uw, v, w trois vecteurs de Ÿ. Ces trois vecteurs sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte est nul. 





Démonstration © Si un des trois vecteurs ü, v, w est nul, le résultat est clair. On suppose donc désormais qu'aucun de ces 
trois vecteurs n’est nul. 
Supposons que ü, v, w sont coplanaires. Une des deux assertions suivantes est alors vraie : 
_ _ épis _ _ = é , > — — _ _ 
D uet v sont colinéaires et on a donc 4 À V = 0 ce qui entraine que det{u, v,w)={u A v).w=0. 
a  — : _ 
2 uet v ne sont pas colinéaires et donc u À v est un vecteur orthogonal au plan engendré par u et v. Comme w est 
élément de ce plan, ü À V est orthogonal à w et nécessairement : det(u, v,w)={u A v).w=0 


Supposons que det{ü, v,w)=0. Alors : 


5) AS | : _ 
1 siu et v sont colinéaires, il est clair que u, 
ss. 
par u et w. 


En 
V 


_ ; ; 2j> < 
, W sont coplanaires.(ces trois vecteurs sont éléments du plan engendré 


: —  —) — _ : 
2 sinon, u A v est un vecteur orthogonal au plan engendré par ü et v et comme {u À v).w =0, w est aussi orthogonal 
à + = 2 . 212 
à u A v et est donc nécessairement élément de ce plan. 


_ 


u 
FIGURE 3.5 — Interprétation du produit mixte 


THÉORÈME 3.29 © Interprétation du produit mixte en terme de volume 
Soient ü, v, w trois vecteurs de Ÿ. Notons 7 le volume du parallélépipède Z construit à partir de ces 3 vecteurs. On 
a : 


V = |det(%, v, w)| 





Démonstration © Si les trois vecteurs sont coplanaires, le résultat est évident. On suppose donc que ce n’est pas le cas. Soient 
O, À, B et C des points de l’espace tels que ü = OÀ, Ÿ = OB et w = OC. 
+ Soit H le projeté orthogonal de C sur la droite dirigée par ü À V. OH est la hauteur du parallélépipède @. OH est donnée par : 





OC|cos(w AV,W)| = fu | [cos (w AV,W)| 
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+ _Le parallélogramme formant la base de P est porté par les vecteurs ü et V et son aire # est donnée par : 


Mall sin(u, v)}= uv] 
Le volume Ÿ de P est donc donné par : 
V = axOH 
= [HAT x [ml lcos(G 1 7,5)| 
= [(Ga%) xl 


|det(%, 5, &)| 


3.6 Plans dans l’espace 


3.6.1 Représentation paramétrique des plans 


PROPOSITION 3.30 VV Équation paramétrique d’un plan 
Soit (0, fe k) un repère de l’espace #. Soient : A(xa, ya, za) € &, u(xx,y=,2x)et v (xs,y=,2=) deux vecteurs 


de Ÿ’. Soient M{x, y, z) un point de l’espace et Z le plan affine passant par A et engendré par ü et V.On a équivalence 
entre : 


1 Mest élément de 7 
2 ilexiste (af) e R? tel que AM = at +B%. 
3 ilexiste (a,f) € R? tel que : 
X= XA + OX; +Px-; 
Y=ya+ayz +6y; 
Z=Za+ OZ +Pz> 
Le système 
X= Xa + OX +Px 
Y= ya +ayx +Py> 
Z= ZA+OZz +Pz- 





est une équation paramétrique de ?. 


Démonstration Soit M{x, y, z) un point de l’espace. Supposons que M est élément du plan ? alors le vecteur AM est combinaison 
linéaire des vecteurs u et V. Autrement dit, il existe des scalaires a,B € R tels que AM = où + BY. En récrivant cette égalité avec 
X= XA +oxr +Px- 
des coordonnées, on obtient 4 y = ya+ayz +6y> 
Z= ZA +0Z +6z> 
Réciproquement, si les coordonnées du point M(x, y,z) vérifient le système précédentes, on montre que AM = où + BY et donc 
que ME D. 


3.6.2 Représentation cartésienne 


Pour tout ce paragraphe, on fixe un repère orthonormal direct Z (o. ra a k) de l’espace ©. 


PROPOSITION 3.31 © 
Soit Z un plan affine de € Soit A un point de Z et (u,v) un couple de vecteurs engendrant Z. On a équivalence 
entre : 


1 le point M est élément de . 


2 le produit mixte det (AM, ü, 5) est nul. 





Démonstration © SiMe © alors AM est combinaison linéaire de ü et v et les vecteurs AM, à, v sont coplanaires. On a alors 
Te 
nécessairement det (AM, U, 5) = 0. 


_ 


Réciproquement, si det (AM, %, 5) = 0 alors les vecteurs AM, ü, v sont coplanaires ce qui n’est possible que si le point M est 


dans le même plan que celui passant par À et engendré par w, V , c’est à dire @ (car ü et Ÿ ne sont pas colinéaires par hypothèse). 
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COROLLAIRE 3.32 
Soient A{xa, Ja, za), B(x8, yB, z8), C(xc, Ye, Zc) trois points non alignés de l’espace #. Alors M{x, y, z) € € est élément 
du plan affine Z passant par A, B et C si et seulement si 


NA RS LA TXC KA 
VANNES YA YCR VAN 
RNA ON AOL 





Démonstration Il suffit d’appliquer la proposition précédente à 4 = AB et Ÿ = AC et d’exprimer le produit mixte avec les 
coordonnées de ces vecteurs. 


PROPOSITION 3.33 VV Équation cartésienne d’un plan 


+ Soit 7 un plan affine passant par un point A(xa, ya, za) de l’espace & et admettant le vecteur Rñ (a,b,c) comme 
vecteur normal alors une équation cartésienne de Z est 


a(x-— xa) + b(y— ya) + c(z- 24) = 0 


+ Réciproquement, l’ensemble des points M (x, y, z) vérifiant l’équation ax+ by+ cz = d où a, b, c, d sont des réels et 


où a, b, c ne sont pas tous nuls est un plan affine de vecteur normal | 


Démonstration 
— = + . ESS + ON 
+ Mest élément de ? si et seulement si AM et ñ sont orthogonaux et donc si et seulement si AM.n = 0. Exprimant cette dernière 
égalité avec les coordonnées des vecteurs considérés, on retrouve la formule proposée. 





+ SiaZ0, posons A[-4,0,0) sinon, si b £ 0, posons A0, -4,0) sinon on a forcément c £ 0 et nous posons A[0,0, -4). Comme 


le point M{x, y,z) vérifie l'équation ax+by+cz=d,0ona AM. 7 = 0 et donc M est un point du plan passant par A et de vecteur 
normal ñ. 


DÉFINITION 3.19 © Équation normale d’un plan 
Soit Z un plan affine d’équation ax+ by + cz = d. Comme dit plus haut, le vecteur 7 (a, b, c) est un vecteur normal à 
®P. Si ce vecteur est de plus unitaire, c’est à dire si 


[A =+p+c21 





alors l’équation ax + by+ cz = d est appelée équation normale de Z. 


Interprétation géométrique de l’équation normale 


Soit 2 un plan et H le projeté orthogonal de l’origine O de Z sur Z. Posons : w = Pal Considérons les 3 angles non 
orientés : 

a=| i, ü), p={j,ü) et y=[K,à) 
On a donc 


_ 


cosa= it, cos= j.ù et cosy = K.4 
et ü (cos a, cosf, cos y). Comme 4 est unitaire, on a aussi cos? a+ cos? B + cos? y = 1. Par ailleurs 
M(xyze? HM.x=0 
— (o- OH) .ü =0 
— (xT+y5 +26 -hù).ù =0 où n=]OH] 
— cosax+cosfy+cosyz= h. 


Cette dernière égalité forme une équation normale de Z. 
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Position relative de deux plans 


L'espace est ici encore rapporté à un repère orthonormal direct Z (o. i,j,k ]: 


DÉFINITION 3.20 © Plans parallèles 
Deux plans de l’espace sont parallèles si et seulement si ils admettent un vecteur normal non nul commun. 


DÉFINITION 3.21 © Plans perpendiculaires 
Deux plans de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si ils admettent des vecteurs normaux non nuls orthogo- 
naux. 


PROPOSITION 3.34 © Caractérisation de la perpendicularité ou du parallélisme de deux plans à partir de leurs 
équations cartésiennes respectives 
Soient Z et Z” deux plans d’équations cartésiennes respectives 


ax+by+cz=d et ax+b'y+c'z=d'. 


—; _ e N N 
Les vecteurs 7 (a, b,c) et n'(a’,b',c') sont donc, respectivement, des vecteurs normaux à Z et à 4". 


1 Les plans Z et Z”’ sont parallèles si et seulement si il existe un réel À Z 0 tel que 
Di ÀG, CD =D EXC 
2 Les plans et #’ sont confondues si et seulement si il existe un réel À Z O0 tel que 
d=Na DB cc = \A 
3 Les plans Z et ”’ sont perpendiculaires si et seulement si 


aa! + bb! + cc! =0 





Démonstration © 


D et P' sont parallèles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires ce qui est se traduit en termes de 
coordonnées par les 3 égalités ci dessus. 


2 Pet P' sont confondues si et seulement si, à la fois, ils sont parallèles et si ils ont un point commun A(x4, ya, za). D’après 
le point précédent, ceci est équivalent à 


a'=Xa, bB=Ab, c'=Ac et axa+bya+cza-d=axa+bya+cza-d'=0 





On obtient alors 
(Âa— à) Xa + (Ab — b) ya + (ÂC— 0) za-d+d'=0 


ou encore 
(À 1) (axa + bya + cza) - d+d!=0 


Et comme A est élément de ?, on a aussi 
(-1)d-d+d!=0 


Ce qui prouve que d' = \d 


3 Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux, c’est-à-dire si et seulement 
Ceres . Z 2 25 . 2 
si n.n! =0, de quoi découle l'égalité à prouver quand on la transcrit en coordonnées. 


PROPOSITION 3.35 © 


Soient Z et ’ deux plans de l’espace de vecteurs normaux respectifs 7 et n'.Si Z et sont sécants alors leur 
intersection est une droite de vecteur directeur 7 À n’. 





Démonstration © Soit À un point de l'intersection des deux plans ? et P. 

Si le point M est élément de P n P' alors AM est orthogonal à n et à n'. Par conséquent, AM est colinéaire à n AR! et M 
appartient à la droite passant par À dirigée par ñn A n'. 

Réciproquement, supposons que M appartient à la droite passant par A dirigée par n À n', alors le vecteur AM est orthogonal à n 
et à n°’. Comme À est élément des plans À et P, nécessairement M est élément de P et Pet donc de P NP". 


3.6.3 Distance d’un point à un plan 
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FIGURE 3.6 — Plans sécants dans l’espace 


PROPOSITION 3.36 © Distance d’un point à un plan 
Soit Z un plan affine de vecteur normal 7. Soit M un point de l’espace et H son projeté orthogonal sur Z. On appelle 
distance du point M au plan © la distance MH. On la note : d(M, ?). C’est la plus petite distance du point M à un 


point À de ? : 


VAE P, d(M,?)=HM< AM. 





Démonstration © Soit Ae P. Le théorème de Pythagore appliqué dans le triangle AHM permet d'écrire AH? + HA? = AM. 
Comme HA? > 0,ona MH? < AM? et donc MH < MA. 








FIGURE 3.7 — Distance d’un point à un plan 


| Remarque 3.15 H est l’unique point de Z tel que les vecteurs MH et 7 sont colinéaires. 


Deux méthodes de calcul de la distance d’un point à un plan 


THÉORÈME 3.37 © Quand le plan est donné par un point et deux vecteurs directeurs 
Soit un plan défini passant par un point A, engendré par les vecteurs 4 et Ÿ et de vecteur normal n. Soit M un 
point de l’espace. On a 
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Démonstration ©Q Soit H le projeté orthogonal de M sur ?. Plaçons nous dans le plan défini par les points À, H et M. Soit 6 
une mesure de l’angle non orienté (i,Mà). On a MH = AM:|cos8|. 
Par ailleurs 
Az ]AM] Icos0t | Av] 
MH = AM: |cOS0] = — = 
(HA [El 

ce qui prouve la première formule. Pour la seconde, il suffit d’appliquer la première avec n = u À v qui est bien un vecteur normal 
à P. Enfin, par définition, on sait que (ü A v) -AM = det [ü,5,1M) 


THÉORÈME 3.38 © Quand le plan est donné par une équation cartésienne 
On rapporte le plan à un repère orthonormal Z. Soient Z un plan d’équation cartésienne ax + by +cz+d = 0 et 
M(xu, ym, Zu) un point de l’espace. On a 


|axm + byu + czu + d| 


Va2+b2+ c2 


d (M, ?) = 





Démonstration © Au regard de l’équation cartésienne de ? le vecteur n (a, b,c) est normal pour @. On considère un point 
A(xa, ya, za) € ©. En utilisant la formule précédente, on obtient 


7-AM| 
(Pr | 
a(xm — Xa) + b(ym — ya) +c(zM — Za)| 
Va? +b?+ c2 
axm + bym + Czm — (axa + bya + cza)| 


V'a2 + b2 + c2 


axM + bym + Czu + d| 
Va2+b?+c2 


car comme À est élément de Ÿ, on a axa + bya + CzaA = -d. 


d(M, ?) 





3.7 Droites dans l’espace 


3.7.1 Représentation paramétrique 


PROPOSITION 3.39 COQ Représentation paramétrique d’une droite 
Soit Z un repère orthonormal de l’espace. Soit Z une droite passant par un point A{x4, A, za) et de vecteur directeur 
U(xz,yz,27). Une équation paramétrique de Z est : 


X= XA+TIXS 


Y=JyaA+Iyz 
Z=Zat{Z} 





Démonstration Il s’agit d’une traduction en termes de coordonnées de l'égalité \EeR: v=Au. 


3.7.2 Représentation cartésienne 


PROPOSITION 3.40 OOQ Représentation cartésienne d’une droite 
Soit Z un repère orthonormal de l’espace. On se donne des réels a, b, c, d et a’,b',c',d' tels que les triplets (a, b, c) et 
(a',b',c') sont non nuls et non proportionnels. L'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient le système 


ax+by+cz+d=0 
a'x+b'y+c'z+d'=0 


est une droite de vecteur directeur où 7 (a,b,c) et n'(a',b',c'). 
Réciproquement, toute droite admet au moins un système d’équations de ce type. 
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Démonstration Les triplets (a, b, c) et (a', b', c') n’étant pas proportionnels, les vecteurs normaux au plan © d’équation ax+by+ 
cz+d=0 et P' d’équation a! x+b!y+c'z+d" = 0 ne sont pas colinéaires et ces deux plans ne sont pas parallèles. Leur intersection 
forme donc une droite affine d’après la proposition 3.35. Un système d’équations cartésiennes pour cette droite est donné par le 
système (x). 

Réciproquement, si Z est une droite affine dirigée par ü € Ÿ et passant par A € Ÿ, alors si on complète le vecteur Ÿ en un trièdre 
direct (ü,v,w) de l’espace, il est clair que 2 est l’intersection des plans passant par À (A, u,v) et P (A, u,w). La droite 2 
admet donc bien un système d’équations du type indiqué. 


3.7.3 Distance d’un point à une droite 


PROPOSITION 3.41 © Distance d’un point à une droite 
Soit Z une droite de l’espace passant par le point P et de vecteur directeur w. Soit À un point de l’espace et H son 


projeté orthogonal sur Z (H est l’unique point de Ÿ tel que les vecteurs AH et % sont orthogonaux).On appelle distance 
de À à 9 la distance AH. C’est la plus petite distance de A à un point de %. Elle est notée d (A, 2). 





Démonstration Voir la preuve de la proposition 3.36. 


THÉORÈME 3.42 © 
Soit une droite de l’espace passant par le point A et de vecteur directeur #4. Soit M un point de l’espace. On a 





Démonstration © Soient H le projeté orthogonal de M sur la droite Z. Soit 6 une mesure de l’angle non orienté (AH, An). On 
a : AH = AMsin6|. Par ailleurs, on a 
]% AM) =|%| JAM] isinol 


d’où l'égalité. 
3.7.4  Perpendiculaire commune à deux droites 
DÉFINITION 3.22 © Droites orthogonales, droites perpendiculaires 


+ Deux droites affines de l’espace sont orfhogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs le sont. 
+ Deux droites affines de l’espace sont perpendiculaires si et seulement si elles sont à la fois sécantes et orthogonales. 





Remarque 3.16 Si 9 et 2’ sont deux droites parallèles, il existe une infinité de perpendiculaires commune à ces deux 
droites. Elle effet, elles sont contenues dans un même plan et il existe une infinité de droites perpendiculaires à ce plan. 


PROPOSITION 3.43 © Perpendiculaire commune à deux droites 
Soient Z et Ÿ' deux droites non parallèles, il existe une unique droite À perpendiculaire à la fois à Z et à ’. Cette 


droite est appelée perpendiculaire commune aux deux droites D et à '. Si de plus ? est dirigée par 4 et si Ÿ' est 
dirigée par 4’ alors A est dirigée par ü À u’. 





Démonstration © 

[Existence | Soient : 
* 4 un vecteur directeur de Z et À un point de 
* u! un vecteur directeur de Ÿ’ et A! un point de Ÿ'. 
Posons w = ü À ü'. Comme les droites D et 2! ne sont pas parallèles, leurs vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires et donc 
w est non nul. Notons ? le plan donné par le triplet (A, u,w) et @ Ie plan donné par le triplet (A', u',w). Un vecteur normal 
à P est n = ü A w et un vecteur normal à P' est n! = ü’ A w. Ces deux plans ne sont pas parallèles. En effet, si c'était le 
cas, alors n et n' seraient colinéaires. Il existerait donc des scalaires a,B non tous deux nuls tels que au A wW +fBu' A w = 0 ce 
qui amènerait (au + pu!) A = 0. Alors w serait élément du plan vectoriel engendré par ü et V ce qui n’est pas possible par 
définition de w. L’intersection des plans Z et P' est donc une droite affine À qui est dirigée par w et donc perpendiculaire aux 
deux droites D et 7. 

[Unicité] Soit A’ une droite affine perpendiculaire aux deux droites D et 2’. Alors un vecteur directeur w’ de A! est orthogonal 
à la fois à u et à u'. Autrement dit W’ est colinéaire à w = u À u’. De plus, A est incluse dans le plan affine (A, , w) ainsi 
que dans le plan (A', u',w). Par conséquent A' = 6. 
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FIGURE 3.8 — Perpendiculaire commune à deux droites 


: | Pour déterminer la perpendiculaire commune à deux droites 


Dans l’espace muni d’un repère orthonormal direct, on considère deux droites non coplanaires 2 et 2’ telles que 
PINS —_ = 
— D est dirigée par le vecteur u et passe par le point A 
— D est dirigée par le vecteur w’ et passe par le point A! 
Pour déterminer une équation cartésienne d’une perpendiculaire commune à 2 et 2" : 
+ _—. — 
On forme le vecteur v=uU AU. 


On forme une équation cartésienne ax+ by+ cz+ d =0 du plan @ passant par À et engendré par ü et v.Ce 
plan contient 2. 

On forme une équation cartésienne a! x+ b'y+ c'z+ d'=0 du plan @' passant par A et engendré par ü et V. 
Ce plan contient 2. 


L’intersection de P et de P' est une droite dirigée par V. Par construction, cette droite est la perpendiculaire 
commune À à 2 et à 2’. Un système d’équations cartésiennes pour À est donc : 


ax+by+cz+d 
a'x+b'y+c'z+d' 


PROPOSITION 3.44 © Distance entre deux droites non parallèles 
Soient et Ÿ' deux droites non parallèles. Soient A la perpendiculaire commune à ces deux droites, H le point 
d’intersection de À avec % et H/ le point d’intersection de À avec Ÿ’. Pour tout points M de Z et M’ de Ÿ',on a: 


d(H,H') < 4(M,M') 


avec égalité si et seulement si H = M et H’ = M. La distance d(H,H') est appelée distance de D à 9’ et se note 
d(2,9). 





Démonstration © MH dirige 9 et H'M' dirige 2. Ces deux vecteurs sont donc orthogonaux à HH/. D’après le théorème de 
Pythagore, on a : 


==: 9 5, =? msg 
DÉLUEE 
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— 


II vient alors MM’ > HH! et on a égalité si et seulement si ]MH + H'M'| = 0, c’est à dire si et seulement si MH+H'M'= 0 ce qui 
équivaut à H= M etH'=M'. 


THÉORÈME 3.45 © Calcul de la distance entre deux droites non parallèles 
Soient Z et Z' deux droites non parallèles de vecteurs directeurs respectifs w et 4’, passant respectivement par les 
points M et M’. On a: 





Démonstration © Soit À la perpendiculaire commune aux deux droites D et D’. Comme précédemment notons H le point 
formant l'intersection de 2 et À, ainsi que H’ le point formant l'intersection de 9" et À. On a d(2,2') = HH' = JHH |: Les 


vecteurs ü À ü' et HH sont colinéaires donc 
(CADET EE ETUI 
Par conséquent 
(in a").HH/|  |det(7, w’,HH”)] 
HH' SR —— 
fu a | fu a u| 


On a de plus 


\det (7, x’, Mi) \det (7, %',MH + HH/ + H'M°)| 


—_ —7, 


|det( u,u HH°)] car w et MH ainsi que 4’ et H'M' sont colinéaires 


(E AU) HH'| par définition du produit mixte 


fu AU! | jan | car les vecteurs w À ü’ et HH sont colinéaires 
d’où l'égalité. 
3.8 Sphères 
3.8.1 Généralités 
DÉFINITION 3.23 © Sphère 


Soient À un point de l’espace et R € R° un réel positif non nul. On appelle sphère de rayon R et de centre A l’ensemble, 
noté .7 (A, R) des points de l’espace situés à une distance R de A: 


S(AR)= {ME | AM=R} 


PROPOSITION 3.46 © 
L'ensemble des points M de l’espace vérifiant 


MA-MB=0 





est la sphère de diamètre [AB]. 
Démonstration © Soit I le milieu de [AB]. Soit Me &. On a: 
=, nn _ 2 este 
MÂ-MB=0— [Mi+ À). [Mi+18) 0 |mi] _IÀÏB=0<— IM=IA 
PROPOSITION 3.47 VV Équation cartésienne d’une sphère 


Soit Z un repère orthonormal de l’espace. La sphère de centre A (a, b, c) et de rayon R € RŸ admet comme équation 
cartésienne : 


(x a)? +(y-b) +(z-02-R?=0 





9 
Démonstration Il suffit d'écrire que : M{x,7,z)e = JAM] =R?. 
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3.8.2 Sphères et plans 


PROPOSITION 3.48 Position d’un plan par rapport à une sphère 

Soit .7 une sphère de centre A et de rayon Re R*. Soient Z un plan de l’espace et H le projeté orthogonal de A sur 
L?. 
e Sid(A, P)>R alors PNnS=S. 


e Sid(A, P)=R alors Zn. = {H}. 
+ Si d(A, P) <R alors Z n.7 est le cercle de centre H et de rayon VR2-—d2 (A, ). 
Dans le deuxième cas, on dit que Z est le plan tangent à la sphère S au point H. 





Démonstration Soit ME ?. Par application du théorème de Pythagore, d (A, M} = d(A H)?+d (H,M)2 = d (A, Py?+d (H,M)2. 
Par conséquent, Me .S si et seulement si R2= d(A,M) = d(A, Py? + d(H,M)2. 


3.8.3 Sphères et droite 


Soit Z (0, 1 k) un repère orthonormal de l’espace. 

On étudie dans ce paragraphe l’intersection entre une sphère . et une droite Z. Afin de simplifier le problème, on peut 
supposer que Ÿ est dirigée par le vecteur K, que O est le centre de .7. Une équation cartésienne de .7 dans Z est alors : 
x? + y? + 22 = R? où RE R* est le rayon de .7. 

% coupe le plan passant par O et dirigé par les vecteurs et F en le point A (a, b,0). Elle est donc paramétrée par : 
= a 

b 
t 


x 
y 
Zz 


PROPOSITION 3.49 Position d’une droite par rapport à une sphère 
Posons d = d(O, 2). On a: 


+ Sid>R alors Ÿ et.S ont une intersection vide. 
+ Sid=R alors Ÿ et .S ont un point commun et un seul. On dit que la droite est tangente à la sphère. 
+ Sid<R alors Ÿ et .S ont exactement deux points en commun. 





Démonstration Ona:M{x,y,z2)Ee Zn = x=ax=bz=t et x+p +2 2R ee x=ax=bz=t et a +b?+12= 
R2. Comme d = a?+b?,ona:M(x,y,2)e D = 1? =R?-d?. 





En résumé 


D Il convient d’avoir bien compris : 
— l'utilité du produit scalaire 
— l'utilité du déterminant 
— l'utilité du produit mixte 

et les différentes techniques pour les calculer. 

2 Il faut savoir calculer rapidement et sans hésitation 
— l’équation cartésienne et de l’équation paramétrée d’un plan 
—  l’équation cartésienne et de l’équation paramétrée d’une droite 
— l’équation cartésienne d’une sphère 


3 Il faut savoir retrouver rapidement aussi les formules de changements de coordonnées sphériques et cylindriques. 
Elles seront utilisées à la fois en mathématiques et en physique. 


4 Les différentes formules pour calculer la distance d’un point à un plan, d’un point à une droite, entre deux droites, 
ou le volume d’un parallélépipède doivent être bien connues. 
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3.9 Exercices 


3.9.1 Produits scalaire, vectoriel et mixte 


Exercice 3.1 VO 
Soient ü, v et w trois vecteurs de l’espace. Montrer que : 


ilamasho 


Solution : Considérons un repère orthonormal direct (Cr) dans lequel les coordonnées de w sont (a,0,0), 


celles de Ÿ sont (a',b',0) (il suffit pour cela que i et j engendrent un plan contenant ü et V) et celles de w sont 
(a”,b",c"). On a alors : 


a a! la" a b'c" 0 


uA(VAwW)=|0A [Ib AÎb'|=10 A ac"  =|aa"b'-aab" 
c! 0 la b'-b'a" Il 





0 
b'- aa'|b" =|aa"b!- aa! b" 


—aa c! 


d’où l'égalité. 





Exercice 3.2: ©Q _, 
Dans l’espace, on considère un vecteur ù unitaire et une base orthonormale directe ( i, j, k). 
— , 2 + |, >? 2 + -. 2 
1. Calculer a={|u A ilf+uA jlf+lIuaAKkl. 


2. En déduire que l’une de ces trois normes est supérieure ou égale à 2/3. 


Solution : 
35 —_ 0 —_ TE — y 
1. Notons ü y. Alors UAil|Zz ,UA j10, UAkl|-x. Par conséquent, à = 2(x? + y? +22) = 2 puisque Ill? = 1. 
Z = x 0 


2. Par l'absurde, si les trois normes étaient toutes strictement inférieures à V2/3, on aurait 2 = a < 2/3+2/3+2/3 =2, 
ce qui est absurde. 





Exercice 3.3: ©© Identité de Jacobi 7 : 
On rapporte l’espace à une base orthonormale directe. Soient quatre vecteurs 4, b, €, d de l’espace. 


1. Montrer l'identité de Jacobi : 


2. Montrer que 








3. Montrer que 


Solution : 


1. Utilisons la formule du double produit vectoriel : 
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_ 


det(ä,b,c par définition du produit mixte 


d) 
det(b, c À d, à) car le déterminant est invariant par permutation circulaire 
à) 


(bA(E A d)| 


 — T — 


(bd) C-(b|c) d|a) d’après la formule du double produit vectoriel 
(bid) {cla)- (blé) (d\) par bilinéarité du produit scalaire 
(alc) (aäld) 
(bic) (bld) 
3. Utilisons à nouveau la formule du double produit vectoriel : 


(a A D)A(E A d) 





Exercice 3.4 VO DS 
On considère deux vecteurs (4, b) de l’espace. Résoudre l’équation vectorielle 


aA 
d’où l’on tire (remplacer 4 À X par b—* et a.x par 
| 
1+ | all? 


— 
XT— 





On vérifie réciproquement en utilisant la formule du double produit vectoriel que ce vecteur est solution. 


Exercice 3.5 OQ0 = 
On considère deux vecteurs à et b non-nuls et orthogonaux. Résoudre l’équation vectorielle : 


_ 


Solution : Soit * un vecteur solution. On calcule D A(KA&)= D A D = 0 d’où en utilisant la formule du double 
produit vectoriel, (b.a)*- (b.x)à = 0. Mais puisque ä.b =0et que à Z 0 ,onentire que Eee De la même 


façon, en calculant ‘ä A(b À X), on trouve que [a.x-0| Puisque le vecteur X est orthogonal à ä et à b, il existe 
À ER tel que * =X 4 A b. Alors en calculant 


AC A b)Aa=A4|2b 


on doit avoir À = TE . De même, en calculant 
a 


DAX&ADb)=A|b24 


on doit avoir À = ——. Par conséquent, 


> . 


I b 2 
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— Sillal Z|b|, 7 =. _ 
an 2} 


= Sillal =1bI, = {= 
Ia 12 
où S est l’ensemble solution du système étudié. 





Exercice 3.6 VO = 
Soient quatre vecteurs ä,b,c, d del ‘espace. Montrer que 


Solution : Calculons 





Exercice 3.7. ©QOQ 
Soit n >3 et n vecteurs de l’espace a; vérifiant Le a; = 0. Montrer que 


D &nä- XL na 
1<i<j<n 1<i<j<n-1 


Solution : Puisque la première somme vaut 


n JE _ 
(San) 
Fibre 


n-1 
Dares ( 
i=l j 





on en déduit le résultat. 


3.9.2 Coordonnées cartésiennes dans l’espace 
Exercice 3.8 ©O 
Pour chacun des plans @ suivant calculer une équation cartésienne et une équation paramétrée : 
1. Le plan @ passant par A (1,0, 1) et de vecteur normal n =(1,-1,2). 
2. Le plan @ passant par A(0, 1,1) et engendré par ù = (1,—1,0) et v = (0,0,2). 
3. Le plan P passant par A(1,—-1,0) et parallèle au plan 2 :x-2z+1=0. 
. _—— | 2x-y+1 = 0 
4. Le plan P passant par A (1, —1, 1) et perpendiculaire à la droite 2 : : 
X—y+z-2 =0 
5. Le plan P passant par les points A(1,0,1), B(0,1,-1) et C(2,1,0). 


X —=-3+t 
. Xx—y+l =0 | 
6. Le plan P contenant les droites 2 : ; . et®D':4y =2-t 
VoRTE 
Zz =2-2t 


7. Le plan P passant par A (1,0,0) et perpendiculaire aux plans 2 :x-2y+2z-1=0et2' :y-2z+1=0. 
8. Le plan @ passant par les points A(1,0,—2) et B(0,—1,1) et perpendiculaire au plan 2 :x-y+2z=1. 
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Solution : 

1. Une équation de @ est de la forme x-— y+2z+ d = 0 avec de R. Mais comme À e P, d = -3 et donc P : 
x—y+2z-—3 = 0. Pour trouver une équation paramétrée de @, il nous faut connaître deux vecteurs w et Ÿ qui 
engendrent @. Il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires et orthogonaux à n. C’est le cas par exemple de 

x =1+s+2t 
ü =(1,1,0) et v =(2,0,-1). Donc P :4y =s : StER. 
Zz =1l-t 
. Comme P est engendré par ü = (1,—1,0) et v = (0,0,2), il admet n! = (-2,-2,0) ou encore n = (1,1,0) comme 
vecteur normal. Son équation cartésienne est donc de la forme x+ y + d =0 avec deR. Comme Ae@,d=-1let 
DS 
P :x+y-—1=0. On trouve facilement une équation paramétrée P :4 y =1-5s ; s,tER. 
z =1+2ft 


. Comme le plan P est parallèle au plan 2 : x—2z+1 = 0 il admet ñn = (1,0,—-2) comme vecteur normal. Son 
équation est donc de la forme x—2z+ d = 0 avec d ER. On utilise les coordonnées de À pour calculer d = —1. 
Donc P : x-2z-1 = 0. Pour déterminer une équation paramétrique de À, il nous faut connaître deux vecteurs 
ü et Ÿ engendrant P. On peut procéder comme dans la première question. On peut aussi chercher ces vecteurs 
dans le plan vectoriel P : x—2z = 0. On choisit par exemple ü = (2,0,1) et v = (0,1,0). Il vient alors P : 

x =1+2t 
y =-1+5s;SsteR. 


Zz =t 





. Un vecteur directeur à 2 est donné par (2,-1,0) A (1,—1,1) = (—-1,-2,-1) et ce vecteur est normal à @. On 
termine alors comme dans la première question et une équation de P est x+2y + z = 0. On cherche alors deux 
vecteur engendrant ce plan. On peut prendre 4 =(1,0,—1) et Ÿ = (2,-1,0) et une équation paramétrée de P est 

Xx =s+2t 
Y = ; StER. 


Z = —S 


. Les vecteurs AB = (—-1,1,-—2) et AC = (1,1,-1) ne sont pas colinéaires et ils engendrent @. Un vecteur normal 


au plan est donc n = ABAAC = (1,-3,-2). On termine alors comme dans la première question et on a P : 
x =1-s+t 


x—3y-2z+1=0. Une équation paramétrée est P :4 y =s+t ; S TER. 
z =1-2s-t 
. Comme le système : 

x—y+l =0 

y—z-2 =0 

x =-3+t 

y =2-t 

2 =2—2t 
admet (—-1,0,-2) comme solution, les deux droites sont sécantes en le point A(—1,0,—2) et elles définissent bien 
un plan. Un vecteur directeur de 2 est ü =(1,-1,0) A (0,1,—1) = (1,1,1). On lit sur l’équation paramétrée de D’ 
un vecteur directeur de 2' qui est Ÿ = (1,-1,-2). Donc un vecteur normal à P est n = ü À v = (-1,3,-2) eten 
utilisant les coordonnées de À, on trouve que P :-x+3y—2z-—5 = 0. Comme les vecteurs ü et v engendrent 


5 = Sa 
P,onaP :4y =s-t ; TER 
Z =-2+s-2t 
. Les plans 2 :x-2y+2-1=0 et 2' : y-2z+1=0 ne sont pas parallèles et s’intersectent suivant la droite 


.Jx-2y+z-1 =0 


D . Cette droite est encore perpendiculaire à @ et un vecteur directeur pour cette droite 


—2Z+1 =0 
us (,—2, D A(0,1,—2) = (0,2, 1) est normal à @. On en déduit que P :2y+2 = 0. Par ailleurs, tout vecteur 
normal à 2 ou à 2' est élément du plan vectoriel associé à P donc P est le plan passant par À et engendré par 

X =1+s 
(1,—2, 1) et (0,1, —2). On en déduit une équation paramétré : P :4 y =-2s+1;,tEeR 


Z =s-2t 
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8. Le vecteur ñn = (1,-1,1) normal à 2 : x y+2= 1 est élément du plan vectoriel associé à @. Le vecteur 


AB = (-1,—1,3) est aussi élément de ce plan vectoriel et donc est le plan passant par À et engendré par nñ et 
AB. En particulier, ñ AAB = (2, -4, —2) est normal à P. Une équation cartésienne de P est donc x+2y+2+ = 0. 


x =1+s-t 
Une équation paramétrée est P :4 y =-s-t ; (ER. 
Z =-2+5s+3t 





Exercice 3.9 Q 
On considère la droite Ÿ passant par A = (1, —2,0) et dirigée par ü =(1,1,-1. Soit B=(0,1,-2) un point de l’espace. 
1. Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal de B sur 2. 


2. Calculer de deux manières différentes la distance de B à la droite 2. 


Solution : 
x =1+t 
1. L'équation paramétrique de D est: 4 y =-2+1t; teR. De plus, une équation du plan normal à w passant par 
 —— 
Best: x+y-—2-—3=0. Le point H forme l'intersection de ce plan et de la droite 2 et ses coordonnées satisfont 
le système : 
x=l+t 
y=-2+t 
Zz=-t 


Xx+y—z-3=0 
Par conséquent [H(7/3,-273, -413) | 
(EresIl 


2. La distance de B à la droite 2 est donnée par |BH) = = . On a aussi : d(B, 2?) = DUR = = L 
u 





Exercice 3.10 © 
On considère les plans P et P” d’équations respectives x—y+z+1=0et2x+y-2z-1=0. 
1. Vérifier que ces deux plans ne sont pas parallèles. 
2. Déterminer une paramétrisation de leur intersection Z. 


3. Donner une équation cartésienne du plan 2 passant par À = (1, 1,0) et perpendiculaire aux deux plans P et P". 


Solution : 
1 2 


1. Un vecteur normal à ? est n|-1 et un vecteur normal à ?' est n/| 1 . Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires 
l el 


donc les plans ne sont pas parallèles. Leur intersection est alors une droite Z. 


. D est dirigée par le vecteur 
IT 
nAn=|-1A|1 =|3 
1 —1 13 


x—y+z+1l 


0 0 
ou encore par le vecteur ü = |1. Un point de Ÿ est : M| 0 . On l’obtient à partir du système 
l —1l 


Dial 


en fixant y = 0 et en résolvant le système à deux équations et deux inconnues ainsi obtenu. Une paramétrisation 


de 2 est alors : 


. Le plan 2 passant par A = (1,1,0) et perpendiculaire aux deux plans © et P' admet 4 comme vecteur normal. 
Son équation est donc de la forme : y+ z+c=0. Comme À € 2, c = —1 et une équation de 2 est ly+2-1=0| 
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Exercice 3.11 VO 
On considère les plans P et 2 d’équations respectives 3x—-4y+1=0et2x-3y+62z-1 =0. Déterminer l’ensemble 
des points équidistants de P et 2. 


Solution : Soit M{x, y, z). On a la série d’équivalences : 


d (M, ?) = d (M, 2) 

[8x-4y+1| [2x-3y+67-1] 

7|3x-4y+1]=5|2x-3y+62z-1| 

7(8x-4y+1)=5(2x-3y+62-1) ou 7(3x-4y+1)=-5(2x-3y+6z-1) 
11x-13y-30z2+2-0 ou 31x-43y+30z-0 


Le lieu des points équidistants de et 2 est donc la réunion des plans d’équations 11x-— 13y —-30z+ 12 = 0 et 31x-— 
43y + 302 +2 = 0. Ces deux plans sont appelés plans médiateurs de 7 et 2. 





Exercice 3.12 Q 
Calculer : 


1. La distance du point A(1,2, 1) au plan P :x-2y+3z=1. 


x=1+3t 
2. La distance du point B(1,2,—1) à la droite Ÿ paramétrée par 4 y=2-t avecteR. 
z=2t 
2x—-y+2z=1l 


3. La distance du point C(1,0,2) à la droite À définie par 
X—y+z=-1l 


—Xx+y-2z=1 2x-y-2z=0 


4. Déterminer la distance entre les droites 2 et D' d'équations respectives : 
x—y+2z=1 —Xx-2y+3z-0 


Solution : 
[1x1—-2x1+3x1-1| 1 
LOQA, P) = -î7| — 
V12+22+32 V14 


3 1 [tABM] [A 
. Un vecteur directeur de 2 est : u|-1 et un point de est : M|2. Par conséquent : d (B, 2) = AT = "E L 
2 0 mi 7 


? 1 0 À 
. Un vecteur directeur de À est : üù = |-1 A|-1 = |-1 etun point de À est : M| O0 . Par conséquent : d(C, 2) = 
l 1 —] —3 


ro] PE 
RER ] 


. Un vecteur directeur de D est üù =| 1 Al-1 = |1 etun vecteur directeur de 2! est u! = |-1 A|-2 =|-5 ou mieux : 
—] 2 0 —] 3 —5 


—l |1 1 2 [|-1 |-5 


_ 


l —3 0 1  |1 l 
u' = |1. Un point de 2 est M| O0 et un point de Ÿ' est M'|0, par conséquent, comme ü Au =|1 A1 =|-1 
l l 


2 0 0 0 


\det(%, u',MM')| 32 
Ce Ed 


Exercice 3.13 © 
On considère le plan @ représenté paramétriquement par : 





X =2+À1-p 
y =3-\+2h (AUWER 
Zz =1+21+h 
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1. Donner une équation cartésienne du plan P. 


l 
2. Déterminer la distance du point A|1 au plan P. 
l 


3. Donner une équation cartésienne de la droite passant par le point À et perpendiculaire au plan P. 


Solution : 


2 l il —5 
1. Le plan passe par le point Q|3 et est dirigé par les vecteurs u|-1, | 2 . Le vecteur ñn = üù À V|-3 est normal 
l 2 l l 


au plan. L’équation cartésienne est donc de la forme -5x-3y+2+c = 0. Puisque Q € @, on trouve que c = 18, et 


donc 
P:-5x-3y+2z+18=0 


ESS  l 
dA, D) = = — 


V52+32+12 V35 


3. La droite est dirigée par le vecteur n d’où une équation paramétrique : 


2. Utilisons la formule du cours : 


COS 
y =1—3À 
Zu — I EN 


En éliminant le paramètre, on obtient une équation cartésienne : 


Xx+5z-2 =0 
y+3z-4 =0 





Exercice 3.14 © 
On considère la droite d’équation : 


l 
Déterminer la distance du point Q|2 à cette droite. 
l 


1 À 
Solution : Le vecteur u| 1 est normal au plan 1, le vecteur T|-1 est normal au plan P;. Puisque D = Pin, 
= 1 


0 0 


le vecteur ü À v |-3 dirige la droite D. On peut également prendre comme vecteur directeur le vecteur ñ|1 qui lui est 
= l 


1/3 
proportionnel. Cherchons un point A de la droite 2. En choisissant z = 0, on trouve par exemple A|—-4/3. Et alors : 


0 


IAGA HI _ VIS 
Il v3v2 


d(Q,2) = 





Exercice 3.15 MN 


l 
Soit aeR et le point A|1. On considère les quatre plans d'équations : 
a 


Pi :x+y-1=0, P2: y+2z-1=0, P3: x+z-1=0, Pa: x—-y+z=0 
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Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a pour que les projections orthogonales de A sur les quatre plans 
soient 4 points coplanaires. 


1 x 
Solution : Un vecteur normal au plan (P1) est ñnj|1. En notant A1|y le projeté orthogonal de A sur le plan P1, il existe 
0 Z 


À ER tel que A, =A+Xn : 


1/2 
Comme A1 € P1, on a (1+À)+(1+4À)-—1 = 0 d’où l’on tire À = -1/2 et A;|1/2. Par la même méthode, on trouve 
a 


1 1-a/2 1- a/3 
A|1-a/2, A3 1 et A4|1+ a/3. Les quatre points sont coplanaires si et seulement si det(AiA2,A1A3,A1A4) = 0, 
al2 al2 2a/3 


ou encore (pour simplifier les calculs), det(2A1A2,2A1A3,6A1A4) = 0. En développant, on trouve que 2a(a + 1) = 0, 


c’est-à-dire] a = 0 ou a = -1 |. 


Exercice 3.16 © 
On considère les deux droites de &3 d’équations cartésiennes : 





x=2z+l 
hs 
1,JXx=2z+2 
Re 


Montrer qu’elles sont coplanaires et former une équation cartésienne de leur plan. 


x 
Solution: Soit M|y. Alors ME Dn2' ssi x =3, y=0,z= 1. Donc les deux droites sont concourantes et par conséquent 
Æ 


coplanaires. On trouve le plan d’équation 


2x+y—-5z-1=0 





Exercice 3.17 OVCQ Faisceau de plans 
Soit 2 une droite d'équations cartésiennes : 


ax+by+cz+d = 0 
a'x+bl'y+c'z+d' =0 


On appelle faisceau de plans issu de 2 l’ensemble des plans de l’espace contenant 2. 
Montrer qu’un plan P est élément du faisceau issu de 2 si et seulement si il a une équation cartésienne de la forme : 


P :a(ax+by+cz+d)+fB(a'x+b'y+c'z+d')=0 
où af ER sont deux réels non tous deux nuls. 


Solution: Posons n = |b et n'=|b'.Un vecteur directeur à D est u = n An’. Notons Ÿ la plan vectoriel engendré par 


c Gi 


n et n'. Tout vecteur de ce plan est orthogonal à tout vecteur directeur de Z. Réciproquement, tout vecteur orthogonal 
à un vecteur directeur de ® est élément de Ÿ. 
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Supposons que P est élément du faisceau issu de D. Un vecteur N normal à @ est orthogonal à ü et est donc 
élément du plan vectoriel Ÿ. Par conséquent, il existe af € R non tous deux nuls tels que N = an +fBn'. Une 
équation de P est alors de la forme a(ax+by+cz)+B(a'x+b'y+c'z) + D = 0 où DER. Considérons un point 
M € 2. Comme les coordonnées de M vérifient à la fois les équations de 2 et P, on obtient : D = ad+fd'. On a ainsi 
prouvé qu’une équation cartésienne de P est de la forme proposée. 


Réciproquement, supposons que @ ait une équation cartésienne de la forme : @ : a(ax+by+cz+d) + 
B(a'x+b'y+cz+d') = 0. Un vecteur normal à @ est an +fn' qui est orthogonal à w car élément de Ÿ. La 
droite 2 et le plan © sont donc parallèles. On considère alors un point M de 2. Comme les coordonnées de M véri- 
fient les équations de ®, elles vérifient l'équation de P et donc M € P. Le plan P contient alors nécessairement la 
droite 2. 





Exercice 3.18 NAV 
Trouver l’équation cartésienne du plan @ passant par les points À = (1,1, 1) et B = (2,1,0) et tel que la droite 


9: x+2y+z-—2 
"[x+y-2+3=0 


soit parallèle à @. 
Indication 3.0 : Utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l’exercice 3.17 page 143 


x =1+f 
Solution : Une équation paramétrique de (AB) est 4 y =1  .Onen tire une équation cartésienne de (AB) : 
z =l-t 


(22. 

KZ 2 

Le plan @ doit appartenir au faisceau issu de (AB) : 
P:x+Ay+2z-(2+À)=0 

On trouve un vecteur directeur de 2 : : 


u=|2. 
=] 


Comme ® est parallèle à @, le vecteur ü doit appartenir au plan vectoriel d’équation x+À\y+ z= 0 ce qui implique que 


À=2 d’où 
P:x+2y+z-4=0 





Exercice 3.19 MN 
On considère les droites 


x=2z-1 

2 ae 
1.Jy=2x+I 

0 . 


Montrer qu’il existe un unique couple de plans (@,®”) tels que 
DcP, Dep PIIP' 


Déterminer une équation cartésienne de P et P". 
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l'exercice 3.17 page 143 


Solution : Supposons qu’il existe deux plans @ et @' vérifiant les conditions de l’énoncé. Comme 2 € , P appartient 
au faisceau de plan issu de D et comme 2’ c @', P' appartient au faisceau de plan issu de D. Il existe alors 6,6 ER 
tels que : 


P':(x-2z+1)+0(y-2z-1)=0 
B':(y-2x-1)+0/(2-2x+1) =0 
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On écrit l'équation cartésienne des plans vectoriels associés : 


P:x+0y-(1+28)z=0 


P':-2(1+0')x+y+0 z=0 


Il —2(1+6) 
Ces deux plans sont parallèles si et seulement si les vecteurs 0 et 1 sont colinéaires. En utilisant le 
(20) (C4 


produit vectoriel, la condition de parallélisme s’écrit donc : 
00'+20+1 =0 00+20+1 =0 


2(1+28)(1+0)-0" =0<—4408/+48+68/+2 = 
1+20(1+0') =0 208/+20+1 0 


En soustrayant la première et la troisième équation, on trouve 68’ = 0. Mais 0 = 0 est impossible d’après la première 
équation, donc 8’ = 0. Il vient alors 8 = —-1/2. On trouve finalement : 


P:2x-y+3=0| et |P':-2x+y-1=0 


Réciproquement, on vérifie que les plans P et @' donnés par ces deux équations cartésiennes sont solutions du prob- 
lème. 





Exercice 3.20 AV] 
Trouver l’équation cartésienne des plans contenant la droite 2 dirigée par = (-1,0,2) passant par À = (2,3,-1) et 
qui se situe à distance 1 du point B = (0, 1,0). 
Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l'exercice 3.17 page 143 


Solution : Une équation cartésienne de 2 est donnée par : 


2x+2z-3=0 
9} _. 


Si un tel plan À existe alors c’est un plan du faisceau issu de Q et il existe À ER tel que : 
P:2x+À1y+2-3(1+À) =0 


et alors 


6 26 
AA PR) = 1 — EE 


On en tire deux plans @ possibles. On vérifie réciproquement que ces deux plans sont solutions du problème. 





Exercice 3.21 VO 
On considère dans l’espace muni d’un repère À, les deux droites d’équations : 


X—z-a =0 g x+2y+2z-2b =0 
y+3z+1 =0 3x+3y+2z-7 =0 


où (a, b)E R2. 
1. Montrer qu’elles ne sont pas parallèles. 


2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a, b) pour que les deux droites soient sécantes. Former alors 
l'équation cartésienne de leur plan. 


Solution : 


1. On trouve un vecteur directeur de ? : à = (1,-3,1) et de D’ : d'=(1,1,-3). Ils ne sont pas colinéaires et donc 
les droites ne sont pas parallèles. 


2. On détermine un point À de  . On suppose que x = a et on reporte dans le système définissant 2. Il vient 





=0 
l ae : et donc A(a,—1,0). On fait de même pour Ÿ'. On suppose que y = b et on reporte dans le 
y+3z+1 = 
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+ =0 
système définissant Ÿ. Il vient + donc A'(7-3b,b,3b-7) € 9. De plus À Z A'. Les deux 
3x+3b+2z-7 =0 


droites sont sécantes si et seulement si det{ d,d AA!) = 0, c’est-à-dire si et seulement si -8a—-8b+32 = 0 ce qui 


s’écrit aussi| a+ b = 4|. On pourrait aussi procéder ainsi. Les deux droites sont concourantes si et seulement si le 
système de 4 équations à 3 inconnues est compatible. On écrit : 


x —Z= 4 5e —Z= a X —Z= a 
y+3z= -1 y+3z= —-1 y+32z= œil 

X+2y +2= dl nr 2y+2z=2b-a et Sr 22h +1 Æ-L" 

3x+3y+2z= 7 3y+5z=7-3a L1-3lL: —4z= 10-3a La-3l 


K . . . a en , à 2 ‘ — 
Donc le système est compatible si et seulement si 2 (b— DE 1) = 10-3a c'est-à-dire si et seulement si [a+b=4| 


On calcule facilement que l’équation du plan alors formé par les deux droites est|2x+y+2-2a+1=0| 


Exercice 3.22 O 





3 0 2 l 
Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé, on considère les points A| 0 , B|1,C| 1 etD|1. Calculer la distance 
—]l 1 —1 l 


entre les droites (AB) et (CD). 


Solution : La distance est donnée par 


À 
Après calculs, on trouve que| d= —— |. 
: : V7 


Exercice 3.23 O0 
On considère dans &3 la droite 


|det(AË, CD, AC) 
À = —— 


IAB À CD|| 





CRE az+p 

y=bz+q 
0 0 

et les points A|0 , A =| 0 . On suppose que À 6 D et que A’ € 9. 
h —h 


1. Donner une équation cartésienne du plan @ (respectivement #') passant par le point A (resp A) contenant la 
droite Z. 


2. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur a, b, p, q, h pour que P et @’ soient perpendiculaires. 


Indication 3.0 : On pourra utiliser la notion de faisceau de plans développée dans l'exercice 3.17 page 143 


Solution : 


1. Le plan P appartient au faisceau de plans issu de la droite 2. Son équation cartésienne est de la forme 
(@):0(x-az-p)+(y-bz+q)=0 


(s’il est différent du plan d’équation x = az + p). Il contient le point A si et seulement si 


bh+ q 
ah+p 


(On suppose que ah+ p # 0. Comme À #P, si ah+ p = 0, le plan cherché serait le plan d’équation x-— az- p = 0). 
On trouve alors l’équation cartésienne de P : 


—(bh+q)x+(ah+p)y+(ag-bp)z+h(bp-aq)=0 


En utilisant la même technique, on trouve une équation cartésienne du plan #' : 


—(bh- q)x+(ah-p)y+(bp-agq)z+h(bp-aq)=0 
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2. Les deux plans sont perpendiculaires si et seulement si 


(bh+ q\(bh- q)+(ah+ p)(ah- p) - (aq - bp}? =0 


c’est-à-dire 
h (a? + b?) = p”{(b? +1)+ q(a?+1)-2abpq. 





Exercice 3.24_  ©OQ 
Dans l’espace euclidien E = RŸ, rapporté à un repère orthonormé direct, on considère deux droites D\ et D> d’équation 


cartésienne 
ed é CD Ur 
2x—-z+1=0 y—z+1=0 
1. Trouvez une équation cartésienne de la perpendiculaire commune À à 31 et 2. 
2. Déterminez la distance entre les droites 1 et D par deux méthodes différentes : 
(a) la première utilisant le cours. 


(b) la seconde utilisant le plan @ contenant la droite D et parallèle à la droite D: 


Solution : 
1. Le vecteur d;\|5 dirige la droite D, et le vecteur d|1 dirige la droite D. Par conséquent, le vecteur di À do] 1 
2 1 —4 


dirige la perpendiculaire commune A. Écrivons une équation du plan \ contenant la droite 3, et orthogonal à 
D. En fixant z = 0 dans l’équation cartésienne de 2, on trouve qu’un point de D\ est A1 (—1/2,—7/2,0). Le plan 
11 


passe par À1 et admet Hi=UA d =2|-5 comme vecteur normal. On a donc: @: 11x-5y+7z-12=0. 
7 


De même, on détermine une équation cartésienne du plan @: contenant 2 et orthogonal à 2. En fixant z=0 


5 
dans l’équation cartésienne de 2», on trouve qu'un point de D: est A2 (—1,—1,0). Le vecteur Ho=uAd2=|- 


est normal à P, donc P2: 5x-7y+2z-2=0. 
On en tire une équation cartésienne de À : 


A: 11x-5y+7z-12=0 
"[5x-7y+2z-2=0 


2. (a) D'après le cours 
fdet(a,d,An)] 1 1 1 1/2 4 
=——|5 1 5/2 |=| — 
era] V26)2 1 o DES 
(b) Pour calculer d (Di, 2), considérons le plan @ contenant la droite D et parallèle à la droite D. Un vecteur 
normal à ce plan est d A d et comme À2 € P, une équation cartésienne de P est3x+y—-4z+4=0. 
La distance entre 21 et 2 est la distance entre un point quelconque de 3; et le plan ©. On trouve 


d(D1, D) = 


d(@1, 2) = d (A1, P) = Bx(C12-7/2+4 _ 42 


V26 V26 | 





3.9.3 Sphères 


Exercice 3.25 O 
Calculer la distance entre la droite 


—y+z=0 
Dh y+2 
x+z=l 
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et la sphère 
SP: + +2 -6x+2y—42=-5 


Solution : En faisant apparaître des carrés, on montre que 


Po x 8) (y ll Ce 2-9 


donc le centre de la sphère est Q (3, -1,2) et son rayon vaut R = 5. Si on fixe z = 0 dans l’équation de 2, on trouve qu’un 
point de 2 est A(1,1,0). Un vecteur directeur de est 4 de coordonnées 


1 l —] 
—1A|0O=|0. 
l l l 


AQA | V24 
40,9 = ET = LE = Ve et d(%,2)=|V12-3 | 
u 





Exercice 3.26 Q 


1. Montrer que x? + y?+z?-2x-4y-62z+5 = 0 est l'équation d’une sphère .7 dont on déterminera le centre et le 
rayon. 


2. Étudier l'intersection de .S avec le plan © d’équation x+ y+ z- 1 = 0. On précisera les éléments géométriques 
de cette intersection. 


Solution : 





1. L'équation x?+ y?+z?-2x-4y-6z+5 = 0 s’écrit aussi : (x—1)2+ (y 2) (z— 3)? = 32. On reconnaît l'équation 


d’une sphère de centre et de rayon El 


Xw +yYa+zo—l 
. On applique le cours : d(Q, ?) = Retirer" = 25 <3..Sn ? est donc un cercle. Déterminons son 


centre et son rayon. Soit À un point de ce cercle et B le projeté orthogonal de Q sur ©. Le triangle QAB est 
rectangle en B, OA est un rayon de la sphère 7 donc OA = 3 et de plus : OB = _: En appliquant le théorème 


de Pythagore dans ce triangle, on trouve AB = V6. Par conséquent, le rayon du cercle intersection de . avec le 


V6 Re - , , 
plan vaut =] Il reste à déterminer les coordonnées du point B qui est aussi le centre de ce cercle. La droite 
3 


l 
(QB) est perpendiculaire à et est donc dirigée par le vecteur n|1 qui est normal à Ÿ. Cette droite est donc 
l 


x=l+t 
x =1+t 
_- ; re 
paramétrée par : 4 y =2+t, tekR. Les coordonnées deB sont solutions du système : : 
Z=3+t 
Zz =3+t 
Xx+y+z—-1=0 





Exercice 3.27 © 
Soit une droite 2 de l’espace et À, B deux points distincts tels que les droites (AB) et 2 soient orthogonales et non- 
coplanaires. Déterminer le lieu des centres des sphères passant par A et B et tangentes à 2. 


Solution : Dans un bon repère, on a : 
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0 
Comme OA = OB, Q est dans le plan médiateur de [AB], Q|y. On traduit que 2 est tangente à la sphère par d(Q,2 = 


Z 


R=||AQ|. On trouve alors 2hz = —ÿ — h? + a?, c’est une parabole dans le plan médiateur de [AB]. 





Exercice 3.28 © LE. 
On muni l’espace d’un repère orthonormal Z (o, D k). On considère la sphère ./ d’équation : 


x+y?+22-2x+4y+62-11 =0 


ainsi que le plan © d’équation : 
3x—-4z+19=0. 
1. Donner le centre Q et le rayon R de. 
2. Déterminer l'intersection de P et de S. 
3. Donner une représentation paramétrique de la droite À perpendiculaire à @ qui passe par ©. 


4. Trouver les coordonnées des points M et N de .S respectivement le plus proche et le plus éloigné de en 
précisant les distances correspondantes (ces points sont sur À). 


Solution : 


1. Ona: 
x2+ÿ+22-2x+4y+62-11=0—(x-1) +(y+2) +(2+3)? =25 


Par conséquent. est la sphère de centre| Q (1, —2, -3) | et de rayon [R=5| 


2. Appliquant le cours : 
d(Q,?)= |3x1+4x3+19] > a. 
VE 5 
L’intersection de ? et de .S est donc vide. 
3 
3. Un vecteur directeur à À est un vecteur normal à @. Par conséquent le vecteur ñn| 0 dirige À. Une équation 
—4 


paramétrique de À est donc : 


4. Les points de .S à distance maximale et minimale de sont les solutions du système : 


œ—1)2+(y+2)" +(2+3)2 =25 
x=1+3t 

y=2 

z=3-4At 


—2 4 
et sont donc :|M|-2 |et| N|-—2 | Par suite : 
1 —7 


3x-2—-4x-2+19 3x4—-4x-2+19 
tn nn Rent 


Le point le plus près de P est donc M et le plus loin est N. 





Exercice 3.29 © 
Montrer qu'il existe une et une seule sphère, dont on déterminera le rayon et le centre, intersectant les plans x = 1 et 
Z = —1 suivant les cercles d'équations cartésiennes : 


x=1 Zz=-—1 
€ : à . et C2: ; . 
y*-2y+2z"+6z2+2=0 x°—A4x+y"—-2y=0 
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Solution : Ona: 


DD CO 2 2) (y D 5 





donc €, est le cercle de centre (1 (1,1,-—3) et de rayon 2V2, @ est le cercle de centre (> (2,1,-—1) et de rayon V5. Le 
centre Q de la sphère S se trouve à l’intersection de la droite perpendiculaire au plan x = 1 et passant par Q, et de 
la droite perpendiculaire au plan z = —-1 et passant par O2, donc Q(2,1,-3). Calculons maintenant son rayon. Le point 


A (0,0,—1) est élément de €, et donc de . Calculons JaG) = V9 =3 et le rayon de est 3. 





Exercice 3.30 OC 


Xx+y—2Zz =1l 
Montrer qu'il existe une et une seule sphère  tangente en A(1,2, 1) à la droite 2 : 5 d à - et tangente 
X—y—3zZ =- 
; : . ; 2Xx+y+2Zz =-3 } . 
en A’(1,—-1—2) à la droite 2 : A On déterminera son centre et son rayon. 
X—y—2Z = 


Solution : Supposons qu'une telle sphère S existe. Notons Q(xo, yo, Za) son centre. En utilisant les équations cartési- 
ennes de 2 et 2, on calcule ü = (-5,-1,-3) un vecteur directeur de 2 et u! = (1,4, -3) un vecteur directeur de 2’. 


Comme les deux droites sont tangentes à la sphère, on doit avoir QA-4 =0etQA/-w =0 ce qui amène les deux équa- 
tions : 5Xa + ya + 3Zo = 10 et xa +4yo —3za = 3. Comme À, A! € , on doit aussi avoir |oÂ) = | QA' | ce qui amène 


l'équation : yo + Zo = 0. On résout alors le système : 


5xa+ya+3za =10 
Xa+4Yo—-3za =3 


Jo + za = 0 


et on trouve Q(76/37,5/37,-5/37). On en déduit que le rayon de est à V 894. Réciproquement, on vérifie que cette 
sphère convient. 
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Fonctions usuelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Our federal income tax law defines the tax y to be paid in terms of the income x; it does so in a clumsy enough way by 
pasting several linear functions together, each valid in another interval or bracket of income. An archeologist who, five 
thousand years from now, shall unearth some of our income tax returns together with relics of engineering works and 
mathematical books, will probably date them a couple of centuries earlier, certainly before Galileo and Vieta. 

Weyl, Hermann ; The mathematical way of thinking 


L'objet de ce chapitre est d’introduire les différentes fonctions utilisées de manière usuelles en classe prépa. Aux fonctions 
logarithme, exponentielle et trigonométriques connues depuis le lycée s’ajouteront les fonctions logarithmes et exponen- 
tielles de base quelconque, les fonctions puissances ainsi que les réciproques des fonctions trigonométriques. Nous intro- 
duirons aussi une nouvelle famille de fonctions : les fonctions hyperboliques (qui sont à l’hyperbole équilatère ce que les 
fonctions trigonométriques sont au cercle unité) ainsi que leurs réciproques. 


Nous utiliserons à plusieurs reprises dans ce chapitre des théorèmes qui ne seront énoncés et démontrés que beaucoup 
plus tard dans l’année. Parmi ces théorèmes, notons les trois suivants : 


THÉORÈME 4.1 © Théorème de la bijection 


Soit I un intervalle et soit une application f : I — R. On note J = f (1). On suppose que la fonction f est 


Qu) continue sur I. 


(Cm) strictement monotone sur I. 


alors la fonction f réalise une bijection de l'intervalle I sur l’intervalle J et sa bijection réciproque f”! est une fonction 
continue et strictement monotone sur J de même sens que f. 


THÉORÈME 4.2 © Dérivation de la bijection réciproque 


Soit f :1— R. On suppose que : 


Cm) f est strictement monotone sur l’intervalle I. 


Cm) f est dérivable sur I. 
Cu) VxEI, f(x 40 


alors f réalise une bijection de l’intervalle I sur l'intervalle J = f(1) et son application réciproque, fl est dérivable sur 
Jet 
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THÉORÈME 4.3 © La dérivée d’une fonction est identiquement nulle sur un intervalle et seulement si cette 
fonction est constante sur cet intervalle 
Soit f :1— R. On suppose que : 


Qu) f est dérivable sur un intervalle I. 


alors la fonction f est constante si et seulement si VxelI, f/(x) = 0. 





On retrouvera le premier théorème et sa démonstration en 11.52 page 439 et le second en 12.7 page 474. Le troisième sera 

établi en 12.13 page 478. 

Multimédia : Traceur de courbe réciproque: on donne le graphe d’une fonction. On pointe 
sur un point du graphe et on obtient son symétrique par rapport à la bissectrice principal 





On affiche le vecteur tangent en ce point au graphe initial et on obtient le vecteur 
tangent au graphe de la réciproque correspondant. En cliquant sur un bouton, on affiche 
le graph ntier de la réciproque. 





4.1 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances 


4.1.1 Logarithme népérien 


Nous verrons au chapitre 13 dans le théorème 13.30 page 531 que toute fonction continue sur un intervalle I de R possède 
une primitive sur cet intervalle (voir 13.30). La fonction x — — définie sur RŸ admet donc une primitive sur R?. On 
x 


pourrait montrer, mais c’est difficile, que l’on ne peut exprimer cette primitive avec des fonctions usuelles (fonctions 
polynomiales, fractions rationnelles, fonctions trigonométriques). Il faut donc introduire une nouvelle fonction. 


DÉFINITION 4.1 © Logarithme népérien 


On appelle logarithme népérien et on note In l’unique primitive s’annulant en 1 de la fonction définie sur R : x -. 
x 





| Remarque 4.1  In(1)=0 


THÉORÈME 4.4 © Propriétés de la fonction In 


— La fonction In est continue sur RŸ. 


’ D 1 
— La fonction In est dérivable sur RŸ et|VxeRi, In'x=-|. 
x 


— La fonction In est même @® sur RŸ, ce qui signifie qu’elle est dérivable et que toutes ses dérivées sont dérivables. 
— La fonction In est concave sur R? 





Démonstration Les primitives d’une fonction sont, par définition, dérivables. La fonction In est donc dérivable sur RŸ. Une 
fonction est continue là où elle est dérivable (voir la proposition 12.2 page 471). Donc In est dérivable et par suite continue sur R*. 
Sa dérivée, qui est la fonction f :RŸ —R,x— 1/x est @® donc il en est de même de In. Comme la dérivée f de In est une fonction 
strictement positive, In est strictement croissante sur R*. Enfin, pour tout x e RŸ, f(x) = —1/x2 est strictement négative sur RŸ 
donc In est concave. Vous pouvez consulter le paragraphe 12.5 page 481 qui traite de ce sujet. 


COROLLAIRE 4.5 
Soient I est un intervalle de R et w : I — RŸ une fonction dérivable. La fonction x — In(u(x)) est dérivable sur I de 


u' (x) 


dérivée, pour tout xel:|(In u) (x) = 


u(x) 





Démonstration C’est une conséquence directe du théorème de composition des fonctions dérivables. 
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PROPOSITION 4.6 © Propriétés algébriques du logarithme 
Pour tout x,yeRietnezZ 


In(xy)=Inx+Iny 


4 |In(x”)=nnx 





Démonstration © 


2 La méthode pour prouver cette égalité est classique, il faut la retenir. Fixons y e RŸ et notons 8, la fonction 


p.[R —R 
| x —  In(xy)-Inx-my 


Cette fonction est dérivable sur RŸ comme composée et différence de fonctions dérivables. De plus, 
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VxeR*, 8,@=2-== 220. 
XY X X ZX 


D'après le théorème 4.3, 6, est une fonction constante sur RŸ. Elle est donc constante sur RŸ et il existe c ER tel que : 
VxeR*, 6,(x = c. Déterminons cette constante. c=6(1) =Iny-—In1-In y = 0. Ce qui prouve que, pour tout x dans 
RŸ,0p (x) =In(xy)-Inx+Iny=0. 


2 SoitxeR*. Par application de la proposition précédente, on a les égalités 


l TL 
0=In1 =In(=) inr.+) =Inx+iIn-. 
x x x 


desquelles découlent le résultat. 


3 Soient x, y € RŸ, par application des deux dernières égalités 
l l 
in[=) =In [r<) =Inx+In-=Inx-Iny. 
y y y 


2 Par récurrence. 


PROPOSITION 4.7 © Limites aux bornes du domaine de définition 


nx——-œ et Inx +00 
x—0 X— +00 





Démonstration © 
— La fonction In est strictement croissante et In 1 = 0, donc In2 > 0. D’après la dernière égalité de la proposition précédente, pour 
tout n EN, on peut écrire In(2") = nin2. On en déduit que In (2") +00. La fonction In n’est donc pas majorée. Comme 
n 





—+00 
elle est strictement croissante, on peut affirmer, par application du théorème de la limite monotone 11.25, que Inx 





+00. 
X— +00 


— Par application du théorème d’opérations sur les limites et par utilisation de la limite précédente, 





1 
In x = -In — 
X x—0+ 


O0. 


DÉFINITION 4.2 Nombre de Néper 


On appelle nombre de Néper l'unique réel e vérifiant ne= 1. 





Démonstration L'existence du nombre de Néper est une conséquence du théorème des valeurs intermédiaires qui sera vu dans le 
chapitre 12. L’unicité est une conséquence directe de la stricte monotonie de In. 


PROPOSITION 4.8 © Limites usuelles pour In 


+ «In x est négligeable devant x quand x tend vers + oo » : 





À l 
° «Inxest négligeable devant — quand x tend vers 0 » : ES 
X X— 
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Démonstration 


1 s 5 ire ' se 
— Pourtoutt>1l,ona rh mi Fixons x > 1. Il vient que fŸ de ST g ce qui s’écrit aussi In x <2(/x%-1) <2,/x. Divisant cette 
t 
sn | In x 2 _—. Are PA In x 
inégalité par x, on obtient 0 < —— < —= ce qui amène, par application du théorème des gendarmes 11.19, — ——— 0. 
x vx X  X—+00 
; =1/X Inx 
— Par ailleurs : XX === - = 0. 
X X—+00 


PROPOSITION 4.9 © Limites usuelles pour In 


° «La fonction /n est dérivable en 1 et In’ 1 = 1 » 


° Cette limite s’écrit aussi sous la forme 





Démonstration 
— Le taux d’accroissement de In en 1 est donné par : 
nx-—In1  Inx 


VxeR*\{l}, A(x) = = : 
ï + VD œ x—1 x—1 


1 : : 
Comme In est dérivable en x = 1 et que In’ 1 = ï = 1, on a bien Him A (9) =], 
X— 


In(x) x=x-1 In(1+X) 


— La seconde égalité se prouve grâce à un changement de variable : : Fe a 
X— + 








PROPOSITION 4.10 © Inégalité de convexité 


VxEe]-1,+o[, In(1+x)<x 





J-l,+0[ — R 


Démonstration © II suffit d’étudier le signe de la fonction 6: 
% —— n(l+x)-x 





/ — x— In(x) 
79 ——X— x+l 

—3 

—4 


FIGURE 4.1 — Logarithme néperien 


| Remarque 4.2 La tangente en (e, 1) passe par l’origine du repère. 


4.1.2 Exponentielle népérienne 
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PROPOSITION 4.11 © Exponentielle népérienne 
La fonction In définie une bijection de R° sur son image R. L'application réciproque est appelée fonction exponentielle 
népérienne et est notée exp. 


Re NR 
Mr uMCxp y 


exp: | 


VxeR*, |exp{inx)= x 
VyER, |In(expy)=7y 


La fonction exp 
— est strictement croissante et strictement positive. 
— est continue R. 


— est dérivable sur R et VxEeR,| exp’ (x) = exp (x) |. 


— est de classe @® sur R. 





Démonstration © Posons f = In. La fonction f est : 


en dérivable sur RŸ. 
Ca) de dérivée strictement positive sur RŸ 


Ca) donc strictement croissante sur Ri 


Par application du théorème de la bijection 4.2, on peut affirmer que f est bijective et que sa bijection réciproque f —L est dérivable 
sur R et à valeurs dans RŸ. De plus si yo ER 


_ L 1 _ 
O0 7 V0) 
(M) 


Notons exp la fonction f”}, nous venons de montrer que exp’ (yo) = exp (yo). 11 est alors clair que exp est 6® sur R. 


De plus, comme In x —C0, ON a EXP X 0 et comme Inx +00, On à EXP X +00. 
x—0+ X——00 X—+00 X— +00 














| Remarque 4.3  exp0O=1etexpl=e 


PROPOSITION 4.12 © Propriétés algébriques de la fonction exponentielle 
Pour tout x,yeRetneZ 


1 |exp(x+7y)=exp(Hexp(y) 


4 |exp(nx) = (exp(x))" 





Démonstration ©  Démontrons la première affirmation. Les autres se prouvent de même. Soient x, y € R. Comme exp est la 
bijection réciproque de In, il existe x’, y’ e RŸ tels que In(x') = x etin(y') = y. On peut alors écrire 


exp(x+7y)=exp(inx +Iny/)}=exp(In(x y/}) = x/y = exp(x)exp(y"). 


S Notation 4.1 D’après la formule 4, exp(n) = exp(1.n) = e”, on conviendra de noter pour tout xER, e* = exp(x). 


PROPOSITION 4.13 1 
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Démonstration © II suffit d’étudier le signe de la fonction 


g- R — R 
"ll x — expx-(x+1) 


PROPOSITION 4.14 © Limites usuelles pour exp 


« exp x est prépondérant devant x quand x tend vers +oo » : 


: 1 
« exp x est négligeable devant — quand x tend vers -c » : | xexp x rue) | 
æ ——00 


2e lee : expx— 1 
« exp x est dérivable en x = 0 de dérivée égale à 1 » :| ——— — 1}. 
X X— 





Démonstration © 











expx xX=InX X = 1 1. : = e 
Comme — MX = Rx , il vient im, 7 tr ne” +00. 
X 


— La seconde limite se démontre de la même façon. 


— Écrivons le taux d’accroissement À de exp en 0. Pour tout x € R* 
expx—exp0 expx-1 
Mie ss LAN Le 

x—0 x 


Comme exp est dérivable en 0 et que exp! (0) = exp (0) = 1, A(x) 





: 1 et la dernière limite est prouvée. 
X— 








/ = 
/ Xe X+ 
4 —2 — X— exp(x) 
5% 
/ 
° 9 
LA 
/ 
/ 
7 4 


FIGURE 4.2 — Exponentielle et Logarithme néperien 


4.1.3 Logarithme de base quelconque 


DÉFINITION 4.3 Logarithme de base a 
Soit a un réel strictement positif et différent de 1 : ae RŸ \ {1}. On appelle logarithme de base a Y’application notée 
log, définie par 
R 
log, x: L In x 


In a 





Remarque 4.4 

— Si a= 10, on obtient le logarithme décimal qu’on note log. 
— Sia=e,log,=In. 

— log,1=0etlog,a=l1. 
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PROPOSITION 4.15 
Soient 4€ Ri\{1}, x,yeRi etneZ. 


2 log, (xy)=log,x+log, y 3 log, [À] log, x log, » 
d 


1 
2 log =] toux a log,x"=nlog, x 





Démonstration Ces différentes égalités se démontrent en revenant à la définition de log, et en utilisant les propriétés du loga- 
rithme néperien. 


PROPOSITION 4.16 
Pour tout a € RŸ \{1}, la fonction log, est de classe @® sur RŸ et 


VxeR* log! (x) = mr 


— Siae]l;+oo, log, est strictement croissante et concave. 
— Siael0;1{, log, est strictement décroissante et convexe. 





Démonstration Soit ae RŸ \{1}. La fonction log, est de classe 6® sur RŸ comme quotient de fonctions € sur RŸ. De plus, 

pour tout xeRŸ,log/,(x)=1/(xlna) et log (x) =-1/ (x? In a). 

— Si a ell;+ool, alors Ina > 0, log!, est donc strictement positive et log}, est strictement négative. Donc log, est strictement 
croissante et concave. 

— Sia€l0;1[, alors In a < 0, log!, est donc strictement négative et log”, est strictement positive. Donc log, est strictement décrois- 
sante et convexe. 


4.1.4 Exponentielle de base a 


PROPOSITION 4.17 Exponentielle de base a 
Soit a € R \{1}. La fonction log, définie une bijection de R? sur R. On appelle exponentielle de base a et on note 
exp, la fonction définie de R dans R° comme application réciproque de log,.. 


VxeR’, exp, (Na X) = x 
VyER, In (exp, y) = y 


De plus, exp! est @®% sur R et 
VxeR, exp, (x =Inaexp, (x) 





Démonstration Soit ae R \{1}. Posons f = log,. La fonction f 


en est dérivable sur R*.. 


Ca) possède une dérivée sur Ri strictement positive si a e]l1;+ool et strictement négative si a €]0; 11 


CH) et est donc strictement croissante sur R? sia€]l; + et strictement décroissante sur RŸ sia€l0;1[. 


Par application du théorème de la bijection 4.2, on peut affirmer que f possède une bijection réciproque f7! dérivable sur R et à 
valeurs dans RŸ. De plus si yo ER 
l l 


FT" (0) = PCI à =af” Oo). 


maf”"(y0) 


Notant exp, la fonction f7!, on vient de montrer que : exp’, (yo) = naexp, (yo). Il est alors clair que exp, est de classe €® sur 
R. 


PROPOSITION 4.18 
Soit ae Ri \{1}. On a 


VyER, exp,(y) = exp(yln(a)) |. 


I 
Démonstration Soit yeR. Posons x = exp, (y). On a log, (x) = y ou encore — = y ce qui donne In x = ylna et en passant à 
na 





l’exponentielle x = exp (yln a). On a bien prouvé que exp, (y) = exp(yln(a)) 
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PROPOSITION 4.19 
Pour tout ae R£ \{1}, x,yeRetneZ: 


1 exp,0=1letexp,l=a exp, (12) = (exp, x)” 


2 exp,(x+y)=exp,(exp,(y) exp, XEXPy X = EXP yp X 
exp, (x) exp, X 


D expa (y) EXPy X 


= EXP a X 
P£ 





Démonstration Il suffit d’appliquer la formule précédente et les propriétés des fonctions logarithme et exponentielle. 
S Notation 4.2 S’inspirant de la dernière égalité de la propriété précédente, si a e RŸ \{1} et si xe R, on notera 


a* = exp, (x) = exp (xIn a). 


Remarque 4.5 
— On retrouve la notation précédente exp x = e*. 
— Remarquons aussi que 1* = exp (xIn 1) = 1. 


Avec ces notations, la propriété précédente devient : 


PROPOSITION 4.20 © 
Pour tout a, be R x,yeRetneZ: 


D d=letal=a 


Da Go 
X 


a) 








— x a* 0<a<l 
——x— a 1<a 
FIGURE 4.3 - Exponentielles de base a 


4.1.5 Fonctions puissances 


DÉFINITION 4.4 © Fonction puissance 
Soit 4€ R. On appelle fonction puissance d’exposant a la fonction définie sur RŸ par 


JR — R 
PR D x® = exp (aln x) 
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Remarque 4.6 
— Yo est la fonction constante égale à 1. 
— 1 = Id. algébriques 


PROPOSITION 4.21 © Propriétés algébriques des fonctions puissances 
Pour tout a, be, x, ye Ri 


if= 


In (x) = aln x 





Démonstration C’est une conséquence directe de la définition et des propriétés des fonctions logarithme et exponentielle. 


PROPOSITION 4.22 © 
Ru — R; 
a 


Soit ae R. La fonction 4, : 
X — x 

— continue R°. — Sia=0, @pa:x— x = 1 est constante. 

— dérivable sur RŸ et VxeR*, w!,(x) = ax 1. — Si a < 0, p, est décroissante, @4(x) +oo et 

— de classe 6® sur RŸ. ten 

De plus, 

— si a > 0, 4, est croissante, @a(Xx) sr 0 et 


Pa (X)  — +00. 


Pa (X) = +00. 


— Si a > 1 ou si a < 0, p, est convexe et si 0 < 4 < 1, Ou 
est concave. 





Démonstration 4 est de classe @® sur RŸ comme composée de fonctions @®. De plus, par application du théorème de 
dérivation des fonctions composées, pour tout x e RŸ 


Pa (x) = Le exp (aln x) = ax Lx = ax. 
x 


Compte tenu du signe de cette dérivée, qui est donné par celui de a, on en déduit les variations de @,. Calculons la limite de w, en 














+oo. On sait que pour tout x ERŸ, x* = exp (aln x). De plus : Inx a +00. 
X— +00 
- Sia>0,alnx +oo et par composition de limite : x® = exp (aln x) +00. 
X— +00 X— +00 
- Sia=0,0=alnx 0 et : x4 = x0 = 1,1, 
X—+00 X—+00 


— Sia<0, anmx——— - et par composition de limite : x® = exp (aln x) ——— 0. 
X— +00 X— +00 


La limite en 0 se calcule de même. 


Remarque 4.7 

— Si a >0, on peut prolonger p, par continuité en 0 en posant p4(0) = 0. 

— Sia>]1,, est même dérivable en 0 : @/,(0) = 0. 

— Si0<a<1,p,(x a ro et le graphe de , possède une tangente verticale à l’origine. 


A\ Attention 4.3 Pour dériver une fonction de la forme w(x) = u(x)!”® ( là où elle est définie et dérivable...), il faut 
au préalable la mettre sous la forme w(x) = exp(v(x)In(u(x))) puis utiliser la formule de dérivation des fonctions 
composées. À titre d’exercice, on montrera que : 


u'(x) 


u(x) 





w'(x) = w(x) | v'(x)1n (u(x)) + v(x) 


4.1.6 Comparaison des fonctions logarithmes, puissances et exponentielles 
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PROPOSITION 4.23 OQQ 
Pour tout a, B, y > 0 





Démonstration Comme f, y > 0 : 








M us Ets ru InxX 
par composition de limite et par utilisation de la limite usuelle —— 





0. La seconde limite se prouve de même. 
X— +00 


COROLLAIRE 4.24 OQQ 
Pour tout a, B, y > 0 





Démonstration La démonstration est identique à la précédente. 


4.2 Fonctions circulaires réciproques 


4.2.1 Rappels succincts sur les fonctions trigonométriques 
Effectuons un rappel sur les fonctions trigonométriques. 
PROPOSITION 4.25 © Fonction sinus 


La fonction sinus, notée sin est : 
— définie sur R. 


— à valeurs dans [-1,1]. 
— impaire. 
— 27-périodique. 
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— continue sur R. 
— dérivable sur R et 


VxeR, sin'x=cosx 


— de classe 6 sur R. 
Done à ; LI H &x c ; 
De plus, la restriction de la fonction sinus à [- _ | est strictement croissante. 





— Xi Sinx 








FIGURE 4.5 — Fonction sinus 


PROPOSITION 4.26 © Fonction cosinus 
La fonction cosinus, notée cos est : 
définie sur R. 
à valeurs dans [—1,1]. 
paire. 
2n-périodique. 
continue sur R. 
dérivable sur R et 


de classe 6 sur R. 


De plus, la restriction de la fonction cosinus à [0, x] est strictement décroissante. 





— X+r COSX 





FIGURE 4.6 — Fonction cosinus 


PROPOSITION 4.27 © Fonction tangente 
La fonction fangente, notée tan, et donnée par : 
sin x 


T 
VxeR\{=+km|kez}, tan x = 
2 COS x 


est : 
— définie sur R\{> +kn|ke z}. 
— à valeurs dans R. 
— impaire. 
— 7m-périodique. 
F T 
— continue R\ = +kn|ke z}. 
— dérivable sur R et 


T 
VxER\{S +x | kez}, tan/x=1+tan x= 


cos? x 
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— de classe 6© sur R\ {5 + kr | kez}. 


ae : SIT T 4 : 
De plus, la restriction de la fonction tangente à | on | est strictement croissante. 








FIGURE 4.7 — Fonction tangente 


| Remarque 4.8 On prouve la dérivabilité des fonctions trigonométriques dans l’exercice 4.13 page 185. 


4.2.2 Fonction Arcsinus 





X— arcsinx 


———— X—sinx 





FIGURE 4.8 — Fonctions sinus et arcsinus 


PROPOSITION 4.28 © Fonction arcsinus 
La fonction sinus est une bijection de | — oi 5 sur [—-1;1]. La bijection réciproque est appelée fonction arcsinus et est 


notée arcsin : 





T 
Jin — [5 
arcCsin : 22) 
2 —— arcsiny 
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Vyel[-1,1], sin (arcsin y) = y 


TI T NS 
fee : arcsin (sin X) = x 


De plus, la fonction arcsin 
est strictement croissante sur [—1,1]. 
est impaire. 
est continue sur [—1,1]. 
est dérivable sur ]—1,1{ et 


de classe © sur ]-1,1[. 
réalise une bijection de [—1,1] dans [—-x/2,x/2] 





; : ; J ” TT 
Démonstration © La fonction sinus, sur l’intervalle [-5: :| est 


CH) continue 
Ca) strictement croissante. 


. . 2 N .. . . . « SN 12: TT 2 . 
Par application du théorème de la bijection 11.52, on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte à l’intervalle [-3: | définie 
TT 6 . Dur D : 2e. s TT 
une bijection de [-5: :| sur [-1;1]. La bijection réciproque, nommée arcsin, est définie sur [-1;1] et à valeurs dans [-5: | 
TT 
Posons I = ]- D = [ La fonction sinus est de plus 


en» strictement monotone sur I 
Ca) dérivable sur I. 


CH) et vérifieVxel, sin (x)=cosx 0 


On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2 et affirmer que arcsin est dérivable sur J = sinI = 
]-1,1[. Pour tout yeJ,ona 


Pr. 1 1 
ATCSIN = 
sin/(arcsiny)  cos{arcsin y) 
Mais 
cos (arcsin y) = 4/1-sin? (arcsin y) = 1/1- y2 
: . on TT —. l Le. , or 
car la fonction cosinus est positive sur Ï- | et donc arcsin/ y = ———. On vérifie sans peine les propriétés restantes. 
1- y? 


4.2.3 Fonction Arccosinus 


PROPOSITION 4.29 © Fonction arccosinus 
La fonction cosinus est une bijection de [0, x] sur [—1,1]. Sa bijection réciproque est appelée fonction arccosinus et est 


notée arccos : 
EL) = Mn 
arccos: 
y —  arccos y 


Vyel-1,1],  cos(arccosy)= y 


Vxe [0,7], arcCoOs (COS X) = x 


De plus arccos : 
— est strictement décroissante sur [—1,1]. 
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— Xr arccOosSx 
— — Xr COSX 


FIGURE 4.9 — Fonctions cosinus et arccosinus 


est continue sur [—1,1]. 
est dérivable sur ]—1,1[ et : 


Vye]-1,1[, arccos y = ——— 


est 6© sur ]-1,1{. 
réalise une bijection de [—1,1] dans [0,7] 





Démonstration © La fonction cosinus, sur l’intervalle [0,7] est 


en continue. 
Ca) strictement décroissante. 


Par application du théorème de la bijection 11.52, on peut affirmer que la fonction cosinus, restreinte à l’intervalle [0,7], définie une 
bijection de [0,7] sur [-1,1]. La bijection réciproque, nommée arccos, est définie sur [-1,1] et à valeurs dans [0,7]. La fonction 
cosinus est de plus, avec 1=]0,n! : 


CH) strictement monotone sur I 
CH) dérivable sur I. 


CH) et vérifieVxel, cos'(x)}=-sinxZ0 


On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2. La fonction arccos est dérivable sur J = cosI = 
]-1,1{ et pour tout yeTJ,ona 


1 l 
ATCCOS y = © = 
cos/(arccosy)  —sin(arccos y) 
Mais 
sin (arccos y) = 4/1- cos? (arccos y) = 1/1- y? 
se _ ; = Re ; es 
car la fonction sinus est positive sur ]0,n[. Donc arccos’ y = ———. On vérifie sans peine les propriétés restantes. 
1- y? 


PROPOSITION 4.30 Les graphes des fonctions arcsinus et arccosinus sont symétriques par rapport à la droite 
d’équation y = x/4 


. TT 
Hi vaue 
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L É NE : Ds : -11Il — R 
Démonstration © La preuve est laissée en exercice. Il suffit de dériver la fonction 6: FFE : 
x ——  arccosX+arcsinx 


d’appliquer le théorème 4.3. 


LL 


— — X— arCCoOSs X 
— Xi— arcsin x 





FIGURE 4.10 — Symétrie des graphes des fonctions arcsinus et arccosinus par rapport à la droite y = ? 


4.2.4 Fonction Arctangente 


PROPOSITION 4.31 © Fonction arctangente 
: ne TRUE For PR 2 : 
La fonction tangente est une bijection de = =| à valeurs dans R. Sa bijection réciproque est appelée fonction 


arctangente et est notée arctan : 
TT 
eee 
22 


arctan : 
y — arctany 


VyER, tan(arctan y) = y 


TT 
“ele . arctan (tan x) = x 


La fonction arctan 
est strictement croissante sur R. 
est impaire. 
est continue sur R. 
est dérivable sur R et : 
l 


1+ y2 


VyER, arctan’y= 


est 6% sur R. 
réalise une bijection de R dans ]-x/2,x/21. 





Démonstration © La fonction tangente est 


en strictement monotone sur I 
CH) dérivable sur I. 


l 
CH) et vérifie VxelI, tan/(x) = 5= #0 
cos2 x 


On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2. On en déduit que tan est bijective et que sa bijection 
réciproque arctan est dérivable sur J = tan(l) =R. Pour tout ye]J 





l l 25.4 


arctan/ y = 


tan’ (arctan y) ” 1+tan (arctany)  1+7y2° 
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D —-Xx—tanx 
PAPRTE Xe X 
— x Arctanx 











FIGURE 4.11 — Fonctions tangentes et arctangentes 


On vérifie sans peine les propriétés restantes. 


PROPOSITION 4.32 © 
Pour tout x € R* : 


1 
O 4.1 arctan x + arctan — = 
x 





J ; HS ; À ne ; 1 
Démonstration © La preuve est laissée en exercice. Il suffit, là encore, de dériver la fonction 8 : x arctan x + arctan — sur les 
x 


intervalles RŸ et RŸ puis d’appliquer le théorème 4.3. 


4.3 Fonctions hyperboliques 


4.3.1 Définitions et premières propriétés 


Sinus et Cosinus hyperboliques 


DÉFINITION 4.5 ©© Sinus et Cosinus hyperboliques 
Les fonctions sinus hyperbolique sh et cosinus hyperbolique ch sont définies sur R par 


R — R R — R 
ch: e*+e* et sh: e*—e * 
X + ———— X —> ———— 


2 2 





Remarque 4.9 Toute fonction f :ICR— R se décompose de manière unique en la somme d’une fonction paire et 
d’une fonction impaire 
fX+fC2x) £ fo +f-2x 


Vxel, f(x)= / 


FO + f(x) 


En effet, x— est paire , X— est impaire. Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyper- 


FO + f(x) 
2 


bolique sont respectivement la partie paire et la partie impaire de la fonction exponentielle dans cette décomposition. 


PROPOSITION 4.33 © 
Pour tout xe R : 


1 





Démonstration Calculs immédiats. 
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PROPOSITION 4.34 © 
Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R avec, pour tout xeR 


Démonstration Calculs immédiats. 


ch'x=shx] et [shx=chx} 





x shx 
—- x chx 
e* 
_— x 


=} 


Xi X 





—6 
FIGURE 4.12 — Fonctions cosinus et sinus hyperboliques 


PROPOSITION 4.35 © 


— La fonction sh est impaire, strictement croissante sur R, strictement négative sur R° et strictement positive sur R? et 
s’annule en 0. 

— La fonction ch est paire, strictement positive sur R, strictement décroissante sur RŸ et strictement croissante sur RŸ. 
De plus, VxeR, chx>l1. 





Démonstration 


Les fonctions ch et sh sont de classe @® sur R comme combinaison linéaire de fonctions 6® sur R. Appliquant les théorèmes 
de dérivation, on vérifie sans peine les formules annoncées pour leurs dérivées respectives. 

sh et ch sont respectivement impaire et paire par construction. 

ch est une fonction strictement positive sur R car la fonction exponentielle est strictement positive sur R. Par conséquent, sh a 
une dérivée strictement positive sur R et est strictement croissante sur R. 

Par application des propriétés sur les limites d’après les limites de la fonction exponentielle à ses bornes, on vérifie sans peine 
les limites annoncées. 

Évaluant sh en 0, on vérifie immédiatement qu’elle s’annule en 0. Comme elle est strictement croissante et continue, on en déduit 
qu’elle est strictement négative sur R* et strictement positive sur R*.. 

La fonction dérivée de ch sur R étant sh, on déduit de cette dernière propriété que ch est strictement décroissante sur R* et 
strictement croissante sur R*. 
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Tangente hyperbolique 


DÉFINITION 4.6 © Tangente hyperbolique 
La fonction fangente hyperbolique, notée th, est définie sur R par 


sh x 


ch x 








FIGURE 4.13 — Fonction tangente hyperbolique 


PROPOSITION 4.36 © 
La fonction th est impaire, dérivable sur R et, pour tout xe R 


Par conséquent, th est strictement croissante sur R et s’annule en 0. Elle admet en —-o une asymptote horizontale 
d’équation y = —1 et en +co une asymptote horizontale d’équation y = 1 





Démonstration © th est de classe 6% sur R comme quotient de fonctions de classe €® surR, son dénominateur ne s’annulant 
jamais. Appliquant les formules de dérivation d’un quotient, si xeR 


hxchx-shxsh 1 
_ chxchx-shxs F _1-2e 


th'x 
ch? x ch? x 





L’imparité est facile à prouver. Pour les limites aux bornes du domaine, par factorisation et utilisation des limites usuelles, on 


obtient 
e* e* 
: 12 de 
e*-e *  e* ex ex 
RE a 
e*+e Rare ie X—+00 
Vie PT 
e* : e* 
exe x ex x ex 
x = © = 2 — = — — -] 
e* + e7* e * e e X— +00 








FIGURE #14 — Hyperbole 


4.3.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique 


Tout comme les fonctions cosinus et sinus permettent de paramétrer le cercle unité, les fonctions ch et sh donnent 
une paramétrisation de l’hyperbole équilatère de sommets (1,0) et (-1,0). Le formulaire de trigonométrie hyperbolique 
ressemble fort au formulaire de trigonométrie classique. On le trouvera dans l’annexe E paragraphe E.2. 

Donnons à titre d’exemples les formules d’addition. 


PROPOSITION 4.37 © Formules d’addition pour les fonctions hyperboliques 
Pour tout x,yeR: 


ch(x+ y) chxchy+shxsh y Re 
x+thy 


1+thxthy 


__ thx-thy 
sh(x- y) shxchy-chxshy HE 1-thxthy 


ch(x- y) chxchy-shxshy th(x+ y) 
sh(x+ y) shxchy+chxshy 





4.3.3 Fonctions hyperboliques inverses 


Fonction argument sinus hyperbolique argsh 


PROPOSITION 4.38 © Fonction argument sinus hyperbolique 
La fonction sinus hyperbolique définie une bijection de R sur son image R. L'application réciproque est appelée fonction 
argument sinus hyperbolique et notée argsh : 


R — R 


argsh:| 


VyER, sh(argsh y) = y 
VxEeR, argsh (sh x) = x 


La fonction argsh 

— est impaire. 

— est continue sur R. 

— est dérivable sur R et 


VyER, argsh’y= 


l 
Vrai 
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— est strictement croissante sur R. 
— réalise une bijection de R dans R. 
— est de classe &® sur R. 





Démonstration © La fonction sinus hyperbolique, sur l'intervalle R 


CH) est strictement monotone 
Cm) est dérivable 


Cas) et vérifie: Vxel, sh/(x)=chx£0 


On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la bijection réciproque 4.2 et affirmer que sh est bijective de R dans R. Sa 
bijection réciproque argsh est de plus dérivable sur shR =R et pour tout yeR 


l 1 
D = © © = 
KT (argshy) ch(argshy) 


ch(argsh y) = 1/1+sh? (argch y) = 1/1+ y2 
l 


car la fonction cosinus hyperbolique est positive sur R. Donc argsh/ y = ee 
l+7y 


Mais 





. On vérifie sans peine les propriétés restantes. 






= X— Argshx 
ss. X—— X 
—— Xi shx 





FIGURE 4.15 Fonctions sin et argument sinus hyperboliques 


Expression logarithmique : 


—X 
On résout l’équation y = ue soit e2*—2ye* —1 = 0. En posant T = e*, on résout T? —2yT — 1 = 0. On a deux racines 


Ti=y+v1+7y2etT2=7y-11+ 72 dont une seule est positive. D’où x=InTi =in(y+ VT+ ÿ?). 
Donc argsh y = In (y+ VT+ y?) 
2y 1+y2 2y 
Fo, 1H Va 2 1+y2 l 


1+V1+y 1+V1+7y2 Ever 











Vérification : Lorsqu’on dérive f(y) = In + V1+ y) on obtient f'(y) = 


5 


Comme f(0) = 0, on a bien f(y) = argsh y sur l'intervalle R. 


Fonction Argument cosinus hyperbolique argch 
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PROPOSITION 4.39 © Fonction argument cosinus hyperbolique 
La fonction cosinus hyperbolique, restreinte à R;, définit une bijection de RŸ sur son image [1,+oœl. L'application 
réciproque est appelée argument cosinus hyperbolique et est notée argch. 


[,+o[ — R 
y — argchy 


argch: 


VyEl[1,+ool, ch(argch y) = y 
VxeR:, argch (ch x) = x 


La fonction argch 
— est continue sur [1,+oco. 
est dérivable sur ]1,+oo! et : 


l 
VyE]l,+oo[, argch’y= — 
y -1 


est strictement croissante sur [1,+oco. 
réalise une bijection de ]1,+co![ dans R. 
est de classe @© sur ]1,+ool. 





Démonstration © La fonction cosinus hyperbolique, sur l’intervalle R+, est 


Qu) continue. 
CH) strictement croissante. 


Par application du théorème de la bijection 4.1, on peut affirmer que la fonction cosinus hyperbolique définie une bijection de 
I=R} sur son image J = [1,+ool[. La bijection réciproque, nommée argch, est définie sur J = [1,+ool et à valeurs dans I=R+. La 
fonction cosinus hyperbolique est de plus 


en strictement monotone sur I 
Ca) dérivable sur I. 


CH) et vérifie: Vxel, ch'(x)=shx£0 


On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la fonction réciproque 4.2 et affirmer que argsh est dérivable sur J. De plus, 
pour tout yEJ 


1 l 
D à 
SA oh (argshy)  sh(argchy) 


sh (argsh y) = 1/ch? (argch y) -1=1/y2-1 
l 


car la fonction sinus hyperbolique est positive sur R+. Donc argch’ y = 


Mais 





. On vérifie sans peine les propriétés restantes. 
2-1 
y 
Expression logarithmique : 


X + e * 
Soit x > 0. On résout l’équation y = np = DOM) > 1, soit e*-2ye*+1 = 0. En posant T = e*, on résout T?—-2yT+1 = 0. 


On a deux racines T1 = y+V/y2-1 et T2 = y— 4/7? —1 dont une seule est supérieure ou égale à 1 (leur produit égale 1). 


D'où x=InT; =in(y+ Vy=1). 
Donc argch y =In (+ Vr=1) 











Vérification : Lorsqu’on dérive pour y > 1, f(y) =In (y+ Vy2- 1) on obtient f'(y) = — = ———— - 


= Comme f(1) = 0, on a bien f(y) = argch y sur l’intervalle R,. 
y -1 
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FIGURE 4.16 — Fonctions cosinus et argument cosinus hyperboliques 


Fonction Argument tangente hyperbolique argth 











= Xe thx 





x-— Argthx 








FIGURE 4.17 — Fonctions tangente et argument tangente hyperboliques 


PROPOSITION 4.40 © Fonction argument tangente hyperbolique 
La fonction tangente hyperbolique définie une bijection de R sur son image ]—1,1[. L'application réciproque est appelée 
Argument tangente hyperbolique et est notée argth. 


]J-1,1, —  R 
argth : 
ë y 


— argthy 


Vye]-1,1[, th (argth y) = y 
VxER, argth (th x) = x 


La fonction argth 

— est impaire. 

— est strictement croissante sur |—1,1f. 
— est continue sur |—1,1f. 
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— est dérivable sur ]—1,1[ et 


Vye]-1,1[, argth'y= 


1- y? 


— réalise une bijection de ]-1,1[ dans R. 
— est 6% sur ]|-1,1{. 





Démonstration © La fonction tangente hyperbolique, sur l’intervalle 1=R 


CH) est strictement monotone sur I 


CH) est dérivable sur I. 


l 
CH) et vérifie VxeI, th (= —— #0 
ch° x 


On peut alors appliquer le théorème de dérivation de la fonction réciproque 4.2 et affirmer que argth est dérivable sur J = th(R). De 


plus, pour tout yeJ 
argth” y= : = : ne 
ER ART (argthy) 1-th?(argthy) 1-72 





On vérifie sans peine les propriétés restantes. 
Expression logarithmique : 








e*—e * e*-1 l+ 1+ 
On résout l’équation y = = = =——— pour |y| < 1, soit e2*(1— y) = 1+ y, soit e2* = ur etx=-In "7 ! 
eï+e-x e2x+] 1-7 1-7 
1 1+ 
Donc argth y = = In es ; 
2) l-7y 














1 1+ 
Vérification : Lorsqu'on dérive pour y > 1, f(y) = ; in r) on obtient bien f”(y) = Comme f(0) = 0, on a bien 


1-y 1-y2 


f (y) = argth y sur l’intervalle ] — 1,1[. 


44 Deux exemples 


DÉFINITION 4.7 © Asymptotes 
Soit f : [c,+o)] — R une fonction. On dit qu’une courbe y = g(x) est asymptote à la courbe y = f(x) en +oo si et 
seulement si : 

g(x) — f(x) re 0 


En particulier, une droite d’équation y = ax + b est asymptote à la courbe représentative de f si et seulement si : 


f GX) — [ax + b] 0 


X— +00 


: [Méthode pratique de recherche d’asymptotes 


Si f(x) ne LER, la droite horizontale y = l'est asymptote. On lit sur le tableau de variations la position 
— +O0 


de la courbe par rapport à l’asymptote. 


Si f(x) rs 09 on calcul la limite de f(x)/x en +co. 


Si cette limite existe et est égal à un réel a £ 0, on calcule f(x) — ax et on cherche la limite de f(x) - ax 
en +co. Si f(x) - ax — bER, la droite y = ax + b est asymptote. On détermine la position de la courbe par 
rapport à l’asymptote en étudiant le signe de f(x) —-[ax+ b] au voisinage de +co. 

fX fG 


Si —— — ©, on dit qu’on a une branche parabolique de direction (0 y). Si —— — 0, une branche parabolique 
x 


x 
de direction (0x). 


Si f(x)/x2 admet une limite finie a non nulle et que ce n’est pas le cas de f(x) /x, on peut rechercher des 
paraboles asymptotes. 
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y = 8 


0 


g(x) — f(x) 





X— +00 





FIGURE 4.18 — Courbes asymptotes lorsque x — +oo 


PLAN 4.2 : | Plan d’étude d’une fonction 
Trouver le domaine de définition. 
Calculer la dérivée (factoriser) et étudier son signe. 


Tableau de variations. On précise les valeurs exactes remarquables, les limites et les prolongements éventuels 
(on étudie alors la dérivabilité de la fonction prolongée). 


Recherche d’éventuelles asymptotes. 


Tracé approximatif de la courbe y = f(x) : on représente les asymptotes éventuelles, les tangentes horizon- 
tales 





Remarque 4.11 La représentation de valeurs particulières numériques obtenues à l’aide de la calculatrice ne présente 
en général aucun intérêt ! 


Exercice 4.1 
Étudier la fonction définie par f(x) = xt, 


Solution : 
12 Comme: 
fo _ xl _ e+Dnx 
f est définie sur R*. 


nx+x+1 
Soit x e Ri. On D 


JR — R 
ci X — xiInx+x+l 
de f'. 


*+1 donc f est du signe de xInx+ x+ 1. Introduisons la fonction : 


. Pour tout x € R : g'(x) =Inx +2. On en déduit les variations de g et le signe 


Remarquons que g (—-2) > 0 et en utilisant les limites usuelles, on obtient : g(x) = 1. 
X— 


Le tableau de variation de f est donc : 


les limites étant obtenues en utilisant les limites usuelles et par opération sur les limites. 


4 Le graphe de f admet une branche infinie quand x — +00. Si x e RŸ : 
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Le graphe de f n’admet donc pas d’asymptote quand x — +co. On a affaire à une branche parabolique de 
direction O y. 


5 On en déduit le graphe de f : 





Exercice 4.2 


Étudier la fonction définie par f (x) = x LR 
x 


Solution : 


2 Nous déduisons du tableau de signe 


que f est définie sur I=]-co,-1[U[1,+ool. 


f est dérivable sur ]-co, -1[U]1,+oo[ car la fonction racine carrée est dérivable sur RŸ. Soit x un élément de cet 


ensemble. On trouve : 
x2+x-1 


x—1 . 
— (x+ 1) 
x+1 


f' est donc du signe de x? + x—1. Les racines de ce trinômes sont à = (—-1+ V5) 12 etB=(-1- V5) 1/2. Seul a 
est dans le domaine de définition de f. Pour les limites, on remarque que : 


rie 


et donc Jim f (2) = -0co, Jim f (x) = +oo. Par limites usuelles, il est clair que lim f (x) = -co. On en déduit 
——00 —+00 X——17 


de la tableau de variation suivant : 


> Le graphe de f admet une branche infinie quand x — + et quand x — 17. 
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La droite d’équation est donc asymptote à la courbe au voisinage de +co et -co. 
On a une asymptote verticale au voisinage de —1 d’équation x = -1. 


4 On en déduit le graphe de f : 


y= f(x 








4.5 Fonction exponentielle complexe 


Soit I un intervalle de R. On s’intéresse ici à une fonction f définie sur I et à valeurs complexes f :Ie C. Pour tout fe I, 
une telle fonction s’écrit sous la forme : f (f) = x(f) +iy(t). avec x, y: 1 — R. Les fonctions x et y sont respectivement la 
partie réelle et la partie imaginaire de f. 


Soit # € I. On dit que f est dérivable en # si et seulement si x et y le sont. Dans ce cas, on définit f” (to) par : 
Fo) = x’ (to) + iy (to). 


PROPOSITION 4.41 
Soit @ une fonction définie et dérivable de I dans C. la fonction f définie sur I par 


Vtel, f(n=e?" 


est dérivable sur I et 


NteL F0 = pet, 





Démonstration Soit te I. Si 1 est la partie réelle de et si p2 est la partie imaginaire de , on peut écrire f (f) sous la forme : 
Fo = 90 2 10420) 10 20 2 10 (cos (p2 (9) + isin(p2(0)). 


Par application de la définition, on en déduit que : 


f'@ p (0) eP10 (cos (p2 (0) + £sin (p2 (9)) + 919 (-@, (0 sin (p2 (D) + ip (D cos (wp2 (9)) 
@1 (Ô) eP1t®) (cos (42 (9) + isin(p2 (9)) + ips (0 ep10) (isin(p2 (9) + cos{wp2 (#))) 
(w! (4) + ip (H}eP1® (cos (w2 (t)) + i sin (p2 (5) 


p'(DeP® 


Remarque 4.12 On en déduit que pour tout a € C, la fonction f :R — C,t- ef! est dérivable sur R de dérivée : 
VIER, f'(f=aeft. 
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En résumé 


Il est opportun de lire les paragraphes C.1 et C.2 de l’annexe C qui contiennent des méthodes pour construire des inégalités 
et dans lesquels sont promulgués quelques conseils pour le calcul des dérivées. Au terme de ce chapitre, le formulaire sur 
les dérivées des fonctions usuelles E.3 et celui sur les limites usuelles E.6 devront être parfaitement connus. Vous devrez 
par ailleurs être totalement familier avec ces nouvelles fonctions que vous serez amené à manipuler quotidiennement en 
sup et en spé. 

Il conviendra de retenir parfaitement les graphes et l’expression des dérivées des fonctions introduites dans ce chapitre. 
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4.6 Exercices 


4.6.1 Fonctions exponentielles, logarithmes et puissances 
Exercice 4.3 VO Inégalité de convexité 


1. Montrer que : 
Vx>-1, In(1+x)<x 


2. En déduire que : 


Solution : 


1. Il suffit, pour montrer cette inégalité, d’étudier les variations de 0: 


Do de — R 


— n(1+x)-x 


1 


. el ne 
+, ona:In(1++)<+ ce qui amène : 


nin(1+4) 


2. Soit n > 1. Appliquant l'inégalité précédente avec x = 


< e. Par conséquent : 
(1+ 1)" <e. De même, comme nñn > 1, -2 > —1 et on peut appliquer la première question avec x = -1, on 
obtient : n(1-—+)<-1. Multipliant les deux membres de cette inégalité par —n, on a : -nin(1- À) >1 et donc, 
en 


(1+ 1) < 1 et, la fonction exponentielle étant strictement croissante : e 


224 PE Ilan « 1 
passant comme précédemment à l’exponentielle : e < (1— à) 





Exercice 4.4 Q 
Posons, pour xe Ri : 


1 1 
a=exp(x) et b= =n(x?) 
Simplifier a?. 
à ; l 
Solution : Soit xe R}. Remarquons que b= — In (x) donc 
x 
1 
[e“) nu 


2 
Se 
en In(x) 


exp (In x) 


X 





Exercice 4.5 VO Des équations 
Résoudre les équations suivantes après avoir déterminé leur domaine de validité : 


In(x-1)=In(3x-5) 6. xV*= (%)* 
In(v2x-3)=1n(6-x)-}nx 7. 2% =3% 
2Inx=In(x+4)+In(2x) 8. log, x= log, a où ae RŸ \{1} 
eX-3e2*_4=0, 9. log, x - log, x = 1. 


86x_383%x_4—0, 10. 2X+2XFL 4 + DXN 2 3x4 3x LE ES où nEN 


& $ © D 


Solution : 


1. domaine de validité :] 3, +oo|. 


In(x-1)=In(3x-5) 
—> x-1=3x-5 


7 





Réciproquement| 2] est solution de cette équation. 
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2. domaine de validité :] 3,6. 


6— x 
V2x-3 = —— 
7% 
x(2x—3) = (6- x)? 
x(x +8) =0 


x=0 ou x=-8 
Aucun de ces nombres n’est admissible, il n’y a pas de solution. 
2mx=In(x+4)+I1n(2x) 


(EL 
Im DT 
x 


2x(x+4) 
——— >=i 
x 
x? +9x— 36 = 0 
x=3 ou x=-12 


Mais —12 ne vérifie pas l’équation. On vérifie par contre que 3 la vérifie. et l’unique solution de l’équation est [3] 


4. On a : 


= 


Réciproquement, on montre que est bien solution de l’équation. 
5. Cette équation est valide sur R. On a la série d’implications : 
8% _3.8% 4-0 


X2-3X-4=0 
Te 


X=1 ou X=4 
et 


8*=1 ou 8*-4 


=> 
2 
— _x=0 ou x=- 
9 





Réciproquement, on vérifie que lo « à] sont bien solutions de l’équation. 
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HET 
— Vxinx=xInmvx 
=  VxInx- =Inx= 0 
vali- ©nx= 0 


— Vx=0 ou 1-20 ou Inx=0 


—>  x=0 ou x=4 ou x=l 


Réciproquement, seuls sont solutions de l’équation. 


7. 
2% _ 3% 
x In2 = x In3 


x (xIn2-In3) =0 


Réciproquement, ces deux nombres sont solutions donc les solutions de l’équation sont :|O et log,3| 


8. 


log, x = log, a 

mx Ina 

na Inx 

In? x-In? a=0 
(nx-In4a)(Inx+Ina)=0 


1 
X=4 OÙ X—=- 
a 


Réciproquement, les nombres [a e«t à] sont bien solutions de l’équation. 
9. 


log; x — log, x = 1 
mx Inx 


In3 In2 


n3ln2 
n3ln2 


2 
In$ 


= re 


Réciproquement| exp est solution de l’équation. 
n 


10. On reconnaît des sommes géométriques : 


D ER Se ES 
2*(1+2+...+27)=3*(1+3+...+3") 
1-27+1 
(y = 1-2 
3 a 1-37+1 
1-3 
onti_] 
gn+1_] 
ont _] 
—— 
2 
In $ 


In É 
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Réciproquement, on vérifie que :| ————— | est bien solution de l’équation. 





Exercice 4.6 VO Des inéquations 
Résoudre les inéquations suivantes après avoir donné leur domaine de validité : 


1. In(x?-2x) >In(4x-5) 
2. e > (e*){ xe. 
3. a* <(Va 8 où ae R* \{l}. 


Solution : 


1. On vérifie que l’inéquation n’est valide que si x > 2. 


In Ée -2x) >In(4x-5) 
x-2x>4x-5 carinest croissante 
x2-6x+5>0 


xE]-0co,1[U]5,+oco 


Compte tenu du domaine de validité de l’inéquation, In Le — 2x) >In(4x-—5) seulement si x > 5. Réciproquement, 


on montre que si alors l’inéquation est vérifiée. 


2. L’inéquation est valide sur R. 
2 
e* >{e 


2_ 
e* 1, e* 


x) x e 


x-1>4x car exp est croissante 
x-4x-1>0 


x€ |-00,2-V5[u|2+V5,+00| 


L'ensemble solution de l’inéquation est donc :| ]-00,2- V5[U]2+ V5,+o0| 


3. L’inéquation est valide surR. 


A & (a+ 
— 3 


7x : 
= xna< - na carinest croissante 


Lorsque In a > 0 c’est-à-dire lorsque a > 1, 


PA Le (Va 


= x< 1 car a 1 doncinaZ0 


— 2x7-7x+3<0 


1 
— xe|-,3] 
2 


L'inégalité est vraie si et seulement si| x € | 1,3[ | 


Lorsque In a < 0 c’est-à-dire lorsque 0 < a <1, 
a > (a 
2. 7xX—3 
x° > 
2) 
227 -7x+3>0 


x€ |-00,-[u]8, +oo! 


L'inégalité est vraie si et seulement si| x € |-o, à [UJ3,+ool |. 
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Exercice 4.7 OC 
Déterminer les limites suivantes : 


Des limites 








. 1 , xe* 
1. lim xx 5. lim — 
X— +00 X—+00 3* 
te” 
| vx 6. lim — 
F En 1700 3° 
7. lim xe *-x 
3 lim x? ee 
. lim x* ? 
Pere 8. lim x* 
x—0+ 
. e*+2 : Ge)" 
4. lim 9. lim 


Solution : 
In x 


. nx il 
=e X mais — ——— 0 donc x* 
X _X—+c0 


1 
VX = eVXNX mais Vxinx= x21nx 


®=-[1] 


X— +00 


x—0+ x—0* 
In x 


res . nx 1 
=e X mais — —— -® donc x* [ol 
X  x—0* x—0* 


e*+2 __1+2e * Hi] 
e*+1 ECO CEN Er! 


e x X=xM£ X 
}" = xe*"5 donc es = 


————— 
e 


£ 
3 _ _— — 
In 3 X—-0c0 


4 


a à xe 
. De la même façon, toujours parce que e<3: lim —=[-œ| 


X——00 3* 


. x = e*lX mais xIn x —— donc x* —— e° = [| 
x—0+ x—0+ 


X— —00 


e* 
. xe *-x=x2e * (- = 
x 


xIn(x*) 
€ DE 2x x . Le 
_ = = er )nx 2 QD x hpais x2-* 
ex’ mx X—+00 


x* In x 


na 
b'Ina b*inbl(& es 
a) LE _ a nb-b'ina ci (9 FE 
” pla) 


= @ mais b*'Inb 


ea nb X—+00 


A 
nn ce cl) 
2 1 1 
) äin() = 222 inx-x2 1m 1+ x) —— 
van(# +2 —[0] 
In x 
In (ln) 


1 . Inx 
_ extninx-Inx) mais 
X x 


In(1+ 1) 


Exercice 4.8 VO 
Soit un entier n > 1. On considère l'équation 


1. Montrer qu’il existe une unique solution à cette équation. 


2. Déterminer cette unique solution. 


Solution : 


1. Étudions à n fixé la fonction définie par 


n n 
FU = x* _n=e* Inx 
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0 donc xV* e0 = Hi] 


10. 


IL. 


12. 


13. 


(b*) 


. a ES 
lim — oùl<a<b. 
X— +00 pla ) 


x2 
lim xIn (= 
x—0 


1+x 


: nx\%x 
lim (=) 
X—+00\ x 


1\* 
lim (1+-) 
X— +00 x 


2 


: X T1] ——— -], Comme 


X— +00 


En Le = a) 
+00, par opérations sur les limites, Ée X_ 1) XX In x —— -c et donc : ( à ——— 
X 


X— +00 X— +00 


X— +00 


1 
co , (4) — 0 et — > 0 donc 


X—+00 Inb 





(4.1) 





Elle est définie sur ]0,+oco[, dérivable sur cet intervalle et Vx EI, 


f'@ = x le" MX [nn x+1] 


La dérivée s’annule en un seul point x = e-!/" < 1. On en déduit en écrivant le tableau de variations de f que 


f présente un minimum en x avec f(xo) = e7!/(2") - n. Par conséquent, puisque f(x) —— —n< n, et que 
10? 
f(x ©, la fonction ne s’annule qu’une fois en un point X1 > xo. 
X—+00—+ 


2. Puisque f(n!/")= 0, en en déduit que la seule solution de l’équation vaut n\/". 





Exercice 4.9 VO 
Soit ne N*. Montrer que le nombre de chiffres nécessaires pour écrire n en base 10 est égale à la partie entière de 
1+log n. 


Solution : Supposons que l'écriture de n en base 10 compte m +1 chiffres am,.…, a € [0,9] avec an /0 etmEenN. 
Onaalors:n= 2}, ay10f et 


m 
logn À arf] 
Kk=0 


In 10°! (am + 4m-1107! +...+ 4010”) 
In 10 
In (am + 4m-11071+...+ 40107”) 
In10 


TE 


Mais 1 < am + 4m-11071+...+ a0107" < 10 et 


In (Gm + Am-11071+...+ 40107”) 


0< 
In10 


Donc|E(1+logn)=m#+1 | et le résultat est prouvé. 


Exercice 4.10 OC 


< 1. 





Étudier la fonction définie par f (x) = x —— 
x 


Solution : 


2 Nous déduisons du tableau de signe 


que f est définie sur I=]-co,-1[U[1,+ool. 


f est dérivable sur ]-co,-1[U]1,+ool car la fonction racine carrée est dérivable sur RŸ. Soit x un élément de cet 


ensemble. On trouve : 
x2+x-1 


x—1 à 
— (x+ 1) 
x+l 


f' est donc du signe de x? + x—1. Les racines de ce trinômes sont à = (-1+ V5) 12 etB=(-1- V5) 1/2. Seul a 
est dans le domaine de définition de f. Pour les limites, on remarque que : 


ee 


et donc Jim f (x) = -co, Jim f (x) = +oo. Par limites usuelles, il est clair que lim f (x) = -co. On en déduit 
——00 —+00 Xx——17 
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de Ia tableau de variation suivant : 


3 Le graphe de f admet une branche infinie quand x — + et quand x — 17. 


La droite d’équation est donc asymptote à la courbe au voisinage de + et —-co. 


On a une asymptote verticale au voisinage de —1 d’équation x = -1. 
2 On en déduit le graphe de f : 


y= f(x 





4.6.2 Fonctions circulaires 
Exercice 4.11 VI] 


Prouver que : 
: 2 
1. VxeR,, sinx<x 2. VxEeR, cos x > 1— À 
Solution : 


R+ Sn. R 


1. Il suffit d'étudier les variations de la fonction f\ : : ; 
X — sinx-x 





R 
2. On prouve d’abord l'inégalité sur R;. Pour ce faire, on étudie les variations de f: : k 
x 
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et on utilise l’inégalité prouvée dans la question 1. On montre alors que l'inégalité reste vraie sur R- en utilisant 


la parité de f2. 





Exercice 4.12 © 


L tan x 


> 2. 





sin x 
Démontrer que Vxe]0;7{, 





Solution : Soit D(x) = cos xsin? x+ xsin x— 2x2 cos x, on a 
D'(x) — sin? x + 2cos? xsin x+ sin x+ xcos x —4xcos x+ 2x2 sin x 
2cos? xsin x— sin° x+ sin x+3xcosx+ 2x? sin x. 
D(x) = 2cos° x-—4sin xcos xsin x—3sin2 xcosx+ cos x—3cosx+3xsin x+4xsin x+ 2x? cos x 
2cos5 x—7sin? xcosx—2cosx+7xsinx+2x2 cos x 
2 cos x(cos? x— 1) +2x2 cos x +7sin x(x — sin xcos x) 
sin2x 
2% ] 
2 2e 4 4 


X 2 : x ; x 
Or sur ]0; 7, a d’oû is) < cos? x, soit 1— x? + < COS’ x, LOUE © 


On a donc ®”(x) > 0. D’ est strictement croissante sur [0;[, comme ®/(0) = 0, D est à valeurs positives, donc ® est 
strictement croissante sur [0; 3 |: comme ®(0) = 0, D est à valeurs positives. 
Donc Vxe |0; u [, cos xsin? x+ xsin x > 2x2 cos x, d’où le résultat en divisant par x? cos x. 


2 cos x(cos? x—(1— x2)) + 7axsin [1 — 


< cos? x— (1 — x2). 





Exercice 4.13 OC 





On a tracé le cercle le cercle trigonométrique dans un repère orthonormé direct. L’angle à est mesuré en radians. Les 
triangles OAH et OBC sont rectangles respectivement en H et C. On rappelle que l’aire du secteur angulaire OAC est 
a/2. 


. Calculer l’aire du triangle OAC. En déduire que : Vae]0,x/2], O<sina< a. 


1 
2. Montrer que pour «€ ]0,x/2], on a 1 > cos? a > 1. En déduire que Jim cosa = 1. 

a— 
3. Calculer l’aire du triangle OBC. En déduire les inégalités : Vae]0,n/2], sina<a<tana. 
4 


en. : — .  Sinœ .  tana _— . 
. Déduire des questions précédentes que lim —— = let que lim —— = 1. On prouve ainsi que sin et tan sont 
a— a a— (0 4 


dérivables en 0. Expliquer pourquoi. 
5. Pour «€ [0,x/2], Établir les inégalités : 


0 < cos’ a < cosa, O<l1-cosa<sin a et 0<l1-cosa<æ. 


. .  1-cosa 
6. En déduire lim ————. 
a—0 a 
. …  cos(a+h)-cosa . sin(a+h)-cosa Te -s 
7. En déduire Le er et ja a . Quelle propriété importante de cos et sin vient-on 
—0 —0 


de prouver ? 
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Solution : 


OC<AH 


1. L’aire du triangle OAH est donnée par == = Siae ]0,7x/2] alors le triangle OAH n'est pas plat et son aire 
sina 


est > 0 donc sina > 0. Par ailleurs, le ne OAH est inclus dans le secteur angulaire OAC et donc FX < $ ce 
qui prouve la seconde inégalité. 


2 2) 2 


. Soit ae ]0,n/2]. On utilise la question précédente. De 0 < sin a < à, on tire 0 < sin“ a < œ* car la fonction x x 


est croissante sur R+. Donc 1 > 1—sin2a > 1—æ ce qui donne finalement 1 > cos? a > 1—æ. Si a — 1, on en 
déduit grâce au théorème des gendarmes que lim cosa= 1. 
X— 


. L’aire du triangle OBC est OCYBC = me. Comme le triangle AHC est strictement inclus dans le secteur OAC et 
que ce secteur est strictement inclus dans le triangle OBC, on en déduit que sina < a < tan a. 


sina (04 


. Soit à € ]0,x/2]. On déduit de l'inégalité de la question 1. que 0 < = < 1. De même, de tana > à, on tire 


sin . .. sinœ 

sina > acosa et donc >co8@—_— 1 Par le théorème des  . on en déduit que en = |lÆEn 
œ a—0 ax 

0”, on trouve la même limite par parité. La seconde limite est alors évidente. On reconnaît de sn est le taux 

d’accroissement de sin en 0. Il admet alors une limite quand à — 0 et sin est dérivable en 0 de dérivée égale à 1. 


Idem pour tan. 


. On sait que 0 < COR 1 donc en multipliant par cosa qui est positif, on obtient la première inégalité. On en 
déduit que 1 > 1—cos? a > 1—cos a et donc la seconde inégalité. La dernière en découle en utilisant que sin a < a. 


. On divise la dernière inégalité par a € ]0,x/2] : 


1-cosa 
LE —— <— x — 0 


(0.0 (0.0 


: 1-cosa ris - A 1-cosa 
donc lim = 0. Par parité, il s'ensuit que lim = (0. 
a—0* «a a—0 


. Grâce aux formules d’addition et aux questions précédentes : 


cos (a+ h) —-cosa cosh—-1 . sinh ; 
——— = COSA—— —sinx —— -sina 
h h h  h-0 
On reconnaît dans la premier terme de la ligne précédente le taux d’accroissement de cos en à. On a prouvé qu’il 
tend vers sin a quand h — 0. Donc cos est dérivable en «à de dérivée —- sina. On procède de même pour sin. 





Exercice 4.14 OC 
Calculer : 


1. arcsin(sin(3t)) 2: arccos(cos (2022 )) 


Solution : 
37 ) = 


1. Comme arcsin :[-1,1] — [-?,7], il faut déterminer le réel x € [-7, 7] tel que sin x = sin(ix). Mais sin (%) = 


: TNT) = T 2 : T 370) — 
sin( + 2) = cos ? = n() donc : | arcsin(sin(#Æ)) = ? | 


2. On a : arccos :[-1,1] — [0,7], donc il faut déterminer le réel x € [0,n] tel que cos x = cos(20®2). Mais 2009 = 


3 x 670 — 1 donc 20097 = =. [2x]. Mais cos —?+ = = COS + T donc : arccos(cos(2®2)) = £ k 


Exercice 4.15 OC Formule de Machin 


1. Montrer que ? = arctan } + arctan L 





2. Pour tout xEeR\ (£ + 22), exprimer tan (4x) en fonction de tan x. 


3. En déduire la formule de Machin : : ; : 
— = 4arctan - — arctan — 
4 5 239 


Solution : 


1. Notons a = arctanx + arctan 1. En utilisant les formules d’additions pour la tangente : 


tan (a) = 





De plus 0 < a < 7, donc nécessairement à = 
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2. SoitxeR\ (5 + 77). Toujours par application des formules d’additions, on montre que : 


4 tan (x) — 4 (tan (x))? 


t AX) = 
M 1—6 (tan(x))? + (tan (x))4 


3. Par application de cette dernière formule, on trouve que : tan (4arctan 1) = 12. Donc, une fois encore grâce aux 


formules d’additions, si on note f = 4arctan À — arctan 7 on trouve : 


1 ai 120 1 
tan (4arctan £) — tan (arctan +) _ 9-2 
120, 1 
239 


a ne Rene nosen "07 ai 
1+tan(4arctan à) tan (arctan x) 1+120 x 


tanf = 


et donc comme dans la première question, on montre que f = ?, ce qui démontre la formule de Machin. 





Exercice 4.16 O 


1. Soit xe [-1,1]. Simplifier : 2. Soit xeR. Simplifier : 
(a) cos(arcsin x) () cos(3arctan x) 
(b) sin(arccos x). (b) cos?(1 arctan x). 


Solution : 
1. Soit xe[-1,1]. 


(a) arcsin x € [-5, 3] donc cos(arcsin x) = Ÿ/1-—sin? (arcsin x) = Mi | 
(b) arccos x € [0,7] donc sin(arccos x) = /1— cos? (arccos x) = Me 


2. SoitxeR. Remarquons que, pour tout X e ]-n/2,n/2[, comme 1+tan2X = 1/cos?X, il vient cosX = 1/V1+tan2X 
et donc cosarctan x = 1/(V1+ x2) car arctanxe]-n/2,n/2|. 


(a) On utilise les techniques de l’annexe B.3;, il vient cos(3X) = 4cos° X— 3cosX et donc: 


cos(3 arctan x) 4cosÿ arctan x — 3 cos arctan x 
4 3 


(1+x2)972 ce (1+x2)2 


(b) Comme cos? X = 1/2(cos(2x) + 1) : 


2{1l 
cos [- arctan x) 
2. 





Exercice 4.17 VO 
Résoudre l’équation arcsin x = 2arctan x. 


Solution : Pour tout Xe ]-x/2,n/2[, comme 1+tan? X = 1/ cos? X, il vient cosX = 1/V1 +tan2X. Donc cos arctan x = 
1/(V1+ x?) car arctan x e ]-n/2,n/2][ et comme sinX =+V1-cos2X, on a aussi sinarctan x = x/V1+ x2. On a alors : 


arcsin x = 2arctan x 


x=sin(2arctan X) 


x = 2sin (arctan x) cos (arctan x) 


2X 
Te 
1+x2 

3 _ 
x —x=0 


x=-1, x=0oux=l 
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Réciproquement, on vérifie que ces 3 nombres sont solutions de l’équation. 


Exercice 4.18 O 

2 six>0 
-5six<0 

— Montrer que : Vxe [-1,1] : arcsin(x) + arccos(x) = 2 


— Montrer que : arctan x + arctan À = 


Solution : La même méthode s’applique dans les deux questions. 


* — R 


1. Soit 6: : . 61 est dérivable sur R* et A = 0. Par conséquent, il existe des réels 


-—  arctanx+arctan _ 


c1 et c2 tels que Oj1iR+ = C1 et O11R: = C2. En prenant la limite de 01 quand x tend vers -œ et + on montre que 


a =-5 t@=2. 


——— R 
—  arcsin(x) + arccos(x) 
[—1,1] et évaluant l’expression en x = 0, on montre que cette constante vaut . 


: —1,1 ee 
2. Soit 62 À : . 82 est dérivable sur [1,1] et 6, = 0. 62 est donc constante sur 





Exercice 4.19 ©Q 
Étudier la fonction f donnée par : 


fix cos° x+ sin° x. 


Solution :  Étudions f : x— cos x + sin° x. f est définie sur R mais est 2x-périodiques. On peut donc restreindre le 
domaine d’étude à 1= [-n,x]. Si xe I, f(x) = 3cosxsinx(sinx-cos x). Résolvons l’inéquation : sin x — cos x > 0 
pour x el afin de connaître le signe de f sur : 


sin x — cos x > 0 


v2 


2 
— COSX——sinx< 0 
2 2) 


T 
cos(x+ =) <0 
4 


On en déduit le tableau de variation suivant : 


ainsi que le graphe : 
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Exercice 4.20  ©OOQQ 
Étudier la fonction définie par : 


f(x = arcsin (2xv 1- x?) 


Solution : 
1. Pour que la racine soit définie, il faut que x € [1,1]. 
2. arcsin est définie sur [-1,1]. Étudions donc (x) =2xV1- 2x2 sur [-1,1]. C’est une fonction impaire. Il suffit de 
faire l’étude sur [0, 1]. @ est dérivable sur [0,1[ et Vxe [0,1[, 
_2(1-2x2) 


ie 
2 V1- x2 


On écrit le tableau de variations de et on voit que 


Vxel-1,1, wp(xel-1,1] 


avec @ (3) = 1. 
Par conséquent, DF=t[-1,1]. 
3. f est impaire. On fait l’étude sur [0, 1]. 
4. est dérivable sur ]—1, 1[. Comme arcsin est dérivable sur ]—1,1[, à valeurs dans [-1, 1] et p(@) = 1 siet seulement 
O2 qui éri =. sl 
si 0 = Z- On en déduit que f est dérivable sur I; = [0, 7 et sur L =] 7 1[. 
. Vxel Ul, on calcule 
2(1—2x?) 
CE ————— 
|2x2 —1[V1- x2 
Par conséquent, Vxe 1, f'(x) = et Vxe I, f'(x) : 
: 1; = 2» =— : 
V1-x2 V1-x2 
. Donc il existe C1 ER tel que 
Vxely, f(x) =2arcsnx+C 


et C2 ER tel que 
Vxel, f(x) =-2arcsin x+C2 


On détermine C; = 0 et C2 = x en prenant les valeurs particulières x=0etx=1. 


. En conclusion : 


2arcsin x si xe [0, LE] 
ft =]  . no. 
—2arcsiNxX-T SixE [3 ] 


Montrons en utilisant la trigonométrie que 


1 1 
VxE[-—,—|], arcsin {2xV 1—x2|=2arcsinx 
v2 V2 


Soit xe[-—L 1. Posons 


V2’ V2 
y=arcsin(2xV 1-— x?) 
110 € [-F, 5] tel que 
x=sin0 
Alors 
2xV 1- x2 = 2sin0|cos@| = 2sin0cos0 = sin28 


Or comme 28 € [-— 
y = arcsin(sin(28)) = 28 = 2arcsin x 





Exercice 4.21 MN 
Étudier 





- — 
f(x = arccos( LE 
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Solution : Considérons la fonction @(x) = Æ Elle est définie sur [0,+ocol et dérivable sur ]0,+œ), et 
x 


1- x 


Vx>0, px) = ————— 
URLS 2Vx(1+ x)? 


En traçant le tableau de variations de , on voit que est à valeurs dans [0, à. Comme arccos est définie et dérivable 
sur [0, 31 f est définie continue sur Df=1[0,+ool et dérivable sur ]0,+oolf, et 


Vx€]0,+00[, F9 = ——— x p'(x) 
V 1 (+2 
: (x— 1) 
2V/XVx2+x+1(x+1) 


: : T T T 
Par conséquent, f est décroissante sur [0, 1], croissante sur [1,+oo et f (0) = a ff = = fx mn à 
—+ +O0 


Comme f'(x) a +00, f n’est pas dérivable en 0 (demi-tangente verticale). 
X— 





Exercice 4.22 MN 
Étudier 





f(x = aresin| 





x 
Vx2+1 


Solution : Posons (x) = . p est dérivable surR et 


E 
Vx2+1 
1 
(x2+1)Vx2+1 


D'après le tableau de variations de ®, @ est à valeurs dans ] — 1,1[. Comme arcsin est définie et dérivable sur] —1,1{, f 
est définie et dérivable surR et 


VxeR, (x)= 


1 
VXER, (x) = ——— x p'(x) 
x2+1 
_ 1 
241 
= arctan/(x) 


Par conséquent, C ER tel que 
VxeR, f(x)=arctanx+C 


En prenant x = 0, on trouve que C = 0. 
Montrons par la trigonométrie que 


. 5e 
VxEeR, aresin| = arctan x 
x2+1 


Soit xeR. 10 €] - 7, 71 tel que 
x=tan0 


Alors arctan x = arctantan6 = 6 (car8 € |=% : [. 
D'autre part, 
x : tan 0 
Vx2+1 Vil+tan20 
(le cosinus est positif sur |-?,7|. 
Alors 


= tan60|cos8| = tan6cos6 = sin6 


: X 
aresin| = arcsinsin0 = 6 
x2+1 





car0e€| 2, T[ et on a bien le résultat. 


Exercice 4.23 VO 
Étudiez la fonction f définie par : 





f(x = arctan| S # 


) — 2 arctan x 
— X 
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Solution : La fonction f est définie pour x # {—-1,+1} donc D =]-co,-1[0] -1,1[U]1, +oo[. Comme la fonction f est 
impaire, on fait l’étude sur les intervalles I = [0, 1[ et 12 =]1,+oof. Calculons sa dérivée : 


2x2? +2 2. 
xt+2x2+1 1+x2 


VxelhUb, f'G) = 


Par conséquent, 3C1 ER tel que Vxe 1, f(x) = CG et C2 ER tel que Vxe I, f(x) = C2. En faisant x = 0 et x — +co, on 
trouve que C1 = 0 et Ci = —7. 
Montrons par la trigonométrie que 


_ 


2x 
Vxe]-1,1[, arctan - = 2arctan x 


Soit xe]-1,1[. 10€ ]-?,%|{ tel que x=tan6. Alors 


2x tan 26 tan (26) 
—— = —— = tan 
1-x2 1-tan260 


Or28e]-?,5| donc 


5 = 26 = 2arctan x 





Exercice 4.24 VO 
Montrer que 


TI 1 
Vxef0,1}], arcsinyx= … + - arcsin(2x — 1) 


Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie 
Indication 4.3 : On pourra poser x = sin? u 


1 
Solution : Soit f(x) = arcsin /x— 5 arcsin(2x— 1). f est bien définie sur [0,1] car -1<2x-— 1 < 1. Elle est dérivable 


sur ]0,1[ et 
1 1 1 1 1 
ME) 


, 5 ; T 
Cette fonction est donc constante sur l’intervalle [0,1]. En faisant x = 0, on trouve que f(0) = Fe 


On retrouve ce résultat car on peut poser x = sin? u lorsque x € [0,1], avec ue [0, DE Alors 


T T 
arcsin(2x — 1) = arcsin(— cos2u) = — arcsin(cos2u) = arccos(cos2u) — 3 =2u- 2 





et arcsin /x = arcsinsin u = u. 


Exercice 4.25 MN 


Étudier la fonction ; 


+ x2 





f(x) = arccos ï — 2arctan x 


Solution : 


: _— ; 1 : : re 
1. Puisque arccos est définie sur [—1, 1], il faut que : < 1, ce qui est toujours vérifié car VxeR, 1-— x2 <1+x2 


+ x2 


et1l- x? >-(1+22). Donc ID=R| Il n’y a pas de parité. 


2) 


. Puisque arccos est dérivable sur ] — 1,1[ et que =1< x=0, f est dérivable sur 1j =] -c,0[ et sur 


+ x2 
12 =]0, +oœ[ comme composée de fonctions dérivables. Et V x e 1 UL : 


—] —2 2 . 25g(x) À 


el LT x2)2 (1 dE x2)2 Gr 
TETE 


Par conséquent, puisque f' = 0 sur I, C2 ER, tel que Vxe L1, f(x) = C2 et en faisant x — +oo, C2 = 0. Sur 


L, f(x) = - 
Ci =27. 


1+%x2 1+x2 1+3%2 


= 


Te et donc C1 ER, tel que Vxe Li, f(x) = 4arctan x + C1. En faisant x — —c, on trouve que 
x 
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3. Montrons par la trigonométrie que 


2 


+) = 2arctan x 
x 


Vx2>0, arccos| 


Soit x > 0. Il existe un unique 0 e]0, Al tel que x=tan0/2. Alors 2arctanx=8 et 


1x 


arccos| = ] = arccos(cos06) = O(8 € [0,x]) 
1+x 





Exercice 4.26 OC 
Étudier la fonction 


Par conséquent, 2C ER, tel que Vxe]-—1,1[, f(x) =C. Comme f(0) = 0, on a montré que Vxe]-—1,11[, 


X 2 
arctan = arcsin X 
1— x2 


On retrouve ce résultat par la trigonométrie. Soit x e] —1,1[. Alors 38 e] — 7 &l tel que x =sin6. Alors 
sin 


x 
arctan = arCctan ———— = arctan0 = 6 
1-x2 1-sin26 





Exercice 4.27 OC 


Étudier 
Vx2+1-1 
f(x = arctan| —— 
x 


Solution : DF= R*, f est impaire. On fait l’étude sur [0,+ol. f est dérivable sur ]0, +oœol et Y x €]0, +ool : 


1 rl 
2x2+2-2Vx2+1 Vx2+1 
__  Vé+1-1 
© 2@+D(V+1-1) 

1 
"2&+1 


re 


L arct (Ce) 
= —arctan (X 
2 
Donc il existe C1 ER telle que Vx e]0,+oo, 
l 
f(x = > arctan x + C: 


En prenant la limite lorsque x — +, on trouve C1 = 0. De même, on montre que V x €] — co, 0[, 


1 
f(x = 5 arctan x 





On retrouve ce résultat par la trigonométrie en posant x = tan €. 
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Exercice 4.28. ©OQ 
Une statue de hauteur p est placée sur un piédestal de hauteur s. Un observateur se trouve à une distance d de la statue 
(sa taille est négligeable). Trouver la distance d pour que l’observateur voie la statue sous un angle à maximal. 


Solution : Notons 8 l'angle AOH et y l’angle AOS. Alors 
a=60-v# 


p+s 


s À ; T 
Or tan 6 = et tan = : par conséquent, puisque à,6, €]0, = fe 


p+s S 
a = arctan — arctan — 
d d 


En posant À = p+setB=s, étudions la fonction 


]J0,+00[ — R 
TE A B 
x —— _ arctan— — arctan — 
x x 


Elle est dérivable sur ]0,+ool et 
(B—A)(x? — AB) 


! _ 
Vel FOSTER + A5 


et donc f' s’annule en xp = VAB (car À > B, puisque s > 0). On voit sur le tableau de variations de f que xo correspond 
à un minimum de f et donc la distance d sous laquelle on voit la statue sous un angle minimal est : 


do = V(p+s)s 


Cet angle vaut alors 


ao = f (do) = Zarctan| 


EU 1 7 
(on a utilisé la formule arctan x + arctan — = = lorsque x > 0). 





4.6.3 Fonctions hyperboliques 
Exercice 4.29 Q 





1. VxeR*, shx>x. 
2 
2. VxEeR, ÉRYS 











R — R 
Solution : Il suffit d'étudier les fonctions f : : : x2 h et de montrer 
+—-chx 


X 


qu’elles sont positives sur le domaine d’étude. 





Exercice 4.30 Q 
Démontrer que VxeRetVneN, (chx+sh x)" = ch(nx) +sh(nx). 
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Solution : Soient xeRetnenN. Comme chx+shx= e* : 


(chx+ sh x)" = (e*)” = e"* = ch(nx) +sh(nx) 





Exercice 4.31 © 
Simplifer, quand là où elles sont définies, les expressions suivantes : 


1. ch{argsh x) 3. sh(2argsh x) 5. th(argch x) 
2. th(argsh x) 4. sh(argch x) 6. ch(argthx) 


Solution : 
1. Soit xeR. Comme ch est strictement positive sur R, ch x= V 1+ sh? x et : 


ch(argsh x) = 4/1+sh? (argsh x) = [Vi+x | 


shx. 


. SoitxeR. Comme th x=—— : 
ch x 


sh (argsh x) x 
th h pp —— À 
GE ch(argsh x) = 
. Soit xER. En utilisant les formules d’additions, 
sh (2argsh x) = 2ch{(argshx) sh (argshx) =|2xV 1 + x? | 


. Soit xe [1,+of[. Comme sh est positive sur [1,+ol, sh x = V ch?x-1et 
sh (argch x) = \/ch? (argch x) — 1 = [V1] L 


sh (argch x) x2—1 
th h RE — 
ÉRLE ch(argch x) x 


. Soit xe[l1,+ol. 


: __— 5 7 1 ; 
. Soit xeR. De : 1-th?x= , On déduit, ch étant positive sur R : chx = ———. Par suite : 


l 
ch? x V1-th?x 


1 l 
ch (argth x) = ——— - =] 
/1-th?{argthx) LV1Z x? 
Exercice 4.32 VO 


Pour tout (a,b)eR? etneN, calculer : 





n n 
Cn=) ch(a+kb) et Sn= 7 sh(a+kb). 
k=0 k=0 


Solution : Soient (a,b)EeR? etneN.Ona 
ñ . : RECU 
Cn+Sn = Ÿ (ch(a+ kb) +sh(a+ kb) = D eft*P= et 3 [e? l Su 


k=0 k=0 k=0 (n+1)ef si b=0 


De même : 


1—-e-b 
(n+l)e { sib=0 


n n k 
Cn-Sn= Ÿ (ch(a+ kb) -sh(a+kb)) = ÿ° e (atkb) - ,-a (e? = 
k=0 k=0 k=0 


1e e-tr+Db | 
el sibz0 
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Par suite : 


: 1—et+Db : 1—e-t+Db 
e st st 
1-eb 1-eb 


(n+1l)cha 


@a 
1-eP 1—e-b 
(n+1l)sha 


1—-etm+Db 1 -) 
a ————————— 





Exercice 4.33 OC 


Montrer que Vx £ 0, 
2 1 


à th2x thx 





th x 


Calculer alors la somme : 
— 
Sie 2h 
k=0 


Solution : En utilisant les formules d’addition pour la tangente hyperbolique : 


2 1 2 1 _1+th?x-1 


= —=—— -— "7 =thx. 
LORS MN EURE ire thx 
1+thf x 
En remplaçant dans la somme, on trouve 


ce … 2 2 2 : H=+ 2k+1 nn] 2k : on 1 
D lin ho NE tone thorax 





Exercice 4.34 VO 
Montrez que 


1 
Vx2>0, arctan(sh x) = arccos =) 
ch x 
Retrouver ensuite ce résultat par la trigonométrie. 
Solution : Considérons la fonction f : [0,+oo[— R définie par 
FD tan(sh x) | : ] 
x) = arctan(sh x) — arccos| —— 
chx 


Elle est dérivable sur l’intervalle ]0,+ool[ et Vx > 0, 


ee un =0 


1+sh2x Jess ch? x 


Comme f(0) = 0, on trouve que Vx € [0,+oo, f(x) = 0. 


Par la trigonométrie : soit un réel x > 0. Comme Le €]0, 1f, il existe 6 € [0, FI tel que 
chx 


l 
—— = cos8 
ch x 


l 
h x = —]=tan0 
ie) Ÿ cos26 a 


arctan(sh x) = arctan(tan6) = 6 


et alors 


Et d’autre part, on a bien 


arccos(—) = arccos(cos0) = 8 (0 € [0,x]) 
cn x 
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Exercice 4.35 OO 
Soit ae R. Résoudre l’équation 
chx+cosa=2shx+sina 


Solution : En passant aux exponentielles et en notant X = e*, X doit vérifier l’équation du second degré : 


X2 +2(sin a cos a)X — 3 = 0 


Le discriminant réduit vaut À! = (sin a cos a)? +3 > 0. Puisque X > 0, il faut que 


X= V{(sina- cos a)2+3-(sina-—cos a) 


On a bien X > 0 car V(sina-cosa)?+3>|sina-cosa|. Alors 
= In[V4-sin2a-2+sin2a) 





Exercice 4.36 OC 





Soit =. 
f 1-5,51 — R 
x — In(tan(5+3)) 
Montrer que f est bien définie et que : Vxe1=]- 7,31: 
fQ 
1. th===tanf 3. chf(=— 
2. th f(x) =sinx 4. sh f(x) = tan x. 


Solution : Remarquons d’abord que dans l'intervalle de définition, 0 < (+ — ?) < % et donc que la tangente prend ses 
valeurs dans ]0, +ool[ et par conséquent que f est bien définie. 


1. Puisque 


En remplaçant, 
f@ tan(> + ) —1 


Fi X I 
2 tan(s an 3) +1 
et en développant sin(a + b), cos(a + b), on trouve le résultat. 


2. On utilise la même expression de th x et l’on trouve : 


tan/(3+2-1 


Dre en 


D. 2 


où l’on a utilisé la formule cos2a = cos a— sin‘ a. 
e*+e * 


3. Puisque ch x = nn. on trouve que 


tan2(£+1)+1 1 1 1 
CH : = 


21406 +0) 2sin($+%)cos(f+Æ) sin(x+?) cosx 


4. De la même façon, 


2x T Gran T faRe T T 
_ tan (Eur ot 0 sin (CG +23)-cos G+3)  —cos(x+3) 
RE ee = 
2tan( + 3) 2sin(s + 7) cos(s + a) sin(x + 5) 





Exercice 4.37 ©Q 
Résoudre l’équation 
5chx-4shx=3 


On utilisera deux méthodes différentes : 
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1) En exprimant tout à l’aide d’exponentielles, 


2) En utilisant t = h=. 


Solution : 


1. L’équation s'écrit 5(e* +e-*) —4(e* —e7*) =6, c’est-à-dire 


(e*)}?—6e*+9=0 


En posant X = e*, on a une équation du second degré, (X — 3)2 = 0, on trouve alors une unique solution e* = 3, 


c’est-à-dire 


2. Sit=th?, l'équation s'écrit 


1+r2 2t : 
HA ei. —4t+1=0 


5 A 
1-r2 1- 


: : l 
l’unique solution est alors t = 2: Alors 





x 1 x _x x _% _ 
Me 2)=e2+e 2e =3 x=In3 





La première solution est plus simple ! 


Exercice 4.38 OC 
1+thx 


1-thx 





Calculer la dérivée de f : x sur un domaine à déterminer. Conclusion ? Retrouver ce résultat en utilisant 


la trigonométrie. 
Solution : Commeth:R- ]-1,1{, la fonction f est définie sur R. Pour tout xe R, on trouve que 
l 2 1+thx 
— © ——— (l- th? X) = 
: f-thx A-thx}? 1-thx 
1-thx 


f vérifie l’équation différentielle y! = y. f est donc de la forme : f : x ae* et comme f (0) = 1, on a «= 1 et f est la 
fonction exponentielle néperienne. On retrouve ce résultat en écrivant 


Fe chx+shx ee _ , 
XII a — — =e. 
chx-shx en 


HE 





Exercice 4.39 MN 
Montrer que VxeR, 
2arctan(th x) = arctan(sh2x) 


R — R 


X +—— Z2arctan(thx)-arctan(sh(2x)) ‘ OnaD;=Ret 


Solution: Soit f : 


1 
1+th2xchx 1+sh?(2x) 
2 Dans 
ch?x+sh?x ch?(2x) 


VxER, f'(x = (2ch(2x)) 


Par conséquent f est constante sur R et puisque f(0) = 0, on a l’égalité voulue. 


En passant par la trigonométrie, soit x € R, 3! €] — Z, TI tel que thx=tan6. Alors arctan(sh(2x)) = arctan(2sh xch x). 


44 
2tan6 


th 
Or sh xch x = es donc sh2x = ——————— 
thx 1-tan?(6) 


= tan(28) et puisque 28 €] — %, ?[, on obtient l'égalité souhaitée. 
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Equations différentielles linéaires 


In Order to solve a differential equation you look at it 
üill a solution occurs to you 
George Pélya - How to solve it. 


Pour bien aborder ce chapitre 


L'objet de ce chapitre est de donner des outils pour résoudre des équations différentielles du premier et du second ordre. 
Vous rencontrerez quotidiennement ces équations en mathématiques mais aussi en physique, en chimie et en sciences 
de l'ingénieur. Il est donc impératif de bien maîtriser les techniques développées ici. Indirectement, nous réviserons les 
techniques de primitivation enseignées en terminale. Il est conseillé à ce sujet de se remettre en mémoire les primitives 
des fonctions usuelles, voir l’annexe E.4. Vous pourrez dans une première lecture éviter de vous focaliser sur les démon- 
strations. Celles-ci s’éclairciront après les premiers rudiments d’algèbre linéaire du chapitre 23 et plus particulièrement le 
paragraphe 23.5 page 860 et le chapitre 13 d’intégration. 


5.1 Quelques rappels 
Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R non réduit à un point. Le symbole K représentera indifféremment le 
corps R des réels ou le corps € des complexes. 
5.2 Deux caractérisations de la fonction exponentielle 
Remarque 5.1 SoitaeCet fa:R—C,t— eff. La fonction f, vérifie : 
+ fa(0)=1 
+ VOLL)ER?, fatt+ 1) = fa(D fa(t) 


+ fa est dérivable sur R et f} = a fa. 


5.2.1 Caractérisation par une équation différentielle 


On se propose d’étudier ici une fonction f :R — € dérivable sur R et vérifiant l’équation différentielle f’ = af où ae C*. 


PROPOSITION 5.1 Caractérisation de la fonction exponentielle l’équation différentielle f’ = af 


Soit f une fonction dérivable de R dans C et pour laquelle il existe a € C* tel que f’ = af. Alors il existe À € C tel que : 
VIER, f(h=Aett. 
Autrement dit, f vérifie : f = À f4. Si, de plus, f (0) = 1 alors f = fa. 





= C 


Démonstration  Introduisons la fonction 0: | Fe Foie 


. Il est clair que, pour tout t ER : 


eH=f(de %-af (ne =af(ne %-af'(ne #20. 


Donc 6 est une fonction constante sur l'intervalle R. Il existe alors ÀeCtelque:VteR, f(tje % = À. Le résultat est prouvé. 


On vérifie aussi facilement que si f (0) = 1 alors f = fa. 
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5.2.2 Caractérisation par une équation fonctionnelle 


On se propose maintenant d’étudier une fonction f :R — € dérivable sur R et vérifiant l’équation fonctionnelle 


VIDER, f(s+0=f(9f(0 


PROPOSITION 5.2 © Caractérisation de la fonction exponentielle par l’équation fonctionnelle f(s+ 9 = f(s) f(t) 


Soit f une fonction dérivable de R dans C vérifiant l’équation V(s,1)ER?, f(s+ 1) = f(s) f(#). Si il existe c € R tel que 
f(c) = 0 alors f est la fonction nulle sur R. Sinon f (0) = 1 et il existe a € C tel que f’ = af, c’est à dire tel que f = fa. 





Démonstration  Remarquons que, pour tout s,tE€R, f(s) = f((s-t)+5) = f(s-0 f (#. S’il existe un réel t tel que f(f) =0 
alors on déduit de l’égalité précédente que f est identiquement nulle sur R. Supposons alors que f ne s’annule jamais. On a 
f (0) = f(0+0) = f (0) f (0) et donc f (0) (f (0) — 1) = 0. Comme f ne s’annule jamais, il vient f (0) = 1. Par dérivation de l'égalité 
fs +80 = f(s)f( par rapport à s, on obtient f'(s+ 1) = f'(s) f(#) et avec s = 0 cela amène f’(#) = f'(0) f (f) ou encore f'(#) = 
af (®) si a= f'(0). Par application de la propriété 5.1 et comme f (0) = 1, on peut affirmer que f = fa. 


5.3 Équation différentielle linéaire du premier ordre 
5.3.1 Vocabulaire 


DÉFINITION 5.1 © Equation différentielle linéaire du premier ordre 
Soient à, b, c trois fonctions définies sur I et à valeurs dans K. 
— On appelle équation différentielle du premier ordre une équation différentielle de la forme 


Vtel, a(y(D+b(ny(n=c( (E) 
— Une solution de cette équation différentielle est une fonction f dérivable sur I, à valeurs dans K et vérifiant : 
Vtel, a(nf'(9+b(Df(n=c(0 


Résoudre, ou intégrer l’équation différentielle (E) revient à déterminer l’ensemble des fonctions qui sont solutions de 
(£). On notera SK (E) cet ensemble. 

Le graphe d’une solution f de (E) dans un repère (0,7,7) du plan est une courbe intégrale de (E). 

Si la fonction c est identiquement nulle, l’équation différentielle (E) est dite homogène ou sans second membre. 

(E) est dite normalisée si a est la fonction constante identiquement égale à 1 sur I. 















VI ll lu 
{VD I IIS 





L'LLL ELLE 








— Curei 





Curve 2 


FIGURE 5.1 — Champ de vecteurs et courbes intégrales 


Remarque 5.2 Si ye., est une solution d’une équation différentielle explicite 


ŒE) = fon 


alors en un point (f,y) de la courbe représentative de y, la pente de la tangente à cette courbe €, vaut f(y, 0. La 
connaissance de la fonction f permet de tracer un champ de vecteurs. En un point (fo, yo) du plan on représente un 
vecteur de pente f (to, yo). Alors un point (to, y(fo)) d’une courbe intégrale de (E), le champ de vecteurs sera tangent à la 
courbe. C’est l’idée de la méthode d’Euler, voir 5.3.6 page 209. 
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PROPOSITION 5.3 © L’ensemble des solutions d’une équation différentielle homogène est un K-espace vectoriel 
Soit l'équation différentielle linéaire homogène du premier ordre 


Vtel, a(ty(ND+b(Dy(f=0 (E). 


Alors toute combinaison linéaire de solutions de (E) est encore solution de (E). 

Autrement dit, si @ et w sont des solutions de (E) alors, pour tout couple de scalaires (a, B) € R?, la fonction ap + By est 
encore solution de E. 

On dit que SK (E) possède une structure d’espace vectoriel sur K. 


DÉFINITION 5.2 Condition initiale 
Soit (fo, yo) € I x K. On dit que la solution de (E) vérifie la condition initiale (to, yo) si et seulement si | @(to) = yo À. 


DÉFINITION 5.3 Problème de Cauchy 
On appelle problème de Cauchy la recherche d’une solution y : I — K d’une équation différentielle (E) vérifiant une 
condition initiale (fo, yo) € I x K fixée. 


B10 5 | Augustin Louis Cauchy, né à Paris le 21 août 1789 et mort à Sceaux le 23 mai 1857 


Mathématicien français, Cauchy est, après Léonhard Euler (voir 1 page 
29), et avec près de 800 publications, le mathématicien le plus pro- 
lifique de l’histoire des mathématiques. Il fut un pionnier dans diverses 
branches des mathématiques comme l’étude de la convergence et de 
la divergence des séries (notions que vous découvrirez en spé), l’é- 
tude des groupes de permutations (voir le chapitre 26, ce travail fut 
précurseur de la théorie des groupes). Il travailla sur la théorie des 
équations différentielles et fut le découvreur des fonctions holomor- 
phes. Il ne se comporta pas toujours de manière adroite avec les je- 
unes mathématiciens. Il sous-estima ainsi le travail d’ Abel ou de Ga- 
lois et égara même un mémoire, pourtant capital, de ce dernier. Il fut 
enseignant à l’école Polytechnique. Son cours était d’une rigueur in- 
habituelle pour l’époque et il fut décrié au départ par ses élèves et ses 
collègues. Il allait néanmoins devenir une référence pour tout travail 
en analyse au 19°” siècle. 





5.3.2 Résolution de l’équation différentielle homogène normalisée 


THÉORÈME 5.4 OQQ Fondamental : résolution de l’équation différentielle homogène normalisée 
On suppose que : 


Qu) I est un intervalle de R. 


Ci) a est une fonction continue définie sur I et à valeurs dans K. 


Alors les solutions de l’équation différentielle homogène normalisée : 


Vtel, y (+a(Hy(H=0 (E) 


sont données par les fonctions 


où «a € K et où A est une primitive de a sur I. 


Sk(E) = {t— ae AÔ | ae K} 





Démonstration Nous verrons dans le chapitre 13 que toute fonction continue sur un intervalle I de R possède une primitive sur 
cet intervalle (voir le théorème 13.30 page 531). 


1. Cherchons une solution de (E). Comme 
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CH) I est un intervalle, 
CH) a est continue sur I, 


on peut affirmer que a possède une primitive A sur I. Considérons la fonction 1 donnée par 


SI — K 
1: e-A® 


t —> 
1 est clairement dérivable sur I comme composée de fonctions dérivables. De plus, si tel, 


pit = -A'(He 40 
= —a(ne AO, 


Par conséquent p! (6) + a (8) p1 (f) = -a(f) e AO + a (f) e7 AO 20 et 1 est bien solution de (E). 


2. Montrons maintenant que toutes les autres solutions de (E) sont proportionnelles à celle ci. Soit  :I— K une autre solution 
de (E). Comme w1 ne s’annule pas sur I, le quotient M est défini sur I. Si nous prouvons que la dérivée de ce quotient est 
identiquement nulle sur I, alors, d’après le théorème 4.3, la fonction # est constante sur I et il existe à € K tel que, pour 


@I 
tout tel, LT = à ce qui prouve bien que les deux fonctions sont proportionnelles. Calculons donc TE Ce quotient est 


dérivable sur I car c’est un quotient de fonctions dérivables sur I. De plus, pour tout te I, 


! 
(2) (® 
œ@1 


pee 


p'He D +a(Dp(ne 
(gp O +a(bp(n)e 0 
0 


A(t) 


car est une solution de (E). Le théorème est donc démontré. 


Remarque 5.3 Avec les notations de cette dernière proposition, remarquons que si est une solution non nulle de (E) 
alors il en est de même de A4 où À € K. Réciproquement, toute solution de (E) est proportionnelle à @. Sx(E) possède 
une structure de droite vectorielle. 


Exemple 5.1 Résoudre 
(E): y-2ty=0 


(E) est une équation différentielle linéaire du premier ordre sans second membre et normalisée. La fonction a : 
R sh 


R — R or : 
possède des primitives sur R. Une d’entre elles est donnée par A: AE 


t > 21 
tion du théorème précédent, les solutions de (E) sont les fonctions : 


. — R 
PRÉ li ee 


. Par applica- 


où a ER. 


PROPOSITION 5.5 © 
Soient I un intervalle et a une fonction continue définie sur I, # e Let yo € K. Alors il existe une et une seule solution du 
problème de Cauchy l’équation différentielle 


Vtel, y(H+a(ny(H=0 (E) 





vérifiant la condition initiale (to, yo) (c’est à dire telle que y (fo) = yo). 


Démonstration 
Existence Posons : 


I — K 
@: te ve voexp{-f4 atdu) 


Remarquons que t — f à a(u)du est la primitive de a sur I qui s’annule en to. Par application du théorème précédent, @ est 


solution de (E). De plus, 
lo 
® (fo) = rep(- [ audu) = Vo. 


lo 
Par conséquent, @ vérifie bien la condition initiale @ (to) = yo. 
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FIGURE 5.2 - Graphes de quelques solutions de (E) 


Unicité Soit y une autre solution de E qui vérifie la condition initiale (to, yo). Par application du théorème précédent, @ et y sont 
proportionnelles : 
IcEK, wy=cy. 
— Si yo = 0 alors w est la fonction nulle et il en est donc de même de y. On a donc bien y = w. 
— Sinon, si yo Z0,0na 
Yo = Y (to) = CP (bo) = Cyo 
ce qui amène, en divisant les deux membres de cette égalité par yo que c = 1 et donc, là encore que W = w. 


Remarque 5.4 Avec les hypothèses de la proposition précédente : si #H el, 


t 
SKk(E) = {rc exp[- | aude} | cew} 
[r 


0 


La solution prenant la valeur yo en # est exactement f— yo exp (- J : adu), 


Remarque 5.5 Si une solution s’annule en un point, alors elle est nulle sur R tout entier. 
Si une solution est non nulle en un point, alors elle ne s’annule jamais. 


5.3.3 Résolution de l’équation différentielle normalisée avec second membre 
PROPOSITION 5.6 VO 
Considérons l’équation différentielle : 


Vtel, y(+a(ny(f=b(f (Æ) 


On suppose que : 


Qu) I est un intervalle de R 


(Cm) a et b sont des fonctions continues sur I à valeurs dans K. 


(3) ®o : 1 — R est une solution particulière de (E). 


alors les solutions de (E) sont les fonctions de la forme o+4p où w est une solution de l’équation différentielle homogène 
associée 


Vtel, y(f+ay(=0 (H. 


Autrement dit : toute solution de (E) est somme d’une solution de l’équation homogène (H) associée à (E) et d’une 
solution particulière (po de (E) 


Sx (E) = {po +4 | p € Sx (H)} = po + Sw (H) 
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Démonstration 
— Soit p:1— K une solution de l’équation homogène (H) associée à (E). On a donc @' + aw = 0. La fonction po + est solution de 
(E). En effet : 


(po+w) +a(po+p) = p5+p'+apo+ap 
=  (p+apo)+(p" + a) 
es” 
b 0 
=, D: 


— Réciproquement, soit y une solution de (E). Montrons qu’il existe @ € Sx (H) tel que y = 0 +. Cela revient à montrer que 
w — 4, est solution de (H). On vérifie que c’est le cas car : 


(wo) +a(y-vo) = (w'-aw)-(p5-ap0) 
b b 
= b-b 
=  (. 


Exemple 5.2  Résolvons sur I =R, l’équation différentielle 
y+ty=t €) 


Par application du théorème 5.4, les solutions de l’équation homogène : y’ + ty = 0 sont les fonctions @a:R—R,t-— 


sin me : sus . ; à perte _— 
ae 2 où ae R. Une solution évidente de (E) est la fonction constante : @: f— 1. D’après le théorème précédent, les 
solutions de (E) sont les fonctions : 
R — R 
Va : 2 ; GER. 


t — l+ae 2 


5.3.4 Détermination de solutions particulières 


Superposition des solutions 
PROPOSITION 5.7 © Principe de superposition des solutions 


Soient 4, b, b1, b2 quatre fonctions définies et continues sur I telles que b = b1 + b2. On considère les équations 
différentielles 


Vtel, y(N+a(y(N=b(f (Æ 


Vtel, y'(N+a(ny(D=b1(n (Er 
Vtel, y(n+a(Hy(D=b(n (E) 


Si y1 et y2 sont des solutions particulières respectivement de (E1) et (E2) alors y = y1 + y2 est une solution particulière 
de (E). 





Démonstration En effet : 


(+72) +ay(pi+y2) = yi+an+y+ay 
nt arm amer om 
mn B 
=  b1+b2 
= b 


Trois cas particuliers 
PROPOSITION 5.8 


Soient à € K et P un polynôme de degré n à coefficients dans K. L’équation 


Vtel, y(H+ay(O=[P(OT Œ 


admet comme solution particulière : 
° Un polynôme de degré n +1 si a =0. 
+ Un polynôme de degré n sinon. 





Démonstration 
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— Sia=0, une solution de (E) est donnée par une primitive de P. Le polynôme P étant de degré n, cette primitive est nécessairement 
de degré n+1. 
— Sia£0, commençons par traiter le cas où P est donné par P (f) = At" avec \eRetneN. Cherchons une solution de (E) sous la 


forme @:t HT où pour tout ke [0,n], a; eK. On a: 


est solution de (E) 


n n 
— » kagt*-l+o Ÿ agtk = Ar" 


k=1 k=0 
HT n 
= + Dagsité+a Y agté =" 
k=0 k=0 
n-1 
=  œant + ((K+lax,1 +) EE VAL 
k=0 
= es À par identification 
VkEÏ0,n—-1], (K+1)ag:1+aay =0 


Ak+1 





À 
—  aAn=-etVkel0,n-1], ax=-(Kk+1) car a Z0 
a 


œ 

Réciproquement, si les coefficients de @:t DE a tK sont donnés par les relations précédentes, on vérifie que @ est une 
solution de (E). On prouve ainsi que (E) possède une solution polynomiale de degré n dans le cas où P est un monôme de degré 
n. Traitons maintenant le cas général. On suppose que P est donné par P (f) = Ex Â4 tk où :Vke [0,7], AK£€eK. Considérons 
les n+ 1 équations : 


y+ay = Ào  (Eo) 
y +ay = Ajt (E1) 
y'+ay = A2f  (E) 
y+ay = Ant” (En) 


Compte tenu de ce qui vient d’être prouvé, pour tout ke [0,7], (Ex) admet une solution polynomiale x de degré k si x #0 et 
la solution nulle sinon. Par application du principe de superposition, on peut alors affirmer que @ = po+#1+...+%@n est solution 
de E. Comme P est de degré n, pn est différent de 0 et PA est nécessairement de degré n. Le polynôme w est donc clairement 
de degré n. 


Remarque 5.6 Pour montrer la puissance de l’algèbre linéaire (à venir), voici comment on pourra démontrer cette 
propriété : 

Pour à £ 0, on considère l’application f de K;[X] dans lui-même défini par f(P) = P'+aP. On a deg(f(P)) = degP. On 
en déduit que Ker f = {0}. f est injective donc surjective. Ce qu’il fallait démontrer. 


PROPOSITION 5.9 
Soient P un polynôme de degré n, me K et a une fonction continue sur I. Soit à e K, l’équation 


Vtel, Yw+ayo=[r@e"] (E) 


admet une solution particulière sur I de la forme £— Q (9 ef où : 
e Q est un polynôme de degré n sia+mz0 
+ Q est un polynôme de degré n+1 si a+m=0. 





Démonstration Considérons w:1— K et@:1—K,t— we "#?. Montrons que y est solution de (E) : y'+ ay = Pe"*? si et 
seulement si @ est solution de (E)' : z'+ (a+ m) z = P. Ceci prouvera la proposition. En effet, d’après la proposition précédente, (E') 
possède une solution particulière (po qui est un polynôme de degré n si a+ m ne s’annule pas ou un polynôme de degré n+1 si 
a+ m s’annule. Par conséquent wo :1— K, t— pe”! est une solution particulière de (E). On a : 


y est solution de (E) 
Vtel, w'()+aoy(r =P(#e"t 
vtel, p'he"t+mp(ne"t+ap(ne"t=p(ne"t 


Vtel, w (#) + (a+ m)wp(#) = P(r) car exp ne s’annule jamais 


LUI 


est solution de (E’) 


Réciproquement, par des calculs analogues, on vérifie facilement que si @ est une solution de (E') alors w est une solution de (E). 
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| Remarque 5.7 Cette technique s’appelle un changement de fonction inconnue. 


PROPOSITION 5.10 
Soient 11, 12,0, w € R avec w Z 0. L’équation 


VteI, y(9+ay(n=|ncos(wf) +nsin(wf) | (E) 


admet une solution particulière sur I de la forme f— li cos (wf) + p2 sin (wf) où 1, 2 ER. 





Démonstration On démontre le lemme suivant : Si VteR, «cos (wt) +$sin (wt) = 0 (1), alors a =f = 0. En effet, pour t = 0, on 
aa=0, et pour t= 7, fB=0. 
Soit Po : t— | COS (wf) + 2sin(wt). On a la série d’implications : 
o est solution de (E) 
—  VItEl, Po (8) + & @o (E) = n1 cos (w f) + n2 sin (wf) 
—  Viel, (l1+op2)cos(of) +{(u2-wp1)sin(wf) = n1 cos(wf) + n2sin(wf) 
+ =, 
= je wp2 =] 
—WHI+H2 =n2 

X+@Y =] 


— (lu, 1h) est solution de 
-OX+Y =n2 


Réciproquement, si ce système admet un couple solution (11,2) alors Po : £— 1 cos (wf) + po sin (wr) est solution de (E). 
Mais le déterminant de ce système est 1+w? 0 et le système possède toujours un couple solution (voir proposition 2.21 page 75). 
L’équation (E) admet donc toujours une solution de la forme indiquée. 


Exemple 5.3  Résolvons sur l'intervalle I=R, l’équation différentielle 
y/+y=2e*+4sinx+30cos x. 


Par application du théorème 5.4, l’équation homogène y’ + y = 0 admet comme solutions les fonctions @a:R—R,x-— 
ae * avec aeR. 

Une solution évidente de y'+ y = 2e* est y:x e*. 

D’après la proposition 5.10, on peut chercher une solution particulière de y’ + y = 4sinx+3cos x sous la forme w : 
x acosx+fBsinx. On vérifie alors que w est solution de cette équation si et seulement si à = —-1/2 et $ = 7/2. Par 
application du principe de superposition, les solutions de (E) sont les fonctions x— 1/2cosx+7/2sinx+e*+ae * où 
aeR. 


Méthode de variation de la constante 


Soient a,b deux fonctions continues définies sur I et à valeurs dans K. Considérons l’équation différentielle : Vre 
IL, y'(+ay(t)=b(f) (E). Pour déterminer une solution particulière de (E) : 


D On peut déterminer tout d’abord une solution non nulle de l’équation homogène associée à (E). Une telle solution 
est de la forme 1 c e- où A est une primitive de a sur I et où ce K*. 


> On cherche alors une solution particulière de (E) sous la forme : Vrel, w(r) = c(f) e"4® où c est une fonction 
dérivable sur I. On a l’équivalence suivante : 


w est solution de (E) & Vtel, c'(fe A0 = b(»). 
æ Le calcul de w est donc ramené à celui de c, c’est-à-dire à celui d’une primitive de b e" sur I. 


Remarque 5.8 Si on fixe & dans I, c est donnée sur I par exemple par : 


TS 
PAT = Ji bu et qu 


et y par : 
I — K 
ces (fé b(u) e\W qu) e A 


L'ensemble des solutions de (E) sur I est donc donné par : 


t 
SK (Æ) = fee 40 à bu) et AO Qu : xeK} 


to 
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COROLLAIRE 5.11 
Soient a et b deux fonctions continues définies sur I, # € I et yo € K. Alors il existe une et une seule solution de 
l’équation différentielle : 


VteI, y'(+a(ny(f =b(f 


vérifiant la condition initiale (fo, yo) (c’est à dire telle que y (fo) = yo). 





Démonstration Les solutions de (E) sont de la forme y = po + ap où : 

— 9 est une solution particulière de (E). Celle-ci existe en vertu de la méthode de variation de la constante. 
— west une solution non nulle (et qui ne s’annule donc jamais) de l’équation homogène associée à (E). 

— ae K est un scalaire. 


w = Po+aw vérifie la condition initiale (to, Yo) si et seulement si w (to) = yo ou, autrement dit, si et seulement si à = (yo — Po (to)) / (to) 
ce qui prouve à la fois l’existence et l’unicité d’une solution à ce problème de Cauchy. 


2 . 2 ON 
Exemple 5.4 Résolvons (E): y'+2fy= er tr. L’équation sans second membre associée à (E) est (Bo): y'+2ty =0. 
La fonction a: 1 2t est continue sur R et possède donc une primitive sur R donnée, par exemple, par A: t— 12. Par 
application du théorème fondamental 5.4, les solutions de (Eo) sont les fonctions : 


. — R 
Lis t — ae 


où ae R. 
Utilisons la méthode de variation de la constante pour déterminer une solution particulière de (E). Cette solution est de 
2 #5. 8e #2. fè 
î où c est une primitive de t— b(t) eN = et-t'ef 


2 2 é : re « 
F =ef-t est une solution particulière de (E) et les solutions de (E) sont de la forme : 


la forme f-— ce” = e! sur R. Une telle primitive est 1 el. Par 


conséquent {— ele” 
t 1? 
tr (el +aje 


où a € R. 





FIGURE 5.3 - Graphes de quelques solutions de (E) 


5.3.5 Cas général 


On suppose ici que I=]a, fl où « et B sont des éléments de R tels que à < B ( on peut avoir à = —-co ou B = +). Soient 4, 
b et c trois fonctions continues sur I, à valeurs dans K et soit J un sous intervalle de I sur lequel a ne s’annule pas. 
On considère l’équation 

Vtel, a(ny (D+b(ny(9=c(f (E. 


Pour tout fe J, on peut normaliser (E) en l’équation 


; b(t) c(t) 
VIE y'(D+—7y(n=— (N) 
a(t) a(f) 
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: | Pour résoudre (E) sur (1) 


D On résout l’équation homogène associée à (N) sur les sous-intervalles J de I sur lesquels a ne s’annule pas. 
2 On cherche une solution particulière de (N), ce qui nous permet de résoudre complètement (N) sur ces sous- 
intervalles. 

Toute solution de (E) sur un des sous intervalles J de I sur lequel a ne s’annule pas est 
solution de (E) sur ce même sous intervalle. On étudie alors comment raccorder ces solutions en 
un point to où a s’annule. Pour ce faire : si 1 est une solution de (E) sur J1 =]o', tol et si 2 est 
solution de (E) sur J2 =]t0,B'[ (a(to) = 0), pour que 1 et 2 se raccordent en to, il est nécessaire 
que : 

1. 1 et p2 aient une même limite l en to. 


2. La fonction définie sur ]w’,f'[ par x, = p1, pin = p2 et p(b) = I soit dérivable en b. 


Il faut par ailleurs vérifier que la fonction ainsi construite est bien solution de (E) sur 
Jo, BL. 





Exemple 5.5  Résolvons sur I=R l’équation différentielle : 
Œ): Vtel, (1-97 (D-y(=t 


Normalisons (E). Nous obtenons l’équation : 
, 1 t 
(N): ViehUb, y (Ü-—7y(0 = — 
1-1 t-1 
où 11 = ]-c, 1[ et I = ]1,+oo[. L’équation homogène associée à (N) est : 


(H) : VtelUb, ÿ(W-—y(0 =0 


HO — R 
À _1 -Ona: 


1 Résolvons (H) sur I. Posons a: 


Cm) I, est un intervalle de R 
Cm) a est continue sur I]. 


Par application du théorème de résolution des équations différentielles homogènes du premier degré, on peut 
affirmer que les solutions de (H) sont les fonctions de la forme : 


fn —R 
PAT Ce xs ae” A@) 


où À est une primitive de À sur I; et où 1 € R. Une telle primitive est donnée, par exemple, par A: 


h —  R ; . 
Puiee Nate Par conséquent, les solutions de (H) sont de la forme : 


Ji — R 
Po : t a 
l-t 


où œ € R. On montre de la même façon que les solutions de (H) sur I; sont de la forme 


b — R 
Pos : ft = 
1 


où æ ER. 


2 Par la méthode de variation de la constante, identifions une solution particulière w1 de (N) sur L1. w1 est de 


h — R ses sn 3 
a Où À est une primitive de { — He = t. Une telle primitive est donnée, par 
d 1 


la forme : w1 : 


t2 
exemple, par {+ + et 


Les solutions de (N) sur 11 sont somme de cette solution particulière de (N) et d’une solution générale de l’équa- 
tion (H) et sont donc de la forme : 
h — R 
Cou : Ê 1 
2 





lt — + = 


1-t  1l- 


+ 
D) 
æ 

l 

à 


où œ € R. On prouve de même que les solutions de (N) sur I2 sont de la forme : 


b — R 
Lo : no a+? 


où & ER. 
Cherchons s’il existe des solutions de (E) définies sur R. Supposons qu’un telle solution & 
existe. On doit avoir : 


° _ Cr, doit être solution de (N) sur I, et donc il existe «1 E R tel que : Vfels, in () = Co (©) = 


a+r2 
2(1-0° 
°_ G, doit être solution de (N) sur I et donc il existe 2 ER tel que : VE, x (©) = Co (6) = 
a2+12 
2(1-0° 
° _ Cest continue sur R donc {, doit avoir une limite quand f — 17. Ceci n’est possible que si &1 = —1. 


+ __De même Ü, doit avoir une limite quand 1 — 1*. Ceci n’est possible que si @2 = —1. 
+ On doit de plus avoir Jim Cnt0 = lim Un, ce qu’on vérifie facilement. En conclusion, on doit 
t— 17 t—1 
R — R 
t #1) 
2 dE 2 . 2 . . . 
+ __ Enfin, C étant dérivable sur R, il faut vérifier que la fonction que nous venons de construire est bien 
dérivable en 1, ce qui est ici évident. 

Synthèse | On vérifie enfin qu’une telle fonction est bien solution de (E) en s’assurant qu’elle vérifie 


bien (E). Pour tout t ER, on a : 








avoir : Ü: 


(+1) 


A0 (D-t( toi 
2 2 


= 


La seule solution de (E) définie sur R est donc &. 


E 


FIGURE 5.4 - Quelques courbes intégrale de (E). On remarquera celle associée à € 
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5.3.6 Méthode d’Euler 


On considère le problème de Cauchy pour une équation différentielle du premier ordre explicite : 


y! = f(t,y) 
Y(o) = Yo 


Même si l’équation différentielle est linéaire, sa résolution passe par un calcul de primitives, or on ne sait calculer que 
très peu de primitives. Lorsque l’équation différentielle est non-linéaire, il est en général impossible de déterminer la 
solution explicite du problème de Cauchy. On a recours à des méthodes numériques de calcul approché de solutions. La 
plus simple de ces méthodes est la méthode d’Euler qui se base sur une idée géométrique simple. 

L'idée est d’approximer la dérivée de y au point £ par un taux d’accroissement : 


yŒ+h) -y(® 


! D 
Avr h 


to + h) — y(t 
e Yo +h)— yGo) Z fo, yo), on 


en déduit que y(to + h) = yo + f (to, yo). Connaissant la valeur de y en # + h, on peut recommencer pour obtenir une 
approximation de y(fo + kh). 


ou de manière équivalente, d’approximer la courbe de y par sa tangente en #. Comm 


Yn41= Yn + hf (to +nh, yn) 


Le réel y, est une approximation de y(f0 + nh). On peut travailler entre les temps f# et ñ et subdiviser l’intervalle [#, ti] 
en m subdivisions régulières de pas h = (fi - t)/m 

MAPLE 
>##Chargement de la librairie plot pour les tracés. 
with (plots); 








> ##La procédure Euler: 
Euler:=proc(t0,t1,y0,m,f) 
local y,h,t,n,liste; 
Calcul de la subdivision. 
h:=(t1-t0)/m; 
On fixe les conditions initiales. 
y[0]1:=y0; 
t[O0]:=t0; 
liste:=[t[0],v[O0]]; 
Boucle. 
for n from 1 to m 
do 
t{in]:=Efn-1]+h; 
yinl:=f(tfn-1],vy{[n-1])xh+y[n-1]; 
liste:=liste,[t[n],vyIn]l]; 
od; 
#On renvoie la liste construite dans la boucle. 
[liste]; 
end; 
> ##Solution approchée avec la méthode d’Euler. 
liste:=Euler(0,1,1,10,(t,y)->tx(v+1)); 
> di:=plot (liste,color=red, linestyle=DOT); 
> ##Solution exacte avec la commande dsolve. 
dsolve({diff(y(t),t)-txy(t)-t=0,y(0)=1}); 
/1  2\ 
y (t) 1 +2 expl- t | 
\2 / 
> d2:=plot (-1+2xexp(t”"2/2),t=0..1,color=blue); 
>##Tracés. 
display(dl,d2); 












































5.4 Équations différentielles linéaires du second ordre 


5.4.1 Vocabulaire 
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CA CEE CT 
0,0 0,25 0,5 0,75 1,0 








FIGURE 5.5 — La méthode d’Euler appliquée au problème de Cauchy y/ = ty t et y(0) = 1. En trait plein, on reconnaît 
la solution > —1+2e71/2 de ce problème et en trait pointillé la solution approchée calculée avec la méthode d’Euler 


DÉFINITION 5.4 © Equation différentielle linéaire du second ordre 
Considérons trois scalaires a, b, ce K avec a Z 0 ainsi qu’une fonction d:1— K. 
— On appelle équation différentielle du second ordre une équation différentielle de la forme 


Vtel, ay'(b+by(H+cy(H=d(f) Œ 
Une solution de cette équation différentielle est une fonction f deux fois dérivable sur I, à valeurs dans K et vérifiant 
Vtel, af'(n+bf'(0+cf(9=d(# 


— Résoudre, ou intégrer l’équation différentielle (E) revient à déterminer l’ensemble des fonctions qui sont solutions de 
(E). On notera SK (E) cet ensemble. 
Le graphe d’une solution f de (E) dans un repère (O, 7, 7 ) du plan est une courbe intégrale de (E). 
Si la fonction d est identiquement nulle sur I, l’équation différentielle (E) est dite homogène ou sans second membre. 





Remarque 5.9 Si l’équation différentielle linéaire du second ordre (E) est homogène, on vérifie facilement (Exercice !) 
que toute combinaison linéaire de solutions de (E) est encore solution de (E) (si @ et w sont éléments de Sx (E) alors il 
en est de même de ap + Bwy pour tout couple (a,B) dans K. Sx(E) possède donc une structure d’espace vectoriel sur K. 


DÉFINITION 5.5 © Équation caractéristique 
L'équation complexe a X? + b X+ c = 0 est appelée équation caractéristique de l'équation différentielle (E). 


DÉFINITION 5.6 © Condition initiale 
Soit (to, Vo, y1) € I x K x K. On dit que la solution w de (E) vérifie la condition initiale (to, yo, y1) si à la fois @(fo) = yo 
et @'(fo) = y1. 





5.4.2 Résolution de l’équation différentielle homogène du second ordre dans C 


LEMME 5.12 
Soient a, b, ce € avec a Z 0 et (E) l’équation différentielle 


VER, ay’(f+by (f+cy(t) =0. 


Pour tout complexe r, la fonction w, : £— e/! est solution de (E) si et seulement si r est solution de l’équation carac- 
téristique associée à (E) : a r2+br+c=0. 
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Démonstration Soit r eC. On a: 


wr est solution de (E) 

ap} + bp}. + cpr = 0 

Vtel, are’ !+bre'!t+ce!=0 
VtEI, (ar? +br+c)e!=0 


JU 


=  ar?+br+c=0 car la fonction exponentielle ne s’annule jamais 


Réciproquement, si ar? + br + c = 0 alors on vérifie facilement que ; est solution de (E). 


Remarque 5.10 Avec les notations du lemme précédent, on remarque que si r et r2 sont des racines distinctes de 
l'équation caractéristique associée à (E) alors 1 — e"if et t— e"2! sont solutions de (E). Par application de la remarque 
précédente, on en déduit que toute combinaison linéaire {— ae"! +fe”2f où a,B € K est encore une solution de (E). Le 
théorème suivant permet d’affirmer que toutes les solutions de (E) sont de cette forme. 


THÉORÈME 5.13 OOQ Résolution d’une équation du second degré à coefficients constants dans C 
Considérons à, b, c e € avec a £ 0 ainsi que (E) l’équation différentielle donnée par : 


ay'+by'+cy=0 


Notons A le discriminant de son équation caractéristique. 


1 SiAZ£0, l’équation caractéristique de (E) possède deux racines distinctes r et r2 et les solutions de (E) sont les 
fonctions 


où a Be C. 


Si À = 0, l'équation caractéristique de (E) admet une racine double r et les solutions de (E) sont les fonctions 





Démonstration Nous allons à nouveau effectuer un changement de fonction inconnue. Soit z une fonction deux fois dérivables 
surR et à valeurs dans C. Notons r1 € C, une des deux racines de l’équation caractéristique de (E). Considérons f la fonction donnée 


R — € ; ; ; : 
par : f: : Zone à La fonction f est elle aussi deux fois dérivable surR et pour tout t ER, ona: 
f@ = ze 
f'@ = (7/@+nzw)ent 
fo = [2 (D +2r12/ (+ r2z (1) ent 


Par conséquent, pour tout teR, on a: 


af" @)+bf'(+cf (0 


t 


az! (#) + (2ar1 + b)z! (+ (ar? + br + c) z(n lent 


ee” 
=0 


(az (9 + (ani + b) z (H)e"t? 
En conclusion, f est solution de (E) si et seulement si, la fonction exponentielle ne s’annulant jamais, z/ est solution de : 
(En): ay +@ar+b)y=0 


Notons A le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E). 

e Si : Alors l’équation caractéristique possède deux racines distinctes ri et r2 EC. 
Considérons l’ensemble 4 = {t— el Ly œ e"2t | @],X2 € C} et montrons que # = Sc (E). Pour ce faire, nous allons effectuer 
un raisonnement par double inclusion : 


Par application du lemme précédent, il est clair que t — e"? et t — e"2{ sont éléments de Sc(E). Par conséquent toute 
combinaison linéaire de ces deux fonctions est encore élément de Sc (E) ce qui prouve la première inclusion. 


t 
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Réciproquement, soit f e Sc (E). Alors, compte tenu de ce qui a été fait précédemment, si z est la fonction donnée par Vte 
R, z(H=f(f e-"1f, z' est solution de (En) : ay +(2ar1 +b) y=0. Mais, comme r1 + r2 = -b, il vient 2ar,+b=r-r2 
et (er,) s'écrit: (er): ay/+(r1-r2)y =0. Appliquons la théorie des équations différentielles linéaires du premier degré 
à cette équation. Les solutions sont de la forme : ya : 1 — ae("17"2){ avec a e C, et donc z est une primitive d’une de ces 
fonctions : 

BEC, VIER, 2(D=-——e "1-2 4$. 
ri—r2 


Compte tenu de la définition de z, on a bien prouvé qu'il existe «1 (= $) et œ2 [= -4) tels que : 


VIER, f(H=œet +oe/"2t 


e Si : L’équation caractéristique possède donc une racine double rQ. Dans ce cas, 2arç + b = 0 et donc f est solution de (E) 
si et seulement si z' est solution de (er, : y =0), c’est à dire si et seulement si z' = 0. De z/' = 0, on déduit qu'il existe « et 
BeCtelsque:VteR, 2(f =at+f. Compte tenu de la définition de z, on peut alors affirmer que f est solution de (E) si et 
seulement si:VtER, f(H=(ar+Ble’t. 


Remarque 5.11 Les solutions de (E) s’expriment comme combinaisons linéaires de deux fonctions non proportion- 
nelles. Si on note A le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E), ces deux fonctions sont : 

°. t—e'ilet ft e/2{ dans le cas où À Z 0. 

. t—e'lett— te’! dans le cas où A=0. 

L'ensemble des solutions Sc(E) possède donc une structure de plan vectoriel. 


Exercice Prouver la non proportionnalité des fonctions en question. 


PROPOSITION 5.14 © 
Soient (to, yo, y1) EI x € x C. Soient a, b, ce € avec a Z 0 et (E) l’équation différentielle : 


VIER, ay'(f+by (f+cy(f=0 


Il existe une unique solution 4 de (E) vérifiant les conditions initiales (#o, yo, y1), c’est à dire telle que à la fois @(o) = yo 
et (to) = }1. 





Démonstration On va faire la démonstration dans le cas où le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E) est non 
nul. Dans le cas où ce discriminant est nul, la démonstration est identique. Les solutions de (E) sont les fonctions : @:R— C,t— 
ciel! + ce"2t où r1 et r> sont les deux racines de l'équation caractéristique et où c1 et c2 sont des complexes. Montrons qu'il 
existe une et une seule solution @Q vérifiant les conditions initiales : po (fo) = Yo et Po) = y1. Le couple (c1, c2) doit être le couple 
solution du système : 


Es + ye"20 = y 


xrie"100 + yroe"20 = y; 


Ce système possède bien une et une seule solution car son déterminant 


er1to er2to 


(r1+72)t 
r1 to 


= re L reti+r2) 0 =(r- 7) et1+72) fo 


r1e re”210 





est non nul. Ce qui prouve la proposition. 


5.4.3 Résolution de l’équation différentielle homogène du second ordre dans R 


THÉORÈME 5.15 OO Résolution des équations différentielles du premier ordre dans R 
Considérons a, b,c eR avec a £ 0 ainsi que (E) l'équation différentielle donnée par : 


VIER, ay’(+by (f)+cy(f)=0 


Notons A le discriminant de l’équation caractéristique associée à (E). 


— Si A >0, l’équation caractéristique de (E) possède deux racines réelles distinctes r1 et r2 et les solutions de (E) sont 
les fonctions : 
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— SiA=0, l'équation caractéristique de (E) admet une racine double r et les solutions réelles de (E) sont les fonctions : 


où a, f ER. 


— Si A <0, l'équation caractéristique de (E) admet deux racines complexes conjuguées r + iw et r — iw et les solutions 
réelles de (E) sont les fonctions : 


[R — R 
Pas À y [cos (wt) +fsin (wr)] e'* 





Démonstration 

— Les deux premiers cas se traitent comme dans le cas complexe. 

— Supposons que le discriminant soit négatif et donc que l’équation caractéristique de (E) possèdent deux racines complexes 
conjuguées : r + iw € C. Par application du théorème complexe 5.13 page 211, les solutions de (E) sont de la forme t — 
Melo) el -i0)E Où À1,À0 € C. Les fonctions t— e"{coswt (A1 = 1/2, À2 = 1/2) et tr e"fsinwt (A1 = 1/2, 2 = -1/2) 
sont donc solutions de (E) ainsi que toutes leurs combinaisons linéaires. Réciproquement, si est une solution réelle de (E), 
alors il existe À, 2 € C tels que @ s’écrit@:t À] eUr+iw)f 4, eU—i0)E, Comme f est réelle, elle est égale à sa partie réelle et 
il vient : 


Il 
LE 
TS 


Ajetrtiu)t + Aelr— io) ty à etr+iw)t, Xe ne] 


(A + h) eûr+iu) Ê LE (A + à) el iu) 1 


> 
es 

+ 
CS 


be (r+iw)t | + (Ai +2) etr+iw)t 


= AR AN 


DIRDIRRDIÉ 


( 
= Re|( (A1 +2) jet) 
( 


= Re(A+A2)e {coswt+Im(A +A2)e''sinwt 
ee” se” 
acR PER 


Ce qui prouve la formule annoncée. 


| Remarque 5.12 Dans le cas réel, Sr (E) est encore un R-espace vectoriel de dimension 2. 


Exemple 5.6  Résolvons dans R l’équation différentielle y” = w?y où w € R*. Son discriminant réduit est w? > 0. 
Les racines de l’équation caractéristique sont donc +w et les solutions de l’équation différentielle sont les fonctions : 
tr ae°*+f$6e °%* avec a, PER. 


Exemple 5.7  Résolvons maintenant, toujours dans R, l’équation différentielle y” = —w? y où w € R*.Son discriminant 


réduit est w? < 0. Les racines de l’équation caractéristique sont +iw et les solutions de l’équation différentielle sont les 
fonctions : £— acos(wx) +fsin (wx) avec a, B ER. 


5.44  Équation différentielle du second ordre avec second membre 


On considère dans toute la suite une équation différentielle du second ordre à coefficients complexes 
Vtel ay"+by(f+cy(Hh=d(f) 


où a, b,ceC,aZ0et d:I1— C. On admettra les résultats suivants : 


PROPOSITION 5.16 © 


Toute solution de (E) est somme d’une solution particulière de l’équation homogène associée à (E) et d’une solution 
particulière de (E). 
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PROPOSITION 5.17 Cas où d est une fonction polynomiale 

On suppose que d est une fonction polynomiale. Alors (E) possède une solution particulière de la forme : 
— QsicZ0. 

— 1Qsic=0et {0 

- PQsib=c=0. 

où Q est une fonction polynomiale de même degré que P. 


PROPOSITION 5.18 Cas où d =Pe/"! 
On suppose que d est de la forme d: t— P(t)e"! où P est une fonction polynomiale et où m € C. Alors (E) possède 
une solution particulière de la forme : 


— Q si m n’est pas une racine de aX? + bX + c =0 

— tQ si m est une racine simple de aX? + bX+ c=0 

— 12Q si m est une racine double de aX2 + bX + c=0 

où Q est une fonction polynomiale de même degré que P. 


PROPOSITION 5.19 Cas où d est une combinaison linéaire de fonctions sin et cos 
Soient 11,12, 4, b, c,w e R avec w 0. L’équation 


Vtel,ay' (9 +by'(+cy(n =|mcos(wf) +n2sin(wr) | (E) 


admet une solution particulière sur I de la forme f— lu cos (wf) + p2 sin (wf) où lu, do ER. 





Démonstration Soit Po : t— lu cos(wf) + po sin (wf). On a la série d’équivalences : 
o est solution de (E) 
— Vtel, api (6) + bp (6) + cpo (P) = n1 cos (wf) + n2 sin (wf) 
— Vtel, ((1 -u?) 1 +o) COS (& £) + ((1 -w?) 2 -om) sin (wf) = n1 COS (w£) + n2 sin (wf) 
in Hi+OH2  =n 
= 


-wp+(1-w2)p2 =n 


Le déterminant de ce système est (1- w?) +62 4 0 et le système possède toujours un couple solution. L'équation (E) admet donc 
toujours une solution de la forme indiquée. 


Exemple 5.8 Résolvons (E) : y”-y-2y=3e" +1 dans R. Le discriminant de l’équation caractéristique associée à 
l’équation différentielle y” — y'—2y = 0 est 9. Ses deux racines sont —1 et 2. Les solutions de cette équation sont donc les 
fonctions t— ae”! +fe?!. Cherchons une solution particulière de (E') : _y”-—y'—2y= 3e {Par application du critère 


5.18, comme —1 est une racine de l’équation caractéristique, il faut chercher cette solution particulière sous la forme 
t— ate”!. En injectant cette fonction dans l’équation différentielle (E’), on trouve a = -3/2. Cherchons maintenant une 
solution particulière de (E”) : y/-y-2y= tr. La forme du second membre nous invite à utiliser le critère 5.17 et 
à chercher cette solution particulière sous la forme f— bt+c. Par la même méthode que précédemment, on trouve : 
b= -1/2 et c = 0. Le principe de superposition nous permet alors d’affirmer que tr —-1/2t-3/2e"* est une solution 
particulière de (E). Enfin, les solutions de (E) sont les fonctions 1— ae! +fe?{—1/21-3/2e"{ où a, BeR. 


En résumé 


Les quatre points principaux de ce chapitres, à connaître parfaitement, sont : 
d Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du premier ordre. 
La méthode de variation de la constante. 


Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients complexes. 


&, (WW) (N 


Le théorème de résolution des équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients réels. 


Ce chapitre utilise de nombreux résultats du cours d’analyse. Le diagramme suivant explique la filiation du théorème 
fondamental donnant les solutions d’une équation différentielle linéaire du premier ordre. 
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On peut encore faire le lien avec les différents chapitres du programme : 
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5.5 Exercices 


5.5.1 Équations différentielles linéaires du premier ordre 


Exercice 5.1 ©O 
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes : 


1. y'+y=cosx+sinx 4. y+2y=e* 
2. y -3y=2 5. y'+y=sin2x 
3. y-2x y=shx-2xchx 6. y -5y=e"* 


Solution : Après avoir résolu l’équation homogène, on cherche une solution particulière. Si celle-ci n’est pas évidente, 
on utilise ici un des critères 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7. 


1 Pa:R—R, x-sin(x)+ae *; aeR 


, Xx-2/3+ae*; aeR 


+ Pa:R—R 

+ Pa:R—R x ae* +chx: aeR 

. PaiR—R, x—(1/46*+a)e ?*; aeR 

+ Pa:R—R x —2/5cos(2x)+1/5sin(2x)+ae ‘; aœeR 
R 


+ Pa:R— 














x (x+ae* aeR 





Exercice 5.2 © 
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes : 


1. y+2y=# 4 y+y=x-e*+cosx 
2. y+y=2sinx 5. y+y=(x2-2x+2) 7 
3. y -y=(x+De* 6. y+y=sinx+3sin2x. 


Solution : Après avoir résolu l’équation homogène, on cherche une solution particulière. Si celle-ci n’est pas évidente, 
on utilise ici un des critères 5.8, 5.9 ou 5.10 ainsi que le principe de superposition 5.7. 


1 :R—R x—1/4-1/2x+1/2x%2+ae 2% aeR 
:R— 
:R— x (1/2x7+x+a)e"; aeR 


R, x—-cos(x)+sin(x)+ae *; aœeR 
R 

:R—R, x—x-1-1/2e*+1/2cos(x)+1/2sin(x)+ae *; aeR 
R 
R 





:R—R, x—(1/27(26-24x+9x7)e*+a)e *; aeR 
:R— x —1/2 cos(x) +1/2 sin(x) —-6/5 cos(2x)+3/5sin(2x)+ae *; aœeR 

















Exercice 5.3 O 
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes : 


1. A+x?)y +2xy = e*+x. 5. y'+2xy=2xe *. 
2. (1+x2)y'+xy=V1+3x2 
1) : 6. (x2+1) y'+2x(x2+1)y=1. 
3. y'+2xy=e*. 
4. (1+%)y'=xy+(1+3%). 7. Vi+x2y -y=1. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée est 
définie sur R, on résout l’équation homogène associée puis on cherche une solution particulière en utilisant la méthode 
de variation de la constante si celle ci n’est pas évidente. 


_, e'+l/2x2+a, 


1. Pa:R— RER. aeR 


nes EUR. 
- Pa:R x Fe ae R 


2 
:R— x (e*+œe *; aeR 














2 
3. 
4. :R— x .(argsh(x) +a)V1+x2; aeR 
S 


R—R, x(x+oje *; aeR 
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6. Pa:R—R, x AO. GER 


1+x2 


7. Pa:R—R, x —l+aeï8hx. œeR 





Exercice 5.4 © 
Résoudre sur R les équations différentielles suivantes : 


1. (+cosx) y'+sinx y=(2+cosx)sinx. 5. (1+ cos? x) y'—sin2x y =cosx 
2. y'-y=e*sin2x. 
Mer 6. (x+1)y'+xy=1 
3. (+e*)y'+e* y=1+e*. 
4. chx y'-shx y= sh x. 7. y y=shx. 





Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée est 
définie sur R, on résout l’équation homogène associée puis on cherche une solution particulière en utilisant la méthode 
de variation de la constante. 

:R— x (2+cosx)(a—In(2+cosx))}; aœeR 

:R— x —-1/2e*cos(2x)+ae*; aœeR 

a+x+e* 

:R— X= ———————; aeR 

1+e* 

:R— x chx(a+chx+ =); aeR 

:R— x —1/2e*cos(2x)+ae*; aœeR 


.R _, argshQ)+a, 
F PT cr 
:R— x (1+chx)(a+In(1+chx)}; aeR 


aeR 

















Exercice 5.5 O 
Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes : 


1. y'+ ycotan x = sin x sur ]0,n[. 4. sinx y'—cosx y+1=0 sur]0,7|. 


3 3 


2. xy'+y= sin x sur R*. 5. y'+(tanx) y= cos° x sur ]-3,7| 


3. x(1+1n2 x) y/-21nx y= (1+1n2 x)°. 6. V1-x2y +y=1sur]-1,1|. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée 
est définie sur l’intervalle spécifié, on résout l’équation homogène associée puis on cherche, si nécessaire, une solution 
particulière en utilisant la méthode de variation de la constante. 


— 1/2x-—1/4sin(2x)+@, 
sin(x) à 


R—R x 1/12 SSSR COSQUEGE 


1 Œa:R—R, x aeR 


aeR 


:RÈ —R, x (1+1n2 x) (a+ In x); aeR 


a _, sin(x) : = pa 
:R X any + ASin (x) = cos x + asin x; ae R 


:R— x cos(x) (1/4sin(2x)+1/2x+@); aœeR 


:R— x l+aer Sin). œeR 

















Exercice 5.6 M 
Résoudre sur les intervalles spécifiés les équations différentielles suivantes : 


1. y'+(tanx) y-sin2x= 0 sur |-?,35[. 4 Vx2-1y +y=1sur[l,+ool. 
2. shx y'-chxy= 1 sur R° puis sur R*. 
3. x y +4(1-x2)y=0 sur RŸ. 5. sin° x y’ = 2cosx y sur ]0, 7. 


Solution : Après avoir normalisé si nécessaire l’équation différentielle étudiée et vérifié que l’équation normalisée 
est définie sur l’intervalle spécifié, on résout l’équation homogène associée puis on cherche, si nécessaire, une solution 
particulière en utilisant la méthode de variation de la constante. 


1. Pa:R—R, x —2 (cos(x)}?+acos(x); aeR 





218 


x -chx+ash(x); «aeR. Le a trouvé pour RŸ n’a rien à voir avec le à trouvé pour R*. 


—2 
xae* xt aœeR 
— argch x a 
x l+ae =l+————, aeR 
x+vVx2-1 


2(-1+cos(2x) 7! _ aexp| 1 L acR 


Xr Xe = 
sinf x 





Exercice 5.7 ©O 
Soit k > 0. Montrer qu’il existe une unique condition initiale y, ER telle que la solution du problème de Cauchy 


y -ky=sint y(0)=Y 


soit bornée sur [0,+col. 


Solution : On cherche la solution générale de l’équation différentielle , avec une solution particulière de la forme 
t— Acost+Bsin f. On trouve que les solutions sont les fonctions : 


(ksin £+ cos t) + CeK* 


1 
h=- 
vi k2 +1 


Pour qu’une telle solution soit bornée sur [0, +, il faut et il suffit que C = 0 et alors 


1 
y (2) = De (ksin t+ cost) 


qui correspond à la donnée initiale y(0) = — 





k2+1 


Exercice 5.8 VO 
Déterminer les fonctions f :R—R continues vérifiant 


X 
VxER, f(x = sina+2 [ el f(r) dt. 
0 
ÂÀ\ Attention 5.9 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse 13.29 page 531. 
Solution : Soit f une telle fonction. Elle vérifie : 
X 
VxEeR, f(x) = sinx+ 2e* | e-!f(#) dt 
0 
D'après le théorème fondamental de l'analyse, f est de classe €! surR et VxeR, 
X 
f'œ = cos X+2f(Xx) +26" | et f(t) dt=3f(x) +cosx-sin x 
0 
Par conséquent, f doit être une solution de l’équation différentielle 
(E) :y'-3y=cosx-sinx 
On cherche l’ensemble des solutions de (E) et on trouve 
3x 1 1. 
Pa = {Ce”* —- — cos x+ — sin x} 
4 5 


Puisque f (0) = 0, il vient : 


1 1 + 
X) = —6e ——-COSX+—SInXx 
MS 5 5 


et on vérifie que cette fonction convient. 





Exercice 5.9 © 
Résoudre pour un entier n > 1 l’équation différentielle : 


nx 
Œn) : y + er (x+D'e* 
sur l’intervalle I =]- 1,+cœl. 
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Solution : L'ensemble des solutions de l’équation homogène est 
Pi={x- Ce "*(x+1)"; CER} 


On cherche une solution particulière sous la forme 


y@=CHe "*(x+1)” 


et la méthode de la variation de la constante donne 

C'(x) = etmrrDx 
Une solution particulière est 
œ (x+1)"e* 
= ———— 
“ n+l 
L'ensemble des solutions est donc 


X 1 n 
Ce AR. 
n+1l 





Exercice 5.10 VO 
On considère une fonction a:R—R continue et T-périodique. Montrer que pour toute solution non-nulle @ de l’équa- 
tion différentielle 


(E) :y'-a(x)y=0 
il existe un unique réel à tel que la fonction définie par w(x) = e%*(x) soit T- périodique. 


Â\ Attention 5.10 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse 13.29 page 531. 
Solution : Soit une solution Y de l’équation différentielle. Pour tout xeR, on a 
px = p(O)e/ an dt 
Soit ae R. La fonction W donnée par (x) = e%*p(x) vérifie alors 


w(x+T) L tie a(t) dt 
w(x) 


Maïs la fonction définie par A(x) = f in 


k _a(t) df est de classe € (1) surR d’après le théorème fondamental, et VxeR, 


. — el + fo 
w(x 


1 15 
= — t) dt 
a ro 


et on vérifie réciproquement que W est T-périodique. 


A'(x) = a(x+T) — a(x) = 0. Par conséquent, a(9 dt, On doit donc avoir 





Exercice 5.11 OC 
Trouver toutes les fonctions f : [0,+oo[-— R continues sur l’intervalle 1= [0,+oof, vérifiant : 


Vxe]0,+oo[, 2xf(x) = sf fat 
0 


A\ Attention 5.11 Cet exercice utilise le théorème fondamental de l’analyse 13.29 page 531. 


Solution : Comme f est continue, par application du théorème fondamental de l’analyse, il existe une primitive F de 
f surR+ qui s’annule en 0. On a de plus, pour tout x e RŸ, la relation :  2xf(x) = 3F (x) qui permet d’affirmer que, 
comme F est dérivable sur RŸ, il en est de même de f. La fonction f est alors solution de l’équation différentielle : 


VxeR*, 2xf'(2-f(x=0 


à 


ANS R? a He : 
et donc il existe «ae R tel que | f : “ se Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme 





sont solutions de l’équation fonctionnelle de départ. 
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5.5.2 Équations différentielles linéaires du second ordre à coefficients constants 


Exercice 5.12 © 
Résoudre les équations différentielles (E) données par : 


1. y"-3y +2y=e 4. y"+y=sin2t 
2. y"-4y +4y = (#7 +1)e?t 5. y"+y'-2y=sintet 
3. y"+2y +5y=cos?t 6. y'-4y'+4y=et+(3t-1ljet+t-2 


Solution : 


1. Les racines de l’équation caractéristique associée à (E) sont 1 et 2. Les solutions de l’équation générale sont les 
fonctions t — Ae! + Be?! avec (A, B) € R2. Comme 1 est une racine de 1 ‘équation caractéristique, on cherche une 
solution particulière de (E) de la forme : t— ate!. On trouve a = —1. Les solutions de (E) sont les fonctions 
t— (A- tjel +Be2! avec (A,B)€e R?. 


. 2 est une racine double de l’équation caractéristique associée à l’équation. Les solutions de l’équation homogène 
sont donc les fonctions t — (At+B)e2t avec (A,B) € R°. On cherche une solution particulière de (E) sous la 
forme : t? (ar? + bt+ c) e2t, On trouve alors a = 1/12, b=0 et c= 1/2. Les solutions de E sont donc les fonctions 
t—(12/12(6+ 1?)+At+B) ef avec (A,B) e R?. 





. L’équation caractéristique associée à (E) admet deux racines complexes conjuguées —-1+2i. Les solutions de 
l'équation homogène sont donc les fonctions t— (Acos2t+Bsin2t) e-*. Linéarisons le second membre, on ob- 
tient : cos? t = 1/2(1+cos2t). Une solution particulière de y" +2y!+5y = 1/2cos(2f) est t — 1/34cos2t + 
2/17sin2t. Une solution particulière de y"+2y'+5y = 1/2 est la fonction constante :t— 1/10. On applique alors 
le principe de superposition et les solutions de (E) sont les fonctions t (Acos2r+Bsin2t) ee! +1/34cos2t + 
2/17sin2r+ 1/10 avec (A, B) € R?. 


. L’équation caractéristique associée à (E) admet deux racines complexes conjuguées +i. Les solutions de l’équa- 
tion homogène sont donc les fonctions : t— Acost+Bsin f avec A,B ER. On cherche une solution particulière de 
(E) de la forme t- acos2t + bsin2t. On trouve a = 0 et b = -1/3. Les solutions de (E) sont donc les fonctions 
t— (Acos ft + Bsin ft) — 1/3sin2f avec (A,B)e R2. 


. On vérifie facilement que les solutions de l’équation homogène sont les fonctions : t — Aet+Be ?!. In- 
troduisons l’équation complexe y" + y —2y = e*ÿ!, On calcule une solution particulière facilement :t — 
—et/10(3cos ft + sin t). Les solutions de (E) sont donc les fonctions : t— Aef+Be-2t-el/10(3cos t + sin f) avec 
(A, B) e R?. 


. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. On utilise le principe de superposition pour 
chercher une solution particulière. On trouve la solution générale : 


t Pr 2, LT —t 
t— e + 2 e mou 


avec (À, B) € R?. 





Exercice 5.13 © 
Résoudre sur R les équations différentielles 


1. y'-2y +y=tet 4. y"+4y!'-5y=2et 
2. y"-4y'+5y=cos2t-2sin2t 5. y'+y'+y=efcost. 
3. y"+9y= cos2tet. 6. y"-3y'+2y= (#2 +1let 


Solution : 


1. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. Comme 1 est une racine double de l’équation 
caractéristique, on cherche une solution particulière de la forme t— t2(at+b)e! et on trouve a =1/6 et b=0. 
Finalement, les solutions de l’équation sont les fonction t— (At+B) el +1/68 et avec (A, B) € R?. 


. On montre facilement que les solutions de l’équation sont les fonctions t — (Acos t + Bsin f) e2! —-3/13cos2t-— 
2/13sin2f avec (A,B)e R?. 


. On détermine facilement les solutions de l’équation homogène. On cherche une solution particulière de l’équation 
différentielle : y" +9y = e0+2ÿt sous la forme t— ae4+2ÿt, On trouve a = 3/26- i/13. Une solution particulière 
de (E) est donnée par la partie réelle de cette fonction, soit t — 1/26(3cos2t +2sin2f) e/ et les solutions de (E) 
sont les fonctions : t— Acos3t+Bsin3t+1/26(3cos2r+2sin2f) ef avec (A,B) € R?.. 
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; : : ; . 1 
4. On montre facilement que les solutions de l’équation sont les fonctions t— = te! + Ael+Be °! avec (A,B)E R?. 


5. On cherche une solution particulière de y"+ y'+ y = e*0f de la forme t — ae +0 tr. On trouve alors une solution 


2 
particulière de (E) qui est t— (2/13cost+3/13sin te’. Les solutions de (E) sont les fonctions :t C3 cost + 
3 È 3 = 3 
Te tje'+Ae 2 cos 1 Be 2 sin + avec (A, B) € R?. 


3 : ; : ’ l 
6. On montre facilement que les solutions de l’équation sont les fonctions t— (- = B-12-3t|et +Ae+Be?t avec 


(A,B)e R2. 





Exercice 5.14 M 
Résoudre en fonction de m ER : 
(Em) y'-2y +my=cosx 


Solution : On note 7, l’ensemble solution de cette équation différentielle. Le discriminant réduit de l’équation 
caractéristique vaut 1 —- m. On est donc conduit à étudier les trois cas : 
m1 


Bree 


n Si m < 1, on trouve Fm = {x — 


BshvV1-mx|A,BEeR} 


_ renma de Ach((1+ V1- m)x) De 


sin x 
à Sim=l1, on trouve Sn = +Ae*+Bxe* | A, BER} 


—2sinx+(m—1)cosx 


3 Sim >]1, on trouve Sn = {x 
m= | (m-1}2+4 


+e*(Acos((Vm-—1)x)+Bsin((Vm-—1)x)) | ABER}. 





Exercice 5.15 AV] 
Soit meR. Résoudre l'équation différentielle (solutions réelles) : 


my"-(1+m?)y +my= xe* 


Solution : L’équation caractéristique est (r — m)(mr — 1) = 0. II faut distinguer le cas m = 0 et le cas m Z 0. Pour 


chercher une solution particulière, distinguer le cas où m = 1 des autres cas. 





5.5.3 Résolution par changement de fonction inconnue 


Exercice 5.16 © 
Résoudre surR l’équation différentielle : 


(#+1)y"+(#-21+1)y -2ty=0 


en introduisant la fonction z = y'+ y. 


Solution : Remarquons que l'équation s'écrit aussi : (t2+1)(y"+ y") -21(y+ y’) = 0. Supposons qu'il existe une 
solution y de l’équation différentielle. Posons z = y'+ y. La fonction z vérifie : (1+ 1) z'-21z= 0. Cette équation est 
linéaire et du premier degré. Ses solutions sont les fonctions : Za : t— a (1? +1). Reste à résoudre y + y = a(t? +1). Ses 


solutions sont :| t— a (Fe -21+3)+ Be‘ |avec a,f € R. On en déduit que y est de cette forme. Réciproquement, toute 





fonction de cette forme est solution de l’équation différentielle. 


Exercice 5.17 © 
Résoudre sur R l'équation différentielle : 


(Œ): y"+41y +(11+4#)y=0 


. L £ 2 
en introduisant la fonction z(t) = e* y. 
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Solution : Supposons qu'il existe une solution y de (E). Considérons, pour tout te R, la fonction z donnée par : 
Z(t) = el y(b, soit y(f) = et z(t). D'où y/(®) = (z'-2t2)e" et y'(9 = (z'-a4atz + (48 _2)z(b)e-Ÿ. Donc 0 = 
VC +4ty (+ (11+482)y(0 = (2 (0-41 (0 + (42 -2)z+4tz -882 +11+482)e = (z/+9z)e !. Donc z vérifie 
l’équation du second degré à coefficients constants : z"+9z = 0. Les solutions de cette équation différentielle sont de la 
R — R 


? où a GER. Par conséquent y est de la forme : 
x —  acos3{+fsin3f p q y 


forme : Pa 


R — R 
x — (acos31+Bsin3r)e © 


Va : 





avec à, B ER. On vérifie réciproquement que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation. 


Exercice 5.18 © 
Résoudre surR l’équation différentielle : 


(Œ) -(x#+2x7+1)y"+4x(x2+1)y+(xt-4x2+3) y=0 


en introduisant la fonction z(x) = 2% | 
Solution : Supposons qu'il existe une solution y de (E). Considérons pour tout x e R Ia fonction donnée par z(x) = 


y ()/1+ x?. Comme : 
= (Er )20, or r1)720 2320 ere) 4720270, 


en remplaçant dans (E), on trouve que la fonction z est alors solution de l’équation du second degré à coefficients 
R — R 


constants : z"—z=0. Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions : Eu : : ii 


où a, Be R. Par conséquent y est de la forme : 


[R — R 
DE (ae*+Be”*)(1+ x?) 





avec à, B ER. On vérifie réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de (E). 


Exercice 5.19 © 
On se propose de résoudre l’équation différentielle : 


(E) : y'+ _y= 0. 
2x? 


1. Soit y une solution du problème. On pose pour tout tER : z(#) = y(e') a, 


(a) Exprimer y (x) en fonction de z(In (x)) pour tout x > 0. 
(b) En déduire que la fonction t— z(t) vérifie sur R une équation (E’) d’ordre 2 à coefficients constants. 
(c) Résoudre (E/). 

2. Résoudre (E). 


Solution : 
1. (a) SoitteRetxeR* tels que t=Inx. Si z(t) = y(e') ac alors y (x) = V/xz(In x). 


(b) Pour x e R*, on déduit de l’égalité précédente que : 
Ï/ 1 1 ! I 1 I 1 
= — |- I + I t — ] _— ] 
y (x) 7 (52000 Z nx) et y (x) Pvelt (In x) -z(n x) 


En remplaçant dans (E), on obtient, pour tout t ER : 


(E’) :2'(D +220 


qui est une équation du second degré à coefficients constants. 
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(c) D'après le cours, ses solutions sont les fonctions : 


R R 
1 i 
acos ; +Bsinz 


où af ER. 
2. On en déduit que les solutions de (E) sont les fonctions : 


RO — R 
2 5 In x 


: _ Inx 
X — «cos, +Psin 


F2 





5.5.4 Résolution d’équations différentielles par changement de variable 


Exercice 5.20 O 
Résoudre sur ]0,+oo! puis surR : 
4xy"+2y —-y=0 


(on posera t = x) 


Solution : Soit y une solution de (E) sur ]0,+oœ[. Posons z(t) = y(À). Comme y est deux fois dérivable il en est de 
même de zetona: 

z(D  =y(") 

AD = 21711) : 

zu = 271) 4%) 


Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f"— f = 0. Par conséquent, il existe (A,B) € R? tel 
que z:t— Acht+Bshtf. La fonction y est alors donnée par : y: x— Ach(,/x) +Bsh(,/x). Réciproquement, on vérifie 
que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation sur ]0, +. 

Sur ]—0co,0[, on pose x= -t? et z(t) = y(r?). 


2 =y(-À) 
z'( =-2ty (-Ë) 
z'(D =-2y ()+4#7y"(#2) 


Donc z" (#9) = -z(#). Donc il existe (A’,B') € R? tel que z: t— A'cht+B'shf. La fonction y est alors donnée par : y: 
x A'cos(—x)+B'sin(—x). Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont solution de l’équation 
sur | —-0c0,0[. 

Pour avoir une solution sur R, la continuité en zéro impose A = A'. La continuité en zéro de la dérivée impose B = B. 
Réciproquement, si on se donne (A,B) € R?, la fonction WAB définie par WaB(x) = Ach(x) +Bsh(x) pour x > 0 et 
Wa,B(x) = Acos(—Xx) + Bsin(/-—x) est solution sur R. 





Exercice 5.21 © 
Résoudre sur RŸ l’équation différentielle : 


Œ): #y'13xY+y=X 
en effectuant le changement de variable t = In x. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur R°. Posons z(f) = y(e’). Comme y est deux fois dérivable il en est de même 
de zetona: 

Z(E) 

z'() 


z'(#) _ le) +etyfet) 


Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f"+2 f'+ f = e?!. Par conséquent, il existe (A, B) € R? 


Alnx+B) x? 
tel que z:t— (At+B)e ‘+1/9e2!. La fonction y est alors donnée par : y: x PEAR) + nn Réciproquement, on 
x 


vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur ]0, +. 
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Exercice 5.22 M 
Résoudre surR l’équation différentielle : 


Œ): (1+x) y'+2x(1+22)y +4y=0 
en effectuant le changement de variable t = arctan x. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur RŸ. Posons z(t) = y(tant). Comme y est deux fois dérivable, il en est de 
même de z et on a: 


y (x) = Z(arctan x) 


l 
y = Te A (arctan x) 
7 _ __ 4x ! 
y (x) = 2 (arctan x) + 


z''(arctan x) 
(1+2x2) 


(1+ x) 
Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f"+4f = 0. Par conséquent, il existe (A, B) € R? tel que 
z:t- Acos2t+Bsin2f. La fonction y est alors donnée par : y: x cos (2 arctan x)+Bsin (2arctan x). Réciproquement, 


on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur R. 





Exercice 5.23 © 
Résoudre l’équation différentielle : 
Œ): G-x)y/-xy +9y=0 


d’inconnue y :]-1;,1[—— R supposée deux fois dérivables. On pourra utiliser le changement de variable défini par 
{= arcsin x. 


Solution : Soit y une solution de (E) sur ]-1,1[. Posons z(f) = y (sin). Comme y est deux fois dérivable, il en est de 
même de zetona: 
(x = Z (arcsin x) 
1 
y'@ = z' (arcsin x) 
V1 mn 1 
AC —_—." (arcsin x) + Tee z!' (arcsin x) 


(1-2)? (1- x?) 


Comme y est solution de la première équation, z est solution de : f"+9 f = 0. Par conséquent, il existe (A, B) € R? tel que 
z:t- Acos3t+Bsin3f. La fonction y est alors donnée par : y: x cos (3 arcsin x) +Bsin (3 arcsin x). Réciproquement, 
on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions de l’équation sur R. 





5.5.5 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de 
raccord des solutions 


Exercice 5.24 Q 
Résoudre l’équation différentielle 
(Œ): y+y=1 


sur un intervalleICR. 


Solution : On résout d’abord l’équation sur 11 =] -00,0[ et I2 =]0,+ool[. Sur chacun de ces intervalles, l’équation est 
équivalente à l’équation normalisée dont l’ensemble des solutions est : 


a+ CIceR 
X 





On trouve ensuite que si I est un intervalle contenant 0, la seule solution de (E) sur I est la fonction constante égale à 1. 


Exercice 5.25 © 
Résoudre l’équation différentielle 
Œ) (-1y -xy+3(x- x?) =0 


sur un intervalleICR. 
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Solution : Soit I] =]—-c,-1{, l =]-1,1[ et 13 =]1,+ol. Sur chacun de ces intervalles, l’équation est équivalente à 
l’équation normalisée 


(Œ): y- y=3x 


x2—1 


L'ensemble des solutions de l’équation homogène associée est 


{x Cy/|x2-1|[1CER} 


On recherche ensuite une solution particulière de la forme y(x) = C(24/|x2-1| avec C'(x) = 3x4/[x2-1], C(x) = 


3 f xe(x2 — Ddx où e = +1 sur li et I3, € = —1 sur I. On trouve y(x) = 3(x? — 1) comme solution particulière. Donc la 
solution générale de (E) sur 14 s’écrit 


y = 30% -1)+C41/|x2 -1] 


Sur un intervalle I contenant 1 ou —1, puisque la fonction \/ Le = 1| n’est pas dérivable en 1 et —1, la seule solution de 
(E) est la fonction y(x) = 3(x2 — 1). 





Exercice 5.26 © 
On considère l’équation différentielle 
(Œ): xy'-2y=(x-D(x+1} 
1. Résoudre (E) sur des intervalles qu’on précisera. 


2. Déterminer les solutions de (E) définies sur R ? 


Solution : 


3 
1. L'équation normalisée associée à (E) est (N) : y'— 2y _ DER. Celle ci est définie sur 11 = ]-oo, 0[ et I = 


10, +oœl. Appliquant d’abord sur 1, puis sur I le théorème fondamental et la méthode de variation de la constante, 
on trouve que, pour k = 1,2, les solutions de (N) et donc de (E) sont, sur 14 de la forme : 


I — R R 
ë 4 ; Qype 
Pa x — LS +22 +2x+ + ax? k 


. Supposons qu’il existe @ une solution de (E) définie sur R. Alors est dérivable sur R et il existe 1,02 ER tel 
4 + 
que : Pin = + +2x3+2x+ à + où x? et QI = = +2x3+2x+ L +œx2. Posons alors : 


R — R 
4 


2 Ssixel, 


+2x+2x+2+0x 
si x=0 

. 3 1 2 : 

+2X% +2X+5+0x si XE 


On vérifie facilement que est dérivable sur R. Réciproquement, une fonction ainsi définie est solution de (E) 
sur R. 





Exercice 5.27 ©Q 
Résoudre l’équation différentielle 
(Œ) xy'+y=1 


sur un intervalleICR. 


Solution : Soit I un intervalle ne contenant pas 0. Les solutions de (E) sur I sont les solutions de l’équation normalisée 


Œ) Pa 1. 
Or on 
L’équation homogène associée s’écrit : 


1 
H = y=0 
CR, 


l . : : ; < 
Notons a(x) = —, dont une primitive est A(x) = In|x|. L’ensemble des solutions de l’équation homogène est alors 
x 





C 
SH = fa ce M = — cer} 
5 
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(en posant C = —c sil] -0,0[). On trouve ensuite une solution particulière évidente, ÿ(x) = 1. Les solutions de (E) sur 


(CE 
y =1+—- 
de 


I sont donc de la forme 


Si maintenant 0 € I, et y est une solution sur I, alors il existe C1 ER tel que Vxe I1C]0,+oof, y(x) = 1+ + et il existe 
x 


(C 
C2 ER tq VxeIlc]-oo,0[, y(x) = 1+ ee Pour que y soit solution en 0, il faut d’après l’équation que y(0) = 1. Pour 
qu'une telle fonction soit dérivable en 0, il faut et il suffit que C1 = C2 = 0. La seule solution de (E) sur I est donc la 
fonction constante égale à 1. 





5.5.6 Divers 


Exercice 5.28 OO 
Soit f:R—R de classe € (2) telle que Vx ER, f"(x) + f(x) > 0. Montrer que : 


VxeR, f(x)+f(x+m) 20 





Solution : Considérer g(x) = f(x) + f(x) Résoudre l'équation différentielle avec l’hypothèse g > 0. 


Exercice 5.29. ©QOQ 
Soit p:R— R une fonction continue non-nulle et positive. Montrer que toute solution de 


Œ) y'+p(xy=0 


s’annule au moins une fois. 


Solution : Par l’absurde, si y > 0, y"=-py<0., y! est décroissante puis y! = 0, ensuite p = 0. 





Exercice 5.30 OC 
Soit u:[a,b]-R une fonction de classe € (2) telle que 


u" (x) + p(xu/ (x) > 0 


Montrer que u atteint son maximum en a ou en b. 


Solution : Sinon, en un point intérieur, w’ (x) = 0, puis u”(x) > 0, d’où u serait localement convexe, une absurdité. 





Exercice 5.31 MN 
Soient deux fonctions f et g continues sur [0, 1] telles que Vxe [0,1], 


X X 
fx = [ g(® dt et g(x) = f( dt 
Montrer que f et g sont nulles. 


Solution : D’après le théorème fondamental, puisque g est continue sur [0,1], la fonction f est de classe € (1) sur 
[0,1], et de même, g est de classe €(1) sur [0,1], avec Vx € [0,1], f'(x) = g(x) et g'(x) = f(x). On en déduit que f et 
g sont deux fois dérivables sur [0, 1] et que Vxe [0,1], f”(x) = g'(x) = f(x), et g”(x) = g(x). Par conséquent, il existe 
quatre constantes (À, B) € R2 et (A’,B') € R2 telles que 


Vxe [0,1], f(x) =Ashx+Bchxet g(x) = A’shx+B'chx 


En injectant dans f(x) = Je g(®) df, et dans g(x) = Jun df, on trouve que À = B = A = B'= 0 et par conséquent, 
f=g=0. 





Exercice 5.32 VO 
Trouver les fonctions f :R—R continues vérifiant : 


X 
VxER, FU = cosx-x- | (x- #9) f(0) dt 
0 
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Solution : D’après le théorème fondamental, puisque les fonctions f et t— tf(t) sont continues sur R, la fonction 
définie par F(x) = A0) dt-fS tf(®) dt est de classe € (1) surR, avec Vx ER, F'(x) = 1 dits) dt+ xf(x) - xf(x) = 
té f(®) dr. Par conséquent, la fonction f est de classe € (1) surR et 


X 
VxER, fa=-sinx-1- | fo dt 
0 


En appliquant encore une fois le théorème fondamental, on montre que f est de classe € (2) surR et que 
VxER, f(x =-cosx- f(x) 


donc que f vérifie une équation différentielle du second ordre à coefficients constants. En résolvant cette équation, il 
existe deux constantes (A, B) € R2 telles que 
2 
VxeR, f(x) = Acosx+Bsinx+ Eu sin(x) 


Mais comme d’après l’équation vérifiée par f, f(0) = 1, et l’équation vérifiée par f', f'(0) = -1, on en tire A=1et 
B = —1. Par conséquent, la seule solution possible est 


: X ., 
f(x) = cosx-sinx- Fou 


On vérifie réciproquement que cette fonction est bien solution de notre problème en calculant l'intégrale [j(x- 


D f(0 dt. 





Exercice 5.33. ©0Q 
On considère l’équation différentielle 


X 


(E) :3y/(y"+y)+6yy? +7 =e 


On considère une solution y de (E). Déterminer un entier n € N tel que la fonction y" soit solution d’une équation 
différentielle linéaire à coefficients constants. Trouver alors une solution de (E). 


Solution : Pour n =3, 
D IL 


z=}, z'=3y?y!, z'=6yy?+3y y 
et par conséquent, z vérifie l'équation différentielle 


z'+27 -7=e 7 


En résolvant, il existe (A, B) € R2 tels que 


z(x = e7* + Ach[ x) + Bsh[ x) 





Exercice 5.34 MN 
Trouver les fonctions f :R—R de classe € (1) vérifiant 


too = flE- 
VxEeR, f = ff x) 
Solution : Soit une telle fonction f. Elle est de classe € (2) et en dérivant, elle doit vérifier : 
7 ei 
VxeR, f (x) = 1e x) 


Par conséquent, il existe (A, B) e R2 tels que 


VxeR, f(x) =Acosx+Bsinx 


En reportant dans l’équation, on trouve que A = 0 et donc que f(x) = Bsin x. On vérifie réciproquement que VBER, 
cette fonction convient. 
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Exercice 5.35 © 
Déterminer les fonctions f :R—R dérivables vérifiant 


VxER, f'(x) = f(-x) 


Solution : Soit f une telle fonction. Elle est deux fois dérivable puisque f' est une composée de fonctions dérivable 
(puisque f = f'ow où (x) = —-x), et en dérivant, on trouve que Vx ER, f(x) = -f'(-x) = f(x). Par conséquent, f est 
solution de l’équation différentielle y” = y et donc il existe À,B ER tels que VxEeR, 


f(x = Ae*+Be * 


Mais alors VxER, f'(x) = Ae* -Be* = Ae* +Be* d’où nécessairement A = B et À = -B et donc f = 0. La fonction 
nulle vérifie réciproquement la propriété. 
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Étude des courbes planes 


La voiture décrivit une élégante cardioïde et s’arrêta en bas des marches. 
Boris VIAN - L’écume des jours (1946). 


On identifiera dans tout ce chapitre, le plan euclidien Z à R? à l’aide d’un repère orthonormal direct. On notera I un 
intervalle de R non vide et non réduit à un point (ou une réunion de tels intervalles). 
Nous allons apprendre ici à étudier les courbes du plan. Elles peuvent être vues comme la trajectoire d’un mobile 
dans le plan et il y aura de nombreuses analogies dans ce chapitre avec celui de cinématique en science physique. 
: M(®9 
Se donner une telle courbe revient à se donner un couple de fonctions _e......... 
(x, y) définies sur un intervalle I de R: x:1—R et y:1—R. La 
courbe est alors le sous-ensemble du plan formé par les points M(#) 
de coordonnées (x (0) : y) quand le temps f parcourt l'intervalle I. 
Même si on va utiliser les outils appris au lycée pour étudier les 
graphes des fonctions d’une variable réelle à valeurs dans R, on com- 
prend que le problème est ici très différent. Une courbe du plan n’est 
en général pas le graphe d’une fonction de I dans R comme on s’en 
convaincra en examinant le dessin ci contre. Aussi il faudra dévelop- 
per de nouvelles techniques. Pour une fonction 





FA; — R 
lé (x,yO) ! 


il faudra définir ce qu’est une limite et une dérivée. Lors de la représentation de la courbe, il faudra comprendre que ce 
n’est pas le graphe de la fonction F qui est dessiné (ce graphe est un sous-ensemble de l’espace RŸ) mais la projection 
de ce graphe sur le plan (x, y). Aussi la variable £ n’est pas représentée sur le dessin. Par contre, un mobile ayant cette 
comme trajectoire se trouve à la position (x ; y@) au temps f. 

Les courbes paramétrées peuvent présenter des branches infinies, ce qui signifie que 
le mobile se déplaçant suivant cette courbe part à l’infini, ou des points stationnaires 
(le vecteur vitesse du mobile en ce point est nul). Il faudra être en mesure de pouvoir 
étudier ces deux phénomènes afin de bien représenter la courbe. 

De nombreuses courbes paramétrées peuvent être étudiées avec les outils d’analyse 
de lycée. Par contre, afin d’étudier les branches infinies ou les points stationnaire de 
certaines autres, il faudra disposer d’un outil plus sophistiqué, les développements 
limités, qui ne sera introduit qu’au chapitre 14. Aussi ce chapitre devra être lu en 
deux fois. Une première fois pendant la première période en sautant les parties util- 
isant les développements limités et une seconde fois après avoir étudié le chapitre 
14. Ces parties et les exercices correspondants sont indiqués dans le texte. 








6.1 Fonctions à valeurs dans R? 


6.1.1 Définitions 
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DÉFINITION 6.1 © Fonction vectorielle à valeurs dans R? 
Une fonction vectorielle F à valeurs dans R? définie sur I est donnée par un couple (x, y) de fonctions réelles définies 


sur I. Les fonctions x:1— R et y:1—- R s’appellent les composantes de F ou les applications coordonnées de Fet: 


> [I — R 
: (x), y) 


DÉFINITION 6.2 © Limite en un point d’une application vectorielle 


Soient / = (l1,l>) un vecteur de R?, Helet F une application vectorielle définie sur I. On dit que F (f) converge vers 
l quand t tend vers t, et on note : 
F( —— 1 


t— 10 


lorsque HO — 1] paru 0 


PROPOSITION 6.1 © Caractérisation de la convergence par les fonctions coordonnées 
Soit F une fonction vectorielle donnée par le couple (x, y) sur I. Soit = (li, b) un vecteur de R?. On a : 





= Veb-h+(@-R) 21/10 
= GO-hÈ+(0-Rf—0 
X(f) _. l 
y purs L 
car une somme de deux nombres positifs est nulle si et seulement si ces deux nombres sont nuls. 
Rappelons la définition suivante : 





DÉFINITION 6.3 © Dérivabilité d’une fonction réelle 
On dit qu’une fonction réelle f :I— R est dérivable en t € I si il existe un réel / tel que : 


fO- fo) 1 
t—t0 t— to 


Dans le cas où cette limite existe, on notera f'(to) = L. 
De plus, on dira que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point f de I non situé à une extrémité de I. 


DÉFINITION 6.4 © Dérivabilité d’une fonction vectorielle … 
On dit qu’une fonction vectorielle EF : I — R2,t— (x(P), y(D) est dérivable en HW elsiilexiste ! = (1,12) un vecteur de 
R? tel que : 


FF (10) st 


t—t0 t— to 
Dans le cas où cette limite existe, on note F/(to) = I. 
DÉFINITION 6.5 © Dérivabilité d’une fonction vectorielle sur un intervalle 


On dit qu’une fonction vectorielle F : I— R,r— (x(r), y(®) est dérivable sur I si F est dérivable en tout point f de I 
non situé à une extrémité de I. 
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PROPOSITION 6.2 © Caractérisation par les fonctions coordonnées 
Une fonction vectorielle F :1— R?,r- (x(r), y(®) est dérivable en & € I si et seulement si les deux fonctions réelles 
qui la composent : x et y sont dérivables en #. On a alors : 


F"(to) = (x (to), (to) 





Démonstration : Considérons la fonction vectorielle 


. l\{} — R 


0: , F(0- E (to) 
= 19 
ses fonctions coordonnées sont : 
I\ff} — R I\ff} — R 
61: ; xx) et 62! YO yo) 
t—10 t t—t0 


En appliquant la proposition précédente, on a la série d’équivalences : 


x et y sont dérivables en # 


<— les fonctions coordonnées 81 et 82 de © vérifient O1 (6) FETES x (fo) et 62(9 Fe. y’ (Go) 
= 8(—— (x (10), (to) 

t— 10 
— Fest dérivable en t et F/(t0) = (x/ (to), y (to) 


De manière plus générale, on dira que : 


DÉFINITION 6.6 © Fonction k fois dérivable, de classe €# 


" 
— Une fonction F :1— R? est dite k fois dérivable sur I si ses fonctions coordonnées le sont. 
ss 
— Une fonction F :1— R? est dite de classe €* sur I si ses fonctions coordonnées sont k fois dérivables sur I et si sa 
dérivée k-ième est continue. 





6.1.2 Dérivation du produit scalaire et du déterminant 


PROPOSITION 6.3 © Dérivation du produit scalaire, du déterminant 
Soient F et G deux applications définies sur I, dérivables en # € I et à valeurs dans R2. Alors les applications 


Gi, Le Dre) in ts 
D POI) NME IE RENÉE et 


sont dérivables en # et 


[F1G)) (ro) = Fo) G Go) + CF (to) (40) 


[det{F,G)) (to) = det{ F'(io), G (10) + det{F (40), G'(t0)) 





Démonstration Notons F = (fi, f2) et G= (g1,82). Comme F et G sont dérivables en to, d’après le théorème 6.2, il en est de 
même des fonctions f1, f>,g1,g2. Soit te I. Remarquons que 


(FIG) = fi (0 gi (0 + f2 (0 g2 (D 
et la fonction (FIG) est donc dérivable en to par opérations sur les fonctions dérivables en t et à valeurs dans R. De plus : 
(f-81 + 2.82) Go) 


fi Go) g1 Go) + fi Co) gi Co) + F2 (to) 82 (to) + F2 (ho) g2 (to) 
(Fo) 8 Go)) + CF Go ES" (to). 


(FIG) to 


La deuxième formule se prouve de même. 
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COROLLAIRE 6.4 © Dérivation de la norme 
Soit F une fonction définie sur IL, dérivable en #) € L à valeurs dans R? et ne s’annulant pas. Alors l’application 


| F | :1—R est dérivable en # et 


1. (FOIE ()) 
([F]) co = Fu] 





Démonstration On sait que | F | = (FIEF). D'après la proposition précédente t— {F|F) est dérivable en t et on sait que la 
fonction racine est dérivable sur R. Comme la fonction F ne s’annule pas, il en est de même de t— (F|F)(#) et donc la fonction 


| F | est dérivable en to. De plus, grâce à la formule de dérivation et la symétrie du produit scalaire : 


— — \/ ” = 
l'es (le F) L (FT) Go | Œ'UOÛE (0), 
(fr) (to) | FIF)| (to) Ê RIT [Fo 


6.2 Arcs paramétrés 


6.2.1 Définitions 
DÉFINITION 6.7 © Arc paramétré 


On appelle arc paramétré ou courbe paramétrée un couple y = (LE) où ICR est un intervalle et F :1— R? une 
application de classe æk (LR?). 


DÉFINITION 6.8 © Support d’un arc paramétré 
On appelle support (ou image) de l’arc paramétré (1, F) l’ensemble des points du plan : 


r={Meglarel: OM = F(1)} 


Pour tout fe I, on notera M(f) le point du support de l’arc (LE) tel que OM(#) = F (6. 





Remarque 6.1 


Se donner une fonction f :I— R revient à se donner un arc paramétré {L F) où pour tout feI, F(f) = (é LE (6). 


Remarque 6.2 L'étude d’un arc paramétré peut s’interpréter ainsi : 

— Test un intervalle de temps. 

— M(r) est un point mobile du plan dont la position à l’instant f e I est donné par OM = F(. 
— Le support del arc paramétré (EL F) est appelé trajectoire du mouvement. 


— Les vecteurs F'(r) et F(r), si ils existent, sont respectivement appelés vecteur vitesse et vecteur accélération du point 
M à l'instant f. 


6.2.2 Étude locale d’un arc paramétrée 


DÉFINITION 6.9 Limite d’une famille de droites dans le plan 
On dit qu’une famille de droites (Di)ien passant par un même point M admet une limite lorsque f — & s’il existe 


une famille (& (t)) r\n} de vecteurs directeurs de ces droites possédant un vecteur limite ri non-nul lorsque ft — to. La 
droite D = M + Vect( / ) s’appelle la limite de (D;). 


DÉFINITION 6.10 Tangente à un arc paramétré 
Soit un arc paramétré y = (I, F) et # € I. On dit que l’arc admet une tangente au point Mo = M(to) € l si la famille de 
droites D, = (Mt), M(#)) admet une limite lorsque f — to. La droite limite s’appelle la tangente à l’arc au point Mo. 





Remarque 6.3 On définit de la même façon, avec les limites à droite ou à gauche, la notion de demi-tangente en un 
point. 
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Remarque 6.4 Une conséquence de cette définition et de la remarque 6.1 est que si une fonction f est dérivable en 
to € I alors le vecteur (1, f/(to)) est tangent au graphe de f en (to, f (to)). 


DÉFINITION 6.11 Point régulier, stationnaire 
Un point M = M(to) d’un arc paramétré est dit régulier lorsque F’(to) Z 0. Sinon, on dit que c’est un point stationnaire. 


PROPOSITION 6.5 Tangente en un point régulier 
Un arc paramétré possède une tangente en un point régulier M(t) : la droite passant par M(t) dirigée par le vecteur 


F'(o). 





Démonstration Notons 


d: F(9—E (0) 


Le — R 
É= 1% 


t — 
Pour t £ to, le vecteur ü (f) dirige la droite (M(to)M(#)) et u(t) pars F'(t0) À D. 
— to 


Remarque 6.5 

Il se peut que F”((to) = 0 et que la courbe admette en M (fo) une tangente. Par exemple, si on considère 
le support de + (f) = lé, F) en # = 0, alors il admet en # = 0 un vecteur tangent horizontal. Pourtant 
ce point est stationnaire. On va étudier maintenant deux méthodes pour calculer, quand c’est possible, 
le vecteur tangent à une courbe en un point stationnaire. 


Étude d’un point stationnaire avec des outils de terminale, première période 


PROPOSITION 6.6 © Tangente en un point stationnaire 
Soit M(fo) un point stationnaire d’une courbe paramétrée (1, E) où F est donnée par le couple de fonctions (x, y) 
définies sur I. 
CD — y(o) 
—_— © — m 


où m est un réel alors la courbe admet en M(#) une tangente de pente m. 
X(É) — x(f0) tt 
YO) — yÜo) 


—— alors la courbe admet en M(f) une tangente verticale. 
X(E) — X(f0) | t—t 





I\{t} — R 
Démonstration Soit 6: : y) — y(to) 
X(E) — x(to) 
— Si0(f) ri m alors le vecteur (1,0 (t)) dirige la droite (M (to) M(t)). En effet, un vecteur directeur de cette droite étant celui de 
— to 
coordonnées (x — X (to), y (©) — y (Go) : 
| 1  x(D-x(t0) 
O(1 y()-7y(b) 
et lim 6(f) = (1, m) Z (0,0) 
t— 19 





1 
— SiO(f +oo alors on peut vérifier que le vecteur ( 1) dirige la droite (M (to) M (#)) et on a : Jim Le 1 = (0,1) Z (0,0) 
— t 


t— to 
Exemple 6.1 Utilisons cette méthode pour calculer un vecteur tangent à la courbe [LF) avecI=Ret F (f) = (E, É] de 
la remarque 6.5 en le point stationnaire de paramètre f = 0. On a: 
7O- 70) À 


=—=t——0 
x(f)—x(0) r2 t—0 


donc la pente de la tangente en le point stationnaire (0,0) est 0. Cette droite est l’axe des abscisses. 


y y(to) 


Remarque 6.6 Cette méthode n’est utilisable que si on sait déterminer la limite du quotient = 10)? 


pas toujours possible avec les outils dont vous disposez en début d’année. 


ce qui ne sera 


Étude d’un point stationnaire avec les développements limités, seconde période 
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PROPOSITION 6.7 ©Q Tangente en un point stationnaire 
Si M(to) est un point stationnaire d’un arc € et s’il existe p < k tel que 


Fo) == F0 (1) =0, E (to) # 0 


alors l’arc possède une tangente au point M(#) dirigée par le vecteur F P) (to). 





Démonstration C’est une conséquence de la formule de Taylor- Young en t pour les fonctions vectorielles (il suffit d’utiliser la 
formule de Taylor- Young (13.40 page 539) pour les deux fonctions coordonnées) : 


F9 = F Go) + (6-10) (0) ++ 0 


Ps == 
= FP) (10) + (4 t0)Pe(r) 


avec E(f) Er 0. Définissons alors la fonction w en posant pour t À to, 
— {0 


p! 


107 [FE © EF (o)] = FP) (0) + ple (0 


ut = 
Pour t £ to, u(t) dirige la droite M(tb)M(9 et & (1) — FD) (0) 0. 
10 


Exemple 6.2 Cette méthode appliquée à la courbe [LF) avec I=Ret F (£) = ( fs) de la remarque 6.5 en le point 


stationnaire de paramètre f = 0. donne F@) (1) = (3f,2) et donc un vecteur tangent à la courbe en le point stationnaire est 
celui de coordonnées (0,2). 


Remarque 6.7 Cette méthode peut être utilisée sans connaître les développements limités. Par contre, elle peut 
nécessiter un grand nombre de calculs avant de trouver un vecteur F (P) (to) = (x) (to), 70) (to) qui ne s’annule pas. 
Ces calculs sont grandement facilités, comme on le verra dans les exercices, avec les développements limités. 


Le théorème suivant permet d’étudier localement l’allure d’une courbe au voisinage d’un point stationnaire sous des 
hypothèses très générales. 


THÉORÈME 6.8 OVQ Étude locale d’un point stationnaire 
On suppose que la fonction F :1- R? est de classe @F, et qu’il existe deux entiers 1 < p < q < k tels que : 


(Cm) EP) (to) est le premier vecteur non-nul parmi F'(#0),.. ., FD) (to). 


(Cm) q est le premier entier parmi [[p + 1, q] tel que le système de vecteurs (FP) (to), F1 (to)) soit libre 
Alors : 


1. Le vecteur F) (to) dirige la tangente à la courbe au point M(to). 


X(#) 
Y(® 
À 


2. Pour f Z to, dans le repère % = (M(to), FP) (to), F (to)), le point M(f) a pour coordonnées : M(f) 


(£— to)1 


= p 
3. X( = ——, Ÿ(() 


—h pl tt  q! 


La parité des entiers p et q donne localement le signe de X(#) et Y(f) au voisinage de & lorsque f < t et ft > tp. On 
en déduit alors la position locale de la courbe par rapport à sa tangente au voisinage de f comme illustré sur la figure 
(6,22 





Démonstration  Écrivons la formule de Taylor- Young vectorielle en to à l’ordre q : 





_ = — tn)P Pt > 
FE (t) = F(to)+ 0) kp (to) + C0) ot) he 
! (p+D! 
_hy—= 
= 4 CT EG) (4) +(t— b)TE (1) 


q! 


Mais comme les vecteurs FP*D (1),...F(4-D (to) sont tous proportionnels à F®) (to), on peut écrire FA (to) = ay-F(P) (to) pour 


kel[lp+1,g-—11] et comme (F(P) (to), Ft (to)) forme une base de R?, on peut décomposer le vecteur E(E) sur cette base : 
EG = AFP) (to) + HF (to) 
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Ty 
SH 


7/2 


ü 
p impair, q pair p impair, q impair 
point ordinaire point d’inflexion 
D D 
ü ü 
p pair, q impair p pair, q pair 
rebroussement de première espèce rebroussement de seconde espèce 


FIGURE 6.1 — Étude locale d’une courbe paramétrée 
avec À(#),1(f) —— 0. Alors : 
t— to 


FC) — F0) = 


t— to)? 
SA EC 


+ 10) Page + pt 10) (D]FP) (60) 


(— t0)4 


à [1+ qu] 9 (to) 


+ 





Puisque M(to)M(#) = F (f) — F (to), on en déduit l’expression des coordonnées du point M(f) dans le repère & : 


(t— 10)? 
p! 





X(E) = [L+(— 10)ap+1 +... 


+10) Pag-1 + plt - 19) TA] 
(t— tp)? 
t— to p! 
(t— t0)7 
: [1+q(®)] 


(t— 10)7 
t-tÙ  q! 


Y(E) = 








L’équivalent donne le signe de X(f) et Y(f) au voisinage de tp. On obtient donc localement la position du point M(f) dans un quart 
de plan lorsque t < tp et t > to d’où l’étude géométrique résumée sur la figure 6.2.2. 


Remarque 6.8 En pratique, pour étudier un point stationnaire M(#), on effectue un développement limité de x(f) 
et y(f) au voisinage de # et on adapte l’idée de la démonstration précédente. Puisque le point M(#) est stationnaire, 
X’(to) = y/(to) = 0 et donc le coefficient de (f— to) sera nul dans les développements limités de x et y. Puisqu’il nous faut 
deux vecteurs indépendants FE) (to) et F9 (to), il faut au moins un DL à l’ordre 3 des deux fonctions x et y. 


Exemple 6.3 
x(f) =3cos(f) -2sin°(#) 
y = cos(4f) 
pour fe [0,27]. Commençons par chercher les points stationnaires : 
x'(f) =-3sin([1+sin(2r)| 
y'() =-4sin(4f) 
x’ et y’ s’annulent simultanément en f = 0 et r = 37/4. Étudions le point stationnaire M(0). Pour cela, effectuons un DL 
à l’ordre 3 : à 
x(#) =8-55#-26+0o(i) 


y) =1-8r#+o(f) 
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d’où le DL vectoriel : 


3 —3/2 —2 




















ra = 2 3 3 
F (f) = 1 +t _g +t 0 +o(f°) 
= —— = 
F (0) ü mi 


_ 


Les vecteurs # et v ne sont pas liés et dans le repère Z = (M(0), ü, v), le point M(f) a pour coordonnées X(f) et 
Y(#) avec X(f) ee 12 et Y(f) ue 13. On en déduit l’allure locale de la courbe au voisinage de M(0) : c’est un point de 


rebroussement de première espèce. 


&| 


L'étude du point stationnaire M(3x/4) s'effectue de même. 


Branches infinies des courbes paramétrées 


DÉFINITION 6.12 Va Branche infinie 


On dit que l’arc (I, F) possède une branche infinie en ft) lorsque IF ( Il FE +00. 
40) 





| Remarque 6.9  Silim;_.4|x(f)l = +o ou si lim:_.#, ly@| = +00 alors l’arc (I, f) possède une branche infinie en to. 


DÉFINITION 6.13 © Droite asymptote 


Soit (, F) un arc paramétré possédant une branche infinie en # € I. On dit que la droite Ÿ est asymptote à l’arc (LE) 
en to si d(M(f), 2) ces 0. 
10 


PROPOSITION 6.9 © Caractérisation pratique d’une droite asymptote 
Soit (I, F) un arc paramétré possédant une branche infinie en # € I. La droite 2 d’équation a x+b y+c= 0 est asymptote 


a x(t) + b y()+c——0 
t— 10 
X(P) 


Démonstration : Soit Z une droite affine d’équation cartésienne : ax + by + c = 0. La distance du point M(#) y(® vaut : 
R 


à l’arc (I, F) en # si et seulement si 





lax(E) + by(0 + c| 
Va? +b? 


0. 


aM(), 2) = 


Cette distance tend vers 0 si et seulement si ax(f) + by(f) +c 





t— 10 


: | Pour déterminer la droite asymptote à une branche infinie 


+ Une seule des deux applications coordonnées de f tend vers l’infini en valeur absolue quand t tend vers 
lo : 





D Six(t) A leRet [y@)| + to alors la droite d’équation x = l est asymptote à la courbe et le 
10 10 
signe de X(t) — ! détermine la position de la courbe par rapport à l’asymptote. 
à Silx(r)l 
t— 10 


signe de y(f) — ! détermine la position de la courbe par rapport à l’asymptote. 





+oo et y(f) —. lER alors la droite d’équation y = l est asymptote à la courbe et le 
t— 10 


-< Les deux applications coordonnées de f tendent vers l’infini en valeur absolue quand t tend vers t : 


Si |x(#)| _ +00 et [y] Far +oo, on forme le quotient en et on cherche la limite de ce quotient quand 
t—t0 — 10 
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t tend vers to. 


D Si 7 74€ R* : on forme alors y(f) — a x(#) et si cette quantité tend vers une limite finie b alors 
10 


la droite d’équation y = a x+ b est asymptote à la courbe en &. La position de la courbe par rapport à 
l’asymptote est donnée par le signe de y(f) — a x(®) — b. 


M(t) 


y() — ax(f) — b 


X(E) 
FIGURE 6.2 — Signe de y(t) — ax(t) — b 


Si ou 757 +00, on dit que la courbe possède une branche parabolique (O y). 
10 


Si ut a 0, on dit que la courbe possède une branche parabolique (O x) 
10 





Exemple 6.4  Intéressons nous à la courbe donnée par 


X(E) 





y 


Elle présente des branches infinies quand f — 1* et quand f — +oo. 








0 et y(#) 


Comme (1 
t— +00 t— +00 


x = 0 est asymptote à la courbe quand f — +oo. 


On montre de même que la droite d’équation x = 0 est asymptote à 


la courbe quand f — -co. 


1) On forme le quotient y (f) /x(f) et on cherche sa limite quand 


t—1t: 


+oo alors la droite d’équation 


2 On cherche maintenant la limite de y(f)—2x(f) quand — 1: 


2 





=t+1—2 
t—1 t—1 


y) —2x(8) = 


donc la droite d’équation y = 2x +2 est asymptote à la courbe quand 
tit. 
3 On cherche la position de la courbe relativement à l’asymptote. Pour ce 
faire, on étudie le signe de : 
y(D-2x(D-2=1t-120s/1>1. 


Donc la courbe est au dessus de l’asymptote quand f — 1*. 
La même étude montre que la droite d’équation y = 2x+2 est asymp- 
tote à la courbe quand f — 17 et que la courbe est en dessous de l’asymptote 
dans ce cas. 


Par définition, dire qu’une droite est asymptote à la branche infinie quand f — #, d’une courbe paramétrée signifie que la 
courbe s’approche infiniment près de la droite quand f — f9. Quand ce phénomène se produit, on sait mieux représenter 
le support de la courbe étudiée. Malheureusement toutes les branches infinies n’ont pas la même croissance et celles dites 
paraboliques ne s’approchent pas d’une droite quand f — #. Par contre on peut parfois trouver des courbes simples qui 
vont être asymptotes à cette branche parabolique, voir à ce sujet l’exemple 6.6. 

Lorsque x(f) et y(f) tendent toutes les deux vers l’infini, le plus rapide pour étudier la branche infinie consiste à effectuer 
un développement asymptotique de ces deux fonctions lorsque f — t à la précision d’un terme significatif qui tend vers 0. 
On essaie alors de faire une combinaison linéaire des fonctions x(f) et y(f) pour éliminer les termes tendant vers l’infini. 
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Si on trouve une relation du type 


y() = ax(t) + b+ c(t— to)° + ou h)!) 


on en déduit que la droite y = ax+ b est asymptote à la courbe et la position locale de la courbe par rapport à son asymptote 
se déduit du signe de c et de la parité de k. 


Exemple 6.5 Considérons la courbe paramétrée définie par : 





a 
D) =— 
® 2-9 
ts _ #-2t 
y 7 1-3 


Elle présente des branches infinies lorsque f — +oo, f — +5. 


1. t1— -3: x(f) 





re +00 et y(£) sine —5/2 donc la droite d’équation y = -5/2 est asymptote. 


2. t — +oo : effectuons un développement asymptotique : 
9 
X(E) = t+ e +o(1/f) 
3 
YO =t+1+ 000 
Pour éliminer le terme divergent, il suffit d’effectuer la combinaison linéaire : 
—6 
YO —x(8 -1= Fa +o(1/f) 
On en déduit d’une part que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote. D’autre part, la quantité y(#) — x(f) —1 


représente la mesure algébrique verticale entre la droite et M(f). Par conséquent, lorsque f — +00, la courbe est 
située localement au dessous de l’asymptote et lorsque f — —co, elle est située localement au dessus. 


3. 1 —3, 


15 7 
+—+-({—3)+0o((—3)) 


ME ta 8 





3 
PTE APRES) 


Éliminons les termes divergents : 


er) 
y 3 2 12 ji 


ji 2,3 : = AS 
On en déduit que la droite d’équation y = 3%+ 5 est asymptote à la courbe. Lorsque f — 37, la courbe est située 


localement en dessous de son asymptote. Lorsque f — 3*, elle est située localement au dessus. 


Cette méthode du développement asymptotique permet également de détecter d’autres courbes asymptotes. 








Exemple 6.6 
sinf+1 
X(E) = 
_ COS 
yŒ) = 2 


Étudions la branche infinie { — 0 en utilisant Maple : 
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x 
ÿ: à cos (E) 
series(x, t 


series(y, t 


2 
— 1/2 + O(t ) 





Pour faire disparaître le terme en 1/ 12, considérons y(® - x(02 : 


MAPLE 





> series(y - x”2, 


2 
) 


Pour faire ensuite disparaitre le terme en 1/f, réutilisons x(®) : 
MAPLE 





2 
1/2 +1/3 t + O(t ) 


Puisque 


y = xD? + 2x(0 — 2 _—— 
21-03 


0,8 





PTIT 
2 21 


TITIITIIIIT] 
2 3 4 
X 





—0,8 


on en déduit que la parabole d’équation y = x? —2x+ 1/2 

est asymptote à notre courbe. Lorsque { — 0*, la courbe FIGURE 6.3 - En trait pointillé le support de la courbe 
est située localement au dessus de la parabole et lorsque  paramétrée, en trait plein le graphe de la parabole asymp- 
t — 07, elle est située localement en dessous. tote. 


6.2.3 Étude complète et tracé d’une courbe paramétrée 


PLAN 6.2 : | Plan d’étude d’une courbe paramétrée 


2 Déterminer le domaine de définition des deux fonctions x et y. 





à Étudier les symétries éventuelles. 


Dresser le tableau de variations des fonctions x et y et repérer dans ce tableau les points stationnaires, les 
points à tangente horizontale ou verticale et les branches infinies. 
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à Étudier les points stationnaires. 
5 Étudier les branches infinies. 


Tracé sommaire de la courbe. Il est inutile d’utiliser la calculatrice pour reporter des points, il suffit de placer 


les asymptotes éventuelles, de mettre en évidence les points stationnaires et d’avoir l’allure globale de la 
courbe. 





Le point 2 est très important et permet bien souvent de restreindre l’étude à un intervalle plus petit. Pour cela, on interprète 

géométriquement la position du point M{w(f)) par rapport au point M(f) où 4 est une certaine transformation. Voyons 

quelques exemples courants : 

— Si X(£+T) = x(f) et y(t+T) = y(f), le point M(f+T) est le même que le point M(f). On aura tracé toute la courbe si on 
restreint l’étude au paramètre f qui varie dans un intervalle de la forme [a,a+T. 

— Si x(—t) = x(r) et y(—#) = —y(?), le point M(-—f) est le symétrique orthogonal du point M(#) par rapport à l’axe (Ox). Il 
suffit de tracer la courbe pour f € [0, +ool[ et de compléter le dessin final par une symétrie par rapport à (Ox). 

— Si x(—f) = —x(t) et y(—r) = —-y(f), le point M(-f) est le symétrique du point M(f) par rapport à l’origine. Il suffit 
d’étudier la courbe pour f € [0, + et de compléter le tracé par une symétrie de centre l’origine. 

— Si x(1/t) = —-x(f) et y(1/8) = y(®), les points M(1/#) et M(f) sont symétriques par rapport à (O y). Si on trace la portion 
de courbe pour f €e]0, 1], la portion correspondant à f e [1,+oo[ s’en déduit par une symétrie par rapport à l’axe (O y). 


Exemple 6.7 Étudier la courbe paramétrée 





l. =tant+sint 


t) = 
y) cost 
2 Les fonctions x et y sont définies sur R\{kn+n/2;ke Z}. 
> Restriction de l’intervalle d’étude. On remarque que x(t+27) = x(t) et y(t+27) = y(t). Donc M(t+27) = M(f). 
Il suffit de faire l’étude de la courbe sur un intervalle [a,a+ 2x]. De plus, x(—#) = —x(#) et y(—r) = y(f. Le point 
M-t) est donc le symétrique du point M(f) par rapport à l’axe Oy. Il suffit donc de faire l’étude sur [0, x] et de 
compléter le tracé de la courbe par une symétrie par rapport à la droite O y. 


3 Variations. On calcule 
: cos t+1 sint 


LE ys= 


cos? t ” cost 


Æ 
POSE RES] 


D'où le tableau de variations : 


+00 0 


On remarque le point M(0) qui est à tangente horizontale, un point stationnaire M(n) et une branche infinie en 





t= 7/2. 


à Étude du point stationnaire. 
— Sans les développements limités : 


YO y | +1 l1+cost 1 





= ——————————— = ———— 2 ——— +O0 
X(f)—x(m) tant+sint sinf(l+cost) sint 1-7 
donc la courbe admet une tangente verticale en le point stationnaire de paramètre f = x. 
— Avec les développements limités : Posons h = f — x, et faisons un DL(0, 3) : 


h$ h? 
X(h) = Le o(R), ÿ(h)=-1- Se o(hÿ) 


d’où l’on tire 
0 
—] 


h3 
= 
2 


1 


2 
F(h) = Es + . 0 + o(h°) 














Dans le repère % = (M(n), 4,0) où uw = (0,—1) et v = (1,0), le point M(f) a pour coordonnées 
(X(,Y() avec X(#) - (t—n)2/2 et Y(#) - (t-n)$/2 lorsque f — x. On en déduit que le point M(n) 
est un point de rebroussement de première espèce à tangente verticale. 
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5 Étude de la branche infinie. 
— Sans les développements limités : On forme le quotient 


y) 1 
X(f) sinf(1+cosf) t-x/2 


Ensuite, on calcule : 








1— 
Y(D-x(0 = 


car sin et cos sont dérivables en x/2 donc pour leurs taux d’accroissements respectifs en x/2, on a: 














sint—-1] T cost . 
—— cos—=0 et ——— — sin -=-1l 
t—Tn/2 1-x/2 2 t—7n/2 1-n/2 2 
donc : 
sint—1 
1—sint f-x/2 
cost COST  f—n/2 
t— 7/2 


Enfin, on étudie la position de la courbe par rapport à l’asymptote d’équation y = x-1: 


(1 — sin f) (1+ cos f) 


y -x(0 +1= a 


qui est du signe de cost. Donc lorsque f — x/2*, la courbe arrive sous l’asymptote , et lorsque t — 
n/27, la courbe arrive sur l’asymptote. 

— Avec les développements limités : Lorsque f — x/2, en posant h = t-x/2, on effectue un développe- 
ment asymptotique des deux fonctions : 





1 1 h 
X(h) = x(x/2 + h) = — + cos(h) = 1+0(h)=-—+1+—+0(h) 
tan h h 3 


— —————————— + 
h(1+h2/3+ o(h?)) 


1 h 
ÿ(h)=-1/snmh=-—-—+0o(h 
(h) sin 6 o(h) 


Et alors 
9h) - X(h)+1=—-h/2+ 0(h) 


ce qui montre que y(f) — x(f) +1- —(t-x/2)/2 lorsque ft — x/2. Par conséquent, la droite d’équation 
y= x-—1 est asymptote à la courbe. Lorsque t — x/2*, la courbe arrive sous l’asymptote à gauche, et 
lorsque f — x/27, la courbe arrive sur l’asymptote à droite. 








Exemple 6.8 
L’astroïde est la courbe paramétrée définie par : 


X(E) acos® t 
y asin ft 
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1 Les deux fonctions sont définies sur R. 
2 Symétries : 
—  X(£+27) = x(t), y(t+27) = y( donc M(f+2x) = M(®). Il suffit de tracer la courbe pour f € [to, fo +27]. 
—  X(É+ 7) = -x(t), y(t+7) = —-y(?) donc le point M(f + x) est le symétrique du point M(f) par rapport 
à l’origine. Il suffit de tracer la courbe pour f € [fo, ft + x] et de compléter le dessin par une symétrie 
centrale pour obtenir toute la courbe. 
—  X(—-8) = XP), y(-A = —-y(® donc M(-5) est le symétrique de M(f) par rapport à l’axe (Ox). Il suffit 
de faire l’étude sur [0,x/2] puis de compléter par une symétrie. 
— _X(n/2- 0) = y(®), y(n/2- 5) = x(P) donc le point M(x/2- f) est le symétrique du point M(#) par rapport 
à la première bissectrice. Il suffit finalement de faire l’étude pour f € [0,n/4], de compléter le tracé 
par des symétries par rapport à la première bissectrice, l’axe (Ox) et l’origine pour obtenir la courbe 
complète. 


3 Variations : 


x'(f) =-3acos’?tsint 
y(9  =3asin?tcost 





On remarque que le point M(0) est stationnaire. Il n’y a pas de branche infinie. 


# Étude du point stationnaire La première méthode est ici inutilisable car la limite ne peut pas se calculer avec 
les techniques usuelles. Effectuons un développement limité à l’ordre 3 : 


X(f) =4a- Sa +o(f) 
y) =afñ+o(f) 




















d’où 
+ : a 2 —3a/2 3 0 3 
FE (#) = 0 +t 0 +t : +o(f) 
—.—— -—.r 
ü T 


Les vecteurs 4 et v étant indépendants, dans le repère (M(0), 4, v), le point M(f) a pour coordonnées X(f) 12 
t— 


et Y(®) . t$. On en déduit que le point M(0) est un point de rebroussement de première espèce à tangente 
t 


— 


horizontale. 


5» Tracé: 


Exemple 6.9 Une roue de rayon R > 0 roule sans glisser sur une route horizontale. Déterminons la trajectoire d’un point 
situé sur sa périphérie. Notons C(f) le centre de la roue et f l’angle entre la verticale et le vecteur C(f)M(f). La roue roule 


. . Le : sn Rt . 
sans glisser donc si le centre à l’instant f se trouve à l’abscisse xc, on a xc = Rf. On en déduit que C(f) R puis comme 
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C(M(E a ÿ on obtient l’équation paramétrique de la courbe qui s’appelle la cycloïde : 


Rcosf 


X(f) =R(f-sinf) 
y =R(-cosi) 


1. Les fonctions x et y sont définies sur R. 

2. Symétries : puisque x(f+ 27) = x(f) +2Rn, y(f +27) = y(f), le point M(f+2x) se déduit du point M(f) par une 
translation de vecteur V = (2R7,0). Il suffit donc de tracer la courbe pour f e [0,27] et on complète le tracé par 
une infinité de translations de vecteur V. Puisque x(-—#) = —x(f) et y(—®) = y(r), le point M(-p) est le symétrique 
du point M(#) par rapport à l’axe (Oy). Il suffit donc d’étudier la courbe pour f € [0,7] et de compléter par une 
symétrie par rapport à (O y). 

3. Variations : 

x'() =R(1-cosf) 
y'@) =Rsint 


RT 
2R 


On remarque que le point M(0) est stationnaire et que le point M(x) est à tangente horizontale. 





4. Étude du point stationnaire : Là encore, la première technique est peu commode car elle aboutit à une limite 
difficile à calculer avec les méthodes usuelles. On effectue alors un DL à l’ordre 3, 




















4 _ 0 2 0 3 R/6 3 
F (f) = 0 +t R/2 +t 0 +o(f) 
ü ri 


On en déduit que le point M(0) est un point de rebroussement de première espèce à tangente verticale. 


5. Tracé : 





6.3 Etude d’une courbe polaire p = f (6). 


6.3.1 Notations 


Il peut être plus commode d’étudier une courbe non pas en coordonnées cartésiennes, mais en coordonnées polaires car 
elle s’exprime parfois ainsi plus facilement. Nous allons expliquer ici comment mener cette étude. 
On définit les fonctions vectorielles : 


U(0)=cos0 1 +sin0 7, v(8)=-sin0 : +cos0 7 


et on remarque que : 


——#= V, 
do d0 
Le repère Z9 = (O, 4 (8), v (6)) s'appelle le repère polaire. 


_— — 
du — du. — 
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OM = pw (0) 
p 
v(8) a (6) 
e 


O 
FIGURE 6.4 — Repère polaire : ÆZ9 = (O, (8), v(8)) 


Étant données deux fonctions p:1-— R et 8:1— R, on peut définir la courbe paramétrée (I, f) par 


FE (9 = p(0 à (O(#) 


PROPOSITION 6.10 © Calcul de la vitesse et de l’accélération dans le repère polaire 


F'(0 = p'Hu(8(n)+p(n8/(n v(8(H)| et F(0 = LP”) PDO 20] 4 (860) + [21/1009 +P(H8"(H] 7 (806) 





dü —, dv 
Démonstration Il suffit d’appliquer les formules de dérivation usuelles ainsi que les relations PT = v'et — =-Ù. 
6.3.2 Etude d’une courbe p = f(8). F'(8) 
On considère une courbe polaire 
D 
p= (6) | 






où f :1-—R est une fonction de classe @(k), (avec k > 2). C’est l’ensemble 
des points du plan de coordonnées polaires (p, 8) liés par cette relation. Notre 
but est de tracer une telle courbe. 


1 Une courbe polaire est une courbe paramétrée particulière : F (6) L 
p(@) w (6), 

x(8) =p(8)cos8 

ee = p(8)sin6 


2 Recherche des symétries éventuelles : 
Il est important, avant de commencer l’étude d’une courbe polaire de FIGURE 6.5 — L’angle V(B) : tanV(8) = 
réduire l’intervalle d’étude. Quelques exemples : p(6) 
! 
— Si p(8) est T périodique, avec T = —27, p'(6) 
q 
—  Sip(-6) = +p(6), 
— Si p(80 — 0) = +p(8). 
3 Etude locale _ 
— On exprime F’(6) dans la base (% (6), v (8) : 


F (6) = p(O) 7 + p(O) 7 


— Les points stationnaires ne peuvent correspondre qu’au passage au pôle. On obtient l’allure locale de 
la courbe en examinant le signe de p : un point stationnaire pour une courbe polaire ne peut être qu’un 
point ordinaire (p change de signe) ou un rebroussement de première espèce (p ne change pas de signe) ; 

—  Enun point différent de l’origine (donc régulier), si V(8) est l’angle entre la droite (OM(8)) et la tangente 
à la courbe en M(86), alors : 

6 
tanv (6) = PO 
p'(6) 
— Si pour une valeur donnée de 86, p’ (8) = 0 alors F/(0) est colinéaire à v (0) et on dit que F/ (6) est 
orthoradial. 
4 Etude des branches infinies : 
— Elles se produisent lorsque p(8) Frs CO ; 
Vo 
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— Si 80 = kn, (Ox) est direction asymptotique. Il suffit d’étudier : 
y(8)= p(8)sin0 
— Si 60 = : + Kn, il suffit d’étudier : 
x(0) = p(8) cos8 
— Sinon, on fait l’étude dans le repère polaire (0, 4 (80), v (89) : 
Y(6) = p(8) sin(8 — 60) 


5 Branches infinies spirales : 
— Sip(6) red. 


— Sip(6) 





R, on a un cercle ou un point asymptote ; 


6—00 





FIGURE 6.6 — Recherche d’asymptote : Y(8) = p(8) sin(6 — 6) l 
—Uo 


6.3.3 La cardioïde 
Étudions la cardioïde. Cette courbe est donnée par l’équation polaire 
p=a(l+cose) (a>o0). 


Nous allons nous limiter au cas où 4 = 1, le cas général se traite de manière identique. 
d La fonction p est définie sur R 


2 Elle est 2n-périodique donc il suffit de travailler sur un intervalle de longueur 27. Comme p est impaire, on peut 
étudier la courbe pour 8 € [0,7], on déduira la partie manquante par la symétrie d’axe (Ox). 


3 Pour tout 8€ [0, x], p’ (8) = -sin6. On en déduit les variations de p : 





On remarque que la courbe présente un vecteur tangent orthoradial quand 6 = 0. 


4 La courbe présente un point stationnaire en 6 = x. Comme p ne change pas de signe en ce point, on a un point de 
rebroussement de première espèce. 


5 La courbe ne présente pas de branche infinie. 


6 Représentation graphique : 


246 

















FIGURE 6.7 - Cardioïde : On effectue d’abord le tracé de la portion de courbe étudiée puis on complète le dessin par la 
symétrie d’axe (OX) 


6.3.4 La strophoïde droite 


C’est la courbe polaire d’équation 
cos 20 


cos 0 





avec a > 0. On se borne à étudier la courbe dans le cas a= 1. 
d La fonction p est définie pour 0 Z x/2 [x]. 


2 Il suffit de travailler sur un intervalle de longueur 2x car p est 2n-périodique. Mais VO # 
n/2 [x], p(n —-6) = -p(8). On peut donc travailler sur un intervalle de longueur x. Enfin, 
comme p est paire, la courbe présente une symétrie d’axe (Ox) et il suffit de l’étudier sur 
I= [0,7x/21. 


3 Pour tout 8e TI, on montre avec les formules de trigonométrie que 





cos 20 1 
p (8) = = 2c050 — — 
cos0 cos 0 1 
donc p' (6) = -2sin6 - sn qui est négative sur I. On calcule aussi facilement que p ne 


s’annule qu’en un seul point de I : x/4. On en déduit les variations de p : 


CRETE" 
Pop = | 


l 
D 


On remarque que le vecteur tangent à la courbe en le point de paramètre 6 = 0 est orthora- 
dial. 





FIGURE 6.8 — 


4 La courbe ne présente pas de point stationnaire. Strophoïde droite 


5) Par contre, on remarque une branche infinie quand 6 — x/27. Comme : 


x = p(8)cos6 = cos (28) 





—] et = p(6)sin6 
07/2 RER 6—7x/2- 





—00, 


on en déduit que la droite x = —1 est asymptote à cette branche infinie. La courbe de plus 
se trouve à droite de cette asymptote. 


6 On en déduit alors le graphe de la courbe. 
Remarque 6.10 Voir les sites web suivants : 


http://www.mathcurve.com/courbes2d/courbes2d.shtml 
http://perso.wanadoo.fr/jpq/courbes/index.htm 
http://turnbull.dcs.st-and.ac.uk/-history/Curves/Curves.html 
http://mathworld.wolfram.com/ 


pour les propriétés des courbes classiques avec des animations. 
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6.4 Exercices 


Dans tous les exercices de ce chapitre, on considère le plan euclidien Z muni d’un repère orthonormé direct (O, 7, j). 


6.4.1 Fonctions vectorielles 


Exercice 6.1 VO 
On considère le mouvement d’un point M(f) dans le plan au cours du temps. On suppose que ce mouvement est décrit 
par une fonction vectorielle Fi :1— ? de classe C? et ne s’annulant pas appelée vecteur position du point M. On a 
donc : =. 
Vtel, OM(f= f (b) 


On appellera vecteur vitesse et vecteur accélération du point M à l'instant t les vecteurs  (t):= f'(O et ‘a (t) := 


Fa I (#) 
1. On suppose que le mouvement du point M est circulaire de centre O, c’est-à-dire que t | OM(t) | est constante. 
Montrer qu'’alors les vecteurs position et vitesse sont orthogonaux pour tout te I. 
2. On suppose maintenant que le mouvement du point M(®) est à accélération de centre O, ce qui signifie que à 


chaque instant, son vecteur accélération est colinéaire à son vecteur position. Montrer alors que t — det (o (#,0 «) 
est constante. 


3. Montrer que si le mouvement du point M est à la fois circulaire et à accélération de centre O alors il est uniforme 
(c’est-à-dire que la norme de son vecteur vitesse est constante). 


Solution : 
I — R 


 — [Fo 


f ne s’annule pas sur I. Pour tout tel: 


. Cette application est de classe C? sur I car c’est le cas de f et parce que 


1. Considérons 6: : 


POI) _ 


QUES 
FO] 

ce qui amène : (f (#) If (#)). Les vecteurs OM (t) et v (t) sont donc bien orthogonaux. 
I — R 


= 1 ; 
 — det( un w) est de classe €” sur I et pour tout tel: 


. L'application : 62: 


0, (1 = det(7 (9, 7 (9)+det{ f (9, 4 (9) =0. 


Donc 6, est constante. 


. Si le mouvement est à la fois circulaire et à accélération de centre O alors, pour tout te I, le vecteur vitesse  (t) 
est orthogonal au vecteur position OM (ft). L’angle formé par ces deux vecteurs est congru à x/2 modulo x, donc : 


|det(OM(»), 7 (»)] Jo]. 17 w| sin[OM (0, 5 () 


Jon | [7 &| 


Comme ce déterminant et JO (n | ne dépendent pas du temps, on en déduit que (IE (#) | est aussi indépendant 
du temps. 





6.4.2 Courbes en coordonnées cartésiennes 


Exercice 6.2 ©O 
Étudier la courbe paramétrée donnée par : 


X(E) = 


St Le 
+ 
D 





y (D = 
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Solution : 
. Les fonctions x et y sont définies sur R*. 
. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. 
. Les fonctions x et y sont dérivables sur R* et pour tout te R* : 


! si ! = 
X (f) = FE et y (f)= 


On en déduit le tableau de variation suivant : 


. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 


5. La courbe admet quatre branches infinies. En +oo, la courbe admet une asymptote verticale d’équation x = 0. 
Étudions les branches infinies quand t — 0* et quand t — 07. Soit tER*. On a: 


TO 


3 2 
ARS 2) t t)—2X(f) = — 0 
X(#) t—0 FPE ErtE t—0 


donc la droite d’équation y = 2x est asymptote à la courbe quand t — 0* et quand t — 07. De plus, la courbe est 
toujours au dessus de cette asymptote. 


. On en déduit l’allure de la courbe : 








Exercice 6.3 ©O 
— xD = 
Étudier la courbe paramétrée définie par . 
JO= 
1+t 
Solution : 


1. Les fonctions x et y sont définies sur R\{-—1}. 


2. Restriction de l’intervalle d’étude. Si te R*\{-1}, x(1/9) = y(®) et y(1/8) = x(t). On peut restreindre l’étude à 
I1=]-1,1], on déduira la partie manquante de la courbe par une symétrie par rapport à la bissectrice principale. 
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3. Variations. Soit t EI. On calcule - 
1-21 


! Æ 
NS (+6)? 


On en déduit le tableau de variation suivants : 


4. Étude du point stationnaire.La courbe ne possède pas de point stationnaire. 


2 t 
5. Étude de la branche infinie. On a une branche infinie quand t tend vers -1*. Comme Le =t— -let 
X t—-1t 


comme y(t) + x(f) =3 _—. on —1, la droite d’équation y = -x-1 est asymptote à la courbe quand t tend 


(t+1)2 
t—t+] 


vers —-1*. De plus : y(f—(-x(t)-1)= 
Cette courbe est un folium de Descartes. 


> 0. La courbe est donc au dessus de l’asymptote. 











Exercice 6.4 OC 





Étudier la courbe paramétrée définie par 


Solution : 
1. Les fonctions x et y sont définies sur R\{+1}. 


2. Restriction de l’intervalle d’étude. Comme pour tout t ER\{+1}, x(—t) = x(t) et y(—t) = —7y(#), la courbe admet 
l’axe (0x) comme axe de symétrie et on restreint l’étude à 1=R; \{1}. Il n’y a pas d’autre symétrie évidente. 


3. Variations. Soit t EI. On calcule 
t2(12 3) 
(t—1)2(t+1)2 


[à 2t (À 
X(=— y(=- 


(-#ÿ 
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On en déduit le tableau de variation suivant : 


Pire PR 


. Étude du point stationnaire Le point de paramètre t = 0 est stationnaire. Comme 


3 


YO-yO _ Tr 


— 0! 


(0 (OR -1 7 1-0 


la courbe admet une tangente horizontale en ce point. 


. Étude des branches infinies. La courbe présente plusieurs branches infinies. 
— Quand t — —1, on forme le quotient y(f)/x(#) et on calcule sa limite quand t — —1 qui vaut 1. Puis 


. 151 +t+1 3 
At EE —— = —— ——— —— 
y 1— #2 Fi Gi 2 


donc la droite d’équation y = x 3/2 est asymptote aux branches infinies quand t — 1* et t — 1. Étudions la 
position de la courbe par rapport à l’asymptote. Elle est donnée par le signe de y(t) — x(t) + 3/2 = —-1/2(2t + 
1)(f-—1)/(£+ 1) qui est toujours positif quand t est proche de 1 par valeurs inférieures et négatif quand il est 
proche de 1 par valeurs supérieures. La courbe est donc au dessus de l’asymptote dans le premier cas et en 


dessous dans le second. 
— Quand t — +co, la courbe admet l’axe vertical comme asymptote. 











Exercice 6.5 Q 
X(f) =sin(2f) 


Étudier la courbe paramétrée définie par 
y(®) = cos(3f) 
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Solution : 


1. Les fonctions x et y sont définies sur R. 


2. Restriction de l’intervalle d’étude. x et y sont 2x périodiques. On se restreint à [-n,x]. x(—t) = -x(f) et 
y(-8 = y (®). On a donc une symétrie d’axe O y et on travaille sur [0,x]. Mais x(n — ft) = sin(2r —-2f) = -sin2f = 


—x(t) et y(n-—f) = cos3n-3f = cos(n—-3f) = —-cos3t = —-y(t). On a donc une symétrie de centre O et on 
travaillera sur 1= [0,7]. 


. Variations. Soit te I. On calcule 
x'(=2cos(2n y'(=-3sin(38) 
Par conséquent : 


#(Dz20— re [0,°] et yHz>0æ1e|",:] 
4 32 


On en déduit le tableau de variation suivants : 


4. Étude du point stationnaire La courbe ne présente pas de point stationnaire. 


5. Étude de la branche infinie. La courbe ne présente pas de branche infinie. 


Â 











Il s’agit d’une courbe de Lissajoux. 


Exercice 6.6 OC 


sinf 
tudi étrée défini VA er 
Etudier la courbe paramétrée définie par _ SH LCOSS 
PPT Trcost 


Solution : 
1. Les fonctions x et y sont définies sur R. 
2. Restriction de l’intervalle d’étude. x et y sont 2x périodiques, on travaille donc sur [-n,x]. De plus, x(—t) = 
—x(t) et y(—t) = -y(f). On peut restreindre l'intervalle d’étude à [0,7] et on déduira la partie manquante de la 


courbe par la symétrie de centre O. De plus : x(n— t) = x(f) et y(n—t) =—-y(t). La courbe admet donc comme 
axe de de symétrie l’axe (Ox) et on l’étudiera sur [0, 7] 


. Variations. Soit t EI. On calcule 


(3- cos? (r)) cos (#) _. 3 cos? (f)-1 


(1+cos2 (1) (1+ cos? (1) 


AE 





Sur I, x’ est toujours positive. y’ est du signe de 3 cos? (f) — 1 et, en notant à = arccos #3, est donc positive si 
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v3 V6 


te [0, a] et négative sinon. Remarquons que comme cosa = Là et comme @ € [O, 3] sina = +. On en déduit le 
tableau de variation suivant : 


4. Étude des points stationnaires, des branches infinies La courbe ne présente ni point stationnaire, ni branche 
infinie. 
Cette courbe s’appelle une lemniscate de Bernoulli. 








Exercice 6.7 VO 
On considère la courbe paramétrée T donnée par : 


x()=t-tht 


(#) = : 
y ” cht 


et appelée tractrice. 
1. Donner le domaine de définition de x et y. 
. Montrer que T admet une propriété de symétrie qui permet de réduire son étude à un intervalle qu’on précisera. 
. Étudier les variations de x et y. 
Étudier les branches infinies deT. 


Préciser la nature du point À de paramètre 0 ainsi que la tangente en ce point. 


Sn À & D 


Tracer la courbe. 


(a) Pour tout réel t > 0, déterminer une équation cartésienne de la tangente 2; à T au point M(t) de paramètre 
{. 


(b) Cette tangente recoupe l’axe des abscisses en un point N(f) dont on déterminera les coordonnées. 
(c) Déterminer la distance M (f) N (#). 


(d) Préciser la nature du mouvement du point N (F). 


Solution : 


1. Les fonctions x et y sont définies sur R.. 


2. Restriction de l’intervalle d’étude.Si t ER, on a : x(—t) = -x(t) et y(-t) = y(t). On restreint alors l’étude à 
1= R° et on déduira la partie de courbe manquante par la symétrie d’axe (O y). 


3. Variations. Soit te I. On calcule ” 
shf 


ch?t 


XD th 1 y —— 
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On en déduit le tableau de variation suivants : 


4. Étude du point stationnaire Le seul point stationnaire est celui de paramètre t = 0. On a 


ch? (#) —2 


"(b=-2th(6(-1+thÎ(6 (5) = 
At) (( @) y'@ EPA 


donc x” (0) = 0 et y” (0) = —-1. La courbe admet alors une tangente verticale au point stationnaire. Par symétrie, on 
en déduit que le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 


5. Étude de la branche infinie. La courbe admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 quand t tend vers 
+00. 








—]l 


6. Soit t > 0. Un vecteur directeur à la tangente à la courbe au point M de paramètre t est celui de coordonnées 


sht 
bi (t), y (6) — [a se) ou encore celui de coordonnées : (sh f,—1) qui lui est colinéaire. Une équation 
Chr 


cartésienne de cette tangente est donc| x+sh(f) y — {= 0 |. Les coordonnées du point N sont alors (t,0) et il décrit 
bien un mouvement rectiligne uniforme. De plus : 


1 
NM = (x(r) — 1)? nŸ=th?r =1 
(= D2+(y@) er 


donc NM = 1. 





Exercice 6.8: ©0Q 
On se donne la courbe paramétrée 








1 
X(t) =21+ 
[: pl 
= 
y) 2t+1 


1. Préciser le domaine de définition de f : t-— (x(f), y(®). Étudier ensuite les variations de x et de y en fonction 


du paramètre t. 
2. (a) Quelle est la nature des branches infinies de T lorsque t tend vers +co. 


(b) Montrer que lorsque t tend vers = (respectivement à), T possède une asymptote dont on précisera l’équa- 
tion. Préciser la position de la courbe par rapport à cette asymptote. de la tangente en ce point. 


(c) Tracer le support de T. 
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Solution : 


1. xet y sont définies sur 1=R\{+ 1}. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. Soit te I. On a: 


8t(t-1 4t+4f2+t+1 2(t+1)(4f2+1 
de) y (® =2 si LR _24+1) (47 +1) 


Cie L (21+1)2 (21+1)2 


la factorisation du numérateur de y! étant obtenue en remarquant que —1 est une racine évidente de 41°+41?+1+1. 
On en déduit le tableau de variation suivant : 


t t 
2. (a) On vérifie que = FR +00 € ——— -c. Ces deux branches infinies sont donc des branches 
x —+00 


paraboliques de direction O y. 


(b) Lorsque t tend vers = T admet une asymptote verticale d’équation x = -à et quand t tend vers 3 T admet 


une asymptote horizontale d’équation y = -}. 
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Exercice 6.9 OC 


sin’ t 
2 5 XD =——— 
Etudier la courbe donnée par : 2+sinf. 
y(Ù =cost 


/\ Attention 6.10 La correction de cet exercice utilise les équivalents. 


Solution : 
1. x et y sont définies sur R. Ces deux fonctions sont 2n-périodiques. On peut restreindre le domaine d’étude à 


7, x]. De plus, si t est élément de ce segment : x(n— #) = x(t) et y(n -— ©) = -y(f). On peut alors restreindre le 


domaine d’étude à I= [-3, 3]. On obtiendra la partie manquante de la courbe par une symétrie d’axe Ox. 
. Soittel: , . 
’ sin {cos t(4+sinf) ; : 
x) — ER PTE et y(f)=-sint 
(2 + sin f) 


Comme cos est positif sur I, x’ (t) est du signe de sin t. On en déduit le tableau de variations : 


LE 
Ep = 


PIE 


L’unique point où la courbe est singulière est celui de paramètre t = 0. On lit dans le tableau de variation que la 


courbe admet une tangente verticale en le point de paramètre t = —7 ainsi qu’en celui de paramètre t = ?. 


. En utilisant les formules usuelles d’équivalent : 


y(D—7y(0) _ (cost-1) (2 + sin f) 
x(-x(0) sin? t t—0 


La courbe admet donc en le point singulier une tangente À de pente —1. Une équation cartésienne de À est alors : 
y=-x+l. 


4. Soit tel. La position du point M par rapport à À est donnée par le signe de y(t) + x(t) — 


sin? { 

JO+x(f-1 CN 
2cost+sinfcost+1-—cos f-2-sint 

2+sinf 
— (cos? r-2cost+1)+sintcost-sinf 

2+sint 
— (cos f— 1)2+sin t(cost—1) 

2+sinf 

(cost—-1)(1-cost+sinf) 


2+sinf 
V2(cost- (#2 -cos(1+ 2) 


2+sint 


et le signe de cette expression est donnée par celui de 32 —cos(t+ 2) qui est positif si t est proche de 0 et positif 
et qui est négatif si t est proche de 0 et négatif. Par conséquent, au voisinage du point singulier, la courbe est en 
dessus de la tangente pour les temps positifs et en dessous pour les temps négatifs. Le point singulier est donc un 
point de rebroussement de première espèce. 


5. Représentation graphique : 
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Il s’agit d’un bicorne. 








Exercice 6.10  ©OQ 
Étudier la courbe paramétrée : 








. +1 
X —= 

_2ft1 
y) = 7 


On montrera l’existence d’une parabole asymptote. 


/\ Attention 6.11 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l'exercice 


Solution : 
1. Domaine de définition : D;=D, =R\{0}. 
2. Restriction de l’intervalle d’étude : Pas de symétrie évidente. 


3. Variations : On calcule 
(t—-1)({+1) 


x/(t) = 
(t) DE 


! = 
PE e 


En traçant le tableau de variations, on trouve un point stationnaire M(1), et une branche infinie lorsque t — 0. 


4. Étude du point stationnaire : en posant h = x 1, on trouve 


F(h) = F(1 + h) = è Des red + o(h°) 


h2 ; h$ (-1 


et donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce, de tangente dirigée par le vecteur 
A (1, 2). 


5. Étude des branches infinies : Lorsque t — +0, comme y(t) — 0, la droite (Ox) est asymptote, et le tableau de 
variations donne la position de la courbe par rapport à l’asymptote. 


Pour l’étude de la branche infinie en t = 0, écrivons 
1) = 0200 y ne 2; 
et calculons (pour éliminer les termes en 1/ 2) : 
YO +4 (02721640 


Éliminons ensuite les termes divergents en 1/t en calculant 





VOD 40-22 
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d’où l’on tire que 


y + 4x2 (0 — 4x (9) —2 - -2t 


et donc la parabole d’équation y = —-4x? +4x-—2 est asymptote à la courbe, et lorsque t — 0*, la courbe est située 
localement au dessous de la parabole, et lorsque t — 07, elle est située localement au dessus de la parabole. 








Exercice 6.11 VO 
Construire la courbe paramétrée : 





X(É) = L 
Foi 


(D = d 
PO i 
Déterminer ensuite les coordonnées du point double I et montrer que les tangentes en I sont orthogonales. 


/\ Attention 6.12 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l’exercice 


Solution : 
1. Domaine de définition : D;=R\{-1,1} et D, =R\{1}. 
2. Restriction de l’intervalle d’étude : Pas de restrictions apparentes. 
3. Variations : On trouve que 


t(t—2 
os (—2) 


Le tableau de variations montre deux points ordinaires à tangente horizontale : M(0) = (0,0) et M(2) = (2/3,4). 


4. Points stationnaires : Il n’y a pas de points stationnaires. 


5. Branches infinies : Lorsque t — +c, le tableau de variations montre que la droite (Ox) est asymptote, et on lit 
la position de la courbe par rapport à cette asymptote. De même, lorsque t — —1, la droite d’équation y = -1/2 
est asymptote au vu du tableau de variations. 
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Pour l'étude de la branche infinie, lorsque t — 1 et en posant h=t-1: 


1 1 hñ 1 
X(h) = De LAB U (h), et VOS CS onu 


et donc, lorsque t — 1, 


t)—2x(t Ë . 1 
y(® — RE nr — 1l) 


la droite y = 2x+3/2 est asymptote. Lorsque t — 17}, la courbe arrive à gauche en dessous, et lorsque t — 1*, la 
courbe arrive sur l’asymptote à droite au dessus. 


. Coordonnées du point double : Cherchons le point double M = M(f1) = M(t) avec ti £ #2. On doit avoir 
ee = (2-1) 
(b-1) =Ë(h-1 
et en mettant (f1 — t) en facteur, 
ti to +1 =0 
ee. b) =0 
Par conséquent, f1 ft = —1 et t1 + f> = —1. Les deux valeurs f\ et > sont racines du trinôme 
T?+T-1=0 
Le point double à pour coordonnées 
b ht 1 


FE D DUT 5: 
M ne 








et de même, y = -1.1=(-1,-1). 
À Tangentes orthogonales au point double : Les deux tangentes au point doubles sont dirigées par les vecteurs 


F (ft) et F (t). Il suffit de montrer que ces deux vecteurs sont orthogonaux. Calculons leur produit scalaire : 


s= (PCA) 1 FC) = x'(n)x/ (0) + y'(n)y/() 
On calcule 
_ Œ+DÉ+D  hh(h-2)(b-2) (Ab) +(F+6)+1  hhlnb-2(h+#)+4] 
16-17 G-1)@-1) [me-(g+#+1] [ae-tn+e)+1] 

Mais dE + fe =(h+b})?-2t 6 =3, et finalement 

1+3+1 -1+2+4 

A-3+D2 (-1+1+12 

Ce qui montre que les deux tangentes sont orthogonales. 

8. Tracé : 
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Exercice 6.12 OC 


Construire la courbe 








1 
x) = 
() 3t+1 
 — 31? 
y 3t+1 


A\ Attention 6.13 Les développements limités sont utilisés dans la correction de l’exercice 


Solution : 
1. Domaine de définition : Les fonctions x et y sont définies sur 1=R\{1/3}. 


2. Symétries : Il n’y a pas de symétrie évidente. 


3. Variations : Si te I alors : 
; 3#2(2t+1)  , 3t(31+2) 
HO 0 
(31+ 12 (31+ 12 


4. Points stationnaires : On remarque que la courbe admet un point stationnaire en t = 0. Étudions cette singularité : 


l —9 


o (f 
FO) 34 0, s[1 «| ( | 
t—0 


0) 


Le point stationnaire est donc un point de rebroussement de première espèce. 
. Branches infinies : On a une branche infinie pour t — +o : 


1 t nl 
D 0 0 VD 201 0 ((r 
Rime 0 He + 0 


3x(t) — 2 2 Le - + o (1/f) 
y 37 9 271 1—+00 


l ; : 
y +— =0. On a une autre branche infinie 


Cette branche admet donc une parabole asymptote d’équation : 3x y? — = 
pour t — -+ Avecu=t-1/3: 
QD=-—+E-Ë+ o (D et yw=—-Ê+u+ o (0 
X(U)=-—+--—-+ 0 (u) € Uu)=—--+u+ 0 (u 
9 3 u—0 0 Ju 3 u—0 
l 
y(W)+9x(u)—-—-=-2u+ 0 (u) 

3 u—0 

En conclusion, la droite d’équation y = -9x+ 1/3 est asymptote à cette branche infinie et la courbe est située en 


dessous de l’asymptote si t > —1/3 et au dessus si t < —1/3. 


6. Tracé : 
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Exercice 6.13: ©O© 
On considère la famille de courbes paramétrées : 


X(F) = cos t+ msint y = sin° {+ mcost 


1. Faire l’étude de Co. 
2. Pour quelles valeurs de m, la courbe C;, admet-elle des points stationnaires ? 


3. Trouver l'équation paramétrique de l’ensemble des points stationnaires et représenter cet ensemble. 


Solution : 
1. Voir l’exercice 6.4. 


2. Recherche des points stationnaires de C;, : 


x (D =cost(m-3sintcosf) y'(f)=sint(3sinfcost- m) 


3 3 
Une condition nécessaire et suffisante est que me D Fi avec m = : sin(2f). 


. Lieu des pts stationnaïires : on montre par double inclusion que c’est la courbe paramétrée : 


x(f)=cost(1+2sin?r) y(f)=sint(1+2cos” t) 


. Étude de cette courbe : Les fonctions x et y sont définies sur R. Elles sont 2x périodiques don on peut travailler 
sur [-n, x]. x est paire et y impaire, donc on peut limiter l’étude à [0, x] et déduire la partie restante de la courbe 
par la symétrie d’axe (Ox). Pour tout t dans cet intervalle, x(n — t) = -x(f) et y(n-— ft) = y(t). On a donc aussi 
une symétrie d’axe (Oy) et on travaille sur [0,x/2]. Enfin, x(x/2- t) = y(f) et y(x/2- ft) = x(f) On travaille 
finalement sur [0,7] et la courbe présente aussi une symétrie par rapport à la première bissectrice. Pour tout 


te [0, ?] , on calcule 


x(9  =-3sin(1[1-2cos°t] 
y =3cos(f)[1-25sin? ft] 


et on en déduit le tableau de variations et le tracé : 
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Remarquons qu'on a un point stationnaire en t = Ÿ. En raison des symétries, c’est nécessairement un point 
rebroussement de première espèce. 





Exercice 6.14 VV 
On considère la courbe paramétrée T : 


xt) =62-2t 
y) =2P-3È 


1. Tracer cette courbe et étudier le point stationnaire. 
2. Écrire l'équation cartésienne de la tangente à F en un point M(f) ordinaire. 


3. À quelle condition sur t\, t les tangentes issues des points ordinaires M(f) et M(#2) sont-elles orthogonales ? 


; : x ” : : nes 
4. Soit un point M\ . Trouver une condition nécessaire pour que de M soient issues deux tangentes orthogonales 
ar. 


Solution : 
1. Les fonctions x et y sont définies sur R. Il n’y a pas de symétrie évidente. Pour tout te R 


x'(D=2(t-1) et y'(H=61(t-1). 


On en déduit les variations de x et y : 


Le point de paramètre 1 est stationnaire.On écrit : 


XD = rte y -1+3(1- D +261) 


X(D|_[-1 il 0 
ae )ee-"() 


On a donc un point de rebroussement de première espèce, avec une tangente de pente 3. La courbe présente des 
branches infinies quand t — +oo. On a y(t)/x(1) = (2 -3#)/(#-21) =1(2-3/H(1-2/9 — +oo donc 


t— +oo 








ces branches sont de type parabolique de direction (O y). 
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2. La tangente T, à la courbe en un point de paramètre t # 1 est dirigée par le vecteur (x'(t), y’ (t)) ou encore par 
celui de coordonnées (1,3). Une équation de T; est de la forme : 31x—-y+c=0oùceR. Comme M(f) = 
(x (9), y (0) € Ts, il vient c = -1# +36? et donc 


Ts: 3x -y-— É +36 =0| 
3. On traduit l’orthogonalité des tangentes par D = 0, c’est-à-dire füt=-1/9| 
4. Le point M appartient à la tangente issue de M(f) si et seulement si t est racine du polynôme 
P(D=P-32-3xt+y—0. 


Si t1, (2, t3 désignent les trois racines complexes de ce polynôme, leur produit vérifie t1t2t3 = —y. D’après la 
question précédente, on doit avoir t3 = 9y qui doit être racine de P, c’est-à-dire 


y y -3x 9% y—3 x 9x+ 1) =0 


et si y Z 0, on reconnaît l'équation d’une parabole. 





6.4.3 Courbes polaires 


Exercice 6.15 ©O 
Tracer la courbe polaire p = 1+tan 2. On précisera les coordonnées du point double. 


Solution : 
. Domaine de définition de p : La fonction p est définie sur R\{(2k+1)n;ke Z}. 


. Restriction de l’intervalle d’étude : Puisque p(8 +23) = p(8), M(8+ 2x) = M(0) et il suffit donc de faire l'étude 
sur [0,27]. 


. Tableau de signe de p : Il est clair que p est croissante, et s’annule en 3x/2. 
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. Passage au pôle : le passage au pôle correspond à un point ordinaire, à tangente verticale (p change de signe). 


5. Branche infinie : lorsque 0 — x. Il y a une direction asymptotique horizontale. Pour chercher une droite asymp- 





tote, étudions y(6) = p(8)sin6. En posant u = 0-17, ÿ(u) = y(n+u) =-sinu+2cos?(u/2) = 2-u+o(u). La droite 
d’équation y = 2 est donc asymptote à la courbe, et lorsque 6 — x, la courbe arrive sur l’asymptote, et lorsque 
6— n*, la courbe arrive sous l’asymptote. 


. Point double : On voit sur le dessin que le point double vérifie M(61) = M(81 + x) avec 61 € [0,x/2], c’est-à-dire 


P(61) = —-p(81 +7) 


En posant t = tan(6,/2), on obtient 
2 1 0 


c’est-à-dire t = V2-1 (pour avoir 61 € [0,x/2]. Alors si le point double a pour coordonnées M = (x1,x), on 
trouve, puisque p(@1) = V2, que : 


1= 
X1 = p(61) cos(B1) = V2—— 
1+ 


2 
pi = P(O1)sin(O1) = V2 


Donc le point double est M = (1,1). 


. Représentation graphique : 








Exercice 6.16 Q 


Tracer la courbe polaire p = cos(38). 


Solution : 


1. 
2 


Domaine de définition de p : p est définie surR. 


Restriction de l’intervalle d’étude : SoitO ER. 

— p(0+2x/3) = p(8), donc M(6 +2x/3) est l’image du point M(6) par la rotation de centre 0 et d’angle 2x/3. Il 
suffit de faire l’étude sur un intervalle de la forme [a,a + 2x/3] ; 

— p(0 + 7/3) = -p(6), donc le point M(6 + x/3) est l’image du point M(6) par la rotation d’angle —-2x/3. Il suffit 
de faire l’étude sur un intervalle de longueur x/3 ; 

— p(-06) = p(8), donc le point M(-B) est le symétrique du point M(6) par rapport à l’axe Ox. 

On fait donc l'étude sur [0,x/6], et on complète la courbe par symétrie par rapport à (0x), puis par rotations 

d’angle —-2x/3. 


. Variations : La fonction p est décroissante sur [0,x/6] et s’annule en x/6. Comme p’ s’annule en 0, la courbe 


présente une tangente orthoradiale en 0 = 0. 


. Points stationnaires : Le passage au pôle est un point ordinaire car p change de signe donc il n’y a pas de point 
stationnaire. 


5. Branches infinies : Il n’y a pas de branche infinie. 


. Représentation graphique : 
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—]l 
Il s’agit d’un trifolium. 





Exercice 6.17 Q 


Construire la courbe paramétrée 


sinO 
sin6 — cos 


Solution : 
— Domaine de définition : Le domaine de définition de p est D,=R\{x/4+ km; ke Z}; Remarquons que 


v2 sinO 


VOED,, = — — —— | 
COCO 2 cos(0+7x/4) 


— Restriction du domaine d’étude : Soit8e D,. 
— p(8+2x) = p(8), donc M(8 + 2x) = M(8). On n'’étudie la courbe que sur un intervalle de la forme [a, a+ 27]. 
— p(6 +7) = p(0) : le point M(6 + x) est le symétrique du point M(6) par rapport à l’origine. Il suffit de faire l’étude 
sur l’intervalle 1= [0,7] \{x/4} et de compléter la courbe par une symétrie par rapport au pôle. 
— Variations de p : Pourtout8el 
l 


! 
8) = — — 
GA) (cos0 — sin 6)? 


donc p est décroissante sur [0,x/4[ et sur ]x/4,x]. 


Point stationnaire : p s’annule en 0 = 0 ou en 8 = x en changeant de signe. Le passage au pôle correspond à un point 
ordinaire à tangente horizontale. 

Étude de la branche infinie : lorsque 8 — x/4. Un point de la courbe a pour coordonnées M (8) = (x (6), y(6)) où 
x(8) = p(8)cos8 et y(8) = p(8)sin6. On calcule y(8)/x(8) =tan0 de. 1. Puis 


sinO (sin 0 — cos) . v2 
—_———— = SI 0 — 
sin6 — cos6 O—n/4 2 


y (8) x(6) = 


donc la droite y = x+ 2/2 est asymtote à la courbe quand 6 — x/4. On aurait aussi pu procéder ainsi : on fait l’étude 
dans le repère polaire Æxya. Dans ce repère, le point M(6) à pour ordonnée Y(8) = p(8)sin(8 — x/4), et en posant 
h=6-x/4, on trouve que 

Ÿ(h) = Y(x/4+ h) = cos h(1+ tan h) = 1+h+0o(h) 


Par conséquent, il y a une droite asymptote horizontale, d’équation Y = 1 dans le repère polaire Æx/1, et lorsque 
0 — x/4" !, la courbe arrive sous l’asymptote, et lorsque 8 — x/4* , elle arrive au dessus. 
— Représentation graphique : 
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Exercice 6.18 M 
Construire la courbe 


p=1-tan20 


Solution : 
1. Domaine de définition : Le domaine de définition de p est D,=R\{r/4+kn/2| ke Z}. 
2. Restriction du domaine d’étude : Comme tan est n périodique, p est x/2 périodique et il suffit de travailler sur 


un intervalle de longueur x/2 On travaillera sur 1= [0,n/2]\{x/4}. 


3. Variations de p : Pour tout 8€ I, p’ (8) =2 (1 + tan? 20) donc p est croissante sur [0,x/AI et sur ]x/4,n/2]. 


4. Point stationnaire : La courbe ne présente pas de point stationnaire. 


5. Étude de la branche infinie : lorsque 8 — n/4. Un point de la courbe a pour coordonnées M (8) = (x (8), y (8)) 
où x (0) = p(8)cos8 et y(8) = p(B)sin6. On calcule y(8)/x(8) = tan6 PER 1. Puis 
TT 
(cos286 — sin 28) (sin6 — cos@) 
cos 20 
=, 50 (28+%)cos(8+2) 
cos 20 


op Ces 20-27 7 


y (6) - x(8) 


I 
4 RP 
ter cos(26-cos2t) 0-14 2 


en reconnaissant deux taux d’accroissement. Donc la droite y = x+V2/2 est asymptote à la courbe quand@ — x/4. 
Si on sait utiliser les équivalents, c’est un peu plus simple : 


cos [0 + =) = sin(= 0) 0 et cos26 = sin(= 0) ue — 28 


donc par produit d’équivalents : 


v2 


T 
y (8) — x (8) = c05(28+ =) mer ù 


On en déduit de plus la position de la courbe par rapport à l’asymptote, elle est en dessous quand 6 — x/4° et au 
dessus quand 8 — x/4*. 





6. Représentation graphique : 
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Exercice 6.19 OO 


Construire la courbe 
sin 30 


sin 





Solution : 


1. Domaine de définition. La fonction p est définie sur R\nZ. Mais en utilisant la trigonométrie, on montre que 
VOER, sin30 = 4sin6cos?6—sin6 donc VOGER\7Z, p(8) = 4cos?6 — 1 et p se prolonge par continuité en 
chaque point de nZ. On travaille donc surR. 


. Restriction de l’intervalle d’étude. p est 2n périodique et on travaille alors sur un intervalle de longueur 2x. 
Mais VOER, p(6+x)=p(6) donc on peut travailler sur un intervalle de longueur ñ. Enfin, comme p est paire, 
son support admet une symétrie d’axe (Ox) et on étudie la courbe sur 1= [0,x/2]. 


. Variations. Pour tout 8 € I, p! (8) = -8sin0cos8 = -4sin (28). Donc p! est négative sur I. On calcule facilement 
que les seuls points de I où p s’annule sont 0 et x/2. Par ailleurs, le seul point de I où p s’annule est x/3. On en 
déduit les variations de p : 


La courbe présente un vecteur tangent orthoradial en 0 = 0 et en 0 = x/2. 


4. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 


5. Étude de la branche infinie. La courbe ne présente pas de branche infinie. 
6. Représentation graphique. 














Exercice 6.20 M 
Construire la courbe 


Solution : 
. Domaine de définition. La fonction p est définie sur I=R\{2}. 
. Restriction de l’intervalle d’étude. La courbe ne présente pas de symétrie évidente. 


. Variations. Pour tout 6 EI, p’ (6) =—1/(8-2)2. Donc p/ est négative sur I. On calcule facilement que le seul point 
de I où p s’annule est 1. On en déduit les variations de p : 


Remarquons que la courbe passe par le pôle quand 6 = 1. 
. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 


. Étude des branches infinies. La courbe présente des branches infinies quand 8 — +0 et quand 8 — 2. 
— Quand 8 — + : comme p(8) PP 1, la courbe admet le cercle unité comme cercle asymptote. Elle est à 


— +00 


l’intérieur du cercle quand 0 — - et à l’extérieur quand 6 — +co. 
— Quand 6 — 2 : on étudie la quantité y (0) /x (0) : 


y(8) _ p(6)sin® 
= = ——— = tan0 —- tan2. 
x(8) p(8)sine Lx 6—2 ou 


On forme maintenant la quantité : 


: ; : sinGcos2-sin2cosû 1 . sin (6 — 2) 
y(8)-tan2x(0) = p(8) (sin6 -tan2cos6) = p(8) PTE ET sin (6 — 2) + 6-2 


En utilisant la limite usuelle sin x/ x re 1, on montre que y(8)-tan2x (0) me. 1/cos2. La droite y = tan2x+ 
D X> 


1/cos2 est donc asymptote à la courbe quand 6 — 2. 


6. Représentation graphique. \ 
\ A 
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Exercice 6.21 OO 
On considère le cercle 


EC: +ÿ =1 


et le point À 0 


. Déterminer le lieu des projections orthogonales de A sur les tangentes au cercle. 


: : ë cost ; 3 2. 
Solution : Un point du cercle a pour coordonnées M(f) | Se et la tangente en M(f) a pour équation cartésienne 


T;: cosfx+sinty=1 


X(É) 


y = A+AOM(F) et on trouve que 


Le projeté orthogonal P(?) de A sur T; vérifie P 


X(f) =-2+(1+2cosf)cost 
y(® =(1+2cosf)siné 
En effectuant un changement de repère de centre À (X = x+2, Y = y), puisque t est l’angle entre (OX) et AP(F), on a une 


équation polaire de la courbe décrite par P : 
p=1+2cos8 


qu'on étudie. 
. Domaine de définition. La fonction p est définie sur R. 


. Restriction de l’intervalle d’étude. La fonction p est paire et 2x-périodique. On travaillera sur 1 = [0,71] et on 
déduire la partie manquante de la courbe par une symétrie d’axe (OX). 


. Variations. Pour tout 8€ I, p' (8) =-2sin6. Donc p’ est négative sur I. On calcule facilement que le seul point de 
I où p s’annule est 2x/3. La courbe présente un vecteur tangent orthoradial en 0 et x. 


Remarquons que la courbe passe par le pôle quand 0 = 2x/3. 
. Étude du point stationnaire. La courbe ne présente pas de point stationnaire. 
5. Étude des branches infinies. La courbe ne présente pas de branche infinie. 


. Représentation graphique. 








C’est un limaçon de Pascal. 


Exercice 6.22 OC 


Une roue de rayon b roule sans glisser sur une roue de rayon a. Déterminer le lieu d’un point de la circonférence de 
la roue de rayon 4. 
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Solution : Dans un repère orthonormé & = (0,7,7), la roue de rayon a est centrée en O, et la roue de rayon b est 
centrée en C. Notons P l'intersection des deux roues, et M le point de la circonférence. En notant t l’angle (T,OP), a 
l’angle (À,CM) et y l’angle (CP,CM), on a les relations 
t+Y-a=T 
La condition de roulement sans glissement s’écrit 
at = bY 


Donc si x et y sont les coordonnées du point M, 


x=(a+b)cost-bcos((a+b)/bt) 
y= (a+ b)sint-bsin((a+b)/bt) 
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Chapitre 


Coniques 


Compared to what an ellipse can tell us, a circle has nothing to say. 
Eric T. Bell. 


Pour bien aborder ce chapitre 


X x XY 


Ellipse Parabole 





Les coniques sont des courbes du plan étudiées depuis les grecs. Elles l’ont été par Menechme vers 400 ans avant J.C. 
Puis par Archimède, Apollonius de Perge, … Ils les voyaient comme les intersections d’un cône et d’un plan et les avaient 
baptisées « sections coniques ». Suivant l’angle d’inclinaison de ce plan avec l’axe du cône, on distingue différents cas 
(voir l’exercice 7.2 page 286) : 

— Si cet angle est inférieur à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une hyperbole. 

— Si cet angle est supérieur à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une ellipse. 

— Si cet angle est égal à l’angle d’ouverture du cône, on obtient une parabole. 

Mais d’autres situations peuvent se produire, ainsi si le plan contient le sommet du cône, l’intersection du plan et du cône 
peut être formé de deux droites sécantes, ou d’une seule droite, ou même seulement de ce sommet. Ces coniques sont 
dites dégénérées tandis que les trois premières obtenues sont dites propres. 

Il existe d’autres façons d’introduire les coniques. Celle retenue dans ce cours est appelée « définition monofocale des 
coniques », ou « définition par foyer-directrice »(voir la définition 7.1). On verra, avec la « définition bifocale »(voir la 
définition 7.17) un autre moyen de définir les coniques propres. 

Enfin, on peut voir les coniques comme la famille des courbes du plan d’équation cartésienne ax? + 2bxy + cy? + dx+ 
ey + f = 0 où a, b,c,d,e,f ER. On apprendra dans le paragraphe 7.6 à étudier de telles courbes et comment reconnaître 
parmi celles-ci les coniques propres. 

Les coniques possèdent de nombreuses propriétés géométriques remarquables et on en étudiera quelques unes dans les 
exercices de ce chapitre. On les retrouve en mains endroits dans la nature. Kepler au 16% siècle a compris que les planètes 
décrivent des ellipses dont le soleil occupe un des deux foyers. Galilée au 17° siècle découvre qu’un obus tiré d’un canon 
décrit une trajectoire parabolique. La trajectoire d’une comète cyclique est une ellipse et celle d’une comète qui ne revient 
jamais est une parabole ou une hyperbole. Dans la vie courante, c’est grâce aux propriétés géométriques des paraboles 
que peuvent fonctionner les télescopes et les antennes paraboliques (voir l’exercice 7.3 page 286). 
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7.1 Définitions et premières propriétés 


7.1.1 Définition monofocale 


® Notation 7.1 Si A et B sont deux points du plan, on notera 4 (A,B) la distance de A à B, c’est-à-dire la norme du 
vecteur AB. 


DÉFINITION 7.1 © Conique 
Soient ? une droite du plan, F un point du plan n’appartenant pas à % et e un réel strictement positif. On appelle 
conique de foyer EF, de directrice D et d’excentricité e la courbe # formée des points M du plan vérifiant : 


d(M,F) = e d(M, 2) 


— Si0<e<]1, on dit que & est une ellipse. 

— Sie= 1, on dit que # est une parabole. 

— Sie> 1, on dit que # est une hyperbole. 

La droite À passant par F et orthogonale à Ÿ est appelée l’axe focal. 





PROPOSITION 7.1 © 
L’axe focal d’une conique est un axe de symétrie de cette conique. 











Démonstration 
M 
A 
F F 
H' l M 
D 








Soit M un point de la conique € de directrice , de foyer F et d’excentricité e. Soit À l’axe focal de € et soit M’ l’image de M par la 
réflexion d’axe À. Soit H et H” les projetés orthogonaux respectifs de M et M! sur Ÿ. Les droites 2 et À sont perpendiculaires donc 
d(M’,2) = H'M' = HM = d (M, 2). Comme A est la médiatrice du segment [MM] et que F € À, on a aussi d(M',F) = d(M,F). Par 
conséquent d (M’,F) = d(M,F) = ed (M, 2) = ed(M', 2) ce qui prouve que M'e€. 


DÉFINITION 7.2 © Paramètre 


Soit & une conique de directrice ?, de foyer F et d’excentricité e. Soit d = d(E Ÿ). Le réel p = e d est appelé paramètre 
de la conique €. 





Remarque 7.1 Le paramètre d’une conique & correspond à la distance de F à chacun des deux points de # situés sur 
la droite passant par F et parallèle à Z. 


7.1.2 Equation cartésienne d’une conique 














A M 
K j A 
+ = 
El 3 
Se — 
D 
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PROPOSITION 7.2 © Équation cartésienne d’une conique 
Soit € une conique de directrice Z, de foyer F et d’excentricité e. Soit d = d(E D. Dans un repère orthonormal 


(E Fe j 5j) choisi en sorte que 2 ait pour équation x = -d (— unitaire normal à Z et 5 unitaire directeur pour Z) € 


a pour équation cartésienne : 
iv =e (xd) 


Démonstration Soit K le projeté orthogonal de F sur la directrice Z. On rapporte le plan au repère 4 (Er,i) où i 





où j est directement orthogonal à i . Remarquons que j dirige la directrice 2. Posons d = d(E 2): La directrice, dans ce repère, 


: PRE je ff 
admet bien comme équation cartésienne x = —-d. Soit mp. On a: 


MES = d(M,F=-edM,2) 
 d'{M,P=e° d?(M,2) 


= +Y = e? (x+d)2 
d’où l’équation cartésienne de la conique dans &. 
| Remarque 7.2 L’axe focal de la conique passe par F et est dirigé par i. Son équation dans Z est y = 0. 


Multimédia : Pour une directric t un foyer fixés, on trace en faisant varier e les 
différentes coniques correspondantes. 





1.1.3 Équation polaire d’une conique 


On fixe un repère orthonormal du plan CE) 


PROPOSITION 7.3 © Équation polaire d’une conique 


Soit 2 la droite d’équation polaire r = avec h Z 0. Alors une équation polaire de la conique € de foyer O, 


cos (6 — Go) 
d’excentricité e et de directrice 2 est : 
ed 


_ 1+ecos(6 — Go) 





Démonstration Si 69 = x [2x] alors la directrice D est perpendiculaire à l’axe des abscisses et d’équation x = -d. On peut 
alors utiliser la proposition 7.2 : une équation cartésienne de € est x2 + re = e2(x+d)?. On passe en polaire et on obtient r = 
+e(rcos8+ d). La conique € est donc l’ensemble des points satisfaisant : 


ed ed 
—— OÙ F = ——, 
l+ecos6 1—-ecos0 


Mais ces deux équations sont celles d’une même courbe. En effet, si (r,0) satisfait la première équation alors (-r,0+ 7) satisfait la 
seconde. Ces deux couples sont les coordonnées polaires d’un même point du plan. Une équation polaire de € est donc donnée par 
ed 


a l+ecos(8- 7x) 
Dans le cas général, on effectue une rotation de centre O et d’angle 69 —- x et on trouve pour la conique l’équation polaire r = 
ed 


1+ecos(8— 60)’ 


Remarque 7.3 
p 


1+ecos(6 — 60) 
— L’axe focal de cette conique admet comme équation polaire 6 = 60. 


— L’équation polaire d’une conique s’écrit aussi p = 


7.2 Étude de la parabole : e=1 


On s'intéresse dans ce paragraphe à une parabole Z de foyer F, de directrice Z, de paramètre p > 0. On considère à 
nouveau le repère Z(E i, j) construit dans la proposition 7.2. Dans ce repère, une équation de Z est 


LEy = (Xx+ p}. 


L’axe focal À, passe par EF, est dirigé par À (et admet donc comme équation y = 0), coupe Z en un unique point de 
coordonnées (— F, 0), ce qui justifie la définition suivante : 
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DÉFINITION 7.3 © Sommet d’une parabole 
On n appelle sommet de la parabole l'unique point S d’intersection entre Z et son axe focal A. Dans le repère 


(E re pe les coordonnées de S sont (-È , 0). 





| Remarque 7.4 Si K est le projeté orthogonal de F sur Z, S est le milieu de [FK]. 


PROPOSITION 7.4 © Équation réduite d’une parabole 
Il existe un repère orthonormal (O, Fi ST 5) dans lequel la parabole Z de paramètre p > 0 admet pour équation carac- 


téristique : 
Y?-2 pX=0 


Cette équation est appelée équation réduite de la parabole Z. 
Réciproquement, une courbe d’équation : Y?—2 p X = 0 dans un repère orthonormal (O, à, j ) est une parabole de foyer 


p 
6 et de directrice d’équation (2:x=-5] 




















Démonstration 
=] Soit ? la parabole de paramètre p > 0, de foyer F et de directrice Ÿ. Dans le repère Z (Er i, î) construit dans la proposition 


7.2, P admet comme équation cartésienne x? + V2 = (x+ pY ou SA = 2pX+ p? . Considérons le point o[-b,0] et le repère 


æ'(o, À i, ji Calculons les formules de changement de coordonnées du repère Z au repère &'. Soit M un point du plan de 


coordonnées (x, y) dans Z et de coordonnées (X, Y) dans &'. On a : 
OM=Xi+Yj. 


Par ailleurs : RE ER 
OM=OF+FM= À i+xi+yj =(x+2) Ty): 


pure 
2 


Y=7y 


Par identification, on obtient alors : 


L'équation de P : y? = 2px+ p? devient dans Z! : Y? = 2pX. Remarquons que 0: est le sommet de la parabole. 
[=] [=] Soit 6 une courbe d’équation y? -2 p X = 0 dans un repère orthonormal (O, % i] 5). Montrons que € est une parabole. Soit 


® la droite d’équation X = -F, ré et MX un point du plan. Montrons que d (M,F) = d (M, 2) si et seulement siMe ce qui 


prouvera que © est une parabole ? de foyer F et de directrice 2. Remarquons que : 
2 2 
dMP=fx-7) +7 « dM2=fx+2). 
2 2 
On a: 


ME P d(M,F) = d (M, 2) 


d?(M,P) = d? (M, 2) 

( -LŸ +Y2 = (x+ a] 
Y?-2pX=0 

ME. 


DD TITI 
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PROPOSITION 7.5 © Paramétrage de la parabole 
On peut paramétrer la parabole d’équation Y? —2 p X = 0 dans un repère orthonormal (O, à, j ) par 





_ 


Démonstration Soit # (o, ds i) le repère construit dans la proposition précédente. Dans ce repère une équation de est 


y?-2px= 0. Soit M 





: un point du plan. On a équivalence entre : 
MP = y -2px=0 
p À 
— ER, y=pt et ras 


Remarque 7.5 Comme lim;_100 ut = 0, la parabole possède deux branches paraboliques de direction asymptotique 
OX (c’est de là que vient l’appellation). 


PROPOSITION 7.6 © Tangente à la parabole 

pr 
X(É) = DS 
UE 


Dans un repère (O, i, j), on considère la parabole Z de paramètre p > 0 et paramétrée par :tER. 


— La tangente Zu, à Z au point M, de de paramètre # € R a pour équation : 


5 
HIT = 0 


— La tangente Zu, à Z au point Mo(xo, Jo) a pour équation 


J Yo = P(X+ %0) 





Démonstration Soit % la tangente à ? au point de paramètre tp. Un vecteur directeur à cette tangente a pour coordonnées 
(pt, p). Le vecteur de coordonnées (to, l) dirige donc %. Une équation cartésienne de est donc 


fo X—X(10) | 
1 y-y(o) | 
2 2 


; p & pi. . _pi : j . PRE 
soit t(y-pto)-|x — | = 0 ou encore x— fpy+—® = 0. Par ailleurs, comme x0 = — + et que yo = p to, cette équation s’écrit 





encore px — Vo y + PXo = 0. 
7.3 Etude de l’ellipse : 0<e<1 
On considère dans tout ce paragraphe une ellipse € de foyer F, de directrice Z et d’excentricité e (0 < e < 1). 


PROPOSITION 7.7 © Équation réduite de l’ellipse 


— Il existe un repère orthonormal OA) dans lequel © a pour équation 


Cette équation est appelée équation réduite de l’ellipse €. 


2 y ; : —c 
— 4 _ = 1 avec 0 < b < a est l’équation d’une ellipse de foyer 


nu . 2 , 2 
Va? — b? À, de directrice et d’excentricité [e=#] 


— Réciproquement : l’équation 
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Démonstration 
D'après la proposition 7.2, il existe un repère orthonormal direct # {E EN | ] dans lequel une équation cartésienne de & est 


x EY2 = e? (x+ d)? (x) 


où d = d(E 2). On a : 



































D Se 1-@)x-2edx+y -e42=0 
2e d 
— 1-2) x x +y-ed?=0 
1-e2 
24 \? 4 2 
> [1 a) x AR ee +y2-e? dd? =0 
1-e2/]  (1-e2)? 
24 \2 4 2 
2 ed 2 2 ,2 ed 
= |1-e||x- +y-ed"- = 
] 4 1-e2 
24 Ÿ ed?(1-e2)+e4d? 
2 2 
— = = +yT- = 
: )É: d 1-e2 
: 2) ed Ÿ 2 Z pi=e +e 
= —e||x- + e = 
1-e2 y 1-e2 
24 \2 2 42 
ed e“d 
— 1-e||x- +y?- = 
] “el 4 1-e2 
2 
2 ed 
— e2 -s 262)N027 0) 32e 
— 1 a) Ê “| +[1 &)y ed” =0 
(1-6?) éd Ÿ 1-e Due, 
e2d2 1-e2 ed) L 
1-e2 ed 1-e » 1 
nn 1=0{x 
| ed | | = ad? Ur) 
Posons alors 
ed ed e2d X=x-c 
=—, b=—, = —— 
1-e2 1e 1-e2 Y=7y 


Ces quantités sont bien définies car 0 < e < 1. Remarquons qu’on a a > b > 0. Le couple (X, Y) représente les coordonnées dans 


un repère @" (o, x, 5) d’un point de coordonnées (x, y) dans le repère Z (Er,i) où O est déduit de F par une translation de 


= 
vecteur u 





c u PE 
0’ Dans ce nouveau repère, (x) s'écrit alors 


Rd 
— +— =] 
a b? 
, : à ; , 2 a : ï : 
qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs bien ab = 06, £ =eetd= L. Enfin, une équation de la directrice D 


b? + c2 


; ; : 2 , : 
dans & étant x = -d, une équation de Z dans &/' est :X+c=-d, soitX =-d-c. Mais -d-c= = -£&. Une équation 








de 2 dans #' est donc :X= Lee 
x? : 


ù x 3 2 N Ro 
Réciproquement, soit & une courbe d’équation FE LS = 1 dans un repère 8" (o, i,j Jravec a> b>0. Posons 


b' 
c D 
c=Va2-b, e=- et d=—. 
a C 


; | | ; . sas —C : : 2 L A 
Par identification avec l’équation (x'), on reconnait l’ellipse de foyer F 0 de directrice D :X = -& et d’excentricité e. 





PROPOSITION 7.8 © 

Soit (O, i, j) un repère orthonormal dans lequel € a pour équation £ + _ = lavec0<b< a. 
L'origine O est centre de symétrie de #. C’est le centre de l’ellipse. 
OX et OY sont axes de symétrie de €. OX est appelé axe focal ou grand axe. OY est appelé axe non focal ou petit axe. 
a est appelé demi-axe focal ou demi-grand axe. b est appelé demi-axe non focal ou demi-petit axe. 


Soit c= Va? - b2. & admet deux foyers F et F’ de coordonnées dans le repère (O, a 5) : F 


C |c : : 
0 etF 0 de directrice 


Le À ë À & D) 2 
associée d’équation, dans ce même repère : Z: X=-LetŸ':xX="X. 


L’ellipse € coupe les axes du repère On) en quatre points À, A’, B, B’ appelés les sommets de € et on a : 
= AAC 0 10 
A 0 , À ne D 
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PROPOSITION 7.9 © Paramétrage de l’ellipse 
On peut paramétrer l’ellipse d’équation £ + _ = 1 avec 0 < b< a dans un repère orthonormal (O, à, j) par 


te[-x,x] 


x(t) = acost . 
y@=bsint ” 





_ 


Démonstration Soit # {o, L; i) le repère construit dans la proposition précédente. Dans ce repère une équation de & est 


x2 y2 : X : Lt 
tr 1. Soit M y point du plan. On à équivalence entre : 
Oo e 
Me = UE 
a b? 


— 1te[-x,xr], X=acost et Y=bsint 


| Remarque 7.6  L’ellipse ne possède pas de branche infinie. 
























On trace ses axes focaux et demi-focaux. 
On place le centre O de l’ellipse puis ses quatre sommets À, A',B,B'. 


On mesure au compas la longueur OA et on place le compas en B. 


S) (& NN) (Hi 


On trace les deux arcs intersectant l’axe focal. On obtient ainsi les points F et F. 


DÉFINITION 7.4 © Affinité orthogonale 


Soient (O, à, 7) un repère orthonormal. L’affinité orthogonale de base (O, à) et de rapport ke R est l’application du 
plan dans lui même qui au point M de coordonnées (x, y) associe le point M’ de coordonnées (x, ky). 


PROPOSITION 7.10 © Cercle principal d’une ellipse 


L’ellipse & d’équation £ + _ = 1 avec 0 < b < a dans un repère orthonormal (O,i,j) est l’image du cercle € 


d’équation cartésienne X2 + Y2 = 42 par l’affinité orthogonale de base (O, £ ) et de rapport k= L. Le cercle € est appelé 
cercle principal de l’ellipse €. 





Démonstration Soit M un point de €. Il existe t € [-n, x] tel que les coordonnées de M soient (a cost, asin t). Soit T l’affinité 


orthogonale en question. On a T (M) He Donc T (M) € €. Réciproquement, tout point de & est image d’un point de 6 parT. 


PROPOSITION 7.11 © Équation de la tangente à une ellipse 
Dans un repère (O, i, j ), on considère l’ellipse € de demi-grand axe a et de demi-petit axe b (0 < b < a) et paramétrée 
x(t)= acost 


y) = bsint HAE 


— La tangente Zu, à & au point Mo de & de paramètre # € R a pour équation : 


b x cos + a y sin —-ab=0 





277 


— La tangente Zu, à 6 au point Mo(Xo, Yo) a pour équation 


XX0 y Yo . 
AE 





Démonstration 
— Un vecteur tangent à l’ellipse € en le point M de paramètre t est celui de coordonnées (—-asin t, bcos t). Une équation de la 
tangente Fu à € en M est donc : 
—asint x—-acost 
bcost y-bsinft 


ce qui donne : b x cost+a y sint-ab=0. 


— Si (x, Yo) sont les coordonnées de Mo, cette équation devient a + 22 —1=0. 


_ 


PROPOSITION 7.12 © L’image d’un cercle dans l’espace par une projection orthogonale est une ellipse 


L'image d’un cercle & de l’espace par une projection orthogonale sur un plan Z non perpendiculaire au plan contenant 
€ est une ellipse de Z. 





Démonstration  Nommons le plan contenant le cercle €, r le rayon de €, O’ son centre et O le projeté orthogonale de O' sur 
le plan © . 

Si les plans À et P sont parallèles alors l’image de € par la projection orthogonale sur ? est le cercle de même rayon et de 
centre O. 

On suppose que P' est non parallèle à P. On note alors Ÿ la droite formée par leur intersection et à € ]0,x/2[ l'angle non orienté 


entre les plans P et P. Soit i un vecteur unitaire dirigeant 2. Soit j un vecteur de Ÿ en sorte que Z (o, i,j ] soit un repère 


orthonormal de @. De la même façon, on considère un vecteur j! en sorte que &’ (o’, il, j 1 soit un repère orthonormal de P. 


8ER. Par la projection orthogonale sur P, le point M’ e P de coordonnées (x, y) dans Z" se transforme en le point M € de 
coordonnées (x, ycosa) dans Z. 

SiM' est élément de € alors il existe 0 ER tel que x=rcos6 et y=rsin0 et les coordonnées de M' sont alors (r cos6, r sin0 cos a). 
Donc M' est élément de l’ellipse de centre O, de demi grand axe r et de demi petit axe Rcosa. Réciproquement, on vérifie que si 
M (r cos6, rsinO cos a) est élément de cette ellipse alors c’est le projeté orthogonal sur du point M'(r cos6, rsin6) de #". 


74 Étude de lhyperbole : 1<e 


On considère dans tout ce paragraphe une hyperbole 47 de foyer F, de directrice Z et d’excentricité e (e > 1). 


PROPOSITION 7.13 © Équation réduite de l’hyperbole 


— Il existe un repère orthonormal (O, 7, 7j) dans lequel 47 à pour équation 
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Cette équation est appelée équation réduite de l’hyperbole Æ. 


L 2 : 52 : , C 
— Réciproquement : l’équation ÿ — Ÿ = 1 avec a > 0, b > 0 est l’équation d’une hyperbole de foyer | F 0 





4 4 2 ; me 
Va? + b? À, de directrice et d’excentricité [e=#] 


Démonstration 
D'après la proposition 7.2, il existe un repère orthonormal direct # (E LA | ] dans lequel une équation cartésienne de est 


2 + y? = 2 (x+d)2(x) 


où d = d(E 2). On a: 












































D Se 1-@)-2edx+y -e42=0 
— -1)x2+2e2dx- y? + ed? =0 
2e? à 
— 2 . s]-# + -0 
e—1 
ed . ed? 
— g-1) x+ = ———- — y?+e?d?=0 
e-1]  (e2-1) 
24 \? A 2 
2 ed 2 2,9 €°d 
= {e-1||x+ — y +ed- = 
] ir ; e2-1 
24 \2 2 4202 4 2 
2 ed ) ed°(e-1)-e*d 
— = + 9 
] en * e2-1 
2 3 V2 2 2 
2 ed 2 2 pe-l-e 
— —1]|x+ — VS + ——— =0 
: JE = he e2-1 
2 2 42 
2 ed 2 ed 
> e—-1||x+ y --— =0 
] ue Feet 
2 
2 ed 
Dr. (202 272 
— {e 1) (+) (e 1)y ed” =0 
(2-1) ed Ÿ hrs 
pe (fre er 2 
2-1) ed e-1 ;, 1 
= + —1=0(x 
| ed | Ê S) - ad? () 
Posons alors 
ed ed ed X=x+c 
A=———, bD=—, c= — 
e2-1 e2-1 e2-1 Y=7y 


Ces quantités sont bien définies car e > 1. Remarquons que a > 0 et b > 0. (X, Y) sont les coordonnées dans un repère &' (o, 1] ] 


d’un point de coordonnées (x, y) dans le repère Z (E 7,5) où O est déduit de F par une translation de vecteur ü 





—C 
. Dans ce 
0 


nouveau repère, (x) s'écrit alors 
RE CE 


2 E 


À : 2 : à 2 C 3 
qui est bien de la forme annoncée. On a par ailleurs bien a? + b? = c?, £ =eetd= Len Dans &', on a Fh . Enfin, une équation 








de la directrice D dans & étant x = -d, une équation de D dans &' est X— c =-d, soit X = c- d. Mais c-d= £ = = . Une 
équation de ® dans &' est donc X = cs 


Réciproquement, soit 7 une courbe d'équation # _ = 1 dans un repère 8 (o, i,j ] avec a >0 et b> 0. Posons 


UD 


c pb? 
c=Va2+h, e=- et d=—. 


a C 


Par identification avec l’équation (x'), on reconnait l’hyperbole de foyer F 0 de directrice D :X = & et d’excentricité e. 





PROPOSITION 7. 14 © 
x2 


Soit (O, à, j 5) un repère orthonormal dans lequel l’hyperbole 4 a pour équation es _ = l avec a>0, b>0. 





a) L'origine O est centre de symétrie de #7. C’est le centre de l’hyperbole. 
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b) OX et OY sont axes de symétrie de 47. OX est appelé axe focal ou grand axe. OY est appelé axe non focal ou axe 
non transverse. 
c) a est appelé demi-axe focal ou demi-grand axe. b est appelé demi-axe non focal ou demi-petit axe. 


d) Soit c= Va? + b2..%7 admet deux foyers F et F/ de coordonnées dans le repère (O, Ga 5) : EF À et F' 


C : ; 
0 de directrice 


, 2 . A + 2 
associée d’équation, dans ce même repère, : Z: X= _ et D': X=-— = 
—a 


e) L’hyperbole .# coupe le grand axe en deux points A et A’ appelés les sommets de 7: On a A É et A! 0 


PROPOSITION 7.15 © Paramétrage de l’hyperbole 
2 2 ER rt 
On peut paramétrer l’hyperbole d’équation £ = _ = 1 avec a > 0, b > 0 dans un repère orthonormal (O, à, j) par 


NPA :1ER, e= +1 


y(® = bshf 





Démonstration Soit 4 {o, i, i) le repère construit dans la proposition précédente. Dans ce repère une équation de 7 est 


x y . NE : gare 
D pl Soit M y Un point du plan. On a équivalence entre : 
x? _Y° 
ME sl 
a2 b? 


— ER, Y=bsht et X=+acht 
| Remarque 7.7  Remarquons que l’hyperbole possède des branches infinies. 


PROPOSITION 7.16 © Asymptotes à l’hyperbole 
2 2 > — 
Soit # l’hyperbole d’équation X — T = 1 avec a>0, b > 0 dans un repère orthonormal (O, à, j). 4 admet deux 


asymptotes : | ô: bX-aY=0Net| ô : bX+aY=0| 


Démonstration Nous allons nous limiter à la branche correspondant à € = 1 et montrer que cette branche admet les deux 
asymptotes indiquées. Par symétrie d’axe (Oy), on en déduira que la branche de l’hyperbole correspondant à € = —-1 admet aussi 
ces deux droites comme asymptotes. Commençons par l’étude de la branche infinie quand t tend vers +co. On a: 





y) bsht : b 


— ————— — 





X(t) ”'acht a t—+oo 4 


De plus : 





b 
y@-—x(9 = b(sht-cht) = -be”! > 0 
a 


t— +00 
Par conséquent, la droite d’équation y = Lx, soit bx — ay = 0 est asymptote à l’hyperbole. De plus : y(f) — Lx(n = be"! <0. La 
courbe est donc en dessous de l’asymptote. On fait de même pour l’asymptote à la branche infinie quand t tend vers —-co. On peut 
aussi utiliser la symétrie de l’hyperbole par rapport à l’axe (Ox) et déduire ainsi la seconde asymptote de la première. 
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PLAN 7.2 : | Pour construire une hyperbole 


On trace ses axes focal et demi-focal. 


On place le centre O de l’hyperbole puis ses deux sommets A et A'. 


On trace le cercle de centre O et de rayon a. 
On trace les asymptotes. 


Pour une de ces deux asymptotes, on considère son intersection avec le cercle. Elle est formée de deux points 
P et P’. 


On trace les perpendiculaires à l’asymptote passant par chacun de ces deux points. 


L’intersection de chacune de ces deux perpendiculaires avec l’axe focal est constituée des deux foyers de 
l’hyperbole. 





Les directrices de l’hyperbole sont les droites perpendiculaires à l’axe focal et passant par P et P'. 


7.5 Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole 


PROPOSITION 7.17 © Définition bifocale de l’ellipse et de l’hyperbole 
Soient a et c deux réels strictement positifs, F et F’ deux points du plan tels que | FF'| =2c. 


1. Sia>c, l’ensemble des points du plan tels que 
[M] + [MF] -20 


est l’ellipse de foyers F et F' et de demi-grand axe a 


2. Sia< c, l’ensemble des points du plan tels que 


ré - Ju ]] +24 


est l’hyperbole de foyers F et F’ et de demi-axe focal a. 





Démonstration  Introduisons le point O milieu de [EF] et i = OF/ Jo]. Soit j un vecteur unitaire directement orthogonal à 


rs On forme ainsi un repère orthonormal direct or, j). Dans ce repère, on a F(c,0), F/(-c,0). Soit M{x, }) un point de plan. 


On calcule MF? = (x- c)2 + y et MF? = (x+ c)2 + y et il s’ensuit que 


MF2.MF = [a c)? +ÿ) [ec+ c)? +ÿ) = fé + + -2cx) (2 Ey + +2cx) = (2 +y + 2] 40 x 


et que 
MF? + MF = (x-0o?+y +(x+02+y =2{+y2 +02). 
1. On a alors les équivalences : 


MF+MF'=2a 
MF? + MF? +2MEMPF' = 4a2 


> 
 2MEMF'=4a- [ur je MF?) 
— 4MF.MF?- (16° = (mr? ”. Mr”) 
ne (+ 242) 4x = (22-2442) 
= (ac?) x2 + a? y? = a? [a -c?) 
= br+ay = bp 
x y 
—> Fa + pa =] 


où b? = a? — c? est bien défini car a > c. Donc on a MF+ MF" = 2a si et seulement si M est élément de l’ellipse de centre O, 


de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. 
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2. On a les équivalences : 


MF-MF'|=2a 
MF? + MF? -2MEMPF' = 4a? 


> 
— 2MEMF = (mr? +MF°) A4 
= 4MF2.MF2- ((mr? + MF?) a) 
— (+ +2) ae 2 f( 242 +02) -202) 
—> (2-2) +4 = à (ec?) 
—> [2-a?) ea Y = a (2-4?) 
= Pé-dÿ=8t 
x2 A 
— EE =] 


où b? = c? — a? est bien défini car a < c. Donc on a [ME - MF'| = 24 si et seulement si M est élément de l’hyperbole de 


centre O, de demi-grand axe a et de demi-petit axe b. 


Application : Comment dessiner une ellipse avec un crayon et une ficelle. 


7.6 Courbes algébriques dans le plan 


Le plan est rapporté dans tout ce paragraphe à un repère orthonormal direct Z (o, i,j |: On s'intéresse ici à l’ensemble 
€ des points du plan dont une équation cartésienne est : 


P{x, y) = ax? +2bxy+cy?+dx+ey+f =0 
où (a, b, c,d,e, f ) e R$ et où les réels a, bet c ne sont pas tous nuls (sinon € est une droite affine du plan). 


DÉFINITION 7.5 © 
On appelle discriminant de la courbe du second degré : 


€ :ax°+2bxy+cy +dx+ey+f=0 


le réel, noté A et donné par : A = ac— b?. 


LEMME 7.18 © Élimination du terme en xy 


Il existe une rotation de centre O et d’angle 8 ER telle que dans le repère Z/ (o, BR ] déduit du repère Z par cette 
rotation, l’équation de € devient : 


€ :AX?+CY2+DX+EY+F=0. 
De plus A = ac—b?=AC(etF= f). 





Démonstration On utilise les formules de changement de repère de la proposition 2.5 page 68 : 


x =cos0X-sin0Y 
y =sin0X+cos0Y 


où 6 est un réel à déterminer. On a : 
ax? +2bxy+cy +dx+ey+f=0 
= [acos?p +csin26 +2bsinOcos0) X2+ [asin20 +ccos? 6 -2bsin6cos0) V2+ 


(2tc- a) sinOcos0 +2b{cos? 6 — sin? o)}xv + (dcos0+esin6)X+(ecos0 - dsin6)Y+ f =0 


On cherche 8 en sorte que 2(c-— a)sinOcos8 +2b (cos? 6- sin? 6) = 0 ce qui s'écrit aussi (c— a) sin20 + 2bcos28 = 0. 
— Sia= c alors on peut prendre 8 = x/4. 
— Sia c alors on peut prendre 8 = zarctan(-22.). 
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Dans le nouveau repère, l'équation de € est bien de la forme annoncée avec A = acos? 6 + csin20 + 2bsinOcos8 , C = asin?6+ 
ccos26-2bsin0cos6, D= dcosô+esin0, E=ecosô-dsin0 et F= f. 
On remarque que A+C=a+c, que A-C=(a-c)cos28 +2bsin28 et que AC = 1/4((A+C)2 L (A—C)?). 








Si a= 0 et donc 0 = x/4, on vérifie facilement que ac -— b? = AC. Sinon, si 0 = zarctan(-2b.). alors tan 26 = 2b/(a-— c) et 
1 ” 2 
COS? 20 = —— 60" 
l+tan226 (ac)? +4b2 
donc 
A—C=(a-c)cos28 Ë + tun20) = (a-— c)cos26 ( +tan? e) Le 
a-c cos 26 


et (A-C)2=(a-c)2+4b. 
Donc 





ac = > {ta+ (ao) = [a+o?-(a-0?)-P=ac-1. 


sl 


LEMME 7.19 © Élimination des termes linéaires 


_, — 


Si À Z 0 alors il existe un repère orthonormal Z/ (o, 0 ] déduit de Z/ par une translation dans lequel une équation 
de € est : 


Au? +Cv?=F 


où FER. 





Démonstration Le repère 4" est déduit du repère ' par une translation de vecteur (a,B) € R? à déterminer. On a donc les 
formules de changement de repère : 


X =u+a 
Y =v+$ 


et 


AX2 + CY2+DX+EY+F=0 
— Au? +Cv?+(2Ax+D)u+(2CB+E) v+Ao + Cf? +Da+Ef+F =0 


On cherche (a, f) en sorte que 
2Aa+D =0 
2CB+E =0 
Comme À = AC Z 0, ce système admet comme solutions à = -D/(2A) et f = -E/(2C). On en déduit F” en remplaçant « et 6 par ces 


valeurs dans A + cp? +Da+Ef+F. Dans ce nouveau repère, l'équation de € est bien de la forme annoncée. 
On en déduit le théorème de classification des courbes du second degré, dû à Descartes (voir 2.2.1 page 67). 


THÉORÈME 7.20 O© Classification des courbes du second degré 
On considère une courbe du second degré d’équation : 


PomGX +2DXY + CY tdxteytf—0 


dans un repère orthonormal. On note À = ac — b? son discriminant. 

— Si A>0, la courbe # est une ellipse, un point ou l’ensemble vide. 

— Si A <0, la courbe & est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 

— Si A=0, la courbe & est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles ou l’ensemble vide. 





Démonstration D’après le lemme 7.18, on peut trouver un repère dans lequel une équation de € est AX2+CY2+DX+EY+F=0 
où À,C,D,E,F ER et où À = ac b? = AC. 


1. SiA=0 alors A=0 ou C=0. 
(a) SiA=0etCZ0 alors & : CY?+DX+EY+F = 0 qui s'écrit aussi & : C(Y+E/(2C))?+DX+F-—E2/(4C) =0. 
2 
i. Si D Z 0 alors en posant Y' =Y+ _ et X! = + (x+ b = #5) on obtient : € :Y'?-2DX/ = 0 et on reconnaît 
une parabole. 


ii. Si D = 0, alors en effectuant le même travail, on montre qu’une équation de € dans un repère convenablement 
choisi est de la forme Y’?+F'=0. SiF' >0, € est l’ensemble vide, si F! =0, € est la droite d’équation Y' = 0 et 
enfin si F'<0, € est la réunion des droites parallèles d’équations Y’ = V—F' et Y'=-V-F7. 


(b) SiA#0 etC=0 alors € :AX?+DX+EY+F = 0, on retrouve les mêmes résultats que dans le cas précédent . 
(c) SiA=0etC=0 alors la courbe n’est plus du second degré. 


2. SiA 40, on sait d’après le lemme 2 que dans un bon repère, € : AX!2 + CY/2 = F' avec A,C,F' ER et A = AC. 
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: À . Pr > . 12 12 
(a) Si A > 0, alors À et C sont de même signe et on peut écrire l’équation de € sous la forme : X + ne =eavece=0,1 


ou —1 et A/,C' > 0. Sie = 0 alors est réduit à un point. Si e = —1 alors € est vide. Enfin, si € = 1 alors € est une 
ellipse. 


. . ; DAS ÿ2 : 12 12 
(b) Si À < 0, alors À et C sont de signe contraire et on peut écrire l’équation de € sous la forme : X = ne = £ avec 


X x) (x Y 


e=0,1 ou -1 et A/,B! >0. Sie = 0 alors l'équation s'écrit : [& =o)(é + Ÿ) =0 et 6 est la réunion de deux droites 


sécantes. Sie = +1, © est une hyperbole. 
Remarque 7.8 Ce théorème fournit un algorithme pour déterminer la nature d’une courbe 
€: ax?+2bxy+cy+dx+ey+f=0 


et préciser son équation réduite. 


1. Calculer le discriminant A = ac- b? et T = a+ c. Selon le signe de À, on peut, sans calcul, préciser le type de la 
courbe. 


2. (a) Si A Z0, par un changement du centre du repère défini par les formules : 


x=X+a 
y=Y+$ 


on se débarrasse des termes linéaires en x et y pour aboutir à une équation : 


ax? +2bxy+cy?=EF 


: a 
Le centre du nouveau repère est, dans Z, Q É 
(b) On sait qu’on peut, par rotation des axes, se placer dans un repère orthonormé de même centre Q où l’équation 
devient : 
Ax?+C y =F 


(c) On connaît la somme et le produit de A et de C: 


A+C 
AC 


Ils sont par conséquent racines d’un trinôme du second degré. 


a+cC 


ac- b?° 


(d) Ayant déterminé A et C, on peut écrire l’équation réduite de la conique et discuter de sa nature en fonction 
du signe de F. 


(e) Si l’on veut avoir toutes les informations, il faut déterminer l’angle 6 de rotation choisi pour annuler le terme 
Xy. 
3. Si A = 0, on peut, par rotation des axes, se placer dans un repère orthonormé de même centre où l’équation devient : 


Ax+By°+Cx+Dy=F 


avec A = 0 ou B= 0. On sait alors qu’après une translation, on peut facilement identifier €. 


Exemple 7.2 Réduire la conique € d’équation x? + 6xy + y? +16x-—9 = 0. 
D Son discriminant vaut —-8 donc € est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 
x=X+a 


2 Oneffectue le changement de repère . On obtient : 
y=Y+$ 


X2 + 6XY + Y? + (68 +2a+ 16)X + (2f + 60) Y — 9 + B? + x + 16a + 6aB = 0. 


On se débarrasse des termes linéaires si 
 . =0 


28 + 6a = 0 


c’est à dire si a = 1 et $ = —3 ce qui nous donne | Q (1, -—3) | Dans ce nouveau repère, l’équation de € devient : 
X2+6XY+Y?-1=0. 
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3 On sait que par rotation des axes on peut se placer dans un repère orthonormé de même centre Q où l’équation 

devient : 
Ax74+0C Ve = 1. 
On sait que AC = À = -8 et que A+C = a+c = 2. Ils sont donc racines du polynôme X?—2X-8 et on trouve À = 4 et 
C= —2 ou À = —2 et C = 4. On obtient alors dans le nouveau repère pour € une des deux équations 4x? —2y? = 1 
ou —2x? +4y? = 1. Ces deux équations sont obtenues dans deux repères différents, l’un étant déduit de l’autre 
par une rotation d’angle x/2. On reconnaît une hyperbole de demi-axes 1/2 et 2/2 et de centre Q(1,-3). 
Pour mieux faire, il faut déterminer complètement la rotation. En partant de l’équation X?2+6XY+Y2-—1 = 0, 

on effectue le changement de repère 


X =cos(8)x-sin(8)y 
Y =sin(8)x+cos(8)y 


et on obtient : 


(6sin(8) cos(6) + cos” (8) + sin? (8)) x? +6 (cos? (6) _ sin(6)?) xy+ (cos? (8) — 6sin(8) cos(8) + sin? (8)) y?=1 


ou encore 
(8sin(28) + 1) x? + 6cos(28)xy + (1 3sin(28)) y? = 1. 


Pour supprimer les termes linéaires, il suffit de prendre 0 = x/4 et on obtient dans le nouveau repère € : 4x? — 
2y° = 1. On sait donc que a = 1/2, b= V21/2 et c= Va?+ b? = V3/2. On en déduit que e = c/a = V3. De plus, 
les équations des directrices dans le repère final sont x = V3/6 et x = —-V3/6. Les coordonnées des foyers sont 
(V3/2,0) et (-V3/2,0). On peut alors facilement représenter #. 


\ 5,0 


S 
N 2,5 








F —10,0 


| Remarque 7.9 Pour le tracé final, on peut s’aider des méthodes 15 page 277 et 16 page 281. 
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7.7 Exercices 


7.7.1 En général 


Exercice 7.1 M 
Soit Ÿ une droite du plan et EF un point du plan non situé sur Ÿ. Montrer que par tout point M du plan non situé sur 
DU {F} passe une et une seule conique € de foyer F et de directrice Z. 


d(M,F) 


d (M, 2) 
nul. Par construction, la conique de directrice Ÿ, de foyer F et de directrice Z passe par M. 


Solution : On a d(M, 2) > 0 car M & Ÿ et d(M,F) > 0 car M Z F. Par conséquent e = 


est un réel positif non 





Exercice 7.2 OC 
On considère un cône de révolution de sommetS, d’axe 2 et on note ax € ]0,n/2[ une mesure de l’angle entre cet axe 
et une génératrice du cône. On va étudier l'intersection entre ce cône et un plan de l’espace. 


1. Dans un repère orthonormal direct de l’espace fixé, déterminer une équation cartésienne du cône. 


2. En choisit un repère orthonormal direct de l’espace en sorte qu’une équation cartésienne de soit z= 0. Écrire 
une équation cartésienne de l’intersection .f du cône et du plan et reconnaître l’équation algébrique d’une 
courbe du plan de degré 2. 


3. On note B € ]0,x/21 l'angle entre le plan ? et l'axe 2 du cône. Montrer que cos? B = a? + b°. 


4. Conclure en comparant à et f. 


Solution : 
1. On note ü (a, b, c) un vecteur directeur unitaire de 2. Un point M est élément du cône si et seulement si l’angle 
non orienté (ü,s\) est égal ) à ou x — a, c’est-à-dire si et seulement si SM. BE |svi] cos a ce qui amène 
l’équation cartésienne : 


(a(x- xs)+b(y- ys)+c(z- zs)) = [Gr 25724 (y-ys)" + (= 2s)°) cos’ à 


où S(xs, ys,zs) et M(x, y,z). 
. Avec z= 0, l’équation précédente devient : 


(a(x- xs) + b(y-— ys) - czs)” = te ss) + (y- ys) + À) cos? à 


et en développant, on trouve une expression de la forme : 


(a? — cos? a) x? + 2abxy+ (b? — cos? a) y+dx+ey+f =0 


où d, e, f ER. On reconnaît l’équation d’une courbe algébrique du plan de degré 2. 

. Notons w le projeté orthogonal du vecteur 4 sur le plan @. Comme ü = (a, b, c), les coordonnées de w sont 
(a, b,0). Mais ü.u9 = | ü || | || cosf et il vient a? + b? = Va? + b?cosf d’où l'égalité. 

. On calcule le discriminant de cette équation : 


A = (a? — cos? a) (b? — cos? a) — a? b? = cos? a (cos a— (a? + b?)) = cos” a(cos? a - cos? GB). 
Comme «a et 6 sont compris entre 0 et x/2, le signe de À est donné par cosa- cosf. 
— Sia<$ alors .f est une ellipse, un point ou l’ensemble vide. . 
— Sia=$ alors .f est une une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles ou l’ensemble vide. 
— Sia>$ alors .f est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 





7.7.2 Paraboles 


Exercice 7.3 ©O 
On considère une parabole. Montrer que les rayons parallèles à l’axe réfléchis sur la parabole passent par le foyer. 
Application : Le fonctionnement du miroir d’un télescope de Newton est basé sur la propriété de la parabole prouvée 
dans la question 3. de cet exercice. 
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_ —] 
, un vecteur normal en Mt) est n . Calculons 


Solution : En paramétrant la parabole M(f) ue 


t2/2p 
t 


——|(2 - p? —— t+p FM) ie 
FM(t) G è Er et |FM(#) || = p . On calcule alors PUR n =leten posant h : h.n = 1 ce qui montre 
IFM(+)|| 


que la droite (FM) et la droite horizontale passant par M sont symétriques par rapport à la normale en M. 





Exercice 7.4 Q 
Soit P une parabole de paramètre p > 0 et de directrice Ÿ. Soient M un point de et H son projeté orthogonal sur 
%. Montrer que : 


1. La tangente 7x à P en M coupe la tangente au sommet de P en I, milieu du segment [FH]. 
2. La tangente 7x à P en M est la bissectrice principale du triangle isocèle FMH. 
3. Le projeté orthogonal du foyer de © sur les tangentes à Ÿ décrit la tangente au sommet. 


4. Deux tangentes à P perpendiculaires se coupent sur la directrice D de P. 


Solution : 


. D’après le cours, la tangente %s à la parabole en son sommet admet pour équation cartésienne : x = 0 et 7, 


Fo : ; 2 ; : :. 
:x-— ty+pz = 0. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées [o, Le) qui est bien le milieu 1 du 


segment [FH]. 


.… Comme le triangle FMH est isocèle, la bissectrice principale de l’angle HMF est aussi la médiane issue de M. Or, 
on vient de prouver que la droite passant par M et par le milieu de [FK] est la tangente en M à ?. 


. La droite (MD est aussi la hauteur du triangle FMH issue de M. Par conséquent, les droites (FH) et Zu sont 
perpendiculaires en 1. Le projeté orthogonal de F sur Zu est donc I. II est clair que le point I, ses coordonnées 


étant {o, ea) est élément de la tangente au sommet. 


. Soient um : X—ty+ p£ =0et Aw:x-t'y+ De = 0 deux tangentes à 7 en les points M de paramètre t 
et M' de paramètre t’. Ces deux droites se coupent en le point de coordonnées (ptt'12,p{(t+t")/2) et sont or- 
thogonales si et seulement si 1+ tt = 0. Si c’est le cas, les coordonnées de leur point d’intersection s’écrivent 
(-p/2,p(t-1/0 /2). Ce point est bien un point de la directrice 2 car une équation cartésienne de cette dernière 
est x=—pl2. 





Exercice 7.5 OC 


2 
Le de , , 2 _—. . 
On considère la parabole d’équation y? = 2px et un point A 4 À P de cette parabole. On considère deux points 


2 
PP et N 


2 
n°12 
P On nota=m+n etf= mn. 
m n 





distincts de la parabole M “ 


1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur « et B pour que les droites (AM) et (AN) soient orthogonales. 


2. Montrer que lorsque M, N varient sur la parabole, (avec la condition d’orthogonalité précédente), la droite (MN) 
passe par un point fixe Q à déterminer. 


3. À chaque point A de la parabole on peut donc associer le point Q. Déterminer le lieu de Q lorsque A varie. 
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Solution : 


1. En traduisant AM.AN = 0, on trouve que (m+ a)(n+ a) + 4p° = 0 c’est-à-dire| + aa+ a + 4p° =0|. 


2. L’équation cartésienne de la droite (MN) est : 


2px-ay+fB=0 


et en utilisant la condition d’orthogonalité, cette équation devient a(y + a) — 2px+ a? + 4p°? = 0. on voit donc que 


a +4p°? 
cette droite passe par le point fixe |Q| 2p 
—a 


3. En éliminant le paramètre a, on voit que le point Q se déplace sur la parabole d’équation | y? =2p(x-2p) |. 


c’est-à-dire la parabole initiale translatée du vecteur 2p i. 





Exercice 7.6 VO 
On considère une parabole d’équation cartésienne 


P':2px= 
à t2/2p a ne 
1. Soient deux points distincts M etN F de la parabole. Trouver une condition nécessaire et suffisante 








pour que la droite (MN) soit normale à la parabole en M. 
2. Déterminer la longueur minimale des cordes (MN) vérifiant cette condition. 


Solution : 


—|t/p .. nn R 
1. Le vecteur ft F4 dirige la tangente en M. En écrivant MN. f = 0, on trouve que| t(t+t')+2p? =0 |. 


2. On calcule ; : 
— (£ +) 
MN? = (C0 [Le 
IMNIF = [+] 


Mais en utilisant que 


2p? 2 
t+ = Eté t=1+ t—2t=-"(pf+ #7) 


on exprime 
4 
= D 1,2 
aM,N)° = mr (p° + 1°) 


8(p° + 12)? 
1° 


en t= V2 p et finalement, la distance minimale vaut 3V3 p | 


et en étudiant cette fonction, f'(t) = (1212 D): on en déduit ses variations. Elle admet un minimum 





7.7.3 Ellipses 


Exercice 7.7 Q 
On considère une ellipse de grand axe (AA'). Soit Mo un point de l’ellipse. La tangente en Mo coupe les tangentes en 


A et A’ aux points P et P'. Montrer que AP.A'P' est constant. 


Solution : L’ellipse dans un bon repère orthonormé a pour équation réduite 


2 
RE 
AE me 


— a a …. x ; ; 
etA 0 * af. Si Mo , l'équation cartésienne de la tangente en M, est 
0 


LU AE 


TM : mo Ro 
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—a 
On trouve alors (il faut que Mo À A, A!) P bp? Qi . %) .P'| bp? ( % et il s'ensuit | AP.A'P' = b? | 


Jo a Yo 





Exercice 7.8 ©OQ 
On considère un point P d’une ellipse de centre O. On lui associe un point M tel que la tangente en M à l’ellipse soit 
parallèle à la droite (OP). 


1. Montrer que l’aire du triangle OPM est constante et la calculer. 


12 12 
2. Montrer que Jon] + [06] est constante. 


Solution : 


x(f) = acost 
1. On rapporte le plan à un repère orthonormal dans lequel l’ellipse est paramétrée par : Fa avec 
y =bsint 
te [0,27] et 0 < b < a. La tangente à l’ellipse au point Mo de paramètre To € [0,27] admet comme équation 
cartésienne : bcosTox + asin Toy — ab = 0. On suppose que P est le point de paramètre ti € [0,27]. Un vecteur 
 S or : | ; —|-asint > 
tangent v à l’ellipse au point M de paramètre t € [0,27] est donné par : v ne Les coordonnées du vecteur 
acos fo 


OP sont : : ; 
bsin # 


Le vecteur v est colinéaire au vecteur OP si et seulement si : det [or,) = 0, c’est-à-dire 


si et seulement si : cos f cos fo + sin fsin # = 0, ce qui s'écrit encore : cos(t — to) = 0 et équivaut à t = to + : ou 


—asin asin to 


t = tÿ— %. Les coordonnées du point P sont donc : ons Peur 
0 eu 0 


. Dans le premier cas, l’aire du 


triangle OPM est : 


|det{OP,oM)] 1 |acosto —-asint ab 


—— |[=| — 


2) 2 |bsint  bcost 2 


Dans le second cas, l’aire est identique. Cette dernière est donc bien constante. 


2. En appliquant les résultats précédents : 


js 


Cette somme est bien constante. 





Exercice 7.9 OC 


On considère l’ellipse d’équation réduite 
x y 
— + J =] 
a  b? 


À un point M de l’ellipse différent des sommets, on fait correspondre le point M' symétrique par rapport à l’axe (Ox). 
On note P le point d’intersection de la droite (OM’) avec la normale à l’ellipse en M. Déterminer le lieu du point P 
lorsque M décrit l’ellipse. 


—asin ft —|bcost 


est tangent en M à l’ellipse et le vecteur n| . 
bcost asin f 


Solution : En paramétrant l’ellipse, M . 


t _ 
, le vecteur t 
in 


est donc normal. Une équation cartésienne de la droite (OM) est : 


bsintx+acosty=0 


Puisque le point P est sur la normale, P=M+X\n et puisque P € (OM), on trouve que À = — ; etenfn 


2a 
a +b 


On en déduit que le point P décrit l’ellipse homothétique (privée de ses sommets) de l’ellipse initiale avec un rapport 
a - b? 


d’homothétie de 





a? + b2° 
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Exercice 7.10 VO 
On considère une ellipse de foyers F et F' et un point M variable sur cette ellipse. On note Tu la tangente à l’ellipse 
au point M Montrer que d(E Tu) x d(F',Tm) est constante. 


Solution : Dans un bon repère orthonormé, l’équation cartésienne de l’ellipse est : 


2 2. 
nr 


è AU TE at 


de ee : ee 
avec a> b>0.SiM Hs , l’équation cartésienne de la tangente en M est : 
0 


Puisque F _. Pl où c? = a? — b?, on calcule 


|cxo/a? —1| Icxi/ a? +1] 
x 


Vxlat+yélbt  \/xèlat + yÈlbt 
lc2xi/at—1l 

_ xl a + y£/ b4 

_ Ixè/ a? — b?xèl af -1l 

xl a+ y£/ b4 

L b'xêla*+ y£ lb? 

_ xi/at+y£/bt 

= bp? 


d(E Tu) * d(F', Tu) = 


car c=a@&-b? 


car ni 1 





Exercice 7.11 VO 
On considère, dans le plan rapporté à un repère orthonormal, deux ellipses : 


2 2 
nn VE 
Pia Pare 
2 2 
D X  Y 
E nt 


1. On considère une droite D d’équation ux+ vy+ w = 0. Écrire une condition nécessaire et suffisante pour que D 
soit tangente à €”. 


2. On décide de paramétrer l’ellipse &. On considère alors deux points de & de paramètres P(6) et Q(a). Trouver 
une relation entre 0 et à pour que la droite (PQ) soit tangente à l’ellipse &. 


Solution : 


1. Si la droite 2 est tangente à l’ellipse, il existe un point Mo pe de l’ellipse tel que la droite 2 soit la droite 
0 


d’équation 
XXo Yo 
a ü ER : 


Les deux équations cartésiennes de droite sont proportionnelles : 


Donc on doit avoir 


et comme le point M, est sur l’ellipse, une condition nécessaire est que 


2 





au? + bv° = w 
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Réciproquement, si cette condition est vérifiée, il suffit de poser xo = —-a?u/w et yo = —b?v/w, de vérifier que ce 
point appartient à l’ellipse, et que la tangente à l’ellipse en ce point est la droite Z. 


. Paramétrons l’ellipse : 
x=2acos0 
y=2bsin6 


2acos0 2acosa 
2bsin6 %°%|2bsina 


Soit Mo deux points de l’ellipse &. La droite passant par ces deux points a pour équation 


cartésienne 
X—2acos8 2a(cosa-cos0)| _ 


Y-—2bsinO 2b(sina-sin0)| 


Mais en utilisant la trigonométrie, puisque 
cosa— cos = —-2sin((a+6)/2)sin((a-—6)/2) 


et que 
sina—sin6 = 2sin((x—6)/2) cos((a+68)/2) 


On trouve en développant ce déterminant 
bcos((a+6)/2)X+ asin((x+0)/2)Y — 2ab[cos((a +8)/2) cos + sin(a+6)/2) sin) =0 
La condition pour que cette droite soit tangente à la petite ellipse s’écrit alors 
db? cos?((a+ 6)/2) + a? b? sin?((x+ 6)/2) = 4a°b? cos? ((a— 6)/2) 


et après simplifications, on trouve que 
Icos((a6)/2)| = 1/2 


Donc a=6+2x/3+2kn ou alors a=60-2x/3+2kn. 





7.14  Hyperboles 


Exercice 7.12 Q 
: : . X2 y2 $ =. ur 
Soit Æ l’hyperbole d’équation ds — a = l avec a > 0, b > 0 dans un repère orthonormal Z(O, i , j ). Prouver l’équiv- 
alence des quatre propriétés suivantes : 


1. Les asymptotes de 7 sont perpendiculaires. 
2. a=b 

3. 3 a pour équation réduite : X2 — Y? — a? = 0. 
4. L’excentricité e est égale à V2. 


Lorsque € vérifie une de ces 4 propriétés, on dit qu’elle est équilatère. 


Solution : 

On sait que les asymptotes à et Ô’ de ont pour équations respectives dans Æ bx — ay = 0 et bx+ ay = 0. 
Leurs vecteurs normaux respectifs sont donc (b,-a) et (b, a). Elles sont perpendiculaires si et seulement si leurs 
vecteurs normaux sont orthogonaux, ce qui est équivalent, grâce au produit scalaire, à écrire que b? — a? = 0 ou 
encore, a et b étant positifs, à a= b. 


La condition a = b est clairement équivalente au fait que l’équation réduite de l’ellipse soit X? — Y? — a? = 0. 
Si a= b alors c = V a? + b? = V2a? = V2a cara>0ete= cla= V2. 


En) Réciproquement, si e = V2 alors c? = 24°. Comme a? + b? = c?, il s’ensuit que b? = 4° et comme a et b sont 
strictement positifs, on en déduit que a= b. 





Exercice 7.13: ©OQ 
Prouver qu’un ensemble .%7 du plan est une hyperbole équilatère si et seulement si il existe un repère (pas forcément 
orthonormal) (O, i, j ) dans lequel 7 a une équation de la forme XY = y où Ye R*. 
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Solution : 
Supposons que #° est une hyperbole. Alors dans un bon repère orthonormal, une équation de Æ est x? / a? — 
y2/b? =1 où a,b > 0. Cette équation s'écrit aussi 


FC :(bx- ay)(bx+ ay) = a? b?. 


On introduit le changement de repère : 
X =bx-ay 
Y =bx+ay 


Dans ce nouveau repère l'équation de # est. Æ° :XY = ÿ avec y = a?b?. 


Supposons que dans un repère par forcément orthonormal (o, Lu] ] une équation de Z7 soit XY = y. Montrons 


5 SK 


que # est une hyperbole. Introduisons les vecteurs : 4’ = TT de FI et v'= TT — il puis les vecteurs w = 
i j i j 


_ 


ü'/|u'| et v = v'/|v'|. Le repère (O, ü, v) est orthonormal. De plus, on a les formules de changement de 


repère : 
Xi — + r+ dr) 
D AE FA 
rl) 
AUTRE T1 


et dans le nouveau repère une équation de Æ est : 


+ _ 
(EL FLAN A en FA 


qui est de la forme x? / a? — y?/b? = 1 avec a= lr] ME et b= lr] li lvlr (On peut supposer Y > 0 


quitte à permuter a et b). Donc Z€ est bien une hyperbole. 





Exercice 7.14 OC _— : 
Un point M d’une hyperbole se projette en H et H’ sur les deux asymptotes. Montrer que le produit scalaire MH.MH' 
est constant. 
2. 


Solution : Dans le repère orthonormé adéquat, l’équation de l’hyperbole est Æ : ne 1 et les deux asymptotes 


2 2 
ad D 
ont pour équations y = blax et y =-blax ou encore : 


D: bx+ay=0 D: bx-ay=0 


le IN < : : : . ; 
et les vecteurs ñn1 À et n2 2 sont normaux à ces droites. Paramétrons un point M de la branche droite de l’hyperbole : 


ab 
————e 
a2 + b2 


acht Dr = ab |, . > 
M bshr' 1 écrivant que H = M+Am, on trouve que À = Trip puis que MH = — 


ë . De la même façon, 
— ab 


on trouve que MH! = -———e€e 
q a2 + b2 


b 
Se et on calcule finalement 


qui est bien indépendant de t. Par symétrie, on obtient le même résultat si M se trouve sur la branche gauche de 
l’hyperbole. 





Exercice 7.15 VO 
On considère une hyperbole € et un point M variable sur cette hyperbole. On note H le projeté orthogonal du foyer 
F sur la tangente en M. Montrer que le point H se trouve sur le cercle tangent à l’hyperbole aux deux sommets. 


Solution : Dans un repère orthonormé bien choisi, l'équation de l’hyperbole est 
D 2 


os 
OR 





292 


Xe : . 
En notant M 5: , l'équation cartésienne de la tangente en M est : 
0 


x%0 _ 0 _ 


Ê RE . 


M: 
2. 


_ est normal à la tangente donc H=F+ÀAn 


: C 
Les coordonnées du foyer sont F p AVEC ce 


Xo/ 
= a? + b?. Le vecteur n : 
— Yo 


2 
. : L CX0, ,: X0 Yo ; 
où À ER. Puisque H € Tu, on trouve que À = (1- iles + a) puis 
(1=cxo/a2)xo/ a? 
xèl a% + y£1 b4 
_ A cxo/ à?) yol b? 
xè la + y£l b4 


XH —cC 
VAUT 
et l’on calcule ensuite 


2 2 2 (= cxo/a2)? +2cxo/ a2(1- cxo/ a?) 
Xn + Ya = + 


xl a + y2/ b4 


2, (1-cxo/a)(1+ cxo/ a?) 


xèl a# + y5/b4 
I=erid 
+ —_——————— 
xèl a# + y5i b4 
1— x2/ a? — b?x2] a* 
= GC + > — car c? = 4° + b? 
IGR SE TENe 
b?(y$1b4+ x21 a*) 


D de DTA = 
Ba + EI car xj/& — yj/b°=1 
0 0 





Exercice 7.16 ©OQ 
On considère une hyperbole € de foyers F et F'. 


1. Rappeler la définition bifocale de Æ. 

2. Dans un repère orthonormal, on suppose l’hyperbole paramétrée par f :R— R?. Pour tout te R, on note 
M(f) le point de R? tel que OM(t) = ri (t). Calculer la dérivée de la fonction 0 :R-— R définie par O(t) = 
fc [eme] 

3. En déduire que si M est un point de l’hyperbole, la normale en M est la bissectrice extérieure des droites (FM) 
et (FM). 

4. Que dire de la tangente à 7 en M ? 

Indication 7.2 : On pourra s’aider de l’exercice 2.13 page 91. 


Solution : 
1. On sait que le point M est élément de l’hyperbole de grand axe a si et seulement si JE | — |FMG I = 24. 


2. Comme pour tout t ER, M(#) est distinct de F et F’, la fonction 8 est dérivable sur R. On utilise la formule de 
dérivation de la norme, on obtient, pour tout (ER : 


_ FMGIF/) | (FMI f' (D) 


g"(0) =(4@If'() 


El  fruoil 


FMG_ _ FMG 
OI LT) 
GI f'(D)=0. 


avec u (t) = . Comme |@| est constante, on sait aussi que 0 = 0 et il vient que 
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3. Soit teR et soit M le point de l’hyperbole de paramètre t. Le vecteur f' (?) dirige la tangente à l’ellipse en M. On 


sait d’après la question précédente que ü (t) est orthogonal à f' (f) et donc il dirige la normale en M à l’hyperbole. 
On sait d’après l’exercice 2.13 page 91 qu’il dirige aussi la bissectrice extérieure des droites (FM) et (FM). 


4. C’est la bissectrice intérieure des droites (FM) et (F'M). 





7.7.5  Coniques et coordonnées polaires 


Exercice 7.17 O 
Construire les coniques d’équation polaire : 


5 4 l 


LT 2. = —È — = —— 
2V2+cos0 +sin0 1+sin0 


= 3 
1+5 cos0 
Solution : 


1. On identifie avec la formule donnée dans le cours et on 
reconnaît une hyperbole d’excentricité e = 3/2, de foyer 
O, d’axe focale d’équation polaire 8 = 0 (l’axe des ab- 


scisses) et de directrice d’équation polaire r = > S s 
cos 


Cette droite est donc perpendiculaire à l’axe des ab- 
scisses et se trouve à une distance 10/3 de O. Les deux = 
sommets de l’hyperbole sont sur l’axe focal et sont don- Se ES De SE 
nés par 0 = 0 et 0 = x. On obtient r = 5/(1+3/2cos0) = 
2etr =5/(1+3/2cosx) = -10. Les coordonnées po- 
laires des deux sommets sont donc (2,0) et (10,0). Le 
centre de l’hyperbole est le milieu du segment formé 
par les sommets et il se trouve donc en le point de co- 
ordonnées polaire (6,0). 








. Ona 


2V2+cos0+sin0 = V2|2+ © c0s0+ cost) = 2V2[1 + = cos(0 — =) 





v2 
1+ 2cos(0-2) 
reconnaît une ellipse d’excentricité e = 1/2, de foyer O, 
2V2 

cos(6- 7) F 
Cette droite est à une distance 2V2 de O. L’axe focal 
est la droite perpendiculaire à la directrice et qui passe 
par le foyer. C’est donc la bissectrice principale. 


donc l’équation s’écrit aussi r = 


de directrice la droite d’équation polaire r = 


. L’équation s'écrit aussi r = 1/(1 + cos(8 — x/2)) et on 
reconnaît une conique d’excentricité e = 1, c’est-à-dire 
une parabole. Son foyer est en O, sa directrice admet 
comme équation polaire r = 1/cos(8-x/2). Cette droite 
est parallèle à l’axe des abscisses et passe par le point 
de coordonnées cartésiennes (0,1). L’axe focal est donc 
l’axe des ordonnées et le sommet de la parabole a pour 
coordonnées (0, 1/2). 
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7.7.6 Courbes du second degré 


Exercice 7.18 © 
On considère la courbe & d’équation : 
x?+4y+4x-8y+4=0 


Déterminer sa nature et préciser ses éléments géométriques. 


Solution : Le discriminant de la courbe vaut 4. La courbe est donc une ellipse ou est réduite à un point ou vide. On 
effectue un changement d’origine du repère défini par les formules 


x =X+a 
PUR 


pour éliminer les termes en x et y. On choisit à cette fin « et f avec 


2a+4 =0 
8-8 =0 


de. ne : =?) nn ; , 
c’est-à-dire à = —2 etf = 1. L'origine du nouveau repère est ol 1 et dans ce nouveau repère l’équation devient 
X2 
—+Y=1 

4 


On reconnaît l'équation d’une ellipse de centre Q et de demi axes a = 2 et b = 1. Dans les nouvelles coordonnées, les 


c —C Te TE ; 
foyers sont F o © F p VE C=V a? — b?. Les directrices D et D! admettent comme équation respectives : X = a? /c et 


X=-a?/c avec a2/c=4V3/3. Enfin l’excentricité de l’ellipse est e= cla= V3/2. 





TITI 
4 











Exercice 7.19 ©O 
On considère la courbe 7 d’équation : 


—9x? +16y7+18x—32y— 137 =0 


Déterminer la nature de 7 et préciser ses éléments géométriques : sommets, foyers, directrice, excentricité, asymp- 
totes. 


Solution : Procédant comme dans l’exercice précédent, on supprime les termes linéaires dans l’équation cartésienne 


=X+a AS k —18a+18 =0 
ce qui amène le système et donc a=f= 1. 
32B-32 =0 


de. grâce à un changement de variable : 
DCR 
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— : lee è ie 
L'origine du nouveau repère est donc al 1 et l’équation de 7 s’écrit : 


U = 
On effectue alors une rotation d’angle x/2 : 


La courbe € est donc une hyperbole de demi axes a = 3 et b = 4. Dans les coordonnées (u, v), les foyers de 7 sont F à 


—C : ; 5 : : 
etF p VE C= Va? + b? =5. Les directrices 2 et D' admettent comme équations respectives : X = a? /c etX =—a?/c 


b 


avec a? /c =9/5. Enfin l’excentricité de l’hyperbole est e = c/a = 513 et ses asymptotes sont & : y = 2x dj 


avec bla = 4/3. 


X 

















Exercice 7.20 © 
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


2x7+y/+V3xy-1=0 
Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : Le discriminant de cette courbe est À = 5/4 > 0. La courbe est une ellipse ou est réduite à un point ou vide. 
Il n’y a pas de terme linéaire à éliminer. Afin de faire disparaître le terme en xy, on effectue une rotation d’angle 6 et de 
x= cosOX — sinO0Y 


centre O : : . Le coefficient devant XY est 
y= sin6X + cosO0Y 


V3(cos? 6 - sin? 6) -2cos6sin0 V3 cos28 - sin 26 
2 [£ cos 26 — : sin20)] 


—2C0S (20 + =) 


qui s’annule par exemple pour 6 = -x/3. Pour cette valeur de 6, l’équation de la courbe devient 


x 
2 





La courbe est une ellipse de centre O, de demi axes a = V2 et b= (2/5), d’excentricité e = 25/5. Dans le nouveau 


10 2 
repère, l’équation des directrices est X = + se et les foyers ont pour coordonnées : Ê = V10, o] 








Exercice 7.21 O 


On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 
x2+6xy+ y +4V2x=0 
Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : Le discriminant de cette courbe est À = -8 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites 
x =X+a 

sécantes. On effectue le changement de variable Y+p afin de supprimer les termes linéaires, ce qui amène le 
VASE 

3a+fB=0 

a+3B+2V2=0 


repère de centre w v214 : 
P _-3V2/4 


système : qui admet comme solution : à = V2/4 et 6 = -3V2/4. L'équation s'écrit alors dans le 


X2+6XY+V?+1=0. 


X=cosOu-sin0v 
Afin de faire disparaître le terme en XY, on effectue une rotation d’angle 0 et de centre w : . Fe 
Y=sinOu+cos0v 
coefficient devant uv est 
6(cos?0 — sin? 6) = 6cos (28) 
qui s’annule par exemple pour 0 = x/4. Pour cette valeur de 6, l'équation de la courbe devient 


Du duo 


La courbe est une hyperbole de centre Q, de demi axes a = V2/2 et b= 1/2, d’excentricité e = V6/2. Dans le nouveau 


; : ; 3 ; 
repère, l’équation des directrices est X = + et les foyers ont pour coordonnées : Ê Eu o 
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Exercice 7.22 O 
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


x +2xy+ y +4V2(x- y) =0 


Déterminer sa nature (on effectuera une rotation de centre O et d’angle 3x/4), puis tracer cette courbe en précisant son 
centre et son excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant À = 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles 
ou l’ensemble vide. Par le changement de coordonnées suggéré, l’équation devient 


y 4x=0. 


: : } À : l 
La courbe est donc une parabole de sommet O, de directrice la droite d’équation est X = —-1 et de foyer F 0‘ 








Exercice 7.23 © 
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


x -A4ÿ =0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 
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Solution : On calcule le discriminant À = —-4 < 0. La courbe est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes. 


Remarquons que x? —4y? = (x—2y)(x+2y) et donc que la courbe est la réunion des deux droites sécantes en O x—2y = 0 
etx+2y=0. 





Exercice 7.24 M 
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


x+3x+4y+1=0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant À = 0. La courbe est une parabole, une droite, la réunion de deux droites parallèles 
ou l’ensemble vide. On réduit l'expression 


3 
L'origine du nouveau repère est Q| ;2 et dans ce nouveau repère l’équation devient 
16 


X2+4Y=0 


On effectue ensuite une rotation des axes d'angle —-? définie 


x = 
y =X. 


y-4x=0 


L’équation devient alors dans ce nouveau repère 


l 
0 


donc c’est une parabole de paramètre p = 2 et de centre Q. Son foyer est F 


et sa directrice admet comme équation 








Exercice 7.25 © 
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


2x? —3x+2y+4y-3=0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 
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Solution : On calcule le discriminant À = 4. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide. Par un 
changement d’origine du repère défini par les formules 


x =X+a 
Jap 


pour éliminer les termes en x et y, on choisit à et B avec 


4a— 3 
B+1 
3 
: 3 


c’est-à-dire à = © et B = —-1. L'origine du nouveau repère est Q <: 


7 et dans ce nouveau repère l’équation devient 


49 
XD 
16 











On reconnaît l’équation d’un cercle de centre Q et de rayon . 


Exercice 7.26 © 
On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 


X+xy+y -1=0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant À = 1? — E. > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide. 
L’équation ne présente pas de termes en x et y. On effectue une rotation des axes d’angle 6 définie par les formules de 
changement de repère 
x =cosEüX-sinOY 
L = sinOX + cosOY 


et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(28) = 0, c’est-à-dire 0 = x/4. L’équation devient alors dans ce nouveau 
repère 


XYZ 
= ——| 
2 

2 2 


c’est une ellipse d’excentricité e = _ et de centre ©. Dans le nouveau repère les directrices ont pour équation : 


2V3 
> ne) : . 
X = +V3 et les foyers ont pour coordonnées : |” Fi On trace sans peine cette ellipse. 





300 








Exercice 7.27 © 


On considère dans le repère canonique la courbe d’équation 
25x? — 14xy+25y° + 64x- 64y — 224 = 0 


Déterminer sa nature, puis tracer cette courbe en précisant le centre et l’excentricité. 


Solution : On calcule le discriminant À = 25? — 7? > 0. La courbe est une ellipse ou alors réduite à un point ou vide. 
Par un changement d’origine du repère défini par les formules 


x =X+a 
PART CP 


pour éliminer les termes en x et y, on choisit a et B avec 


25a—7B  —=-32 
_7a+25$ —=32 


1 et dans ce nouveau repère l’équation devient 


c’est-à-dire à = —1 et f = 1. L'origine du nouveau repère est al 


25x? — 14xy +25? = 288 


On effectue ensuite une rotation des axes d’angle 0 définie par les formules de changement de repère 


x =cos0X-sin0Y 
y =sin0X+cos0Y 


et pour annuler le terme en xy, on choisit cos(28) = 0, c’est-à-dire 0 = x/4. L’équation devient alors dans ce nouveau 
repère 
X2 y? 


C’est une ellipse d’excentricité e = V7/4 et de centre Q. On trace sans peine cette ellipse. 
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Exercice 7.28 Q 


On considère la courbe d’équation 


3x? +4xy—12x+16=0 


dans le repère canonique. Montrer (avec le moins de calculs possibles) que cette courbe est une hyperbole dont on 
précisera les demi-axes ainsi que le centre. 


Solution : Le discriminant vaut À = —4 < 0. Cette courbe est soit une hyperbole, soit la réunion de deux droites 
sécantes. Par un changement d’origine de repère défini par les formules 


x =X+a 
y =Y+f 


pour éliminer les termes linéaires, on choisit à et B vérifiant 


qu =6 


a = 0 


se s 0 s 
c’est-à-dire à = 0 et f = 3. Le centre du nouveau repère a pour coordonnées Q 3" Par un changement de repère or- 


thonormé (rotation des axes), on sait que l’on peut trouver un angle 0 tel que dans le nouveau repère, la courbe ait pour 
équation 


mais puisque 


A et C sont racines du trinôme T? —3T — 4= 0, c’est-à-dire {A,C} = {1,4}. Les deux équations possibles de la courbe 
sont donc 


: : . 0 
On reconnait une hyperbole de demi-axes | 4 | et [2] le centre est le point| Q 3| 
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ai 


F4 
: 
TITI] 


26: 5 4429. 22 4 











Exercice 7.29 ©OQ 
On considère un polynôme de degré 3 : 
P=X$+AX2+uX+6 


: ; X 2. : 
et la courbe formé des points M : d’équation 


€: P(y)=P(x 
Montrer que : 
a. SiA?-3u<0, € est une droite à préciser. 


b. Si\?-3p >0, € est la réunion d’une droite et d’une conique. On montrera que l’excentricité de cette conique 
est indépendante de P. 


Solution : L’équation de € s’écrit en factorisant par (y — x) : 
[y xlG + xy + y? + (x + y) + pi) = 0 


La courbe contient la droite d’équation y = x (première bissectrice). Intéressons-nous à la courbe du second degré. Par 
un changement de repère défini par les formules 


x =X+a 
L =Y+f 
on peut annuler les termes en x et y en choisissant à et f solutions du système 
2a+B =-À 
É +2B —=-À 
c’est-à-dire à = B = -À/3. Dans ce nouveau repère, l’équation devient 


X2-3 
K2 KV yet 


Si À? —3u < 0, cette courbe est vide. Sinon, on sait que par une rotation des axes, on peut trouver un nouveau repère 
dans lequel l’équation devient 


avec A=AB=1-1/4=3/4>0 et A+B =2. On reconnaît une ellipse. À et B sont racines du trinôme AT? -8T+3=0, 
c’est-à-dire {3/2,1/2}. L’équation réduite de l’ellipse s’écrit 


2 2 -3u 


3A 
; 2 =3u 


3B 
Pour avoir a > b, on prend A <B. Alors l’excentricité vaut e = cla= V1-—b?/a? = V1-A/B=|V2/3 | 


bp? 
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Nombres entiers naturels, ensembles finis, 
dénombrements 


L'administration pénitentiaire dispose, 

avec ses quinze mille forçats 

de trente mille paires de bras. 

Pierre MILLE, L’œuvre coloniale, 21 septembre 1923. 


Nos correspondants nous font remarquer que 
25 x 8 = 20000 et non pas 25000. 
Pourquoi pas ? 26 octobre 1928. 


Pour bien aborder ce chapitre 


La construction de l’ensemble N des entiers naturels a été formalisée pour la première fois au 19® siècle par le mathémati- 
cien italien Giuseppe Peano et le mathématicien allemand Richard Dedekind. Celle-ci s’avère assez aride et délicate aussi 
il n’est pas question de l’aborder ici. Nous nous contenterons d’admettre l’existence de N et de supposer qu’il vérifie les 
règles suivantes : 


D Nest non vide. 
> N'est totalement ordonné : pour tout x, ye N, on a x< y ou y< x. 


3 Toute partie non vide de N possède un plus petit élément : si A € N est non vide, alors il existe a € A tel que 
VXxEA, a<x. 


æ Toute partie non vide et majorée de N possède un plus grand élément. 
Ce sachant qu’une partie non vide ACN: 


— est majorée s’il existe MeNtelqueVxeA, x<M. 
— admet un plus grand élément si il existe 2e AtelqueVxeA, x2>a. 


Des propriétés de N découlent directement, comme nous le verrons, le principe de récurrence. Ces propriétés nous per- 
mettront aussi d'introduire la notion très intuitive de cardinal puis de faire quelques premiers pas dans les techniques de 
dénombrement. 

Le lecteur est invité à reprendre la section A.4 page 1131 de l’annexe A s’il n’est pas à l’aise avec les rudiments de théorie 
des ensembles et les notions d’applications injective, surjective et bijective. 

Comme indiqué dans le programme officiel, la connaissance des démonstrations des sections 8.1 et 8.2 n’est pas exigible 
des étudiants. 


8.1 Ensemble des entiers naturels - Récurrence 


8.1.1 Ensemble des entiers naturels 


Les propriétés suivantes sont conséquences de celles ci dessus : 


PROPOSITION 8.1 Construction des entiers naturels 


1. N possède un plus petit élément, noté 0. 
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2. N\{0} possède un plus petit élément, noté 1. 


On peut ainsi nommer les entiers successifs : 
1. Pour tout 7 EN, la partie {pe N | p > n} possède un plus petit élément, appelé successeur de n et noté n+1. 


2. Pour tout 7 EN, la partie {pEN | p < n} possède un plus grand élément, appelé prédécesseur de n et noté n—1. 





Démonstration La proposition est une conséquence directe des règles 1 et 3 précédentes. 


8.1.2 Principe de récurrence 


Il est de règle en Danemark que ce soit un Frédéric qui succède à un Christian, 
et un Christian qui succède à un Frédéric, 

quels que soient les prénoms de ses prédécesseurs. 

La Petite République, 13 juin 1907. 


THÉORÈME 8.2 OQ0 Principe de récurrence 
Soit P, un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier ñ tel que : 


Qu) Pr est vrai. 
Cu) Vnzno, Pn — Pau 


alors P, est vrai pour tout 7 > no. 





Démonstration Soit F = {keN| k> no et Px est fausse}. Prouver le théorème revient à montrer que F est un ensemble vide. 
Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors Æ possède un plus petit élément ko EN. On a nécessairement ko > no et Py, est fausse. 
De plus ko -1 > no et Py,-1 est vraie. Mais d’après l'hypothèse 2, Px, doit aussi être vraie ce qui est une contradiction. Par 
conséquent = S et le principe de récurrence est prouvé. 


Remarque 8.1 On peut comprendre ce théorème en se représentant les prédicats P;, comme des dominos. 

— Montrer que le prédicat PQ est vrai revient à faire tomber le premier domino. 

— Affirmer que, pour tout ñ , le prédicat P, entraine le prédicat P,}1 revient à supposer que si un domino tombe alors il 
entraine dans sa chute le suivant. 

Si ces deux conditions sont réunies, on fait chuter tous les dominos.. 


Pour rédiger une récurrence on pourra utiliser le plan suivant. 
: | Pour rédiger une récurrence 
On veut prouver que pour tout n e N une propriété donnée P, est vraie. 
On montre que Po est vraie. 
SoitneN. 


On suppose que P, est vraie. C’est l’hypothèse de récurrence. On montre que P+1 est vraie. 


D'après le principe de récurrence, la propriété P, est vraie pour tout ne N. 





Exemple 8.1 
, n(n+1l) 
Montrer par récurrence que : VneN, 0+1+2+3+...+n=— DE cn. 
O(0+1 
d L'égalité est vraie au rang 0 : 0 = — 


2 SoitneN. 
n(n+1) 


3 On suppose que 0+1+2+3+...+n= - 


1 2 
(a+ — 6 


Montrons que 0+1+2+3+...+n+(n+1)= n à : 


n(n+]1) 


0+1+2+3+...+n+(n+1) +(n+1) d’après l'hypothèse de récurrence 


(n+l)(n+2) 
2 


ce qu’il fallait démontrer. 


ee n(n+1 5 u te : 
4 L'égalité 0+1+2+...+n=— —— est vraie pour tout n € N d’après le théorème de récurrence. 
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Il existe des variantes importantes du théorème de récurrence. Citons en deux : 


THÉORÈME 8.3 © Récurrence double 
Soit P, un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier #9 tel que : 


Qu) Pro €t Pno+1 SOnt vrais. 
Ce) Van [Pr et Pnul = Pniz 


alors P, est vrai pour tout 7 > no. 


THÉORÈME 8.4 © Récurrence forte 
Soit P, un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier 9 tel que : 


Qu) Po est vrai. 
Ce) Vn20, (PoPr.Pnl = Pna 


alors P, est vrai pour tout n > 0. 





Exemple 8.2 Les exercices 8.6 et 8.7 page 319 utilisent le principe de récurrence double. La démonstration du théorème 
20.15 page 756 se fait par une récurrence forte. 


8.1.3 Suite définie par récurrence 


Rappels : 


— Soit E un ensemble. On appelle suite de E une application de N (ou d’une partie de N) dans E. 
— L'image de l’entier n est notée uh. 
— La suite est notée (un). 


DÉFINITION 8.1 © Suite définie par récurrence 
Une suite peut être construite de la façon suivante : 


1. On fixe une condition initiale wo. 


2. On se donne une relation, dite de récurrence, permettant de déterminer chaque terme de la suite en fonction du 
précédent : Un+1 = f (Un). 


Le principe de récurrence permet d’affirmer l’existence et l’unicité d’une suite satisfaisant à ces deux conditions. 





On va voir différents exemples de suites définies par récurrence dans les deux prochains paragraphes. 


8.1.4 Notations > etI|[ 


DÉFINITION 8.2 © Notation > 
n 


Soit (un) une suite à valeurs dans un ensemble muni d’une loi additive. On définit S; = d. ux par la relation de 
k=0 
récurrence suivante : 


So = Uo 
VREN,Sy+1 = Sn + Un+1 





Exemple 8.3 


n n 
D k=0+1+2+...+n D k?=07+17+27+...+n? 
k=0 k=0 


DÉFINITION 8.3 © Notation II 
n 


Soit (A) une suite à valeurs dans un ensemble muni d’une loi multiplicative. On définit S, = El ux par la relation de 
k=0 
récurrence suivante : 


Po — U0 
VnEN,Py+1 = Pn X Un+1 





306 


Exemple 8.4 Soit a est un réel : 


DÉFINITION 8.4 © Factorielle 
On définit par récurrence la suite (n!) à valeurs dans N par : 


0!=1 
VneN,(n+l)!=n!x(n+1) 


Pour un entier ñn, le nombre n! s’appelle la factorielle de n et se lit « n factorielle ». 


PROPOSITION 8.5 © Écriture développée de n! 


Pour tout ne N* : 
n=1x2x3x...x(n-l)xn. 





Exemple 8.5 
— 0!=1 — 21=2 — 4!= 24 — 6!= 720 
— l!=1 — 3!=6 — 5!= 120 — 7!= 5040 


8.1.5 Suites arithmétiques et géométriques 
DÉFINITION 8.5 © Suite arithmétique 


On appelle suite arithmétique de raison r € € la suite donnée par la relation de récurrence : 


Up E € 
VnEN, Unri=Unt+r 


PROPOSITION 8.6 COQ Terme général d’une suite arithmétique et somme arithmétique 


VneN c 





Démonstration On prouve la première relation par une simple récurrence. La seconde a été prouvée dans l’exemple 8.1 page 
305. 
PLAN 8.2 : | Pour montrer qu’une suite (u,) est arithmétique 


Pour tout ne N, on montre que la différence Un+1 — Un est constante. 


DÉFINITION 8.6 © Suite géométrique 
On appelle suite géométrique de raison q € € la suite donnée par la relation de récurrence : 


Uo E € 
VnEN, Un+1 = Un 


PROPOSITION 8.7 COQ Terme général d’une suite géométrique et somme géométrique 


(n +1) wo sig=1 
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Démonstration On prouve la première relation par une simple récurrence. Pour la seconde on peut faire ainsi. Soit qe C\{1}. On 
calcule 


G-gfi+q+g+..+q")=(i+q+g+.+g")-(g+ a+ +.+gntt)= 1 gt 
et il s’ensuit que1+q+q?+...+q"=(1-q"*1)/(1-q). Donc 
1 qg"+1 


Lo + Uy + Up +... + Un = UO + U0Q + UoQ° + .….+Uoq" = uo([1+q +4? +...+q") = uo : 
—4 


Si q = 1, la formule est évidente. 


PLAN 8.3 : | Pour montrer qu’une suite (4) est géométrique 





Pour tout ne N, on montre que le quotient un+1/u, est constante. 


Remarque 8.2 On appelle suite arithmético-géométrique une suite vérifiant une relation de récurrence de la forme 
Un+1 = Kkun+r. Lorsque k = 1, on a une suite arithmétique et lorsque r = 0, on a une suite géométrique de raison k. Dans 
le cas général, la méthode la plus rapide pour exprimer w, en fonction de n et up consiste à déterminer une suite constante 
(a) vérifiant la relation de récurrence : à = ka+ r. La suite (v}) = (un — à) vérifie vn+1 = Kkv, (suite géométrique) et donc 
Va = k” vo. On en déduit que u, = à + (uo — x) k” où a = r/(1—X). 


8.2 Ensembles finis 


Cette section aborde les problèmes de dénombrement. Pour être en mesure de la comprendre, il faut être à l’aise avec les 
notions d’application, d’injection, de surjection et de bijection. Il faut aussi posséder quelques rudiments en théorie des 
ensembles. On pourra consulter à cette fin les sections A.2 page 1129 et A.4 page 1131 de l’annexe A. 


8.2.1 Définitions 


S Notation 8.6 Soit (m, n) € N° tels que m < n. On convient de noter [m, n] l’ensemble des entiers compris entre m et 
n : 
Im,nl={keN|m<k<n} 


LEMME 8.8 Un premier lemme technique 





Soit (m, n) e 2. Si il existe une bijection de [1,m] dans [1, n] alors m=n 


Démonstration La démonstration de ce lemme est difficile aussi on l’admettra. On pourra consulter l'exercice 8.13 page 322 qui 
lui est consacré. 


PROPOSITION 8.9 © Ensemble fini,Cardinal 
Soit E un ensemble. On dit que E est un ensemble fini si : 


Soit E=S 
Soit il existe ne Net une bijection entre E et [1,7] 


Si un tel entier ñ existe, 1l est alors le seul à vérifier cette propriété. On l’appelle cardinal de E et on le note Card (E) ou 
|[E| ou encore {E. 

Si E est vide, on dit que son cardinal est nul : Card (E) = 0. 

Si un ensemble n’est pas fini alors on dit qu'il est infini. 





Démonstration Supposons que E Z S et supposons qu’il existe deux entiers n et m et deux applications bijectives @:E — [1,7] 
etw:E— [1,m] alors pow! est une bijection de [1,m] dans [1,1] et d’après le lemme précédent, on a n = m. 


Remarque 8.3 Il ne faut pas être décontenancé par le côté abstrait de cette définition. Quand on dénombre un ensemble 
d’objets, on ne fait rien d’autre que de construire une bijection entre cet ensemble et l’intervalle d’entiers [1, n1]. 


DÉFINITION 8.7 © Ensembles équipotents 


Deux ensembles finis sont dits équipotents si ils ont même cardinal. 





8.2.2 Propriétés des cardinaux 
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LEMME 8.10 Un second lemme technique 


Soit E un ensemble fini de cardinal n £ 0 et soit ae E. L'ensemble E’ = E \ {a} est fini de cardinal n— 1. 





Démonstration Comme E est de cardinal n > 0, il existe une bijection @ :E — [1, n]. Il y a deux possibilités : 

+ Sip(a)=n alors WE’ est définie sur E' et à valeurs dans [1, n — 1] et est bijective. 

+ Sip(a)=p< n alors en considérant l'application w : [1, n] — [1, n] qui échange p et n et laisse invariant les autres éléments de 
[1, n], y est bijective et il en est de même de wow:E— [1,n1]. De plus, yow(a) = n et on est ramené au cas précédent. 


THÉORÈME 8.11 Partie d’un ensemble finie 
Si E est un ensemble fini et F une partie de E alors : 


— Fest un ensemble fini et Card(F) < Card (E). 
— | Card(F) = Card(E) = F=E 





Démonstration  Démontrons la première propriété par récurrence sur le cardinal de E. 
+ SiCard(E) = 0 alors E est vide et il en est de même de F. La propriété est donc démontrée au rang 0. 
+ SoitneN. Supposons la propriété vraie pour un ensemble de cardinal n et montrons là pour un ensemble E de cardinal n +1. 

e SiF=E alors F est fini et Card(F) = Card(E) 

+ Sinon, il existe un élément a de E qui n’est pas élément de F. Posons : E' = E\{a}. E' est non vide, F est inclus dans E’ et 
par application du lemme précédent, E! est de cardinal Card (E) -1=n+1-1 = n. On peut alors appliquer à E' l’hypothèse 
de réccurence : F est un sous ensemble fini de E', donc de E et Card (F) < Card(E') = Card (E) — 1 < Card(E). La propriété est 
alors prouvée par application du théorème de récurrence. 

Démontrons maintenant la seconde propriété. On sait déjà que si F = E alors Card (F) = Card(E). I s’agit de prouver la réciproque. 
Par l’absurde, nous supposons que Card (F) = Card(E) mais que F Z E. Il existe alors ae E tel que FE! =E\{a}. Mais, d’après le 
lemme précédent, Card (E') = Card (E) — 1 et d’après la propriété que nous venons de prouver, Card (F) < Card(E”) = Card (E) — 1 < 
Card (E) ce qui contredit notre hypothèse de départ. Par conséquent E =F. 


COROLLAIRE 8.12 
Toute partie d’un ensemble fini est finie. 


PROPOSITION 8.13 Caractérisation des parties finies de N 
Une partie de N est finie si et seulement si elle est majorée. 

Démonstration 

Soit À une partie finie de E. Nous allons effectuer une démonstration par récurrence sur le cardinal n de À pour prouver qu’elle 
est majorée. 
+ Sin=0 alors A est vide et donc majorée par n'importe quel entier. 
° Fixons neN et supposons la propriété vraie pour un ensemble de À de cardinal n. 
+ Soient À un ensemble de cardinal n+1 et ae À. Alors A\ {a} est un sous-ensemble de cardinal n de N. Il est, par application 

de l’hypothèse de récurrence, majoré. Soit b un majorant de A\ {a}. Alors max (a, b) est un majorant de A et A est majoré. 

- La propriété est alors prouvée par application du théorème de récurrence. 

Soit À une partie de N majorée. Soit n un majorant de A. Alors AC [0, nñ] et par conséquent, À est finie de cardinal inférieur 
ou égal à n. 


LEMME 8.14 Un troisième et dernier lemme technique 


1. Soit neN. Si f est une bijection strictement croissante de [0, n] dans N alors : Vpe[0,n], f(p)>p. 


2. Si f est une application strictement croissante de N dans N alors : VneN, f(n>zn. 





Démonstration Nous allons effectuer une récurrence sur n. 

+ Sin=0 la propriété est trivialement vérifiée. 

+ SoitneN. 

+ Supposons la propriété vraie au rang n et prouvons là au rang n +1. f est donc une bijection strictement croissante de [0,n +1] 
dans N. Par conséquent, fijo,nj est une bijection strictement croissante de [0,n] dans N et appliquant l’hypothèse de récur- 
rence :Vp € [0,n], f(p) > p. En particulier, f (n) > n. Mais comme f est strictement croissante : f(n+1) > f (n) > n donc 
fn+D>zn+1. 

+ La propriété est donc prouvée par application du principe de récurrence. 

La seconde partie du lemme est une application de la première à fjo,nj 


PROPOSITION 8.15 


Si P est une partie finie non vide de N de cardinal ñ alors 1l existe une et une seule bijection strictement croissante de 
l'intervalle [1,7] dans P. 





Démonstration 
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— Prouvons par récurrence sur n l’existence de cette bijection. Si n = 1 alors P contient un unique élément qu’on note a. L’appli- 
cation définie sur le singleton {1} dans le singleton P = {a} qui à 1 associe a est une bijection strictement croissante de [1,1] 
dans P. Soit n e N*. Supposons que pour un ensemble P de cardinal n il existe une bijection strictement croissante de [1,n] dans 
P. Soit P un ensemble de cardinal n+ 1. Comme P est une partie finie de N, d’après la proposition 8.13, P admet un plus grand 
élément a. Alors P' = P \{a} est un ensemble de cardinal n et d’après l'hypothèse de récurrence, il existe une bijection stricte- 
ment croissante ® : [1, n] — P'. On prolonge 4 à P en posant @(n+ 1) = a. Alors @ ainsi prolongée est une bijection strictement 
croissante de [1,n+1] dans P car a est le plus grand élément de P. La propriété est alors prouvée par application du principe de 
récurrence. 

— Prouvons maintenant l’unicité de cette bijection. Supposons que 1 et 2 sont deux bijections strictement croissantes de [1, n] 
dans P. Alors @ = p>! op, est une bijection strictement croissante de [1,n] dans lui-même. D’après le lemme précédent, 


il s'ensuit que Vpe[1,n], |w(p)>p| Mais @"l = p;! o(p2 est aussi une bijection strictement croissante de [1,n] dans lui- 


même et on aussi que Vpe{[1,n], 1 (p) > p, ce qui s'écrit encore, @ étant strictement croissante :Vpe[1,n], |p>(p)|. 


En conclusion, Vpe[1,n], (p)= p et donc @=idy1,nj. On a prouvé alors prouvé que @1 = #2. 


8.2.3 Applications entre ensembles finis 


PROPOSITION 8.16 Caractérisation des applications injectives entre ensembles finis 
Soient E et F deux ensembles finis et f :E — F. On a: 


1. Card{f (E)) < Card(E) 
2. f est injective si et seulement si Card ( Ÿ (E)) = Card (E) 





Démonstration 


1. Pour tout y € f (E), on choisit un élément x, € E tel que f (xy) = y. SoitF={x,eEl ye f (E)}. fir est une bijection de F sur 
fŒ) = f Æ). Par conséquent Card (f (E)) = CardF < CardE. 


2; Si f est injective alors f réalise une bijection de E sur f (E) et donc : Card f (E)) = Card (E). 


Réciproquement, si Card (f (E)) = Card (E) alors, avec les notations de la preuve précédente, Card(F) = Card(f (E)) = 
Card (E) et donc tout élément de f (E) possède un et un seule antécédent. f est donc injective. 


THÉORÈME 8.17 Bijections et ensembles finis 
Soient E et F deux ensembles finis de même cardinal et f : E — F. On a équivalence entre : 


1. f est injective. 
2. f est surjective. 


3. f est bijective. 





Démonstration On a les équivalences : f est injective — Card{f (E)) = Card(E) Card (f (E)) = CardF > f est surjective. 
D'où l’équivalence des trois propositions. 


PROPOSITION 8.18 Principe des tiroirs 


Soient E et F deux ensembles finis non vides avec CardE > CardF et f:E—F. 
On a: f n’est pas injective. Autrement dit, il existe deux éléments distincts ÿ et j de E pour lesquels f(i) = f(j). 





Démonstration Par récurrence sur le cardinal de E. Si CardE = 2, alors CardF = 1 et la proposition est claire. 

Si CardE = n+1, alors on ne s’intéresse qu'aux F de cardinal < n. Si CardF < n, alors on applique la propriété de récurrence à la 
restriction de f à une partie de E à n éléments. 

Si CardE = n, on considère la restriction f de f à une partie E\ {io} de E à n éléments. Supposons qu’elle soit injective (sinon c’est 
gagné), d’après la proposition 8.17, elle est surjective. Donc f (io) admet un antécédent i1 par f, et par suite f (io) = f(i1) et f n’est 
pas injective. 


Remarque 8.4 Cette proposition de bon sens dit que si on range des chaussettes dans une commode, on est assuré 
d’avoir au moins un tiroir qui comporte au moins deux chaussettes. Elle permet de résoudre un grand nombre d’exercices. 


8.3 Opérations sur les ensembles finis 


PROPOSITION 8.19 © Cardinal d’une réunion disjointe 
Soient À et B deux ensembles finis disjoints. Alors AUB est fini et : 


Card (AU B) = Card (A) + Card (B) 
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Démonstration  Posons n = Card (A) et m = Card(B). Soit p:A— [1,n] et w1:B— [1,m] deux bijections. Posons 


[JB — [n+ln+ml] 
LS X — wy(x+n 
L'application w est encore bijective. Considérons enfin l’application : 
AUB — f[l,m+nl] 


8: (x) sixe A 
E À —— 
wy(x sixeB 


6 est clairement bien définie car ANB = S et est une bijection de AUB sur [1,m+ n] ce qui prouve que Card(ANnB) = m+n = 
Card (A) + Card (B). 


COROLLAIRE 8.20 © Cardinal du complémentaire 
Soit À une partie d’un ensemble fini E alors 


Card (A°) = Card (E) — Card (A) 


où A° désigne le complémentaire de A dans E. 





Démonstration Il suffit d’appliquer la proposition précédente à À et B= A°. 
COROLLAIRE 8.21 © Cardinal d’une réunion finie disjointe 
Plus généralement, si A1,...,A, sont n parties d’un ensemble fini E deux à deux disjointes (c’est à dire telles que, pour 


tout i,j E[1,n], ANA; = si i À j), alors: 


Card (Ai U---UA;) = Card(A;)+:.:+Card(A;) |. 





Démonstration La preuve est laissée en exercice au lecteur. Elle s’effectue par récurrence et la proposition précédente permet 
d’initialiser cette récurrence. 


COROLLAIRE 8.22 © Lemme des bergers 
Plus généralement, si A1,...,A, sont n parties d’un ensemble fini E qui forment une partition de E (voir ?? p.??). On 
suppose de plus que tous les (A;)1<;<, ont le même cardinal à savoir p. Dans ces conditions : 


Card(E) = n x p |. 


COROLLAIRE 8.23 © Cardinal d’une union 
Si À et B sont deux parties d’un ensemble fini E alors AUB est fini et : 


Card (AU B) = Card (A) + Card (B) - Card(AnB) |. 





Démonstration 
On peut partitionner AUB de la façon suivante : 


AUB = (A\(ANB))U(ANB)U(B\(ANB)). 


On applique alors la proposition précédente. 


PROPOSITION 8.24 © Cardinal d’un produit cartésien 
Soient E et F deux ensembles finis. Alors E x F est fini et 


Card(E x F) = Card(E) x Card(F) |. 





311 


Démonstration 


{xx} x B Supposons que A = {x1,...,xn} où n est le cardinal de A. On a: 


n 
AxB={(a,b)|laeA et beB}={|J({x}*xB) (%. 
k=1 


{x}xB — 8B 

Gn — y 
bijective donc Card ({x£} x B) = Card (B). De plus les ensembles 
de la réunion (x) sont deux à deux disjoints. D’après la proposi- 
tion précédente, on a : 


Pour tout i e [1,n1] l’application 8; : est 


Card(AxB) =  Card({xi} x B)+...+Card({xh} x B) 
=  Card(B)+...+(Card(B) 
a, ne” 





n fois 
= _n.Card(B) = Card (A) Card (B) 


COROLLAIRE 8.25 Cardinal d’un produit fini 
Soient E un ensemble fini et soit n € N*. Alors E” est fini et : 


Card (E”) = (Card(E))” 





Démonstration Par une récurrence facile. 


8.4 Dénombrement 
8.4.1 Nombre de p-listes d’un ensemble fini 


DÉFINITION 8.8 © p-liste 


Soient À un ensemble et p € N. On appelle p-liste d'éléments de A tout p-uplet d'éléments de A c’est à dire tout élément 
de AP. 





Exemple 8.7 

— (1,4,7,2,7) est une 5-liste de N. 

— (x, e,i,—1) est une 4-liste de C. 

— (i,e,n, —1) est une 4-liste de € différente de la précédente. 


PROPOSITION 8.26 © Nombre de p-listes d’un ensemble fini 


Soient À un ensemble fini de cardinal n et p e N. Le nombre de p-listes d’éléments de A est Ë 





Démonstration On a : Card(EP) = (Card(E))? = n?. 


Exemple 8.8 

— Le nombre de codes de 4 lettres est 264. 

— Le nombre de façons de réaliser un collier de 30 perles avec 3 couleurs de perles est 330 
— Le nombre de bouquets de 10 fleurs quand on choisit ces fleurs parmi 5 espèces est 51°. 


8.4.2 Nombre d’applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini 
® Notation 8.9 SiE et F sont des ensembles, l’ensemble des applications de E dans F est noté Z (E, F) ou FE. 


PROPOSITION 8.27 © Nombre d’application entre deux ensembles finis 
Si E et F sont des ensembles sont des ensembles finis de cardinaux respectifs p et n alors : 


Card(F (E,F)) = Card(F)4® 2 np 
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FË — FP 

u —  (u(x),...,u(Xn)) 
6 associe à toute fonction de E dans F la p-liste des images des éléments de E. 6 est injective et surjective, donc bijective. On en 
déduit que Card (F)C#4®) = hp 


Démonstration Supposons que E = {x1,...,xn} où n = Card(E). Posons : 6: . L'application 


8.4.3 Arrangement 


DÉFINITION 8.9 © Arrangement 


Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p € N*. On appelle p-arrangement de E une injection de [1, p] dans E. On 
note A} le nombre de p-arrangements de E 





Remarque 8.5 

— Al =n. 

_ Sip>n,A;=0. 

— Si p=0, l’unique application de l’ensemble vide dans E est injective et donc on écrira A0 = 1. 


Remarque 8.6 Se donner un p-arrangement revient à se donner une | p-liste de E sans répétition |. 


En effet, d’après la définition, un p-arrangement de E est une injection w de |1, p] dans E. Cette injection est entièrement 
caractérisée par la p-liste de ses images : (p(1),...,æ(p)). Il n’y a pas de répétition dans cette p-liste car 4 est injective. 


PROPOSITION 8.28 © Nombre de p-arrangements d’un ensemble fini 
Soient E un ensemble fini de cardinal n et p tels que 0 < p< ñn. Le nombre de p-arrangements de E est : 





Démonstration Notons .S l’ensemble des p-arrangements de E. Comme .f est un sous ensemble de Z (E,F) et que ce dernier 
est de cardinal fini, il en est de même de SZ. 
Afin de calculer le cardinal de .Ÿ, nous allons effectuer un raisonnement par récurrence sur p. 


1. Sip=0, on a déjà vu que A0 = 1. La formule est donc vraie pour p = 0. 


2. Sip=1, [1,p] = {1} est un singleton et une injection de {1} dans E est déterminée par l’image de 1 par cette injection. 
: , n! 
Comme E compte n éléments, il y a n images possibles pour 1 et cardinal de .S est n = PESTE 
n- 1)! 


3. Soitp<nenN. 


4. Supposons la relation vraie au rang p, c’est notre hypothèse de récurrence, et vérifions là au rang p+1< n. Une injection 
@ de [1,p+1] dans E est déterminée par sa restriction à [1,p] : @in,p et par l’image de p +1 dans E. Par application 
de l’hypothèse de récurrence, il y a Aÿ possibilités pour le choix de @1f1,9q et du coup n- p possibilités pour le choix de 


l’image de p +1 par @ dans E. Au total, cela fait (np) x x possibilités, soit AP*1 possibilités et Card.F = AP. 


5. Par application du théorème de récurrence, la formule est démontrée. 





Exemple 8.10 

— Le nombre de tiercés possibles quand 15 chevaux sont en course est A15°. 

— Le nombre de mots de 4 lettres sans lettre répétée est A5. 

— Le nombre de classements possibles dans une course automobile comptant 20 voitures est 20!. 


8.4.4 Combinaison 


DÉFINITION 8.10 © Combinaison 
Soit E un ensemble fini de cardinal n. Soit p € N*. On appelle p-combinaison de E un sous ensemble de cardinal p de 


E. On note C} ou h le nombre de p-combinaisons de E 
p 
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Exemple 8.11 

— {1,4,7,2,7} est une 5-combinaison de N. 

— {x,e,i,-1} est une 4-combinaison de C. 

— {i,e,n,-1} représente la même 4-combinaison que la précédente. 


Remarque 8.7 


n : : n 
He 1 car l’ensemble vide est l’unique sous ensemble + | =n. 
n 


de E ayant 0 élément. ñn 
n ee Sip>n, = 0. 
e 1 = hf. P 


PROPOSITION 8.30 © Nombre de p-combinaison d’un ensemble fini 
Soient E un ensemble fini de cardinal n et p< n. Le nombre de p-combinaisons de E est 





Démonstration Se donner un p-arrangement revient à se donner une p-combinaison puis à ordonner les éléments de cette 
p-combinaison, c’est à dire à choisir une bijection de cette p-combinaison dans elle même. Le nombre de bijections d’une p- 
combinaison de E dans elle même est p!. On a donc : 


Nombre de p-arrangements de E = (Nombre de p-combinaisons dans E) x p! 


Soit AP = re x p!. Ce qui prouve la propriété. 
En résumé : 


Vn,peN ue pl(n- p)! 


LÀ méditer | 


Exemple 8.12 
— Le nombre de tirages possibles au loto est RAS 


— Le nombre de mains (c’est à dire de 5-uplet de cartes) au poker est (CE): 


PROPOSITION 8.31 © Relation de Pascal 
Pour tout ne Net pe [0, n] : 


È À + 


2 Formule de factorisation { 


3 Relation de Pascal : 





Cette dernière égalité ainsi que la remarque 8.7 permettent de construire le triangle de Pascal : 


COROLLAIRE 8.32 © Triangle de Pascal 
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5 6 
0 0 
0 O0 
0 O0 
0 O0 
0 O0 
IN; 
6 I 


PROPOSITION 8.33 © Nombre de partie d’un ensemble fini 
Soit E un ensemble de cardinal n. L'ensemble Z (E) des parties de E a pour cardinal 2” et donc : 





Démonstration On fait une démonstration par récurrence sur le cardinal n de E : 


1. sin=0 alors Card (E) = 0 et E= @. E ne contient donc que la partie vide et Card (E) = 2° = 1. La propriété est donc vraie au 
rang 0. 


2. SoitnenN. 


[es] 


. Supposons la propriété vraie pour un ensemble de cardinal n. C’est notre hypothèse de récurrence. Prouvons que la propriété 
est vraie pour un ensemble de cardinal n +1. Soient E un ensemble de cardinal n+1 etaeE. Posons E/ = E\{a}. E! est de 
cardinal n. Il y a deux types de parties dans E : 


— Celles qui contiennent a. Ce sont exactement les parties de E’ auxquelles on adjoint a. Par application de l'hypothèse de 
récurrence, il y a 2" parties dans E! et donc 2° parties de E qui contiennent a. 

— Celles qui ne contiennent pas a. Ce sont exactement les parties de E’. Toujours par application de l'hypothèse de récur- 
rence, on compte 2" parties dans E!. 


Au total, E est donc constitué de 2" +2" = 2n+1 parties. La propriété est donc démontrée pour un ensemble de cardinal ñn+1. 


4. Par application du théorème de récurrence, la propriété est démontrée pour tout ensemble de cardinal n eN. 


THÉORÈME 8.34 OO Formule du binôme de Newton 


V(abeC?, VnenN, 





Démonstration Soient (a, b) € C2. Effectuons une récurrence sur n. 
1 sin=0 l'égalité est trivialement vérifiée. 
2 SoitnenNl. 


3 Supposons l'égalité vérifiée au rang n, c’est notre hypothèse de récurrence : 


(a+ b)" = S (jeu 
: k 
k=0 
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et prouvons la au rang n+1. On a: 


(a+b'1 = (a+b)(a+b)" 


n 
(a+ b) | >» HS pk | par application de l’hypothèse de récurrence 
k=0 


aber (rarte Pleure sf jose (he) 
jen Penrr laure jeff) 
(je £ (jeu de (jér __ |," je ” [jee] 
ap (eee 05e (er 


n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 
pti ab" + ap l+ + a" b+ a+ 
0 1 2 n n+1 


La dernière ligne étant conséquence de la formule de Pascal. Ceci prouve que la formule est vraie au rang n +1. 


4 La formule est démontrée par application du théorème de récurrence. 


Remarque 8.8 On peut aussi écrire : 


n 
V(ab)eC?, VnenN, arbre Ÿ[rjartis 
k=0 


DÉFINITION 8.11 © Coefficients binomiaux 
Les nombres () sont aussi, en raison de cette dernière égalité, appelés coefficients binomiaux. 


Isaac Newton, né le 25 décembre 1642, mort le 19 mars 1727 


Mathématicien Anglais. L’enfance d’Isaac Newton n’est pas particulièrement 
heureuse. Il perd son père à trois mois. Sa mère se re-marie quand il a trois ans 
et il est alors élevé par sa grand mère. À seize ans, sa mère lui enjoint de quitter 
l’école afin qu’il devienne fermier. Elle se rend vite compte qu’il est plus doué pour 
les mathématiques que pour l’agriculture aussi l’autorise-t-elle à retourner mener 
ses études. 

À dix-huit ans, il entre au Trinity College de Cambridge où il est remarqué par 
le mathématicien Isaac Barrow. Pendant sept ans, il étudie les mathématiques, la 
physique, la philosophie et la théologie. En 1665, il a vingt-cinq ans et la peste s’a- 
bat sur la ville. Il est alors obligé de suspendre ses études et de retourner pour deux 
ans dans son pays natal. C’est à cette période qu’il fera ses découvertes concernant 
les lois de la gravitation universelle et à la décomposition de la lumière. 

En 1669, il prend la chaire d’Isaac Barrow à Cambridge. Il publie son traité sur le 
calcul infinitésimal. Il fonde ainsi l’analyse moderne. 

En 1687, il publie son œuvre majeure “Philosophiæ Naturalis Principia Mathe- 
matica”qui marque le début de la mathématisation de la physique et qui contient 
tous les fondements de la mécanique. 

En parallèle de ses travaux scientifiques, Newton s’initie à la chimie dès 1666 et à l’alchimie dès 1668. Il fit partie 
d’un réseau secret d’alchimistes et se choisit le pseudonyme alchimique Ieoua Sanctus Unus qui signifie en français : 
« Jéhovah Unique Saint », qui est aussi l’anagramme d’Isaac Neuutonus. Il garda pendant 25 ans le secret sur cette 
activité. La citation suivante de Keynes permet de comprendre pourquoi un génie de l’envergure de Newton a pu 
s'intéresser à l’alchimie : « Newton n’est pas le premier de l’âge de la Raison. Il est le dernier des Babyloniens et 
des Sumériens, le dernier grand esprit qui a contemplé le monde visible et intellectuel avec les mêmes yeux que ceux 
qui ont commencé à construire notre héritage intellectuel il y a quelque 10 000 ans. » 

Newton avait une personnalité complexe et tourmentée. Il répugnaïit à publier ses travaux, ce qui lui valut différentes 
querelles de paternité pour certaines de ses inventions. De 1692 à 1693, il souffre d’une grande période de dépression 
et vit dans un état de prostration mélangeant paranoïa et hallucinations. 

En 1699, il rejoint Londres car il est nommé membre du Conseil et de la Royal Society. Il en deviendra président 
quatre années plus tard. Il est anobli en 1705. Il meurt à Kensington à l’âge de 84 ans. Il est inhumé en grande pompe 
à l’abbaye de Westminster où sont enterrés les rois d’ Angleterre. 

Il est considéré comme un des plus grands génies de l’humanité. 
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Remarque 8.9 La formule du binôme permet de donner une démonstration algébrique de la formule 


n n ; 
VneN,ÿ | |=2 
=0 \P 


p=0 





PROPOSITION 8.35 © Factorisation de a” — b'" 
Soient (a, b)eC?etneN.Ona: 





Démonstration Il suffit de développer la partie de droite de cette égalité et de remarquer que les termes de la somme se télescopent. 


En résumé 


A l'issue de ce chapitre, il convient de bien savoir effectuer un raisonnement par récurrence et d’être à l’aise avec sa 
rédaction. 

La connaissance des p-listes, des p-arrangements et des p-combinaisons permet de résoudre des problème de combina- 
toire. Une des difficultés principales est de choisir le bon outil parmi ces trois. Le tableau qui suit devrait vous être d’une 


certaine aide. 
Tableau récapitulatif 
TE GE porn Rp ons possiPres 


Ce on |” | ce | 
prarrangement |] ou | non | A7 | ere | 
pcombinaison [[ non [non {| © | dv | 





La formule du binôme est un résultat essentiel qu’on étendra aux anneaux dans le chapitre 19. On pourra ainsi l’utiliser 
dans le cadre du cours d’algèbre linéaire avec des endomorphismes ou des matrices. 

Enfin, afin d’être à l’aise avec les manipulations et les calculs de sommes ou de produits et avant de vous lancer dans les 
exercices, lisez le paragraphe B.2 page 1158 de l’annexe B. 
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8.5 Exercices 


8.5.1 Principe de récurrence 
Exercice 8.1 O 


1. Montrer par récurrence que : 
L n(in+l)(2n+1) 
VneN', D = oo D. 
2. Calculer le nombre de carrés que l’on peut dessiner sur un échiquier 8 x 8, (les cotés sont parallèles aux bords 
de l’échiquier et les sommets sont des sommets de cases de l’échiquier). Généraliser avec un échiquier n x n. 


Solution : 


1. L'égalité est vraie au rang 1 : 1? = Les, Soit ne N*. Supposons la vraie au rang n et montrons la au rang n+ 1 : 


n+l n 

Dk = Yk+(n+1) 
K=1 k=1 

n(n+l)(2n+1) 

6 

n(2n+1l) 


+(n+1)2 d’après l'hypothèse de récurrence 


+(n+1)|(n+1) 


2n+7n+6 


6 
(n+2)(2n+3) 


6 


+1) 
+1) 


et la formule est encore vraie au rang n + 1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 


. Il y a 64 carrés 1 x 1, c’est bien connu. Il y a 49 carrés 2 x 2. Il suffit pour cela de repérer la position du sommet en 
8x9x17 
haut à gauche. Cela revient à compter sur un échiquier 7 x 7. etc. On trouve au total 8° +72 +...+ 1? = = - 


4 x 3 x 17 = 204. Cet exercice fait l’objet d’une blague en anglais (How many squares on a chessboard) basée sur 


le double entendre square = case (de l’échiquier) et square = carré. 


nin+DOn+1 
Sur un échiquier n x n, il y a tels carrés. 





Exercice 8.2 © 
Montrer par récurrence que : 
n(n+ 1)\2 


vneN*, Le- EE : 





(1x2)2 
2 


Solution : L'égalité est vraie au rang 1 : 1? = . Soit ne N*. Supposons la vraie au rang n et montrons la au rang 


n+l: 


n+1 
Dre k3 + (n+ 1)? 
+(n+1)° d’après l'hypothèse de récurrence 


pneu 


2 
(n?+4n+1) Les) 


(n+2}2(n+1)? 
22 





ce qui prouve la propriété au rang n + 1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 


Exercice 8.3 ©O 
Montrer par récurrence que pour toutneN,n (n? +5) est divisible par 6. 
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Solution : La propriété est clairement vraie au rang 0 ce qui nous permet d’initialiser la récurrence. Soit ne N. On 
suppose que 6 divise n(n°? +5). Montrons que 6 divise (n+ 1) ((n+ 1)? +5). Mais : 


(n+D((n+102+5)=n(n?+5)+3n?+3n+6=n(n°+5)+3n(n+1)+6 


et : 

-nñn (n? +5) est divisible par 6 d’après l’hypothèse de récurrence. 

— 3n(n+1) est divisible par 6 car l’un des deux n ou n +1 est pair donc divisible par 2. 
Donc (n+ D ((n+ 1)2+ 5) est divisible par 6 et la propriété est prouvée par récurrence. 





Exercice 8.4 © 
Montrer par récurrence que pour tout ne N, 7 divise 32*1 +2n+2, 


Solution : On vérifie facilement la propriété au rang 0. Soit ne N. Supposons la propriété vraie au rang n et prouvons 
la au rang n+ 1. Il s’agit de montrer que 3°"* + 2"*38 est divisible par 7. Mais : 


g2n+3 nr 2n+3 = g2n+l x 9+ p2n+2 x2= g2n+1l x7+ EE de 220) x 2 


et d’après l’hypothèse de récurrence, il est clair que 7 divise ce nombre. La propriété est alors prouvée par récurrence. 





Exercice 8.5 O 


; # T = 
Montrer que : VneN*, cos(—r)= à 2+V...+V2. 
 / 
n radicaux 


Solution : La propriété est vraie au rang 1. Soit n € N*. Supposons que la propriété est vraie au rang n et prouvons 
la au rang n+ 1. Remarquons au préalable que pour tout x € [0,x/2], comme cos? x = (cos (2x) + 1) /2, on peut écrire 


cos (x/2) = {/ costtt et 


TT 
cos =) 


2+1/...+V2+1 | d’après l’hypothèse de récurrence 
2 
a 
n radicaux 


= V2+ + v2 


a 
n+1 radicaux 


On prouve ainsi la propriété par récurrence. 





Exercice 8.6 © 
Soit (un) la suite donnée par : 
UQ = 2 
U1 = 3 


VnEN, Un+:2 = 3Un+1 — 2Un 
Montrer que VneN, un=2"+1. 
Solution : 


Effectuons une récurrence double. La propriété est vraie aux rangs 0 et 1. Soit n e N. On suppose qu’elle est vraie au 
rang n et au rang n+ 1. On la montre au rang n+2 : 


Un du 1 20 (00 1] 201) Se SU 2 001 4000" 50e" 





La propriété est ainsi prouvée par application du principe de récurrence. 
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Exercice 8.7 Q 
Soit (Un) la suite donnée par : 





Uo = 1 
U] =2 
u 
FES 
Vn>2, nes 


Prouver que :VneN, un =2". 


Solution : 
Effectuons une récurrence double. La propriété est vraie aux rangs 0 et 1. Soit n e N. On suppose qu’elle est vraie au 
rang ñn et au rang n— 1. On la montre au rang n : 


2(n-1l 
ce 20 ) 


Un-2 


- non 
re on-2 





La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence. 


Exercice 8.8 ©O 
Montrer que 


Solution : 

s été P. 1 1 3n été : 
Effectuons une preuve par TÉCUITENCE, POUr n < 2, la propriété Pn : 1+ RC ae An+1- La propriété P2 est clairement 
vraie. Soit n < 2. On suppose la propriété P, vraie et on va prouver qu e P;,41 est vraie. On applique l’hypothèse de 
récurrence et il vient : 


1 1 1 3n 1 
l+— +... +—+ > + 
22 2 (n+1)? 2n+1  (n+1} 


3n de 1 £ 3(n+1)_ __ 3(n+1) 
2n+1 (n+D? = 2(n+1)+1 — 2n+3 
n(n+2) 


inégalité et après avoir mis au même dénominateur, l’inéquation est équivalente à : = > 0 qui est vraie. 
2: p d : CntDn+D@n13 ” 


Il faut alors chercher si . Il suffit de former la différence des deux termes de cette 


La propriété est alors prouvée au rang n + 1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 





Exercice 8.9: ©OQ 
Soit une fonction f :N— Z. Montrez qu’il existe une suite d’entiers relatifs (ay) telle que 


L n 
VneN, f(n)= 2, dx 
k=0 k 


Solution : Pour tout ne N, notons P(n) la propriété : 


P 
P(n) :3(01,...,0n) € N°: te ton, Ÿau[f) =) 
k=0 


Effectuons une récurrence sur n. La propriété @(0) est vraie : il suffit de poser & = f(0). Soit n;nN. Montrons que 
P(n) —= P(n+1).Si P(n) est vraie, il existe (ao, .… , an) EN” vérifiant l'hypothèse. Définissons &y+1 par 


ne +1 
Qn+1 = f(n+1)— É ul"; | 
k=0 


On vérifie alors facilement que pour tout p € [0, n], f(p) = ne af?) De plus, par construction : 


L n+1 
feu = Ÿ aa] . Jraafrt 


La propriété est alors conséquence du théorème de récurrence. 





Exercice 8.10 ©OQ 
Démontrer que V n EN, il existe un entier multiple de 2" qui ne s’écrit qu'avec des "let des "2". 
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Solution : Soit ne N, on considère la proposition H, : il existe un entier M, multiple de 2" qui ne s’écrit qu'avec des 
"l''et des "2". De plus pour n > 1, M, peut être choisi avec n chiffres. 

Ho, H1, H2, H3 sont vraies, il suffit de prendre Mo = 1,M1 = 2,M = 12,M3 = 112. 

Montrons que Hy — Hy+1. 

On cherche M;+1 sous la forme My+1 = Mn + k10” avec k € {1,2}. My+1 à bien n +1 chiffres. D’après H, on peut 
écrire Mn = m2". Si p est pair, p = 2p', alors on choisit Mn+1 =Mn+2x*x10"*1=2p'2n+5n2nt1l2{(p45nti)2ntl s; 





p est impair, p = 2p' +1, alors on choisit Mn+1 = Mn +10” = (2p'+1)2"+5"2"={(2pl+1+5")2". Or2p'+1+5" est 
pair en tant que somme de deux nombres impairs, on peut donc l’écrire 2p'+1+5" =2q avec q EN et donc on a bien 
My _ 7 PAL 


Remarque : Si on prend un chiffre pair et un chiffre impair, par exemple 3 et 6, on peut toujours trouver un entier M» 
multiple de 2" qui ne s’écrit qu’avec des "3" et des "6" et ce pour tout entier n. 





Exercice 8.11 M 
Soit n>2, X1,X2,..., Xn € [0,1]. Démontrer que 


Solution : On pose 


F(X1;X2;...; Xn) = 


Comme x1 < 1 On a X1.X2.3x3 


quotients et on a alors 
lan Dames une 7 
FR 
1+x1.X2.x3 
On démontre ensuite par récurrence que pour tout entier n > 2, la propriété : H,, pour tous xX1;,X2;...; Xn € [0;1] , X1 + 
X2 ++ Xn <(N—1)(1+ X1X2...Xn) 
La propriété est vraie pour n = 2 : 
(- x1)(1-— x) > 0, soit 1 — X1 — x2 + X1 X2 > 0 soit 1 + x1 X2 > X1 + X2 


Supposons qu'elle soit vraie pour l’entier n — 1. On fixe x1,x2,..…., Xn-1 € [0; 1], et on considère la fonction affine 
G(Xn) = X1+X2 ++ Xn—(n—-1)(1+Xx1X2...Xn). 
Elle prend son maximum sur [0; 1] en O ou en 1. 


G(0) = x1 + X2 +++ Xn1 —(n—-1)<0 


G()=x1+X2+..-+Xn 1 +1—-(n—-1)(1+X1X2...Xn-1) 


SX +X+:.-+Xn 1 -(n—-2)(1+x1%X2...Xn-1) F1—(1+X1X2...Xn-1) 
_—."…."…."...........…—. nes” 


<0 (Hn-1) 
<O0+1—-1-x1X2...Xn 1 
<—X1X2... Xn-1 
0 


donc pour tout xn € [0; 1], G(xn) < 0. CQFD. 
Pour finir, on obtient, en divisant par 1 + X1X2... Xn : 


Clare Doro 0 are 
1+ x1.%X2.x3 





Exercice 8.12 OVQ 
Montrer que Vn > 1, 


n 
SD kk!=(n+1)!-1 
k=1 
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Montrer que tout entier N > 1 se décompose de façon unique sous la forme 


n 
N= D æk!, 0<a<k, an#0 


Solution : OnaVkEeN,(k+1)!—-1-(Kk!-—1) = k!(k+1—1) = kk! En sommant ces égalités, la somme se télescope en 
n 


kk!=(n+1)!-1. 
k=1 


n m 
Unicité : On considère deux écritures N = ne agk!= ne bKk!. Quitte à rajouter des ay ou des by} nuls, on peut supposer 
k=1 k=1 
n = m. On suppose que les deux suites sont distinctes et on appelle p le plus grand entier pour lequel a, Z b- n. Pour 
p-1 p-1 
fixer les idées, a, < b,. On a donc p!< (b, — ap)p! = y (ax - bK)k!< ÿ kk!= p!- 1 puisque a; -b-k< k pour tout 
k=1 k=1 


entier k. On a bien une contradiction. 

Existence : Par récurrence sur N. On a bien 1 = 11! donc n = 1 et a = 1. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang 

N—1. La suite (n!),ew* est strictement croissante et tend vers + donc on peut trouver un (unique) entier n tel que 

n'<N <(n+1)! On écrit la division euclidienne de N par nl: N=a,n!+r avec 0<r<n!<N. On aa, < n, sinon 

on aurait N > (n+1)n! ce qui ne convient pas. Si r = 0, on a une écriture (ax = 0 pour ke [1,n—1]), sinon on écrit 
P 

r= 2. ayk! d’après la propriété de récurrence. On a p< n-1, sinon on aurait r > n!. On a donc une écriture en prenant, 


k=1 
le cas échéant, ay = 0 pour k=p+1,...,n-—1. 





Exercice 8.13 VVCQ 
Démontrer le premier lemme technique : 
Soit (m, n) e 2. Si il existe une bijection de [1,m] dans [1,n] alors m=n. 


Solution : Quitte à considérer la bijection réciproque, on peut toujours supposer n < m. 
On démontre par récurrence la propriété 
Hy : VmeN,n< m, pour toute bijection de [1,m] dans [1,n] onam=n. 


Hh est vraie, c’est immédiat certes lorsqu'on sait travailler avec l’ensemble vide….Formellement, on peut se passer de la 
vérification de H1 qui suit. 

H est vraie. Soit f une bijection de [1, m] dans [1,1] = {1}. Vke [1, m1], f(k) = 1. Supposons l’espace d’un instant que 
m > 1, on aurait alors f(1) = f (2) et f ne serait pas injective. Donc m = 1, ce qu'il fallait démontrer. 

Soit neN. Démontrons que H;, = H;+1. Pour cela, supposons H;. 


Soit f une bijection de [1,m] dans [1,n+ 1]. Premier cas : f(m)=m+1. 

On considère f; [1,m—1] — [1,n] défini par f1(k) = f(k) pour ke [1,m-—1]. C’est la (double) restriction de f à 
fi [I,m-1]eten [ln]. 

° fi est bien une application. 

.< onabien Vkefl,m—1], fi(k)e [1,n1]. 

°_f\1 est bien une surjection. 


°_f\ est bien une injection. 

Vérifications immédiates. Donc fi est une bijection. D’après H,,, on en déduit que m-1= n et donc quem=n+l. 
Deuxième cas : f(m)<n+1. 

Posons a = fr '(n+ Defl,m+1] et b = f(m) e [1,n+1]. On définit f\ [1,m—1] — [1,n] par fi(a) = b et 
fi) = f(Kk) pour keÏl1,m-1],k# a. 


fi est bien une application. 
onabien Vkefl,m-—1], fi(k)e [1,n1]. 
fi est bien une surjection. Soit y € [1,n]. Si y = b, alors y = fi(a). Sinon, comme f est une surjection de [1, m1] sur 
[1,n+1],2Kke [1, ml], tel que f(k) = y. On ne peut pas avoir k = a puisque f(a) = n +1 # y et on ne peut pas avoir 
k=m+1 puisque f(m+1)=bZ y. Donc f(k) = fi(K) = b. 
fi est bien une injection. Supposons fi (k) = f1(£) avec k,L{e[1,n—1]. 
Supposons k = a et donc f1(k) = f1(£) = fi(a) = b. On a L £ a impossible, car alors f1(8) = f(£) = b. Comme on a 
aussi f(m+1) = b, f ne serait plus une injection de [1, m] dans [1,n]. Contradiction. Donc on a bien {= k= a. 
Prenons le cas qui reste, k,L{e [1,n—1] \{a}. On a donc f,(k) = f(k) = f(£) = f1(4). Comme f est injective, on en 
déduit que k = £, ce qu'il fallait démontrer. 

Donc fi est une bijection. D’après H,, on en déduit que m—1 = n et donc que m=n+1. On a bien H;+1. 
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Exercice 8.14:  ©0Q0 

On se propose de démontrer la propriété Ph : V(@1, @2,.…., an) € R}, LM LR d > 41.42... An. Il existe de 
nombreuses démonstrations de cette inégalité (arithmético-géométrique). Celle-ci, due à Cauchy, utilise la récurrence 
de façon peu ordinaire. 

1. démontrer P, lorsque l’un au moins des ay est nul. Par la suite on supposera que tous les ay sont strictement 

positifs. 
2. Démontrer P2. 
3. Par récurrence, démontrer P, lorsque n est une puissance de deux. 


4. Démontrer P, en toute généralité. L'idée de Cauchy est de compléter la suite ay par des termes tous égaux à la 
moyenne arithmétique des ay, afin d’avoir un nombre de termes égal à une puissance de deux. 


Solution : 
. DFE. T4} D 2 . 
1. Le produit a .a2 An alors que ———— «est positif ainsi que ses puissances. 


ai + a : 2 2 2 
2. 0>(/& -/&@)° = a +a-24/a &. Donc =: > ad d’où le résultat en élevant au carré. 


om+l 


3. On démontre que Pom — P;mh. Soit donc &1,@2,..., 4mu, nombres (strictement) positifs. 


m 


A FE... Fm d2m+1 + dom) +... + Aom+l 2)2 
1 —_—————— ——— 
4 + 42 +...+ om+l 2 Li om “ om 
( om+l ] 5 2 


> 


[* AD tee: am dom] + d2m2 +... + Aom+l F 
> | —————— x ——————— 


20 D 
_ A + A +...+ Gpm 27 dom] + dom2 +... + Aom+l 27 
om Jr 


Ce qu'il fallait vérifier. On a utilisé P2 puis deux fois Pom. 


d+aä+...+a 


. L'idée de Cauchy : Soit n un entier, et 2" > n. On pose M = 2 soit & + @2+...+an=nM et on 


considère la suite b, définie par b; = ax pour k< n et by; = M sinon. On a Di +D2+...+ bom = bi + b2+...+ Dh + 
27 - n)M = nM+(2" -n)M = 2"M. Résultat prévisible : on ne change pas la moyenne arithmétique en rajoutant 
des termes égaux à cette moyenne arithmétique. 

D'après Pom on a M2" > b1.b2.....bn x M2" 7" donc en divisant par M2" >0 puisque les ay sont strictement 
positifs, M" > aj.a2 an ce qu’il fallait vérifier. 





8.5.2 Sommes 


Exercice 8.15 O 
Simplifier, pour ne N*, les sommes suivantes : 


L Ek- El 3. Ek&-1) 
2. 2%, Ck+1) 4, LA K(k+ D (+2) 


Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra utiliser les résultats des exercices 8.1 et 8.2. 


Solution : 


L EME" 12 (K-H+n+1=[n+1] 
» .: n(n+l) » 5 
7 D GE+D = 2E m4 2 4 +1 =[(+ D°] 


3: D ED) = EL ET Es = a 


n(n+l) n(n+l)(2n+1) 
—— | +3 ——————— + 
2) 6 








2 


4. XL, k(K+1) (K+2) => +3k2+2k) =>? PAS EL ronr k= | 


Here n(in+l)(n+2)(n+3) 
TRS CE | 
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Exercice 8.16 O 
Simplifier, pour ne N*, les sommes suivantes : 





on: k 

1 [= —|. Le — 
Ea(s k+1 RIT 
2. X}_.In(1++) 4. EL (K.k!) 


Indication 8.12 : Pour les deux derniers, on pourra écrire le terme général de la somme comme une différence. 


Solution : 


1,5% É 1 È + ( 1 Lou 1 1 ; 1 _ 
; ————|-|--- === Hhotr|ee =|1-—— | par télescopage. 
K=1|£ Kk+1 1 2 2 3 n n+l ne P88 


k+1 2 $ +1 
2. X#_,In(1+}+)=In[l#. HÉDSnTee = Mon — =|In(n+ 1) | par télescopage. 


k (k+1)-1 l l l 
À n _ n _ n EM ee _ Tr tél ï 
3 Lin ni Le en [ile ri my |PAiélescopage 


4, EEK = LA (KR + D) — DK) = LE (+ DE RKD = ZA (K+ D!) =[(n+ D! 1] par télescopage. 





Exercice 8.17 O 
Soit n > 1. On considère les deux sommes 


n 
Sn= Y (2k-DŸ=1%+3+5+...+(2n-1° 














k=1 
SN I 1 1 1 1 
Sn = = + + ++ ————— 
" L F&+0 IK2" 2x3 da nx(n+l 


1. (a) Calculer Si, S2 et S3. 


(b) Démontrer par récurrence que: Vn>1, Sn=2n"-n 


2. (a) Déterminer deux réels « et $ tels que : VWpEeN*, > =-+ | 
p(p+1) p p+1 


(b) En déduire une expression simple de $,. 


(c) Retrouver ce résultat en effectuant un raisonnement par récurrence. 


Solution : 
1. (a) Si =1, S2 = 28 et S3 = 153. 
(b) La formule est vraie au rang 1. Soit n € N*. Supposons la formule vraie au rang n + 1 et démontrons là au 
rang n+ 1. En appliquant l'hypothèse de récurrence, on calcule que Sh41 = Sn+(2n +1)? = 2n4- n? +8n° + 
12n2+6n+1=2n4+8n+11n2+6n+1. Par ailleurs 2(n+1)*-(n+1)?=2n"+8n°+11n2+6n+ 1 et donc 
Sn+1 =2(n+1)*-(n+1)2. La propriété est prouvée par récurrence. 


2. (a) Après mise au même dénominateur et identification, on trouve :à« = 1 etf = -1. 
(b) On en déduit que : 
l 1 l 
+ + + 
1x2 2x3 3x4 


É ;) 5 :) É 
——-—|+|---|+ 
1 2 Don $) 

1 

n+1l 


par télescopage 
(c) La propriété est vraie au rang 1. Soit n € N*. Supposons la formule vraie au rang n+ 1 et démontrons là au 


rang n +1. Appliquant l'hypothèse de récurrence : 
z à 1 1 1 1 1 
Sn S 100 la — 
(n+l)x(n+2) n+l n+1 n+2 n+2 


et la formule est prouvée par récurrence. 
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8.5.3 Produit 


Exercice 8.18 © 
Calculer pour tout n e N*, les produits suivants : 


mi 
+ 
| 








Cou 
Il 
ren 
Cou 
Il 
en 


Li 

=. 
D 
Fu 
(es) 

=. 


D 
= 

EN 
> 
es 

mi 
&l— 
—— 


Col 

Il 

en 
Co 
+ 
un 

Col 

Il 
LS) 


Solution : Pour tout ne N* : 


k=1 


k n 1 él 
— ie San = ar (ÉlESCOPALE. 
ka K+l Pe n+l n+1l P pie) 


2 


: : : Le 1 D En] 
3. Par télescopage ou en reconnaissant l’inverse du produit précédent I] (1 + =) = El — 
k=1 k=1 


n 

4 I] 
k=2 
télescopage. 


1 n'OK2_1 M (k-1)(k+1) 1x3 2x4 3x5 n-Dx(n+1) [n+1 
1-3 = a — X——————— = encore par 


1 = II bi 


X X . 
re k2 22 32 4 n2 2n 





Exercice 8.19 Q 
Le but de cet exercice est de calculer, pour tout xeR et ne N*, le produit 


n 
P(2= [I cos (2x) 
k=0 


1. Traiter le cas où x=0 [x] 


2. Pour xZ0 [x] simplifier sin (x) P (x) et calculer P (x). 


Solution : Soit neN*. 


1. Six=0 [2x], il est clair que P (0) = 1. Sinon, si x = x [2x] alors, pour tout ke N*, 2Kx= x [27] et P(x) = -1. 


2. Soitx 0 [n]. On a, grâce aux formules de trigonométrie : 
sin XP (x) sin X. COS x. COs (2x) cos(2"x) 


1. 7 
ZSin (2x).cos (2x) cos(2"x) 


. sin (22 x).cos (ee x) cos(2"x) 


” sin(2” x) cos(2"x) 


_— sinfe or) 
sin (2"*1 x) 


0 LP (x) = —— 
Comme x 40 [x] (x) en 





Exercice 8.20 O 


n 
On veut calculer pour tout aeR et ne N le produit P = Il (1 + a). 
Kk=0 


1. Calculer P quand a= 1. 
2. Calculer (1 — a) P quand a Z 1 et en déduire la valeur de P. 


Solution : 
1. Sia=1, P=2""1. 
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2. Supposons a z 1. 


G-@G+@(1+a)(1+ 47) (+6)... f1+ 2) 


Here a)(1+ à) [1+ a )...(1+ a") 


(-a)(1+4 (140)... (1+ 27) 


h-&")(+ «) 


n+1l 
1-4 


Î= 72 
On en déduit que| P = RUE 
— a 


8.5.4 Factorielles 


Exercice 8.21 © 
Soit ne N*. Exprimer à l’aide de factorielles : 


1.2x4x...x(2n) 
2. 1x3x...x(2n-—1) 





2n+l 


3. le terme général de la suite (u,) donnée par la relation de récurrence : u =1etVneN, uUn+1= : 
n+ 





Un. 


Solution : 


1. 2x4»... x (2n) =[2"n! | 


1xX2x3x...x(2n—-1)x(2n 2n)! 
D D co = en PROD CE 
2x4x...x(2n) 2n! 


s2n 1 : porte) (2n)! 
3. On a Un = = Toro a | 


Exercice 8.22 VO 
Résoudre l’inéquation 4" < n! pour ne N. 





Solution : Considérons la suite (un) de terme général 4" /n!. Soit n EN. On vérifie facilement que un+1/un = 4/(n+1). 
Donc la suite est strictement décroissante dés que n > 4. On calcule alors les premières valeurs de la suite. On trouve : 


MEN DEN RC ZEN EE RETEEN IE N BUZTEES EUEIEN EULZES 


donc l’ensemble solution de l’inéquation est 


Exercice 8.23 VO 
Montrer que 





Solution : Soitn>2.Ona: 


n 


1+2+..+n 
nl< S Vn< ———— 


n+1\" [ie El : 1+2+...+n 
> N<| ——— — — h\ ————————* 
2 n' n n 


Mais par comparaison entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique, voir 1 page 485, on sait que la dernière 
inégalité est valide. Il en est alors de même de la première. 





8.5.5 Coefficients binomiaux, calculs de somme 


Exercice 8.24 Q 
Calculer rapidement les expressions suivantes où ne N* : 
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= 99 où 
L (] 3 eu BEN. 6. (1—-x)” où xeR. 
n 
à 7. (2a- b}* avec a,beC. 
4. 99 


n 
ùn>z : 
si ") ee 5. 10012 8. (1+i)2012 


n|_n(n-1) 
N'00E 


ee 


p! 
. 99% = (100 — 1)5 = 100 — 3 x 1002 +3 x 100 — 1 = 1000000 — 30000 + 300 — 1 = 970299 
. 10012 = (1000 + 1)? = 1000000 + 2000 + 1 = 1002001 
. (1=x) =1-5x+ 10x27 — 10x +5x4— xÿ. 
. (2a- b)* = 164" — 32aÿ b + 24a? b? - 8ab° + b{. 


2 À 
…1+i—V26 4 erdonc (ro 2er = 2106 





Exercice 8.25 O 
Pour ne N, calculer les sommes suivantes : 


1. Zi-o()3" het 
2. Re (e 4. - ( (—1)#+1 23€ 


Solution : On applique à chaque fois la formule du binôme. 
1.27 (=> (tx ke +3 =[4"] 
2. Leo ( tt = 45 (At x LE [a x 5°] 


3. Y" ()nést-k25yr (”) qe = 52 ja us 
MU x OU sn k=0 K (5€ 5]  |5n-1 


4. ED C-DÉ a = EE (D CDkek=-(8+1"=[- 07] 


Exercice 8.26 O 
Soit (p, n) € N° avec pe [0, 71]. 





1. Montrer que : p(,) = Len 


n 
2. En déduire que : Ÿ p[?] = n2"" 1 
p=0 Pp 


: p.n! : n(n-1l)! 2 
(appt (n-1-(p-1))!(p-1)! 





n-1 n-1 
F : 


p=0 





Exercice 8.27 © 
Soit (p, n) € N° avec pe [0, n]. Montrer que 


Cale) 
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Solution : On a d’une part : 


n+k|\[n\ (n+k! n! __ (n+k)! 
nm (n-pjlp! (n-p)ipik! 


k pl 


et d’autre part : 


p+k]l &k |. 


d’où l'égalité. 





Exercice 8.28 © 
Calculer pour tout n e N* : 


AT {] re Er) 





k=0 k=0 
n n n1{ 2n | 
2. Bh = k 6. Fn = 
: L (] à M 
L n Le n 
ser fr] Fred enrafr] 
k=0 k=0 
n n k 
_ kr : (—-l)"În 
4. Dn= 2 ( 1) (] 8. Be} 


n 
CMS ES 


k=0 
. En utilisant (x) avec x = 1, on obtient ei) 


. En dérivant les deux membres de l'égalité (x), on obtient n(1+ x"! = nx"1# (tm-10 | 
donc, avec x= 1 il vient| B, = n2"7! | 


. En dérivant une seconde fois les deux membres de l'égalité (x), on obtient : nin-1)(+x"2 = 
ED (F)xf 2 et donc, si x = 1, on a n(n-1)2"72 = ee (k2-Kk) (%) = Cn - Bn. On obtient alors 


Cn=n(n- 1224 n20 12] n(n+1)2"2 
. En appliquant (x) avec x = -1, on obtient [D = 0] 
. On a l'égalité En = nan et donc [En = 22071] 
6. On a aussi En + Fn = A2n Ce qui amène He) 


7. On remplace x par —x dans (x). On obtient : 


CN ni {] nr. 
k=0 k 


Puis on dérive les deux membres de cette égalité et on trouve 


n 
ni"! = ÿ (] (-1* kxk=1 
K=0 k 


de quoi on tire [Gr=0| 


. Intégrons maintenant les deux membres de (xx) entre 0 et 1, on trouve 


1-71 1 n k+1 ]! 
EL ÉQ"E 
0 k=0 0 


; 1 
eton obien|H = | 
n+1l 
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Exercice 8.29 O 
Démontrer que : 
(© 
VkeN,-E- en. 
k+1 


a 
Solution : On peut utiliser la propriété bien connue ( ?) Sir = 


alors (lorsque b £ d) 


nn EJ EH) 


k+1. Een k | K+i-k 





Exercice 8.30 OC 


1. Montrer par récurrence l’inégalité de Bernoulli: Vx2>0, VneN, 1+nx<(1+x)". 


2. Re-démontrer cette inégalité en utilisant la formule du binôme de Newton. 


Solution : 


1. Soit x>0. Si n=0 l'inégalité est clairement vérifiée. Soit n e N. Supposons que l'inégalité est vraie au rang n et 
prouvons la au rang n + 1. Par application de l’hypothèse de récurrence : 


1+(n+Dx=1+nx+x<(l+x"+x<(1+x"+x(+x"=(1+271 


car 1+x > 0. La formule est alors prouvée par application du théorème de récurrence. Remarquons que cette 
démonstration est encore valable si x > —1. 


2. Soient neN et x> 0. En appliquant la formule du binôme : 


a+x” 





Exercice 8.31 Q 
Résoudre 


e : : ; : : n+1 : 
Solution : On utilise les relations coefficients -racines. La somme des racines du polynôme vaut | et le produit 
p+ 


1 
pl é | D'après la formule d’additivité, È + . | _ | es des racines sont 
p]\p+1 p p+1 





Exercice 8.32. © 
Soit xeR et neN. Développer de deux façons 


(+270 x), 


Calculer le coefficient de x?" et en déduire une propriété des coefficients binomiaux. 
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Solution : On écrit (x+1)2"(x-— 1)?" = (x? —1)2". En utilisant la formule du binôme, le coefficient de x?" vaut 


2n 
(—-1)! . Si on développe (1 + x)?" et (1— x)?" avec le binôme, on obtient que : 
n 


2n 2n 
sa (EfaÉ frere 
p 


k=0 p=0 


Le coefficient de x?" dans ce produit s’obtient en choisissant des produits de coefficients de x? par les coefficients de 


x avec p+ k= 2n. Par conséquent, 


ef) 5 aff) Sen) 


k+p=2n 





Exercice 8.33 OC 
Soient n,meN avec m=<n. 


1. Vérifier que 


= k\ [n+1 
Ko \m | [m+1 
2. Interpréter cette formule dans le triangle de Pascal. 


Solution : 


1. On effectue une récurrence sur n. Si n = 0 alors m = 0 et comme () = () = 1 la formule est vérifiée au rang 0. 


k +1 
Soit ne N. Supposons que pour tout m € [0,n],onaY} | = i | Prouvons la formule au rang n+1. Soit 
Um 


CREER 


+1 +1 
. | + L | d’après l’hypothèse de récurrence 
m 


m € [0, n]. On a: 


m+l1 


Ar 72 
: | d’après la relation de Pascal 
m+l 


Sim=n+1 alors la formule est trivialement vraie. On a donc prouvé que pour tout m € [0,n +1], 


k n+2 
pi = . Le résultat découle alors du théorème de récurrence. 
om m+1 


2. On considère un le terme diagonale du triangle de Pascal à l'intersection de la m+ 1°" Jigne et de la m + 1°M€ 
colonne. Il s’agit de (EE On lui additionne les k — 1 termes juste en dessous (k e N*). Cette somme est égale au 


For 


coefficient situé à l'intersection de la m+2%% colonne et de la m+ k+2°ME ligne, c’est-à-dire à (7 





Exercice 8.34 O 
Calculer pour (p, q) € NZ : 


p-k 


P [p+ +q—k 
s=Ÿ L 1 L q | 
k 
Solution : On trouve en écrivant les coefficients binomiaux à l’aide de factorielles, 


He ns @+q} _ (p+ enr 


k | p-k | p-biaR pa \k 


(EU 
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Pour une interprétation combinatoire simple de cette identité on compte de deux manières différentes, le nombre de 


+ 
façons de choisir p étudiants parmi p + q d’en peindre k en rouge et de peindre les autres p — k en vert. Il y a L 1 
P 


possibilités de choisir p étudiants parmi p + q. Pour chaque choix, il y a 2P répartition des coloris. 
Maintenant on s'intéresse aux étudiants peints en rouge. On commence par en choisir k (0 < k < p) parmi p + q ce 


+ 
qui fait L : 1 choix. Ensuite on choisit les p — k étudiants peints en vert parmi les p + q — k qui restent, ce qui fait 


de q—k 
p- 





| choix. En sommant on trouve le résultat. 


Exercice 8.35 © 
En utilisant la fonction définie par 
fo =0+2077+(0-22" 


calculer la somme : 
L 2n 
= n 
ee F) 
Solution : En développant avec le binôme, 


f@= ejusentis- 5 er 


k=0 p=0\2P 


En dérivant, en multipliant par x et en re-dérivant, on trouve 
IL 2n 
ÉAHNCI EE ee 
À 2p 


et donc Sn = [xf'1/() c’est-à-dire : 





Exercice 8.36 OC 


1. Pour tout ne N°, établir que : 





2n+2 2n+1 2n 
=2x X 
n+1 n+1l n 


an+1 2n+1 4” 
X 


——— «< X ns 
2Vn+1 n+1l 2V/n 


3. Déduire grâce à un raisonnement par récurrence que : 


4" 2n 
< ; 
2/n \n 


4. De la même façon, montrer que pour tout n e N° : 


2. Montrer que pour tout n e N* : 








2n 
n 


5. On considère la suite (u,) de terme général : un = FT Montrer que (U) converge et déterminer sa limite. 
Solution : Soit ne N*. 
(2n+2)! (2n+2)(2n+1)(2n)! 2 2n+1 
= _ = X ———— X 


(RD) (n+1}(n}2 n+1 


Ga) 
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anti 2n+1 


gn 

—— <X —— x — 
2Vn+l n+1l 2/n 
2 2n+1 1 
— < X — 
vn+l n 
4 (2n +1)? 

<< ———— 
n+1 (n+1} 
An(n+1l <(2n+1) 
An +4n<4An +4n+1 
0<1 


n+1l 


1 
X — 
n 


La dernière inégalité étant vraie, il en est de même de la première. 


3. Effectuons, comme proposé, une récurrence. La propriété est trivialement vérifiée si n = 1. Soit n e N*. Supposons 
ant 
< (RS 


Déni 


4" ; _ : 
!—< (PA) Montrons que l'inégalité est encore vraie au rang n+ 1. Il faut montrer que : 
2 n 


que 


Appliquant l'hypothèse de récurrence et les questions précédentes : 
gn 


ee. X —> > ———. 
n 2Vn 2Vn+1 


L’inégalité est donc vérifié au rang n + 1 et la propriété est prouvée par récurrence. 


2n+1 Ar+1 


3 n+l n+1l 


2n+2 2n+1l 
2x 
n+l 


4. Raisonnons à nouveau par récurrence. Au rang 1 l’inégalité est trivialement vérifiée. Soit n € N*. Supposons que 


2. 4" n+1 
(9) < == et montrons que | Er 


VA 
2n+2 
n+1 


question, on a : 
gn 


2n+2 


A ]< . En appliquant l'hypothèse de récurrence et le résultat de la première 


Fr] 
x <2 
n 


47 
RÉ 
nr 


2n+1 
n+]l 


2n+1 
XX —— 
n+l 


2n+1 ar+1 


x 


Il faut donc montrer que : 2x 


Va 


n+l 


2n+1l 
2% 
n+1l 


2n+1)\° 


n+l 


Ÿn+1 


. On à la série d’équivalences : 


ant 


Ÿn+1 


gn 
X —#< 
VA 
8n 
< 
n+l 


(2n+1} <8n(n+1) 
8n° —l2n° +6n+1<8n° +167 +8n 


O<4n+2n-1 


—> 
—> 


—> 


La dernière inégalité est vraie dés que n > 1. Il en est donc de même de la première et la propriété est prouvée par 
récurrence. 


5. On applique les résultats précédents et le théorème des gendarmes, on en déduit que u, er. 0. 
—? +O0 





8.5.6 Dénombrement 


Exercice 8.37 Q 
Avec les chiffres 0, 1, 2, 3, 4, combien peut-on écrire d’années au-delà de 2000 en utilisant une seule fois le même 
chiffre ? 


Solution : Il y a deux cas possibles : 
— Si l’année compte 4 chiffres, alors il faut choisir son premier chiffre dans l’ensemble [2,4] et les trois autres dans 
[0,4] en ne reprenant pas celui qui a déjà été choisi en premier, ce qui fait 3 x Aÿ possibilités. 


— Si l’année en compte 5, le premier chiffre ne peut pas être 0. Il y a donc 4 possibilités pour le choisir. Il y a Aî 
possibilités pour les 4 chiffres suivants. 


Le nombre d’années possibles est donc :| 3 x A$ +4 x Af | 
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Exercice 8.38 Q 
Dans une course de 10 voitures, déterminer le nombre de classements possibles dans les cas suivants : 


1. Toutes les voitures sont arrivées et il n’y a pas d’ex-aequo. 

2. Toutes les voitures sont arrivées et il y a exactement deux ex-aequo. 

3. Toutes les voitures sont arrivées et il y a deux ex-aequo à la première place (pas d’ex-aequo par ailleurs). 
4. Trois voitures ne sont pas arrivées et il n’y a pas d’ex-aequo. 

5. Trois voitures ne sont pas arrivées et il y a exactement deux ex-aequo 


Solution : 
. 10! 


. Il faut choisir les 2 ex-aequo ainsi que leur rang et classer les 8 autres voitures, ce qui donne (ee x 9 x x8! 
classements possibles. 


. Même raisonnement que dans la question précédente si ce n’est que le rang des ex-aequo est fixé. Il y a pe x 8! 


classements possibles. 


. II faut choisir les 3 voitures qui ne sont pas arrivées et classer les 7 autres. Au total, cela fait Ce, x 7! classements 
possibles. 


. On combine les raisonnements précédents. On trouve CG}, x (ee x 6 x 5! classements possibles. 





Exercice 8.39 © 
Au bridge, les mains comptent 13 cartes prises dans un jeu de 52 cartes. Combien de mains comportent : 


1. Un seul roi. 4. Les 4 rois 
2. Aucun roi 
3. Au moins un roi 5. Que des piques 


Solution : 
1. On choisit le roi puis on choisit 12 cartes parmi 48, ce qui fait 4 x er mains possibles. 
. Il faut choisir 13 cartes parmi 48, il y a Er possibilités. 
. On choisit un roi puis 12 cartes parmi 51, ce qui fait 4 x Ci mains possibles. 
. Il faut compléter la main par 9 cartes prises parmi 48, ce qui fait + possibilités. 


. Il n'y a qu’une main ne contenant que des piques. 





Exercice 8.40 © 
Au poker, on distribue des mains de 5 cartes provenant d’un jeu de 32 cartes. Déterminer le nombre de mains qui 


comporte exactement : 


1. Exactement une paire (c’est-à-dire deux cartes de 4. Un full (c’est-à-dire un brelan et une paire). 


même hauteur). }  . h 
à ; . 5. Un carré (c’est-à-dire cinq cartes de même hauteur) 
2. Deux paires (mais pas un carré ni un brelan). 


3. Un brelan (c’est-à-dire trois cartes de même hauteur 6. Une couleur (c’est-à-dire quatre cartes du même 
mais pas un full). signe). 


Solution : 

1. Il y a 8 possibilités pour la hauteur de la paire et il faut choisir 2 cartes dans cette hauteur. Pour les 3 cartes 
manquantes, il faut les choisir en sorte de ne pas reformer de paire, c’est-à-dire dans des hauteurs différentes et il 
faut choisir une couleur pour chacune des ces hauteurs. On trouve alors : 8x + x Ce ue 

. Il faut choisir les hauteurs des 2 paires ce qui fait (ee possibilités. On forme ensuite les deux paires. Il faut enfin 
choisir la cinquième carte dans les 6 hauteurs restantes. Au total, il y a e x e x (67 x 24 mains possibles. 

. Pour former un brelan, on choisit une hauteur puis 3 cartes dans cette hauteur. On complète la main par 2 cartes 
prises dans les 7 hauteurs restantes mais dans des hauteurs différentes, ce qui correspond à Ce x 4? possibilités. Il 
y alors 8x a” x ee x 4? mains contenant des brelans. 

. Hya8x Gi possibilités pour former le brelan. Pour la paire, on choisit une hauteur parmi les 7 restantes et on 
choisit deux couleurs parmi 4. Il y a donc 8 x @ x 7x (ee full possibles. 


. De manière analogue, il y a 8 x 28 mains contenant un carté. 





. On choisit une couleur puis 5 cartes dans cette couleur. Cela donne 4 x ee mains possibles. 
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Exercice 8.41 O 
Soit un ensemble fini E de cardinal n > 0. Calculer la somme 


IX] 
XEP(E) 


Solution: Ilya {] parties XC E de cardinal k. La somme cherchée vaut donc 





n-1l || 
5 p=0\ P 
Exercice 8.42 O 


Soit n >3. On considère un polygone convexe à n côtés. 
1. Déterminer le nombre de diagonales joignant les sommets . 


2. Déterminer le nombre d’intersections entre les diagonales si l’on suppose que 2 diagonales ne sont jamais 
parallèles et que 3 diagonales ne sont jamais concourantes. 


Solution : 


1. On se donne une diagonale du polygône dés qu’on se donne deux sommets non consécutifs. Le nombre de choix 


possibles est donc (?)- n = n(n-3)/2 diagonales (il faut enlever les n arêtes). 


2. On se donne une intersection dés qu’on choisit 2 diagonales parmi les n(n—3)/2 du polygône ce qui fait pe . 


choix possibles. 





Exercice 8.43. ©0Q 
Soient E un ensemble fini de cardinal n et À une partie de E qui contient p éléments (p < n). 


1. Quel est le nombre de parties à k éléments de E contenant un et un seul élément de À ? 


2. Quel est le nombre de parties à k éléments de E contenant au moins un élément de A ? 


Solution : 


1. Soit P une telle partie. Il y a p choix pour l’élément de A et (ai choix pour les k— 1 autres éléments de P, donc 


le nombre recherché est p x (%77). 


2. En s'inspirant de la question précédente, le nombre de parties à k éléments de E contenant au moins un élément de 

A est égal au nombre de parties de À contenant exactement un élément de À, auquel on ajoute le nombre de parties 
214 ; n-p p n-p p n-p p 

de À contenant exactement 2 éléments de À, …. ve trouve au final: px{(n)+(0lk Cm) (0x0) +0) 

On peut aussi remarquer qu'il y a exactement ( 1) partie de E à k éléments ne contenant aucun élément de A et 


le nombre cherché est (}) — (7). On a prouvé au passage la formule : LACS (ee 





Exercice 8.44 OO 
Montrer que pour tout p,q,neN 


Solution : Cherchons une interprétation combinatoire à cette somme. On considère deux ensembles disjoints E et F 


de cardinaux respectifs p et q. Soit ne N. On veut compter le nombre d’ensembles à n éléments qu’on peut former en 
allant chercher les éléments dans E et F. Cela revient à prendre des parties de EUF à n éléments. Il y en a (P th On 
peut les former aussi ainsi. Pour tout k € [0, n], on prend k éléments dans E et n — k éléments dans FE, ce qui correspond 


à (?)(,7,) possibilités. On peut ainsi former au total Z"_, (?)(,7,) parties de EUF et l'égalité est prouvée. 





Exercice 8.45 OQ 
Soient n, p, ke N* tels que p<k< n. Dénombrez les parties à p + 1 éléments de l’intervalle entier [|1,...,n+1|] dont 
le plus grand élément est k+ 1. En déduire la valeur de la somme : 
> () 


k=p P 


Voir l’exercice 8.33 pour une preuve de cette formule par récurrence. 
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Solution : Le plus grand élément étant fixé, il suffit de choisir p éléments dans l'intervalle [1, k]. Il y a pour cela () 
possibilités. Si l’on considère une partie X quelconque de l’intervalle [1, n + 1], à p+ 1 éléments, son plus grand élément 
k est compris entre p+1 et n+1. On peut alors faire un partage des parties à p + 1 éléments en classes Cp+1,...Cn 
disjointes, où C+ désigne l’ensemble des parties de [1,n+ 1] dont le plus grand élément vaut k. Donc d’après le lemme 
des bergers, le cardinal de l’ensemble des parties à p + 1 éléments vaut : 


lCpæ11+°::+1Cnrl 


n+1l 


Mais on sait également qu’il y a ps 


) parties à p + 1 éléments dans [1, n +1]. Par conséquent : 


Het 





Exercice 8.46 OC 
Montrer que Vn>0, V(j,k)e N2 tels que0<j+k<n, 


n n\in-)j 
; <|, 
j+k j k 
On donnera une démonstration par le calcul et une démonstration combinatoire. 


Solution : 


1. Par le calcul, comme 


n\in-)j n! n n! 
; = et |, EE —— a 
j k jKkl(n- j-Kk)! j+k (j+k)!(n-j-k)! 
il suffit de démontrer que j!k! < (j + k)!, ce qui est vrai, car (j+1)(j+2)...(j+k)>1x2x...xKk. 


. Prouvons l'inégalité par une démonstration combinatoire. Soit À une partie de cardinal j + k de [1,n]. On lui 
associe le couple (A1, A2) de parties suivantes. A; est la partie formée des j plus petits éléments de A. Si f est le 
plus grand élément de A; et siB est l’ensemble des k éléments suivants de À alors A2 est donné par : 


A2={a-flaeB}. 


Il est clair que BC [1,n- j]. On peut donc définir l’application 


| Prjik — Pnj XPn-jk 
‘ A —— (Ar, A) 


Où P», j+k désigne l’ensemble des parties de [1,n] de cardinal j + k, P,,; l’ensemble des parties de [1,n] de 
cardinal j et P,- ik l’ensemble des parties de [1, n] \ 

Cette application @ est injective, par construction de (A;,A2) et donc [P,,j+Kl < |Pn,jllPn-j,kl d'où l'inégalité 
souhaitée. 





Exercice 8.47 MN 
Soit ne N*. Déterminez le nombre de surjections de l’intervalle d’entiers [1,n +1] vers l’intervalle d’entiers [1, n]. 


Solution : Soit une surjection f : [1,n+1] - [1,n]. Exactement deux éléments n et n, doivent avoir la même image 


kpar f. ya te choix possibles pour ces deux éléments, et n choix possibles pour k. Ensuite, la restriction de 


f dfl,ñn+1]\{#u,"}e- [1,n]\{K} est une bijection et il y en a (n—1)!. Le nombre total de surjections est donc 


! 





Exercice 8.48 OC 
Pour tout ne N*, on note a, le nombre d’entiers k€ [1, n] divisibles à la fois par 3 et par 4. Calculer a, et trouver un 
équivalent de a, lorsque ñn — +oo. 
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Solution: Soit pe [1,n] divisible par 3 et 4. Alors p = 2243?c où a, b, c > 1. Par conséquent p = 12"(@D) x d et donc 
p est divisible par 12. Réciproquement, un entier divisible par 12 est divisible par 3 et 4. a, est donc le nombre d’entiers 
p=12k avec k> 1 avec pefl,n]. Mais 


l=l2k<en—1l<+t<E(—) 
12 


On a donc an = EC) À 


Puisque + < an < + < 1+ L, d’après le théorème des gendarmes, 


n 
a GT — |} 
M n—+oo 12 


Exercice 8.49 OC 
Soit E un ensemble fini de cardinal n eN. Dénombrer les couples (X, Y) € P(E)? vérifiant 





XNnY=g 


Solution : Soit pE€ [0, n] et soit X € P(E) fixé de cardinal p. Il y a 2" P parties Y € P(E) vérifiant XN Y = S. Comme 
ilya () parties X de cardinal p, il y a donc 


p=0 \P 





couples (X, Ÿ) de parties disjointes, c’est-à-dire [s"] 


Exercice 8.50 MN 
Soit E un ensemble fini de cardinal n eN. Dénombrer les couples (X, Y) € P(E)? vérifiant 


XcY 


Solution : Fixons X de cardinal p € [0, n]. Se donner une partie Y € P(E) telle que X € Y revient à se donner la partie 
Y\X. Il y a 2"P choix possibles pour Y. Comme il y a () parties X de cardinal p, il y a donc 


se 





couples (X, Ÿ) tels queXcY. 


Exercice 8.51 VO 
Soit E un ensemble fini de cardinal n e N. Montrer qu’il y a autant de parties X € @(E) de cardinal pair que de parties 
de E de cardinal impair. 


Solution : On démontre ce résultat par le calcul en remarquant que (voir l’exercice 8.28) 
L n £ n 
3 = 2 ét SE =) 
p=0,ppair p=0,p impair p 
Montrons ce résultat de façon combinatoire. Considérons un élément a € E et introduisons l’application 


ŒP(E) — P(E) 
XU{a} siagX 
X\{a} siaexX 


X 


On vérifie facilement que f est involutive, c’est-à-dire que f o f = id. Donc f est bijective. Il est de plus clair que f 
envoie une partie de cardinal pair de E sur une partie de E de cardinal impair. Il y a donc autant de parties de E de 
cardinal pair que de parties de E de cardinal impair. 





Exercice 8.52 MN 
Soit E un ensemble fini de cardinal n > 3 et (a, b) € E?. Soit 2 < p < n. Dénombrer les parties de E à p éléments 
contenant a et b, contenant a uniquement, b uniquement, ni a ni b. En déduire une relation sur les coefficients 
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binomiaux. Re-démontrer cette relation par le calcul : 


EE) 


Solution : Choisir une partie de E à p éléments contenant a et b revient à choisir p — 2 éléments parmi n—2. Il ya 
donc (2) choix possibles. De la même façon, il y a (a) choix possibles pour une partie de E à p éléments contenant 
a et pas b (ou contenant b et pas a). Et il y a (sa) choix possibles pour une partie de E à p éléments ne contenant ni a 
ni b. 

Il y a par ailleurs (;) choix possibles pour une partie de E à p éléments. Mais pour choisir une partie de E à p éléments, 
on peut choisir une partie : 

— contenant a et b 

— ou alors une partie de E contenant a et pas b 

— ou alors une partie de E contenant b et pas a 

— ou alors une partie de E ne contenant ni a ni b 


ce qui amène :(}) = (ee) + 2{0u) - (4 Prouvons cette égalité par le calcul : 


n—2 n—2 n—2 (n—2)! (n—2)! (n—2)! 
p(p-1)(p-2)!+2p(n-p}in-2!+(n-p}(n-p-1)(n-2)! 
pl(n- p)! 





(n?-n)(n-2)! 
p'(n-p)! 





Exercice 8.53 OVOQ 
Montrer que pour 1<p<n, 


P D aP-l, np 
Âhn= PA, +A,,_ 


Retrouver ce résultat de façon combinatoire. 


n 
Solution : Par le calcul, en utilisant que A} = »| | et l’additivité des coefficients binomiaux : 
p 


p-1 P n-1 n—1| n|\_ p 
2e EE EEE CEE ban DE ban 2 p = À. 


De façon combinatoire : AP est le nombre d’injections de I, = [[1, p] vers I = [[1, n]. On partitionne les injections en 
deux ensembles : 
A1 = {f € S(p,ln) In € fAp)} et A2 = {fE Sp; ln) n£ f{Up)} 


P 
n-1° 


disjointes où ke [1,p]. On montre que Bx = #(1p-1,1n-1) et donc que |Bxl = AP 


On montre que A2 =.$ (Lp,1n-1) et donc que |A2| = A On partitionne ensuite À, en classes Bz = {f e A1| f(kK)=n} 


: Comme il y a p classes By, il vient 


d’après le lemme des bergers que |A1| = pAP_ d’où le résultat. 





Exercice 8.54 VV 
Soient p, ne N* tels que p < n. Déterminez le nombre d'applications de [1, n] vers [1, p] telles que f(1) = 1 et 


Vielln-1], f<fü+D<f(G)+1 


Solution : Dénombrons d’abord le nombre de telles applications avec f(n) = k. Puisque f(n) < n, il faut que k<n 
pour qu’il en existe une. Une telle application est entièrement déterminée en se donnant les entiers i € [1,n] tels que 
fG) < fG + D, c’est-à-dire les entiers en lesquels la fonction change de valeur. Comme f(n) = k, il y a exactement k 
«sauts », c’est-à-dire k changements de valeur. Choisir une telle fonction revient alors à choisir ces k entiers dans [1, n] 


et il y a (}) choix possibles. Le nombre cherché vaut donc : 





eq 


Exercice 8.55 OVQ 
Soit E un ensemble fini de cardinal n € N*. Calculer 


ÿ  IXUY] 
XY)EP(E)? 


Solution : Soit ke [0, n]. Déterminons le nombre de paires (X, Y) telles que IXUY|= k.Hya (}) choix possibles pour 
l’ensemble XL Y. Une fois Z = (XU Y) fixé, il y a () choix possibles pour la partie X € Z de cardinal fixé p € [0, k]. 

Une fois la partie X fixée, la partie Y doit contenir Z\X. Il y a autant de parties YŸ possibles que de choix de parties de X, 
c’est-à-dire 2P. 


Au total, il y a e (5)27 = 3{ choix possibles pour le couple (X, Y) tel que XUY =Z. 
La somme cherchée vaut donc 





Exercice 8.56 OVQ 
Soient n,p,k € N. On considère un quadrillage à coordonnées entières et À = (0,n), B = (p,k) deux points de ce 
quadrillage. Déterminer le nombre de trajets de À vers B avec réflexion sur l’axe (Ox), c’est-à-dire que : 
1. pour aller de A vers l’axe (0x), on peut avancer d’un cran vers la droite ou d’un cran vers le bas. 


2. Pour aller de l’axe (0x) vers B, on peut avancer d’un cran vers le haut ou d’un cran vers la droite. 


Solution: Soitie [o, p]. Pour aller de À vers vers le point de coordonnées (i,0), il faut descendre n fois et avancer i 
fois vers la droite et donc au total parcourir n + i segments. Un tel chemin est entièrement déterminé dés qu’on a choisi 
les i segments horizontaux. Le nombre de trajets de A vers (i,0) vaut donc LE Pour aller ensuite de (0, i) à B, il y a 


i 
(ni) chemins. Et donc pour aller de A vers B, il y a 


chemins possibles. 





Exercice 8.57 ©OOQQ 
On considère un échiquier de 8 x 8 cases. 


1. De combien de façons peut-on disposer 8 tours sur l’échiquier sans qu’elles soient en prise ? 


2. Si l’on a placé les 8 tours ainsi, montrer qu’il y a un nombre pair de tours placées sur des cases blanches. 


Solution : 


1. Il est clair que chaque colonne de l’échiquier doit contenir une et une seule tour. Une configuration des tours 
correspond alors à une application de f : [1,8] — [1,8]. Soit i e [1,8]. Notons f(i) la rangée où est placée la tour 
de la colonne i. L'hypothèse que les tours ne soient pas en prise se traduit en disant que f est bijective. Il y donc 


placements possibles. 
. Remarquons que si on permute des lignes sur l’échiquier, si les tours ne sont pas en prises au départ, elles ne 


sont pas en prises après ces permutations (les tours restent solidaires de leur ligne) . Il se produit la même chose 
si on permute des colonnes. Par de telles permutations, on peut arriver à disposer les tours sur la diagonale 
de l’échiquier. Chaque tour reste évidemment sur une case de la même couleur que celle de départ. Remarquons 
qu'après permutations de lignes ou de colonnes, le nombre de case de couleur blanche sur la diagonale est toujours 
pair. Par suite, si aucune tour n’est en prise au départ, elles sont nécessairement en nombre pair à être sur des cases 
blanches. 
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Corps R des nombres réels 


Le réel, c’est quand on se cogne. 
Jacques Lacan. 


Pour bien aborder ce chapitre 


Les mathématiciens de l’antiquité pensent pouvoir mesurer n’importe quelle grandeur comme un quotient de deux entiers, 
c’est-à-dire comme un rationnel. Les pythagoriciens vont même plus loin en affirmant que « tout est nombre », c’est à dire 
que chaque chose peut s'exprimer comme un entier ou un quotient de nombres entiers. Ils ne se relèveront jamais de la 
découverte qu’ils feront que la diagonale d’un carré de côté 1 est incommensurable (voir la proposition 9.1). 

Plus récemment, au 17° siècle, des mathématiciens comme Mercator, Gregory, Leibniz ou les frères Bernoulli découvrent 
que certaines sommes infinies admettent des limites qui ne sont pas rationnelles. C’est le cas par exemple de la série de 


Mercator qui converge vers In2 | : 


1 1 1 
1——+---+... 


Toujours au 17°, Newton et Leibniz inventent le calcul infinitésimal, qu’on appelle maintenant l’analyse. Leur construction 
cependant manque de rigueur et le formalisme qu’ils emploient est très compliqué car ils ne disposent que des fractions 
pour parler des infiniment petits et la notion de limite est loin d’être formalisée. 

Il faut attendre le 19° siècle pour que, grâce à Cauchy, cette notion commence à être bien comprise et ce n’est que 
vers la seconde moitié de ce siècle que les premières constructions des nombres réels apparaissent. On les doit aux 
mathématiciens Cantor, Méray et Dedekind. 

L'adjectif « réel »apparaît pour la première fois au 17° siècle sous la plume de Descartes comme un rétronyme au terme 
«imaginaire »qui qualifie des nombres dont le carré est négatif (voir l’introduction du chapitre 1). C’est Georg Cantor qui 
introduisit en 1883 le terme de nombre réel. 

Le cœur de ce premier chapitre d’analyse de la seconde période. est constitué de l’axiome de la borne supérieure duquel 
découleront des théorèmes fondamentaux en analyse (propriété d’ Archimède, théorème de la limite monotone, construc- 
tion de l’intégrale ...) 

Un des enjeux de cette seconde période est l’apprentissage de la démonstration. Il est vivement conseillé de consulter 
dans un premier temps l’annexe A. On y apprendra à utiliser les quantificateurs ainsi que des rudiments de théorie des 
ensembles qui seront utilisés en permanence. 


9.1 Introduction 


PROPOSITION 9.1 
Le nombre V2 ne peut s’écrire comme quotient de deux entiers. 


Démonstration  Remarquons tout d’abord que le carré d’un nombre pair est un nombre pair. De même, le carré d’un nombre 
impair est un nombre impair. Autrement dit, un nombre entier est pair si et seulement si son carré est pair. 

Supposons qu’il existe deux entiers non nuls p et q tels que V2 = p/q. On peut supposer que la fraction p/q est irréductible. On 
a donc 2 = p”{q° ou encore p? = 2q°. Nécessairement 2 divise p°. Ceci n’est possible, d’après ce qu’on vient d’expliquer, que si 
2 divise p. Il existe donc p! € N tel que p = 2p' et alors 4p/? = 2q? ou encore 2p/? = q?. On peut alors affirmer de la même façon 
que précédemment que 2 divise q? et donc que 2 divise q. L’entier 2 est donc un diviseur commun à p et q ce qui vient contredire 
le fait que la fraction p/q est irréductible. La proposition est ainsi prouvée par l’absurde. 


1. Voir l’exercice 13.100 page 586 
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Remarque 9.1  Ilexiste donc des nombres irrationnels. L’ensemble Q ne contient pas tous les nombres, d’où la nécessité 
d'introduire un nouvel ensemble R de nombres, les réels. 


9.2 Le corps des réels 


B10 7 | Georg Cantor, né le 3 mars 1845 Saint-Pétersbourg , mort le 6 janvier 1918 à Halle 


Mathématicien Allemand. Les parents de Georg Cantor appartenaient à un mi- 

lieu aisé, tant financièrement qu’intellectuellement. Son père était homme d’af- 

faire et sa mère était issue d’une famille de musicien. Il jouait du violon de 

manière remarquable. Il reçut une excellente éducation et se montra très tôt doué 

en particulier pour les activités manuels. Mais son père rêve qu’il devienne in- 

génieur aussi il part faire ses études supérieures à Berlin. Il obtient son doctorat 

de mathématiques en 1867. 

Les premiers travaux qu’il mène après sa thèse lui sont suggérés par Heine. Ils 

concernent l’unicité de la décomposition d’une fonction périodique d’une vari- 

able réelle comme série de fonctions trigonométriques (les fameuses séries de 

Fourier que vous découvrirez en deuxième année). Il parvient à prouver cette 

propriété pour les fonctions continues alors qu’elle échappait à des mathémati- 

ciens de la classe de Lejeune Dirichlet, Lipschitz, Riemann et Heine lui-même. 

Afin de résoudre ce problème, il est amené à définir et étudier l’ensemble des 

points de discontinuité de ces fonctions. C’est alors qu’il commence à étudier 

des ensembles de cardinal infini et cela le conduit en 1872 à définir rigoureuse- 

ment ce qu’est un nombre réel. 

Il est le premier à comprendre que l’ensemble des réels R n’est pas dénombrable, autrement dit qu’il n’existe pas de 
bijection entre N et R. Il y a beaucoup plus de réels que d’entiers et tous les ensembles infinis n’ont pas le même 
nombre d’éléments … 

Ces découvertes soulèvent évidemment des contestations, en particulier celles de Poincaré et Kronecker. Ce dernier 
n’hésita pas à bloquer non seulement les articles de Cantor mais aussi sa carrière. 

Cantor est frappé de sa première dépression en 1884. Les attaques de Kronecker à son sujet n’y sont sûrement pas 
étrangères. Il ne retrouva plus alors sa puissance intellectuelle. En 1899 il perd son plus jeune fils et commence à 
souffrir de dépression chronique et de schizophrénie. Il est affecté à un poste administratif le dispensant de cours. Il 
prend sa retraite en 1913 et meurt dans la pauvreté en 1918. 


PROPOSITION 9.2 (R,+) est un groupe commutatif. 

L’addition dans R vérifie les propriétés suivantes : 

* Elle est associative : Vx,y,ZER, (x+y)+z=x+(y+2). 

- Elle possède un élément neutre 0: VxeR, x+0=0+x= x. 

+ Chaque réel possède un opposé : VxeR, 21yeR: x+y=7y+x=0.Le nombre y opposé à x est noté —x. 
* Elle est commutative : Vx,yeR, x+y=7y+x. 

Pour résumer ces 4 propriétés, on dit que (R, +) est un groupe commutatif. 


PROPOSITION 9.3 (R*, x) est un groupe commutatif. 

La multiplication dans R vérifie les propriétés suivantes : 

* Elle est associative : Vx,7,zER*, (xxy)xz=xx(yxz). 

- Elle possède un élément neutre 1: VxeR*, xx1=1xx=x. 

+ Chaque réel possède un inverse : VxEeR*, 21yEeR*: xxy=7yxx= 1. Le nombre y, inverse de x est noté x ou 
encore 1/x. 


1 


« Elle est commutative : Vx,yER*, xxy=7yxx. 
Pour résumer ces quatre propriétés, on dit que (R*, x) est un groupe commutatif. 


PROPOSITION 9.4 (R,+, x) est un corps. 
La multiplication dans R est distributive relativement à l'addition : Vx,y,Z2€R, xx(y+2)=xxy+xxz. Pour résumer 
toutes ces propriétés, on dit que (R, +, x) est un corps. 





Dans la suite, nous noterons xy à la place de x x y. 
Considérons sur R la relation d’ordre usuelle <. 
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PROPOSITION 9.5 (R,+,.) est un corps totalement ordonné. 


° La relation d’ordre < est totale : Vx,yeR, x<y ou y<x 

e La relation d’ordre < est compatible avec l’addition : Vx,y,ZER, x<y — x+z<y+z 

e La relation d'ordre < est compatible avec la multiplication : Vx,yeR, x<0 et y<0 — xy>0. 
Pour résumer toutes ces propriétés, on dit que (R, +, x,<) est un corps totalement ordonné. 


< 
< 





| Remarque 9.2 (Q,+, x,<) est aussi un corps totalement ordonné. 


9.3 Valeur absolue 


DÉFINITION 9.1 Valeur absolue 
Soit xe R. On définit la valeur absolue de x comme étant le nombre réel positif, noté |x| donné par : 


xsixZ=0 
Ex| = . 
—XSix<0 





® Notation 9.1 Si x, Y ER, on note max{x, y) le plus grand de ces deux nombres. 


PROPOSITION 9.6 


Soient x,yEeRetreR.Ona: 
1. |x| = max(x, —-x) 6. Va = |x| 
2. |xl>0 
0 0 7 lx+y|<1xl+|yl 
4. |y-xl<rx-r<y<x+r 
5 


. lxyl= {pl 1x = xl 8. ||ixi-|y||<|x+ yl 





Les deux dernières inégalités sont appelées inégalités triangulaires et sont fondamentales en analyse. 


Démonstration 
1 Il suffit d'étudier les cas x>0etx<0. 
4 Puisque |y-— x| < r, d’après (1), y-x<retx- y<r d’où l’encadrement souhaité. 


7 Utilisons les propriétés (1), (5) et (6), 1x+yl = 1/ (x+ y)? = \/ x2 +2Xy+ y£ < \/ |x|2 + |yl2 +21x||yl = 1/(x1+ |yD2 =|x|+1yl. 


On remarque qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement si xy =|xyl, c’est-à-dire lorsque x et y sont de même 
signe. 

8 Utilisons (7) et (5) : Ix| =1|x+y+(-y)l 
de x et y, on obtient également | y|—|xl 


1x+ yl+1-yl =1x+ yl+1yl. Par conséquent, |x|—|y|l <|x+ y|. En inversant le rôle 
Ix+ y| d’où finalement (d’après (1)), [xl — yll <|x+ y|. 


IN A 


Les autres preuves sont laissées en exercice. 


PROPOSITION 9.7 
Pour tout réel x, en notant x* = max{x, 0} et x7 = max{—x,0}, on a : 


pt = 1 
die ext = (Ixl+x) 
0 rex 2 





Démonstration 
° Six>0 alors|x|= x, x* =x et x =0. 
° Six<0 alors |x|=-x, xŸ =0 et x7 = x. 





Dans les deux cas, il est clair que |x| = x* + x" et que x = x* - x7. En additionnant et soustrayant ces deux relations, on obtient les 
deux dernières. 


DÉFINITION 9.2 Distance entre deux réels 


Soit (x, y) un couple de réels. On appelle distance de x à y la quantité, notée d (x, y) et donnée par : d(x, y) =|x- y|. 
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9.4 Majorant, minorant, borne supérieure 


DÉFINITION 9.3 Plus grand élément, plus petit élément 
Soit À une partie de R (ou de Q) et un réel a. On dit que a est : 
- le plus grand élément de A si et seulement si ae AetVxe A, x< 4. 


e le plus petit élément de À si et seulement si ae AetVxeA, a< x. 
S’il existe, le plus grand élément de A est unique. Nous le noterons max (A). De même, s’il existe, le plus petit élément 
de A est unique et nous le noterons min (A). 





Démonstration Supposons que a et a! soient deux plus grands éléments de A. Comme a est un plus grand élément de À et que 
a’ € À, on doit avoir a! < a. De façon symétrique, on a aussi a/ < a. Il s'ensuit que a= a. 


Exemple 9.2 

— N, Q,R n’ont pas de plus grand élément. 

— N possède un plus petit élément (0) mais pas Q niR. 

— [0,1] possède un plus grand et un plus petit élément. 

— ]0,1[ ne possède ni de plus grand ni de plus petit élément. 

- X={xeQ| Fe 2} ne possède pas de plus grand élément dans Q mais il en possède un dans R qui vaut "2. 


DÉFINITION 9.4 Majorant, minorant 
Soit À une partie de R (ou de Q) et soit ae R. On dit que a est 


° un majorant de A si et seulement si VxeA, x<a. 
° un minorant de Asiet seulement siVxeA, a< x. 





Remarque 9.3 Un majorant n’est pas unique. Le plus grand élément d’une partie, s’il existe, est un majorant de la 
partie qui, de plus, appartient à cette partie. 


Exemple 9.3 
— La partie [0,1] possède par exemple comme majorants 2 et 3 et comme minorants —1 et O. 
- LapartieX={xeQ| dE 2} admet par exemple 5 comme majorant. 


DÉFINITION 9.5 Borne supérieure 
Soit À une partie de R (ou de Q) 


+ La borne supérieure de A est, si elle existe, le plus petit élément de l’ensemble des majorants de A. On la note sup (A). 
+ La borne inférieure de A est, si elle existe, le plus grand élément de l’ensemble des minorants de A. On la note inf (A). 





Exemple 9.4 

— 0est la borne inférieure de [0,1] ou de ]0,11. 

— lest la borne supérieure de [0,1] ou de ]0,11. 

- X={xeQ| x? < 2} ne possède pas de borne supérieure dans Q. X possède une borne supérieure dans R qui vaut V2. 


PROPOSITION 9.8 Unicité de la borne supérieure 
Si une partie À de R possède une borne supérieure alors celle-ci est unique. 





Démonstration Nous avons montré que le plus petit élément d’un ensemble (ici les majorants de A) était unique. 


Axiome de la borne supérieure 
Toute partie et de R possède une borne supérieure. 


Remarque 9.4 Cette propriété distingue R de Q. En effet, la partie X = {x e Q | x? < 2} n’admet pas de borne supérieure 
dans Q. 





THÉORÈME 9.9 OOQ Caractérisation de la borne supérieure 
Soient X une partie de R et 4 un nombre réel. Il y a équivalence entre : 


1 aest la borne supérieure de X. 


2 [vxex, x< a]et Ve>0,xexX, xela-Ee,al] 
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FIGURE 9.1 - Caractérisation de la borne supérieure 


Démonstration 

Supposons que a est la borne supérieure de X. Par définition de celle ci, a est un majorant de X et la première affirmation de 
(2) est prouvée. Soit e > 0, si a—Ee était un majorant de X, on aurait a < a— € ce qui est faux. Puisque a — € n’est pas un majorant 
de X, il existe x e X tel que a-E < x. 

Supposons maintenant que (2) est vraie et montrons que a est la borne supérieure de X. Il est clair que a est un majorant de X. 
11 faut montrer que c’est le plus petit des majorants de X. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe alors un réel a’ qui majore 
X et qui est plus petit que a. On a donc : 

VxeXx, x<a<a 


Posons € = a-— a! > 0. En appliquant (2), on peut affirmer qu’il existe un élément x e X tel que xe]a—e,a] = ]a',a]. Mais alors 
a! < x et a! ne peut être un majorant de X ce qui prouve la seconde implication par l'absurde. 


Remarque 9.5 Une erreur commise fréquemment dans la démonstration précédente : le réel a — € n’appartient 
pas nécessairement à la partie A. Si l’on considère la partie À = [0,1[N(R\Q), elle possède une borne supérieure 
supA = 1 et pour tout entier non nul n, avec € = l/n, 1-Ee g A. Cette erreur provient du fait que l’on fait 
souvent des dessins avec des parties À qui sont des intervalles ouverts lorsqu’on raisonne sur les propriétés de 
la borne supérieure. Multimédia : représenter une partie À “à trous”, faire glisser a-—-E 
et colorer un point xeA tel que supA-Ee<x<«<supA. 





Il est conseillé de lire l’appendice C.3 page 1201 où l’on étudie une technique classique pour manipuler les bornes 
supérieures. 


9,5 Droite numérique achevée R 


DÉFINITION 9.6 Droite numérique achevée 


On appelle droite numérique achevée l’ensemble, noté R obtenu en ajoutant deux éléments à R : R= RU {-c, +00} 





® Notation 9.5 On prolonge la relation d’ordre < sur R en posant : 


VxeR, x<+oo et —-oo<x 


| Remarque 9.6 R possède un plus grand élément : + et un plus petit élément : oo. 


® Notation 9.6 Si X est une partie non vide de R, par convention, on pose : 
+ supX = +oo si X n’est pas une partie majorée de R. 

e_infX = -c si X n’est pas une partie minorée de R. 

Avec ces notations, on a : 


PROPOSITION 9.10 
Toute partie non vide de R possède une borne supérieure et une borne inférieure. 


Démonstration Soit X une partie non vide de R. Si supX Z +00 alors X est une partie majorée de R et lui appliquant la propriété 
de la borne supérieure, elle possède une borne supérieure. Si supX = + alors la borne supérieure de X est +co. 

On prolonge de même à R les opérations sur R : 
Notation 9.7 


La somme, le produit et le quotient de deux réels étendus sont définis d’après les tables suivantes. Une case noire corre- 
spond à une forme indéterminée. 
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_xxy [oo [ver [0 yeRt | +oo | 





9.6 Intervalles de R 


DÉFINITION 9.7 Segment 

Soient a et b deux réels. On appelle segment [a, b] l’ensemble des réels compris, au sens large, entre a et b: 
— Sia<b,[a,bl={teR|a<t< pb}. 

— $Sia= pb, [a,a]= {a}. 
— Sib<a,[a,b]l={teR|b<t< a}. 





DÉFINITION 9.8 Intervalle 
Soit I une partie de R. On dit que I est un intervalle de R si et seulement si Vx,y el, 


PROPOSITION 9.11 Caractérisation des intervalles de R 
Soit I une partie de R. Il y a équivalence entre : 


1 Jest un intervalle de R. 
2 Vx,yel, Vfel0,1], (1-fx+tyel 





| Remarque 9.7 Nous verrons plus tard que cela signifie que les intervalles de R sont les parties convexes. 


Démonstration 


Supposons que I est un intervalle de R. Soient x, y € I tels que y > x et soit te [0,1]. Posons z= (1-—#f) x+ ty. Montrons que 
zelI. Ona: 





z-x=(1l-#x+ty-x=t(y-x) 20 


Par conséquent z > x. De même : 





y-z=y-(-0x-ty=(1-0(y-x)>0 
donc y > z. Ceci prouve que x < z< y et que ze [x, y]. Comme I est un intervalle, z e I. 


Supposons que (2) est vraie et montrons que I est un intervalle. Soient x, y € I. Il faut montrer que : [x, y] EL. Six= y alors 
[x, y] = {x} et il est clair que x EI. Si x # y, on peut supposer x < y. Considérons ze [x,y]. On a : x< z< y. Posons 


ZX 
t= ——. Il est clair que t € [0,1] et que 


z=(1-0x+ty. 


Par conséquent z € I. Ceci étant vrai pour tout z € [x, y] on peut affirmer que [ x, y] EI. 


PROPOSITION 9.12 
Les intervalles de R sont de la forme : 


R ]J-oo,b[={xeR | x< b} e |ja,bl={xEeR| a<x<b!} 
[a,+oo[={xeR|a< x} [a,b]l={xeR| a<x< b} e ]ja,al=© 
]a,+oo[={xeR|a< x} Ja,bI={xeR|a<x<b} 

]J-co,b]={xeR|x< b} [a,bI={xeR|a<x<b} 





où a, bER 


Démonstration Admis. 


9.7 Propriété d’Archimède 


THÉORÈME 9.13 Rest un corps archimèdien 


L'ensemble R vérifie la propriété suivante, dite d’Archimède :|VxeR*, VyeR, 2neN: nx 
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Démonstration Supposons que la propriété d’Archimède ne soit pas vraie. Celle ci sera prouvée si on aboutit à une contradiction. 
Alors il existe x e RŸ et yER tels que VneN, nx < y. Définissons la partie de R suivante : #4 = {nx | neN}. Elle est non vide et 
majorée par y. D’après l’axiome de la borne supérieure, possède une borne supérieure a ER. En particulier : VneN, nx<a 
ce qui s'écrit aussi VneN, (n+1)x< a.On en déduit queVneN,nx< a- x. Mais alors a — x est un majorant de # et comme 
x>0,a-—x< a. Le réel a n’est donc pas le plus petit des majorants de # ce qui est en contradiction avec le fait que ce soit la borne 
supérieure de . 


9.8 Partie entière 


PROPOSITION 9.14 OOO© Partie entière d’un réel 
Soit xe R. Il existe un unique entier relatif p tel que : 


pari} 


Cet entier est appelé la partie entière de x et est noté [x] ou E(x) 





Démonstration SoitxeR. 

Supposons qu’un tel entier relatif p existe alors p est le plus grand élément de l’ensemble # ={neZ|\n< x}. Récipro- 
quement, si p est le plus grand élément de cet ensemble, il vérifie p < x < p + 1 et c’est la partie entière de x. 

Montrons que la partie entière p de x existe. Cela revient à montrer que l’ensemble possède un plus grand élément. 


On a: 

+ 4 7 © : en effet, si x est positif ou nul alors 0 < x et donc 0 e #. Sinon, si x est strictement négatif alors -x e RŸ. En 
appliquant la propriété d’Archimède à Y = —-x et X = 1, on peut affirmer qu’il existe N e N tel que NX > Y c’est-à-dire tel que 
N.12Z-—x ou x z-—N. On a donc -NE d. 

+ L'ensemble «7 est majoré par x et il existe, d’après la propriété d’Archimède un entier plus grand que x. Par conséquent a est 
une partie majorée de Z. 

Nous verrons plus tard qu’un axiome des entiers permet d’affirmer que «# possède un plus grand élément. 


x 
————————  — — 2 —  —  — 
E(x) Ex) +1 


FIGURE 9.2 — Partie entière d’un réel 


Remarque 9.8 Les deux majorations suivantes sont souvent utiles dans les exercices : 


VxER, |[E(x)<x<E(x)+1| et |[x—-1<E(x)< x 


9.9 Densité de Q dans R 


DÉFINITION 9.9 Partie dense 
Soit À une partie de R. On dit que A est dense dans R si et seulement si : 


VxeR, Ve>0, ae Atel que|x-al<Ee 





Remarque 9.9 Une partie À de R est dense dans R si on peut approché tout réel aussi près que l’on veut par un élément 
de A. 


THÉORÈME 9.15 ©QO Q est dense dans R 
L'ensemble Q des nombres rationnels est dense dans R. 





Démonstration Soit xeR et soit e > 0. Considérons un entier q > 0 tel que 1/q < €. Posons p = E(qx), on a p < qx < p+1 d’où 
plqa<x<(p+1)/q. Posons r = plq, le nombre r est bien rationnel et puisque 0<x-r<1/q<e,onabien|x-rl<e. 
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THÉORÈME 9.16 R\Q est dense dans R 


L'ensemble R \Q formé des nombres irrationnels est dense dans R. 





Démonstration SoitxeRete>0. 

— si x est irrationnel, il suffit de poser 8=xeR\Q etonabien|x—-68|=0<e. 

— sixeQ est rationnel, on montre facilement par l’absurde que pour tout entier q > 0, le réel 8, = x+ V21q est irrationnel. Puisque 
Ix—041= V2] q, il suffit de choisir un entier q suffisamment grand pour que V2/q<e. 


En résumé 


Les points suivants doivent être parfaitement connus : 
1 l’axiome de la borne supérieure 
2 la caractérisation de la borne supérieure 
3 les inégalités triangulaires 


Pour se familiariser avec les raisonnements d’analyse, il sera très profitable de passer du temps à comprendre et à refaire 
les démonstrations des théorèmes 9.9, 9.15. 
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9.10 Exercices 


9.10.1 Inégalités 


Exercice 9.1 OO 
Soient x1, X2, …, Xn, ñ réels strictement positifs. Montrer que 


X1+X2+..+Xn xl+xl+.+xl>n 
1 2 n 


l 
Indication 9.7 : On montrera au préalable que : VxeRŸ, x+-2>2. 
x 
Solution : Soit xe Ri. On a: 
x+l/x>2 x -2x+1>0— (x-1)>0 
et donc on a toujours x+ 1/x > 2. Par ailleurs : 


X; X; 
Li 


Ci+x+.+a)(ct+xl+..+xt) _ +n 


1<i<j<n MX 


La somme Yisicjen(xi/X; + Xj/xi) contient n?/2- n termes et d’après l'inégalité précédente, on peut affirmer que 
chacun de ces termes est > 2. Il vient donc : 
72 
1, 1 1 
Gen + %0 ++ Xn) (4 +42 ++ x, >2(5-" 





Exercice 9.2 VO 
Montrer que : 


1. V(a,b)€ R£, Va+b<Va+ VD. Étudier dans quel cas on a égalité. 


2. V(a,b)eR?, | Vrai - Vibi] < Vla-b. 


Indication 9.7 : Aidez-vous de la preuve de l’inégalité triangulaire page 341. 


Solution : 
1. Soient (a, b) € R£. On a : 


2 
[Va+ vo) =a+2Vab+b>a+b 


et donc Va+b<V/a+ VD. On a égalité si et seulement si V ab = 0, c’est-à-dire si et seulement si a ou b est nul. 


2. Soient (a, b)e R°. En utilisant la première inégalité, on trouve que : 
Vlal= Vla-b+b|< V|a-b|+|b|< V|a-b|- V1bl 


donc VTal- /1b|< /1a- bI. On montre de même que /1b| < V/1a- b|- VTal et on en déduit que V/1b] - VTal < 
la bl. En résumé : |VTaI - VB] </|la-bl 





Exercice 9.3 VO 
Majorer et minorer pour n > no (à déterminer), les suites suivantes par des suites de la forme c.n? (avec le même 
exposant pour la majoration et la minoration). 


. _2n-nt+n-1 .. _n+(n-1)/(n+1 
AL: m+n-l CO n+(B-D(n+l 
Solution : 


1. Pourn>1,onan°-n*>0etn?-1>0 donc2n°-n'+n?-1=n+{(n°-n")+{n?-1) > n°. Par ailleurs, on 
a-n*+n <0 et donc2n° -n*+n?-1<2n°. On s’occupe maintenant du dénominateur. Sin>1,n-12>0et 


m+n-1>n.De même, sin>l,n?>netdoncn?+n-1<2n?-1<2n?.En conclusion, si n> 1: 


7 n° on -nt+n2-1 2n° 


3 
2. 
2 2n2 n+n-]1l n2 
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n+n-1 
n4+ n$—1 
n?+n-—1<2n?. On montre facilement quesin>1,n 


. D’après la première question, si n > 1, on sait que n? < 
4 


. On remarque que pour tout n EN, Un = 


<n4+n°—1<2n* donc il vient pour n > 1 : 


- m+n-]l : 2 
on On+m-1l n° 





9.10.2 Borne supérieure 


Exercice 9.4 Q 
Soit À une partie non vide et majorée de R. On suppose que la borne supérieure M de A vérifie M = sup(A) > 0. Montrer 
qu'il existe un élément de A strictement positif. 


Solution : Comme M > 0 alors M/2 > 0. D’après la propriété de caractérisation de la borne supérieure appliquée à 
€ = M/2, il existe a € À tel que ae ]M-Ee,M[. Le réel a est strictement positif. 





Exercice 9.5 © 
Soit a un réel positif. Montrer que 
Ve>0, a<e — a=0 


Solution : Par l’absurde : supposons a > 0 et posons € = a/2 > 0. Il vient alors a < a/2 ce qui n’est possible que si 
a=0. 





Exercice 9.6: ©O00 
Soit f une application croissante de [0, 1] dans lui même. On considère l’ensemble 


E={xel0,1], f(x > x} 


1. Montrer que E possède une borne supérieure b. 
2. Montrer que f(b) = b. 


Indication 9.7 : On pourra étudier les deux cas : f(b) > b et f(b) < b) 


Solution : 


1. E est une partie majorée deR. En effet: VxeE, x<1.E est une partie non vide deR : f (0) 20 doncOEE. Par 
l’axiome de la borne supérieure, on peut affirmer que E admet une borne supérieure b. 


2. — Si alors, comme f est croissante, f (f (b)) > f (b) et donc f (b)e E. Mais, comme f (b) > b et que b 
est la borne supérieure de E, on aboutit à une contradiction. On ne peut donc avoir : f(b) > b. 

— Supposons maintenant que LG) <b| Posons n = b- f (b) > 0. Comme b est la borne supérieure de E, il existe 
ceE tel que : b-n< c< b. Par conséquent : f(c)>c>b-n=b-b+f(b)= f(b), c’est-à-dire f (c) > f (b). 
Mais f est croissante et cette inégalité est impossible. 

Par conséquent f (b) = b. 





Exercice 9.7: ©QOQ 
On considère la partie de R suivante : 


Solution : Soit xeR. On écrit : 


1 
Alors on obtient immédiatement que À est minorée par 1. Soit e > 0. Il existe xeR tel que < €. Il suffit en effet 


x2+1 
de choisir x> V1/e—-1 sie<letx=0sie> 1. Alors 





et par conséquent, infA = 1. De plus A ne possède pas de plus petit élément car inf A g A. En effet, si 1 € A alors il existe 
xeR tel que x? +2 = x? + 1 ce qui n’est pas le cas. 
Majorons ensuite pour xeR, 


<1+1<2 


1+ < 
x2+1 


(on a minoré le dénominateur car x? > 0). Par conséquent, À possède une borne supérieure et c’est le plus grand élément 
de A (il suffit de prendre x = 0). En définitive, sup À = maxA = 2. 





Exercice 9.8 VO 
On considère la partie de R suivante : 


n 1 * 
a {cn +— | nEN k 
n 


Déterminer sup A et infA. 
Indication 9.7 : Faire un dessin représentant les points de A. 


On montre facilement que 


3 
maxA = sup À = 5° 


En effet, c’est un majorant de À qui appartient à A. 
Montrons que infA = —1 en utilisant la propriété de caractérisation de la borne supérieure : 


l 
1. —-1 est un minorant de À : SoitneNx,ona(-1)}"+—2>(-1)">-—1. 
n 


l 1 l 
2. Soit e > 0. Soit n € N* tel que n est impair et — < €. Posons xe = (—-1)"+— = -1+—. On a bien X € A et 
n n n 


—1<X: <—-l+Ee. 





Exercice 9.9 © 
Soit un intervalle ICR et deux applications bornées f :1I——R , g:1—R. Montrez que : 


[sup f (x) — sup gx < sup] f (x) — g(x)| 
xel xel xel 


Indication 9.7 : Montrez que sup f -— sup g < sup |f- g| et dans un deuxième temps que sup g — sup f < sup |f — g|. 
1 1 I I I I 


Soit xe I, écrire f(x) = f(x) — g(x) + g(x) et majorer f(x) < |fG) — g| + g(x). Utiliser ensuite le raisonnement de 
passage à la borne supérieure. 


Solution : Soit xelI. Majorons : 
GO = FO — 80 + gG0 < [FO — 80) + 8] < [FO - g0|+ [80] < sup | -2]|+ Sup gl 
Comme le membre de droite est un majorant indépendant de x, par passage à la borne sup, on en déduit que 
sup f <sup|(f - 8] +sup|gl 
En écrivant de même 
80 = 80 — FU + FU <| FC — 8@] +] FI < sup|(— 8] +sup| | 


on en déduit par passage à la borne supérieure que 


sup g <sup|(f  8|+sup|f| 





et alors |sup,e1 f (9) — sup, 8] < sup,al f( - gl. 
Exercice 9.10 M 


Soient deux parties deR, ACR etBCR non-vides et majorées. Montrez que sup(AUB) existe et l’exprimer en fonction 
de sup A et supB. 
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Solution : AUB est une partie de R non-vide. Montrons qu’elle est majorée. Puisque A est majorée, il existe MA ER tel 
que Vae À, a< MA. De même, il existe MB € R un majorant de B. Posons alors M = max(M\,M3). Alors si x € AUB, 
x< M. En effet, sixe A, x<MA<MetsixeB, x<MB<M. 

Montrons que sup(A U B) = max(sup A, supB). 

On suppose que sup À < sup B. Montrons alors que sup(AUB) = sup BB. Utilisons pour cela la propriété de caractérisation 
de la borne supérieure : 


1. supB est un majorant de AUB : Soit xe AUB : Si xeB, alors x < supB. Si xe À, x < supA < supB. 


2. Soit € > 0. En utilisant la caractérisation de supB, il existe xe € B tel que 
supB—E< x <supB 


Et xe € AUB. On montre ainsi que supB est la borne supérieure de AU B. 
Si supB < supA, on montre de la même façon que supAUB = supA. En résumé, on a 
SUp(AU B) = max(sup A, sup B) |. 





Exercice 9.11 Q 
Soit f:R—R une application croissante et A CR une partie non-vide majorée. 


1. Montrez que sup f (A) < f (sup A). 


2. Trouvez un exemple où l'inégalité est stricte. 


Solution : Il suffit de montrer que f (sup A) est un majorant de f(A). Soit y € f(A). Il existe x € A tel que y = f(x). 
Mais puisque x < sup A et que f est croissante, 


f(x < f(supA) 


Par conséquent, f (A) est majorée, admet donc une borne supérieure et sup f (A) < f (sup A). 





Exercice 9.12 VO 
On considère une partie AC R non-vide. On suppose qu’il existe (a,B) € R? tels que VxeA,0<a<x<$. Montrer 
l 
que la partie A! = {—; x € A} possède une borne supérieure et une borne inférieure et exprimer sup À’, infA’ en fonction 
x 
de supA et infA. 


Solution : On vérifie que A’ est majorée par 1/ax et minorée par 1/fB, donc sup A' et infA’ existent. Montrons que 
supA’=1/infA. 
1 1 
> supA < NEA Soit y € À’, il existe x € À tel que y = —. Puisque x > supA, y < ——. Par passage à la borne 
in & 


infA 
supérieure, on en déduit que sup À’ < 1/infA. 


> supA'> Tan Montrons que infA > Soit xe À. Écrivons x = —. Puisque 1/x € A, on a 1/x< supA! et donc 
in sup 


A!” 


1 : : : 
x2 Par passage à la borne inférieure, infA > 


supA! supA!" 


On montre de la même façon que inf A! = 





supA 


9.10.3 Rationnels, irrationnels, densité 


Exercice 9.13 © 
Soient x et y deux rationnels tels que VX et \/y soient irrationnels. Démontrer que Vx+ \/y est irrationnel. 


Indication 9.7 : Introduire la différence : Vx- /y 
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Exercice 9.14 O 


On définit la fonction 
R — R 


f: qi si xER\Q 


IxI+1 sixeQ 


Déterminez infrer f (x). 


Solution : Montrons que 0 est la borne inférieure de Im f. 
— 0 est clairement un minorant de Im f. 


— Soite > 0. Comme R\Q est dense dansR, il existe xe R\Q tel que0<x<e et f(x) =|x|= x. Donc xeImf. 
On applique alors la propriété de caractérisation de la borne inférieure et| 0 = inf fo | 
XE 





Exercice 9.15 VV 
Soit f :R+—R une fonction non-nulle vérifiant : 


Œ) VANER, f(x+y) = f(+ft 


Gx) VGnER, fan =fofM 
. Montrez que f(1) = 1 et f (0) = 0. 
. Montrez que VneN, f(n)=n. 
. Montrez que VreQ+, f(r)=r. 
. Montrez que Vxe R+, f(x) > 0. 


. Montrez que f est une fonction croissante. 


OS D OR © D = 


. Montrez que Vx E R+, f(x) = x. (On raisonnera par l’absurde, en supposant par exemple que x < f(x) et on 
introduira un rationnel r tel que x < r < f(x)). 


Solution : 


1. Comme f n’est pas la fonction nulle, il existe à € R+ tel que f(x) À 0. Alors, puisque 
fo = f(x = f(.f( 


on en déduit que 


f@[fH-1]=0 


et puisque f (x) £ 0, on obtient que f(1) = 1. 
Puisque d’après (x), 
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) 


on obtient que f (0) = 0. 


. Montrons la propriété par récurrence sur n. 
P(n):fin=n 


(0) est vraie d’après à). 
P(n) —= P(n+ 1) : en utilisant (x) et P(n) : 


fa+D= f(n)+/f(L=f(n)+1=n+1 
. Soit r € Q+. Il existe (p, q) € Q2 (p > 0, q > 0) tels que 


7-2 
q 


Alors, en utilisant (xx) : 


ar(2 = r@f(?) idee 


On en tire donc que 





. Soit xe R+. Écrivons en utilisant (xx) : 


FU = (VV =[F (DT >0 


. Soit (x, y) € R+, tels que x < y. Comme y — x > 0, d’après d), on en déduit que 
fg-x20 


et d’après (x) que 
FO =fG-x+2x = f(y-2x) + f(2 > f(x 


Donc f est croissante. 
. Par l’absurde, si f Z idr+, il existerait x € R+ tel que f(x) À x. Distinguons les deux cas possibles : 


(a) x< f(x) : Comme Q est dense dans R, il existe r EQ vérifiant 


x<r< f(x) 


Comme d’après c), f(r) = r, on aurait puisque f est croissante : 
FC < f(r) 


et donc 
x<r<f(x<f(r)=r 


ce qui est absurde. 


(b) f(x) < x : ce cas se traite de la même façon. 





Exercice 9.16 OVCQ Sous-groupes de (R, +) 
Soit G un sous-groupe de (R, +) non réduit à {0}. L'objet de cet exercice est de montrer que G est soit discret dans R de 
la forme aZ où ae R°, soit dense dansR. 
1. Montrer que GNRŸ est non vide. 
2. En déduire que GNRŸ admet une borne inférieure a > 0. 
3. On suppose dans cette partie que a > 0. 
(a) Montrer que a € G. 
Indication 9.7 : On pourra faire un raisonnement par l’absurde en montrant que si a n’appartient pas à G 
alors il existe des éléments f\ et t> de G tels que a < f> < th < 2a et en déduire une contradiction. 
() Prouver que G= aZ. 
4. On suppose maintenant que a = 0. Montrer que G est dense dans R. 


Solution : 


1. Comme G n’est pas réduit à {0}, il existe x € G tel que x Z 0. Si x est positif, il est clair que GNRŸ est non vide. 
Sinon, si x est négatif, G étant un groupe, —x est élément de G et est positif. Pas suite, GNRŸ est non vide. 


2. GARŸ est donc une partie non vide de R. Elle est minorée par 0. En appliquant l’axiome de la borne supérieure, 
elle admet une borne inférieure a > 0. 


3. (a) Supposons que a n’est pas élément de G. En appliquant la propriété de caractérisation de la borne inférieure, 
il existe ti, t2 € G tels que0 <a < f < hi < 2a. Mais alors 0 < fi — f < a car h > 0. De plus, h- EG. 
Donc a ne peut alors être la borne inférieure de G ce qui est en contradiction avec notre hypothèse de départ. 
a est donc nécessairement élément de G. 


a étant élément de G, il est clair que aZ € G. Montrons l'inclusion inverse. Soit x € G. Quitte à considérer 
— x plutôt que x, on peut supposer que x est positif. D’après la propriété d’ Archimède, il existe n € N tel que 
n.a > x. Notons n le plus petit entier vérifiant cette propriété. On à : (no — 1).a < x < ño.a ce qui amène : 
O<x-—(n0-1).a< a. Mais alors x— (no — 1) .a est un élément positif de G plus petit que a. Comme a est 
la borne inférieure de G, ceci n’est possible que si x — (no — 1) .a = 0 c’est-à-dire que si x = (no — 1).a. On 
prouve ainsi que GC aZ. Finalement : G= aZ. 


4. Soit x < y ER. Il faut montrer que [ x, y] Nn G # &. Comme précédemment, on peut supposer que x est positif. 
Posons : e = y-x> 0. D'après la propriété de caractérisation de la borne inférieure, il existe g € G tel que 
0<g<e. Il existe un couple (q,r)ENxXRŸ telque : y= qgg+ret0<r<g.Doncx=y-(y-x)=y-E<y-g< 
y-r<qg< y. Donc qge{x, y] et comme gg € G, G est dense dans R. 
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9.10.4 Partie entière 
Exercice 9.17 Q 
1. Montrer que 


1 
VneN, MS 
2Vn 


2. En déduire la partie entière de 


Solution : 


1. Ona: 
(Vn+1-Vn)(Vn+1+Vn) 1 


VON Fe FRERE 


On montre de même que : 


JL 
ee oi 


2. On en déduit que 


10000 1 1 | 10000 
< 


D vi+ Ni Vi Vie 
i=l 1 


= |1+—+..+ 
2 v2 10000 


Mais les deux sommes extrêmes sont télescopiques et on trouve : 


i= 


l 
V10001-1<- 


1 1 | 
TE < V10000 
2 v2 10000 


Soit aussi : 
l l l 
99 < —{1+— +...+ < 100 


2 v2 10000 


1 l 1 
On en déduit que |; 1+— +...+ ]]=s 
L 2 v2 V10000 
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Lie 10 


Suites de nombres réels 


On dit qu’une grandeur est la limite d’une autre grandeur, quand la seconde peut s’approcher de la pre- 
mière plus près que d’une grandeur donnée, si petite qu’on puisse la supposer... 
D’Alembert. 


Pour bien aborder ce chapitre 


Nous allons définir dans ce chapitre et le suivant une des notions les plus fondamentales en analyse, celle de limite. 

Si on se pose les questions suivantes : 

— Qu'est ce qu’une dérivée ? 

— Qu'est ce qu’une intégrale ? 

— Qu’est ce qu’une somme infinie ? 

La réponse est la même : une limite. 

Bien que les mathématiciens utilisent ces différents objets depuis la renaissance, ce n’est que vers la fin du 18° siècle et 
le début du 19° siècle que la notion de limite, grâce à D’Alembert (voir 51 page 778) et à Cauchy (voir 11 page 200), 
commence à être formalisée. Le cours d’analyse de Cauchy, alors qu’il professait à l’École Polytechnique, allait d’ailleurs 
devenir une référence pour tout travail en analyse au 19° siècle. Malgré la grande rigueur de son contenu, il subsistait 
des lacunes, comme une preuve, fausse, que la limite d’une série de fonctions continues est continue. Le mathématicien 
allemand Karl Weierstrass vers 1860 (voir 24 page 366) et ses élèves formalisèrent définitivement la notion de limite 
et parachevèrent l’œuvre de Cauchy. La forme actuelle de la définition d’une limite est exactement celle donnée par 
Weierstrass. 

Il vous faudra prendre le temps dans ce chapitre de bien comprendre les nouvelles notions, de faire et refaire les démon- 
strations. Il fallut plusieurs siècles pour que les mathématiciens formalisent ces concepts correctement. Il est alors naturel 
que cela vous demande un travail approfondi. Vous êtes en train de préparer les fondations sur lesquelles seront construites 
toute votre connaissance en analyse. 


10.1 Définitions 
10.1.1 Vocabulaire 


DÉFINITION 10.1 Suite réelle 


Une suite réelle est une application u : N — R. On note cette application sous forme indicielle (4»)nen ou encore (uh). 
L'ensemble des suites réelles est noté .S/(R). 





Remarque 10.1 

— On appellera aussi suite réelle une application u définie à partir d’un certain mn EN, u:{neN]|n2> no} — R. On la 
note : (Un)n>no: 

— Attention aux notations : la notation (4,) désigne une suite, alors que u, désigne le ferme de rang n de la suite (uh). 


On adoptera une des visualisations suivantes pour une suite : 


10.1.2 Opérations sur les suites 
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FIGURE 10.1 - Représentations d’une suite réelle 


DÉFINITION 10.2 Opérations sur les suites 

On définit les lois suivantes sur l’ensemble des suites .S/(R). Soient (uh),(Vn) €.S(R) et À€R, 
— Addition : (un) +{(Vn) = (Un + Vn) 

— Multiplication par un scalaire : (un) = (À un) 

— Multiplication de deux suites : (un) * (Un) = (Un-Un) 





Remarque 10.2 

— .S{R) muni de l’addition et de la multiplication précédemment définies a une structure d’anneau commutatif (que l’on 
verra plus tard). 
— Élément neutre de l’addition : la suite nulle. 
— Élément neutre de la multiplication : la suite constante égale à 1. 

— .S{R) muni de l’addition et de la multiplication par un scalaire précédemment définies a une structure d’espace vec- 
toriel que l’on verra plus tard. 


DÉFINITION 10.3 Suite majorée, minorée, bornée 
On dit qu’une suite réelle (u,) est : 
— majorée lorsque le sous-ensemble {u, | n e N} est majoré dans R, c’est à dire lorsque : 


MER: VneN, un<M 
— minorée lorsque le sous-ensemble {u, | ñn € N} est minoré dans R, c’est à dire lorsque : 
ImeR: VneN, u>zm 


— bornée si et seulement si elle est à la fois majorée et minorée. 


PROPOSITION 10.1 
Une suite (u}) € .S/(R) est bornée si et seulement si la suite (|w,|) est majorée : 


MER, VneN, url <M 





Démonstration 

Supposons que la suite (un) est bornée. Alors il existe m,M ER tels que VneN, m< un <M. En notant K = max(|m|,|M|), 
on a pour tout n EN, [unl < K. La suite |u,| est majorée par le réel K. 

Si la suite (|unl) est majorée, il existe M ER tel que VneN, lunl < M et donc VneN, -M< un < M ce qui prouve que la 
suite (Un) est bornée. 


DÉFINITION 10.4 Suite croissante, décroissante, monotone 
On dit qu’une suite réelle (u,) est 
— croissante si et seulement si : 
VnEN, uUn<Un+] 


— décroissante si et seulement si : 
VnEN, Unr1 <Un 


— monotone Si et seulement si elle est croissante ou décroissante. 
On dit que (uh) est strictement croissante , strictement décroissante ou strictement monotone si et seulement si l’inégalité 
correspondante est stricte. 


DÉFINITION 10.5 Suite constante 
Une suite (uh) € .S/(R) est dite constante lorsqu'il existe un réel ae R tel que VneN, uy = a. 
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DÉFINITION 10.6 À partir d’un certain rang 


On dit qu’une propriété P(n) est vérifiée à partir d’un certain rang N EN si et seulement s’il existe un entier Ne N tel 
que Vn > N, la propriété P(n) est vraie. 





10.2 Convergence d’une suite 


10.2.1 Suites convergentes, divergentes 


DÉFINITION 10.7 (QC Limite, suite convergente, suite divergente 
On dit qu’une suite réelle (4,) converge vers un réel / ER si et seulement si 


Ve>0, 2NEN: VneN, n>N=lur-ll<e 


c’est-à dire, pour tout epsilon strictement positif, il existe un entier N | qui dépend de epsilon |tel que pour tout #7 plus 


grand que N, w, est à une distance plus petite que € de L. 

On dit alors que / est la limite de la suite (u,) et on note us lou encore lim uy=l. 
. . : . n— +00 n— +00 

— S'il existe un tel /, on dit que la suite (w,) est convergente. 


— S'il n'existe pas de réel / vérifiant cette propriété, on dit que la suite (u,) est divergente. 





Remarque 10.3 Pour comprendre cette définition, étudiez le premier dessin de la figure ci-dessous. Imaginez qu’une 
clé à molette est centrée sur l’axe (O0 y) en /. Vous pouvez choisir l’ouverture 2e à votre guise aussi petite que vous le 
souhaitez. Chaque ouverture détermine une bande [/-Ee,l+e]. Si la suite converge vers !, on peut trouver un rang N à 
partir duquel tous les termes de la suite sont dans la bande [/ —- €, 1 +e]. Une autre façon de comprendre cette définition 
consiste à interpréter 7 comme un temps. À l'instant n, on allume un point sur l’axe (Ox) d’abscisse w,. Pour tout € > O0, 
à partir de l’instant N, tous les points allumés seront dans l’intervalle []—€, [+]. 





Uo U Wa U3 u] 
ER — 9 — 2 — 
[l [l 
PE EE R 
2€ 


Multimédia : un pied à coulisse où l’on choisit € avec le rang N à partir duquel tous 
les termes sont dans la bande [l-e,l+€] 


On utilise le plan 
Soit € > 0. 


On cherche à partir de quelle valeur N, on a |ux — [| < ! en sorte de vérifier le point @. Cela se ramène la 


plupart du temps à la résolution d’inéquations. C’est souvent la partie la partie la plus difficile de la preuve 


Posons N = 
Vérifions : soitnzN,onabien|uy-l|<e. 


Donc un L. 
ñn— +00 





Exemple 10.1 
Montrons que la suite (1/n) ner converge vers 0 en utilisant le plan ci-dessus. 
pd Soite>0. 
2 On cherche N tel que 1/N < €. On obtient N > 1/E. 
3 On pose alors N =E(1/E) +1. 
2 Vérifions. Soit n>N.Onan>zN> 1/e ce qui s’écrit aussi 1/n<Ee ouencore |[1/n—0|<E€. 
5 


Donc 1/n 0. 





n— +00 
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PROPOSITION 10.2 On peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de convergence 
Une suite (u,) converge vers une limite /EeR si et seulement si 


Ve>0,INEN, VneN, n>zN = |uy -l|<e 





Démonstration 
«= est évidente puisqu’une inégalité stricte est à fortiori large. 
æ soite > 0. Posons €! = €/2 > 0. Puisque un 1, il existe un rang N € N à partir duquel |un — [| < e! et à partir de ce rang, 





n—+00 
onalun—l|l<e! <e. 


Remarque 10.4 Nous allons voir cette année plusieurs définitions d’analyse faisant intervenir des inégalités. Par 
défaut, nous utiliserons des inégalités larges. On peut souvent remplacer dans les définitions ces inégalités larges par des 
inégalités strictes au besoin en utilisant l’idée de la démonstration précédente. 


THÉORÈME 10.3 OO Unicité de la limite 


La limite d’une suite réelle, si elle existe, est unique. 





Démonstration © Supposons que (un) possède deux limites li, l2 € R et montrons par l’absurde que li = L. 
Supposons li # l2 et posons € = |l1 — 11/2 > 0. Puisque u 





s h, il existe un rang N, e N à partir duquel lun — ll < € et 
n— +00 


l, il existe un rang N2 à partir duquel |un — l2| < €. Considérons l’entier n = max(N\,N)) supérieur à la fois à 





uisque u 
PES M n—+00 


NietN2.Onalun-ll<e etlun-—l2|<e mais alors, en utilisant l'inégalité triangulaire, 





Hi —b1=1( -un)+(un-b)< lun -hl+lun-b\<2e=|h -bl] 


ce qui est absurde. 


THÉORÈME 10.4 La valeur absolue d’une suite convergente est convergente 


Soit (4) une suite convergeant vers le R. Alors | |uh| Sun [| 
n— +00 


Démonstration Soit e > 0, puisque un 








. l, il existe un rang N EN à partir duquel |un — [| < €. Alors pour n > N, en vertu 
n— +00 


de la minoration de l’inégalité triangulaire voir 9.6 page 341, | lüunl—1{l | <l|un—l|<e. 


THÉORÈME 10.5 © Une suite convergente est bornée 
Toute suite convergente est bornée. 





Démonstration ©QOQ  Posons € = 1. Puisque (un) converge, il existe LER et NE N tel que Vn>N, [un —l|<e. Donc pour 
n > N, en vertu de la minoration de l'inégalité triangulaire, |[un| —|[| < [un — [| < 1 et donc |unl < 1+|/|. Les premiers termes sont 
en nombre fini, donc on peut poser M = max(|uol,.….,|un-11,1+1/1). Alors, VneN, [u,l< M ce qui montre que la suite est bornée. 


On se sert souvent du résultat suivant pour transformer l’hypothèse sur une limite en inégalité à partir d’un certain rang. 


THÉORÈME 10.6 OOQ Transformation de limite en inégalités 
Soit (4) une suite et k, k' ER.. On suppose que 


lEeR 


Alors, il existe un rang N € N tel que Vn>N, k< un < K. 





Démonstration © Posons € = min(/— k, k! — 1) > 0. Puisque un 





Fe l, il existe un rang N à partir duquel |un — [| < €. Alors, 
n— +00 


sin>N, 
1à 


, 


e Un-l<e<k-l d'où un<k 
e l—-un<e<l-Kk d’où un > k. 
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10.3 Opérations sur les limites 


10.3.1 Opérations algébriques sur les limites 


Les démonstrations de ce paragraphe sont très instructives pour comprendre ce qu’est une preuve d’analyse. Nous les 
avons rédigées en deux étapes. La première étape (qui se fait au brouillon) consiste à comprendre l’idée de l’approx- 
imation. La deuxième étape consiste à rédiger rigoureusement une preuve qui s’appuie sur le plan de démonstration 
correspondant aux définitions. Étudiez en particulier l’ordre dans lequel les différents objets sont introduits dans ces 
preuves. 


PROPOSITION 10.7 





Soit (4A) une suite réelle et / un réel. La suite (4,) converge vers L si et seulement si la suite (u,, — 1) converge vers 0. 


Démonstration Il suffit d'écrire [un — [| = |(un — 1) —0| dans la définition. 
Pour montrer qu’une suite converge vers une limite !, il suffit donc de majorer |}, — [| comme le montre le résultat suivant. 


PROPOSITION 10.8 Théorème de majoration 
Soit (4}) une suite réelle et ZE R. On suppose qu’il existe une suite réelle (x) et un rang Ni € N tel que 


(Cm) Vn>N1, lun-ll<am, 
Ce 
n— +00 


alors Un ——— | 
n— +00 





Démonstration 


Soite > 0. 





Puisque an 0, il existe un rang N2 EN tel que Vn > No, lan| <E. 


n—+00 
Posons N = max(N1,N)). 
Soit n > N. Puisquen>Nietn>Np, 

lun — [| < On <E 


THÉORÈME 10.9 La somme de suites convergentes est convergente 
Soient (Un) et (Vn) deux suites. On suppose que 


n— +00 





Démonstration O0© Nous devons majorer |(ün + Un) (+ 1')| à partir d’un certain rang. Notre hypothèse permet de majorer les 
quantités |un — l| et |vn — l’| par un réel €! > 0 arbitraire à partir d’un certain rang. Faisons donc apparaître ces groupements avant 
d'utiliser l’inégalité triangulaire : 





Gen + Un) — +) = un - D + (on DIS lun -1+1vn-11< 2e 


Il ne reste plus qu’à rédiger rigoureusement la preuve en suivant le plan de démonstration. 
Soite > 0. 


1, il existe un rang Ni EN à partir duquel [un — [| < €’. De même, il existe un rang 





Posons €’ = €/2 > 0. Puisque un 
n—+00 
N2 EN à partir duquel |[vn —l'|<€!. 
Posons N = max(N1,N)). 
Soitn>zN,commen>2zN;etn> No, 


[un + Un) - +0) < In D +(vn-1)1<lun-1l+lvn-l\<2e!<e 





THÉORÈME 10.10 © Combinaison linéaire de suites convergentes 
Soient deux suites (Un) et (Vh) convergentes : Un RAIN let Un DEEE l'. Alors pour tous réels a, E R, 
> +O0 —+ +00 


Un +BVn al+ fl 


n— +00 
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Démonstration  Similaire à la preuve précédente et laissée en exercice. Utiliser €! = e/(|al +18l) lorsque « et B ne sont pas tous 
les deux nuls. 


THÉORÈME 10.11 © Produit de suites convergentes 
On considère deux suites (47) et (VA) convergentes : 


lER, 


l'ER. 


© 
n— +00 
oo 


n— +00 


Alors Un Un —— ll". 
n— +00 





Démonstration © Nous devons estimer la quantité |unvn — ['| et utiliser notre hypothèse, [un — 1| < e! et |vn —l'|< €’. 
Faisons donc apparaître ces groupements à l’intérieur des valeurs absolues avant de majorer grâce à l’inégalité triangulaire : 


lun 0n — = lun @n 1) + l'un - DIS unllun 114 un 1 < (unl+1lDe 

Il reste |un| qu’il nous faut majorer. Nous savons qu’une suite convergente est bornée, donc lun| < M et alors |[unVn — ll < 
(l|+M)e’. Reste à rédiger rigoureusement la preuve en suivant le plan de démonstration. 

Soit e > 0. 

Puisque la suite (un) converge, elle est bornée. Il existe M > 0 tel que VneN, [unl <M. 

Posons €’ = e/([l'|+M) > 0. Puisque un  : 1, il existe Ni EN tel que Vn>N1,lun-—1l<e/. Puisque vn TE d'il 

existe N2 EN tel que Vn>No,lvn-l'|<e!. 

Posons N = max(N1,N). 


SoitneNtelquen>zN,ona 


ln vn = = un @n 2) + l'un DIS lunllun V4 lun 1 M+H'De'=e 


PROPOSITION 10.12 Inverse d’une suite convergente 
Soit (4) une suite et le R. On suppose que 


Qu) Fr n—+00 ES 


(2 ) 120: 


1 1 
AlOrSs — —— —, 
Un + | 





Démonstration O0© Nous devons estimer la quantité |1/un — 1/1| en utilisant l'hypothèse |un —l|< €’. Écrivons 











L ! 
—-:|- Mn, 
Un  Î Hllual  Mllunl 
Il reste |[uA| au dénominateur qu’il nous faut minorer. Comme |un| 7e [/|, et que k =111/2 <|1|, d’après la proposition 10.6, à 
n— +00 
partir d’un certain rang, |1/un —1/l|< 2e II. Il nous reste à rédiger rigoureusement cette idée en suivant le plan : 


Soite > 0. 
Posons €’ =|1|2€/2. 














Puisque un PERE l, il existe un rang N\ à partir duquel |un — || < e!. 
Puisque d’après la proposition 10.4, |un| FRE [1|, en utilisant la proposition 10.6 avec k = |11/2 < |I|, il existe un rang 
N2 EN tel que Vn> Nb, lunl > H/2. 
Posons N = max(N1,N). 
Soitn>zN, 
me lun — Il 5 e! 
Un | Mllunl 12/2 





THÉORÈME 10.13 Quotient de suites convergentes 
On considère deux suites (u,) et (v,) et on fait les hypothèses suivantes. 
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Démonstration Il suffit d’appliquer les théorèmes 10.12 puis 10.11. 


| Remarque 10.5 Les théorèmes précédents s’appellent les théorèmes généraux sur les suites. 


10.3.2 Limites et relations d’ordre 


Nous allons voir dans ce paragraphe les liens entre limites et inégalités. Ces résultats sont particuliers aux suites réelles et 
ne s’étendront pas aux suites complexes (il n’y a pas de relation d’ordre naturelle dans € !). 


PROPOSITION 10.14 OOQ Passage à la limite dans une inégalité 
Soit (4) une suite réelle et ke R. On suppose que : 


Qu) “ie n— +00 EL 


Cu) À partir d’un certain rang, Un < K. 
Alors L< k. 





Démonstration  Montrons le résultat par l’absurde. Supposons 1 > k et posons € = 1 —k > 0. Puisque un 





l, il existe un 
n—+00 

rang N1 EN à partir duquel |un — || < e (on peut utiliser une inégalité stricte dans la définition de la limite). D’après la deuxième 
hypothèse, il existe un rang N2 € N à partir duquel un < k. Considérons l’entier n = max(Ni,N2). On devrait avoir d’une part 


l— un <1-Kk d’où u, > k et d’autre part u, < k ce qui est absurde. 


Remarque 10.6 Attention aux hypothèses de ce théorème important : on suppose que la suite converge. En aucun cas 
un passage à la limite ne permet de justifier l’existence d’une limite. On obtient évidemment le théorème correspondant 
en remplaçant l’inégalité < par >. 


PROPOSITION 10.15 COQ Passage à la limite dans les inégalités 
Soient deux suites (4y) et (Vn). On suppose que : 


Cu ) À partir d’un certain rang, Un < Un. 
Alors L< l'. 





Démonstration Il suffit d'utiliser le résultat précédent avec la suite (wy) = (un — Vn) et k=0. 








Multimédia : Une suite cv vers Îl. On choisit une barre de hauteur K<l et on obtient 
le rang à partir duquel un >k 


THÉORÈME 10.16 ©OQ Théorème des gendarmes 


On considère trois suites : (wn), (Un) et (Wh) . On suppose que : 


Qu) À partir d’un certain rang, Un < Un < Wn, 


(a) Les deux suites encadrantes (v,) et (w,) convergent vers une même limite le R. 





Alors la suite (4) converge vers l. 


Démonstration © 


Soit e > 0. 





Puisque va 1, il existe N2 EN tel que Vn > N2,lvn-ll<e. De même, il existe N3 EN telqueVn2zN3,lWn—l|<e. 


n—+00 
D'après la première hypothèse, il existe N1 EN tel que Vn>N1,Vn<Un<Wn 
Posons N = max(N1,N2,N3). 


Soitn>zN.Onaun-l<wh-l<eetl-un<l-—v,<e. Par conséquent, |un—1l|<e. 


Remarque 10.7 Contrairement au passage à la limite dans les inégalités, le théorème des gendarmes garantit l'existence 
de la limite de (w,). Bien distinguer les deux théorèmes. 
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THÉORÈME 10.17 © Caractérisation séquentielle de la borne supérieure 
On considère une partie X non vide et majorée de R. Elle possède une borne supérieure sup X. Soit un réel Ze R. Les 
deux propriétés suivantes sont équivalentes. 


1. !=supX. 


2. l'est un majorant de X et il existe une suite (x,,) d'éléments de X qui converge vers /. 





Démonstration © La preuve illustre bien l’utilisation des deux théorèmes précédents. 

= On sait que supX est un majorant de la partie X. Nous allons utiliser pour la première fois une technique importante en analyse : 
la construction d’une suite à partir d’une propriété à quantificateurs de la forme Ve > 0, 3x... Utilisons la caractérisation à € de 
la borne supérieure (théorème 9.9 page 342). 


Ve>0,7xexX, supX-e<x<supX 
Soit neN*, en prenant € = 1/n > 0 dans la propriété ci-dessus, il existe un réel xn € X vérifiant supX-1/n < xn < supX. On 
construit ainsi une suite de points (xn) de X qui converge vers supX d’après le théorème des gendarmes. 


= Montrons que l est le plus petit des majorants de la partie X. Soit M un majorant de X,onaVxeX, x<M d’où 


VneN, xn <M 





Mais puisque Xn l, par passage à la limite dans les inégalités, on en déduit que 1 < M. 


n— +00 
Multimédia : illustrer cette construction séquentielle 


10.3.3 Limites infinies 


Nous allons étendre la notion de limite d’une suite à R. 
DÉFINITION 10.8 © Suite divergeant vers +00 ou —-co 


Soit (Un) une suite réelle. 
— On dit que (u») diverge (ou tend) vers +c si et seulement si 


VMER, 2INEN: VneN, n>N=ur>zM 


On note alors uy +00. 
n— +00 


— On dit que (u}) diverge (ou tend) vers —c si et seulement si 
VMmER, 2NEN: VneN n>N=un<m 


On note alors uy ——— —-co. 
n— +00 


PLAN 10.2 : | Pour montrer que un +00 
n— +00 


On utilise le plan : 
1. Soit MER. 
2. Posons N =. 


3. Vérifions : soit n > N, on a bien un 2 M 





Remarque 10.8 Attention, il existe des suites divergentes qui ne tendent pas vers +oo, par exemple la suite de terme 
général (—1)* 


On étend les théorèmes généraux aux suites qui divergent vers l'infini. Par exemple : 


PROPOSITION 10.18 
Soient (Un) et (Vn) deux suites. On suppose que 


lER, 
+00. 


n— +00 
o 


n— +00 


Alors Un + Un +00. 
n— +00 
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Démonstration On veut minorer un + Vn à partir d’un certain rang. Avec nos hypothèses, à partir d’un certain rang, un z 1-1 et 
Un > M' (avec M' aussi grand que l’on veut). Alors à partir d’un certain rang, un + vn > M'+1-—1. Il suffit de rédiger rigoureusement 
cette idée : 


Soit MER. 
Posons M =M-1+1. 


Puisque Vn — +oo, il existe N1 EN tel que Vn > N1, Un > M'. 





Puisque un l'etque k=1-1< 1}, d’après le théorème 10.6, il existe N2 EN tel que Vn > N>, un > l—1. 


n— +00 


Posons N = max(N1,N)). 
Soitn>N,un+vn>zl-1+M =M. 


Plus généralement, on dispose des théorèmes généraux suivants qui utilisent les opérations sur R vues dans les tables 9.7 
page 343. 


THÉORÈME 10.19 Théorèmes généraux étendus à R 
On considère deux suites (un) et (vn). On suppose que : 


Qu) Un — LER, 
Cm) Vn—l'eR 


Alors, 
TPE 1+ l' sauf si (1+ l”) est une forme indéfinie. 
n— +00 
0 res Il! sauf si (Z1”) est une forme indéfinie. 
n— +00 


— UnlVn Sven: 1/1! sauf si //[! est une forme indéfinie. 
ñn— +00 





On utilise souvent la variante suivante du théorème des gendarmes : 


THÉORÈME 10.20 GO Théorème des gendarmes étendu à R 
Soient deux suites (4) et (Vvr). On suppose que 


Qu) À partir d’un certain rang, Un < Un, 


Ci) Un +00. 
n— +00 


Alors un +00. 
n— +00 


De même, si 


Qu) À partir d’un certain rang, Un < Un, 


alors Uuy ——— -co. 
n— +00 





Démonstration 


SoitM EN. 





Puisque Vn +oo, il existe un rang N1 EN tel que Vn > N1, Un 2 M. 


n—+00 
D'après la première hypothèse, il existe un rang N2 EN tel que Vn > N2, Un < Un. 
Posons N = max(N1,N)). 


Soitn>N, un >= Un >2M. 


10.4 Suite extraite d’une suite 


DÉFINITION 10.9 Suite extraite 
On dit qu’un suite (v,) est une suite extraite où une sous suite d’une suite (u,) s’il existe une application @:N—N 
strictement croissante telle que 


VnEN, Un = Up(n) 
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LEMME 10.21 © 
Soit 4 : N — N strictement croissante. Alors 


VneN, o(n>zn 





Démonstration Par récurrence : 
Si n =0 alors comme est à valeurs dans N, on a bien 4 (0) > 0. 
SoitneN. 


On suppose que w(n) > n. Montrons que @(n+1) > n+1. Comme w est strictement croissante, on a nécessairement 
@(n+1) >(n) > n. Par conséquent @(n+1) > n+1. (Si pour deux entiers x, y, on a x > y alors x > y+1). 


La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence. 


PROPOSITION 10.22 OQQ Une suite extraite d’une suite convergente est convergente 
Toute suite extraite d’une suite (w,,) convergeant vers une limite / est une suite convergeant vers / 





L. 





Démonstration Soit :N- N une application strictement croissante. On suppose que Un L. Montrons que Up(n) 





n— +00 n— +00 


Soit e > 0. 





Puisque un l,ilexisteNEN telqueVn>N,lun-ll<e. 


n—+00 
Soit n > N. D’après le lemme précédent, @(n) z n z N et donc [up(n) — Î1< €. 


COROLLAIRE 10.23 © Critère de divergence d’une suite 
Soit (U,) une suite réelle. On suppose qu’il existe deux suites extraites wp(n) Et Ug(n) telles que : 


Qu) Hp(n) n—+00 RES 
© 


Alors la suite (w,) est divergente. 





let 








Démonstration Par l’absurde, s’il existait LE R tel que un l, d’après le théorème précédent, on aurait Up(n) 


n— +00 n— +00 


l. Par unicité de la limite, on aurait alors l1 = l = l ce qui est absurde. 





uz 
PU) y 400 


Exemple 10.2 La suite (uy) = ((-1)") est divergente. En effet, la suite extraite (421) converge vers 1 alors que la suite 
extraite (U2n+1) converge vers —1. 





PROPOSITION 10.24 Critère de convergence d’une suite 


Soit (u}) une suite et Ze R. On suppose que : 





Démonstration 


Soit e > 0. 





Comme wyn 1, il existe un rang N; EN tel que Vp > N1, [Up _ 1] < €. Puisque U2n+1 ——— |, il existe un rang 
n—+00 


n— +00 
N2 EN tel que Vp > No, [U2p+1 _ I| < €. 

Posons N = max(2N1,2Np + 1). 

Soit n > N. Il y a deux possibilités. 

e Sin est pair, n =2p avec 2p > N > 2N1 d’où p > Ni et alors [up -1l <E. 

e Sinest impair, ñn =2p+1 avec 2p+12>N2>2N2 +1 d’où p > N2 et alors [U2p+1 —Îl<Ee. 
Dans les deux cas, on a vérifié que [lun — [| < €. 


10.5 Suites monotones 


10.5.1 Théorème de la limite monotone 
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THÉORÈME 10.25 OO© Théorème de la limite monotone 
Soit (4A) une suite croissante. On a les deux possibilités suivantes. 


1 Si la suite (w,) est majorée alors elle converge vers une limite finie / e R donnée par / = sup {u, | ne N}. 


2 Si la suite (w}) n’est pas majorée alors elle diverge vers +co. 





Démonstration QOQ 


D Supposons que (un) soit une suite croissante et majorée par un réel M. L’ensemble 7 = {un | n EN} est une partie non vide 
et majorée de R. En appliquant la propriété de la borne supérieure 9.4, cet ensemble possède une borne supérieure l ER. 
Montrons que Un L. 





n— +00 
Soit e > 0. 


D'après la caractérisation de la borne supérieure, il existe x € # tel que l—-e < x < 1. Il existe N EN tel que x = ux et 
onal—-e<ux<l. 
Soit n > N. Puisque la suite (un) est croissante, un < un et comme l est un majorant de #, un < l. D'où l-E < un < 
Un < !. Mais alors —€ < Un — l <0 ce qui montre que [un — Î|< €. 
2 Supposons que (un) est croissante mais non majorée. Soit À e R. Comme (un) n’est pas majorée, il existe N € N tel que 
un > À. Comme (un) est croissante, on a Vn > N, un > un > A. Par conséquent un +00. 





n— +00 


Remarque 10.9 
— Ce théorème dit que toute suite croissante possède une limite dans R. 
— La première partie de ce théorème est souvent formulée sous la forme suivante qu’il faut impérativement retenir : 


Toute suite réelle croissante et majorée est convergente. 


— Si une suite (w,) croissante converge vers l,onaVneN, un< l. 
— Si un suite (u) décroissante converge vers /,onaVnenN, [< un. 


COROLLAIRE 10.26 
Soit (4h) une suite décroissante. On a les deux possibilités suivantes. 


1. Si (Un) est minorée alors (u,) converge vers une limite finie / e R donnée par / = inf{u, | neN!}. 


2. Si (un) n’est pas minorée alors elle diverge vers —co. 





Démonstration Il suffit d’appliquer la propriété précédente à la suite (-un). 


Remarque 10.10 Le théorème de la limite monotone permet de justifier l'existence d’une limite sans la connaître 
explicitement. C’est un théorème d’existence abstrait très important en analyse. 


10.5.2 Suites adjacentes 


x 
x 
x 
x 








FIGURE 10.2 — Suites adjacentes 


DÉFINITION 10.10 Suites adjacentes 
Soient (Zn) et (Ah) deux suites réelles. On dit que (w}) et (v,) sont adjacentes si et seulement si 


D (Un) est croissante 
2 (Un) est décroissante 


3 Un — Un —— 0 
n— +00 
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THÉORÈME 10.27 Théorème de convergence des suites adjacentes 
Soient (Un) et (Vn) deux suites réelles. On suppose que 


Qu) les suites (u») et (V1) sont adjacentes. 


Alors ces deux suites sont convergentes et convergent vers la même limite / e R. De plus, 


VneN, un<l<Un 





Démonstration 


12 Remarquons tout d’abord que pour tout n EN, un < Vn. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait N € N tel que uN —vN > 
0. Mais alors, comme (un) est croissante et (vn) est décroissante, il vient pour tout n > N, un — Un > UN — vN > 0 ce qui est 
en contradiction avec le fait que un — Va 0. On en déduit en particulier que pour tout n EN, un < Un < Vo Car (Vn) 

OO 





n— 
est décroissante et Vn > Un > Uo Car (Un) est croissante. 


2 (Un) est croissante et majorée par vo. En vertu du théorème de la limite monotone 10.25, (un) converge vers une limite 
heRet:VneN, un<l. 


3 (Un) est décroissante et minorée par ug. En appliquant à nouveau le théorème de la limite monotone 10.25, (v,) converge 
donc vers une limite LeRet:VneN, vn> dl. 


Enfin:0= lim (v»-un)= lim vn- lim un=l-l. Par conséquent li = b. 
4 nn On-un)= lim Un lim u=b-h q 1712 


Les deux suites convergent donc vers une même limite ! = l; = L. 


10.53 Approximation décimale des réels 
Dans tout ce paragraphe x est un nombre réel. Pour tout ñn e N, on pose 


Pn = E(10"x) 


je A : Lis ; perse fie , EG0"x) 
Par définition de la partie entière d’un réel, on a p, < 10"x < p, + 1. Cette inégalité est équivalente à ———— < x < 


107 
E(10/7x) +1 
107 
Posons, pour tout ne N, 
E(10”x) E(10/7x) +1 
An = — Dn = ——— 
107 107 


Remarque 10.11 
— VnEeN, Dbr-an=10 ". 
— Pour tout n EN, a, et b, sont des rationnels : 4, bn € Q. 


DÉFINITION 10.11 Valeur décimale approchée 


Soit ne N. Les rationnels a, et b, sont appelés respectivement valeurs décimales approchées de x à 107” près respec- 
tivement par défaut et par excès. 





Exemple 10.3 
n An bn erreur= 107" 
1 1<V2<2 1 2 1 
2 14<V2<1,5 1.4 1.5 0.1 
3 141<V2<1.42 1.41 1.42 0.01 
4 1414<V2<1.415 1.414 1.415 0.001 





THÉORÈME 10.28 
Les suites (a) et (b;) sont adjacentes et leur limite commune est x. 


Démonstration Soit ne N. Rappelons que pn < 10" x < pn +1 où Pn = E(10"x). En multipliant par 10 chaque membre de cette 
inégalité, on obtient 


10pn <10"* 1x <10(pn +1). 


o+1 o7+1 


Or Pn+1 est le plus grand entier inférieur à 1 
: Pn Pn+1 
° 10Pn < Pn+1 Ce qui donne 0 < Tune 


x et 1+Pn+1 est le plus petit entier supérieur à 1 x. Par conséquent, on a 


et donc än < 4n+1. La suite (ah) est croissante. 


365 


L+ Pn+1 <Pnt 1 
102+1 L 107 
0 et on a prouvé que les deux suites (an) et (bn) sont adjacentes. Elles sont 


. La suite (b;) est décroissante. 





° 1+Pn+1 < 10(Pn+ 1) ce qui s'écrit aussi : 





Comme bn — an = 107”, on a bien bn — an 


n—+00 
donc convergentes et convergent vers une même limite LER. Comme VneN, Pn<10”x< pn+1, on a nécessairement | = x par 
passage à la limite dans les inégalités 


10.54 Segments emboités et théorème de Bolzano-Weïerstrass 


COROLLAIRE 10.29 Théorème des segments emboîtés 
SOit (1n)nen une suite de segments, I, = [4n, bn] tels que 


Qu) Ils sont emboîtés : Vn eN, 1h41 CI»; 


Cm) Leur diamètre tend vers 0 : (bn — an) ——— 0. 
ñn— +00 


Alors il existe un réel Ze R tel que Nan In = {/}. 





Démonstration Soit ne N. Puisque [an+1,bn+1] € [an, bn), on a an < an+1 et bn+1 < bn ce qui montre que la suite (an) est 
croissante et la suite (bn) décroissante. La deuxième hypothèse montre que ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers 
la même limite Le R. Montrons par double inclusion que [yen 1n = {l}. 
Montrons que | appartient à l’intersection des intervalles 1}. Puisque les suites (an) et (bn) sont adjacentes et convergent vers 
l, on sait que VneN, an <1< b, et donc VneN, lel,, ce qui montre que l'E [yen In. 
Soit x E Men In. Montrons que x = I. Par définition de l'intersection d’une famille (voir l’appendice 1.12), VneN, xel»n 
d’où 
VneN, an<xX<bn 


Par passage à la limite dans les inégalités, on en tire que 1 < x < l d’où 1 = x. 


BIO 8 | Karl Weierstrass, né le 31 octobre 1815 à Ostenfelde (Westphalie), mort le 19 février 1897 à Berlin 


Mathématicien Allemand. Karl Weierstrass est considéré comme le 
père de l’analyse moderne. Après des études secondaires brillantes, 
son père le force à étudier le droit à l’université de Bonn. II ne 
fréquente guère les amphithéâtres et préfère s’adonner à l’escrime, 
aux mathématiques et à la boisson … Tant et si bien qu’au bout de 
quatre ans il n’a toujours aucun diplôme. Son père consent à lui 
financer deux années supplémentaires afin qu’il décroche un poste 
d'enseignant dans le secondaire. Il rencontre alors Guddermann qui 
va le former aux mathématiques. Ce n’est qu’à 40 ans et alors qu’il 
enseigne dans le secondaire depuis une quinzaine d’année qu’il pub- 
lie un article dans le fameux journal de Crelle sur les travaux qu’il 
a mené de façon isolée depuis plusieurs années. Il accède aussitôt à 
la célébrité et obtient rapidement un titre de docteur et une chaire à 
l’université de Berlin. Il s’est intéressé, entre autres aux fonctions an- 
alytiques et aux fonctions elliptiques. On lui doit le formalisme actuel 
en analyse. 
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THÉORÈME 10.30 ©O© Théorème de Bolzano-Weierstrass 
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente. 





Démonstration Vous pouvez la sauter en première lecture. Nous allons uniquement donner une idée de la construction en ne 

rédigeant pas les récurrences complètes. 

Considérons une suite (un) bornée. Il existe ao, bo ER tels que Vn eN, ao < un < bo. Nous allons utiliser un procédé standard 

d’analyse, la dichotomie pour construire une suite extraite de (uA) qui va converger. 

— Posons Co = (ao + bo)/2 et Go = {ne N | un € [ao, cl}, Do = {n EN | un € [co, bol}. Puisque Go U Do = N, l’un de ces deux 
ensembles est infini. 

— Si Go est infini, puisque Go est une partie non vide de N, elle possède un plus petit élément no (c’est un axiome des entiers 
que nous verrons prochainement). Posons 41 = ao, b1 = co, C1 = (a1 + b1)/2, G1 = {n > no | un € [&1,]}, Di ={n > no lun € 
lc, bil}. 

— SiGo est fini, alors Do est infini et possède un plus petit élément no. On pose alors a1 = co, b1 = bo, G1 = {n > no l Un € (a, cl}, 
Di ={n> nolunelc,bil}. 

Dans les deux cas, G1 UD est un ensemble infini. On construit par récurrence une suite d’entiers (ng)rex et deux suites réelles 

(an), (Dn) vérifiant : no < M <--<Np <.., 4 <<: <ap << by << bi < bo et ax < un, < by. Puisque (by — ay) = 
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(bo — ao)/ 2£, on vérifie facilement que ce sont deux suites adjacentes. Elles convergent donc vers la même limite l ER. On définit 
alors l’application 
SN — NN 
PE 


n& 
qui est strictement croissante. Puisque ax < un, < by, d’après le théorème des gendarmes, la suite extraite u,(7) converge vers 1. 
Multimédia : Animation qui explique cette construction. 





10.6 Suites géométriques 


THÉORÈME 10.31 OUOCQ Convergence d’une suite géométrique 
Considérons la suite géométrique (k”) de raison ke R et de premier terme 1. 
Si k > 1, la suite (k”) diverge vers +oo. 
Si k= 1, la suite (k”) est constante et tend vers 1. 
Si |k| < 1, la suite (k/) converge vers 0. 
Si k < —1, la suite (k”) diverge. 


En résumé la suite géométrique (k”!) converge si et seulement si |k| < 1 ou bien k= 1. 


DV CV DV 
—1 1 





Démonstration 
+ Supposons k > 1. Nous allons utiliser l’inégalité suivante, dite de Bernoulli et qui se prouve aisément par récurrence (voir 
l'exercice 8.30 page 329) : 
Vx2>0, VneN, (1+x)/>1+nx. 











Comme k> 1,onak-—1>0 et donc, pour tout neN, k"=(1+(k-1))*>1+n(k-—1). Comme k—-1>0,n(k-1)  . +00. 
—+ +O0 
Par le théorème des gendarmes, on en déduit que k" nes 
—+ +O0 
e Sik=]1, trivialement k'” Ï 
n— +00 


+ Silk| < 1, alors en supposant que k est non nul et en posant b = 1/|k|, on a b > 1. D’après le premier point, on peut affirmer que 


b' +00 et alors la suite |k|” 0 et donc k” 0. Si a = 0, le résultat est évident. 
n—+00 n—+00 n—+00 


+ Sik<-—1, on peut extraire deux sous-suites de la suite (&?), les suites (k2n) et çe2n+l), Si k < —1, la première sous-suite diverge 
vers +oo et la seconde diverge vers —-co et si k = —1, la première sous-suite converge vers 1 et la seconde converge vers —-1. Dans 
les deux cas, appliquant le théorème 10.23, on peut affirmer que (k”) est divergente. 











DÉFINITION 10.12 Série géométrique 
Soit ke R. On définit la progression géométrique (ou série géométrique) de raison k comme étant la suite de terme 
général 


n + 
Sn=1+k+k2+..+k"= ki 
i=0 


THÉORÈME 10.32 OOU0OQ Convergence d’une série géométrique 
— On sait calculer une somme géométrique : 
1 — kn+1 


Sn=1+k+k2+.+kt 24 TEE 
n+1 si Kk=1 


sikZl 


l 
— Si|Kk|< 1, la suite (S,) converge vers le réel er et si |[k| > 1, la suite (S,) diverge. 











= l : 
Re ae En 


diverge. Pour |k| > 1 et k £ 1, puisque (1—K)Sn = 1-kntl on tire k® =(1-(1-k)Sn)/k. Si la suite (Sn) convergeait vers l, d’après 
les théorèmes généraux, la suite (kn) convergerait vers (1—(1-— k)1)/k ce qui est faux d’après le théorème précédent. 


Démonstration  Si|k| < 1, puisque k” +0 et donc (Sn) 
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Remarque 10.12 Le dessin suivant permet de visualiser la limite de la somme géométrique dans le cas où 0 < k< 1. 
On place les uns après les autres des cubes de côté k'. Multimédia : Faire varier k et la valeur de 
la somme 





y=1-(1-k)x 
So S1 Sn 1/(1—K) 


Remarque 10.13 Les suites et séries géométriques sont très utilisées en analyse. On essaie souvent de majorer des 
suites par des suites géométriques dont on connaît bien le comportement. 


10.7 Relations de comparaison 


10.7.1 Introduction 


Bien que deux suites puissent avoir la même limite, elles peu- 
vent avoir des comportement très différents en l'infini. On 
s’en convaincra en observant les graphes des suites (n), (27) 
et (n!/10). Une idée simple pour comparer le comportement 
asymptotique de deux suites (w,) et (v,) est d’étudier la na- 
ture de la suite quotient (u,/v,). Cette idée est à la base des 
notions de domination, prépondérance et équivalence que 
nous allons développer maintenant. Ainsi, on dira que (v}) 
est prépondérante devant (un) Si Un/Vn ——— 0. On dira x "4 


n— +00 x 


aussi que (Un) et (Vh) sont équivalentes si uy/Vn —— 1. x * . (| 
n n n n 
n— +00 * 





On verra que cette façon de comparer le comportement à 
asymptotique des suites aura des conséquences utiles sur les 7 7 
méthodes de calcul de limites. 


© x 
ET | 
Bt 
ue 
CL! 
= 

co 

© 

S 

= 








FIGURE 10.3 — x (100n) - [1 (2°) - e(n!/10) 











10.7.2 Suite dominée par une autre 


DÉFINITION 10.13 Suite dominée par une autre 
Soient (Un) et (Vn) deux suites. On dit que (uh) est dominée par (VA) si et seulement si il existe une suite (B;) et un 
rang N e N tels que : 


1 (B;,) est une suite bornée. 
2 Vn>N, uUn=Bnvn 


On note alors : un = O (Un) 
n— +00 


PROPOSITION 10.33 Transitivité de la relation O 
Le relation O est transitive, ce qui signifie que si (un), (Vn) et (Wh) Sont trois suites, alors : 


Un= O (Un) et va= O (w) —  Un= O (wh) 
f— +00 n— +00 n— +00 





Démonstration Comme un = 0 (Un) et Un = 0 (Wn), il existe des suites bornées (B/,) et (B}) telles que à partir 
ñn— +00 n— +00 


d’un certain rang N' et d’un certain autre N’',ona:Vn>N', Un=ByvnetVn>N", vn=B}wn. Posons N = max(N',N/) et 
pour tout n > N, posons Bn = B/,.B}. La suite (Bn)h>N est bornée et : 


Vn>N, un=Bhvn=BB}Wn=BnWn. 


Par conséquent, un =  O  (Wwh). 
n—+00 
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THÉORÈME 10.34 Une suite est dominée par une autre si et seulement si le quotient de la première par la 
deuxième est borné 


Soit (Un) et (V») deux suites. Si à partir d’un certain rang (v,) ne s’annule pas alors : 


Un 2 
2) est bornée 
Un 





Un 


= 
supposer que (v,) ne s’annule jamais (et donc que N = 0). Dire que : un =  O  (Vn) revient à dire qu’il existe un rang NeNet 
n—+00 


Démonstration Supposons que (v,) ne s’annule pas à partir du rang N EN. La suite | est donc bien définie. On peut 


: u ; Rs Las u u 
une suite bornée (Bn) tels que: Vn>N, un=BnVn, ce qui est équivalent à dire que : Vn>N, TT = BA et donc que [e) est 
Un Un 
bornée. 


10.7.3 Suite négligeable devant une autre 


DÉFINITION 10.14 Suite négligeable devant une autre 
Soient (Un) et (Vn) deux suites réelles. On dit que (un) est négligeable devant (v,) si et seulement si il existe une suite 
(En) et un rang N tels que 
1) En 0 
n— +00 


2 Vn>N, Un=EnVn 


On note alors : uy = O0  (vh). 
n— +00 





Remarque 10.14 Écrire que uy= © (1) revient à dire que uy ——— 0. 
n— +00 n— +00 


PROPOSITION 10.35 Transitivité de la relation o 
La relation o est transitive, ce qui signifie que si (u), (Un) et (Wn) sont trois suites réelles, alors : 


Un= O (Un) et VUn= 0 (wy => Un=  O (wh) 
ñn— +00 n— +00 n— +00 





Démonstration  Identique à la démonstration de la transitivité de O. 


THÉORÈME 10.36 Une suite est négligeable devant une autre si et seulement si le quotient de la première par la 
deuxième tend vers 0. 


Soit (Un) et (V») deux suites réelles. Si à partir d’un certain rang (v,) ne s’annule pas alors : 





Démonstration  Identique à la démonstration du théorème 10.34. 


Remarque 10.15 Vous rencontrerez deux façons d’utiliser la notation o. 
— La première est celle de la définition. Par exemple, on peut écrireInn = o (n),ce qui signifie que Inn/n —- 0. 
n— +00 n— +00 
— Mais vous rencontrerez aussi des écritures comme : 
1 l l l 


1 
=+—+—+ o |[— 
n-1 n n nm (5) 





qui signifie que 1/(n—1)-(1/n+1/n?+1/n°) est négligeable devant 1/n° quand n — +00. Autrement dit : 1/n+ 


1/n2 +1/n° est une approximation de 1/(n— 1) quand n — +o et l’erreur commise est un o (L) c’est-à-dire est 
n— +00 


négligeable devant 1/n° quand n — +00. 
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10.7.4 Suites équivalentes 


DÉFINITION 10.15 Suite équivalentes 
Soient (Zn) et (Ah) deux suites réelles. On dit que (w}) est équivalente à (v,) si et seulement si : 


Un—VUn—= OO  (Vn) 
n—+00 


PROPOSITION 10.37 
La relation « est équivalente à »est une relation d'équivalence sur l’ensemble des suites. Soient (u), (Vn) et (Wh) trois 
suites réelles. On a : 
e - est réflexive : Un — Un. 
n— +00 


° — est symétrique : Un _— Un — Un. = 
n— +00 


° — est transitive : Un — Un € Un — 
n— +00 





Démonstration Montrons que SiUn —  Vn, al0rSUn —  Un.Puisqueun —  Vn, à partir d’un certain rang N, Un — Vn = 
n— +00 n—+00 n— +00 








VnEn OÙ En 0. On en tire Un = (1+En)Vn. Puisque En 0, à partir d’un rang N2 > N, 1-En Z 0. Alors pour n > Nb, 
n— 


n— +00 





Un — Un = —En/(-En)vn. Définissons la suite (e») par en = sn +En). Onae» 0 ce qui montre que Vn — Un = O(Un) 
n OO 


d’où Un — un. Les autres preuves sont laissées en exercice. 
n—+00 


THÉORÈME 10.38 Une suite est équivalente à une autre si et seulement si le quotient de la première par la 
deuxième tend vers 1. 
Soient (Un) et (vr) deux suites réelles. Si (v,) ne s’annule pas à partir d’un certain rang, alors 


PLAN 10.3: 


on peut au choix, montrer que 


Un 
D — 1 
Un 1—+00 


2 À partir d’un certain rang, Un = (1+En)Vn AVEC En ——— 0. 
n— +00 


à À partir d’un certain rang, Un = Vn+En AVECEn= O  (Vn). 
ñn— +00 


THÉORÈME 10.39 Équivalents et limites 
Soit (Un) et (Un) deux suites réelles . Alors : 
mir et si — LER alors mer 


A e R avec +0} AIO] ve, | DEN] 


Démonstration 
— Comme un Le Un, il existe une suite (En) telle que, à partir d’un certain rang : Un = (1+En)Vn et En 
n— +00 n 


L. 





0. Comme 











LER, par opération sur les limites : Un 
n—+00 n— +00 


Vn 





: s 4° Un 
1E R* revient à dire que : — 





— Dire que : un letdoncun 
n n 


n— +00 —+00 
Â\ Attention 10.4 Écrire Un 7 0 revient à dire qu’à partir d’un certain rang, les termes de la suite (4) sont tous nuls. 
n— +00 
PROPOSITION 10.40 Un équivalent simple permet de connaître le signe d’une suite 
S1 (Un) et (Vn) Sont deux suites réelles équivalentes alors, il existe un rang à partir duquel elles sont de même signe 


Un or — BNeN: Vn2N, unvn>0] 
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Démonstration Commeun — VA ilexiste une suite (£n) telle que, à partir d’un certain rang : Un = (1+En)Vn etEn 0. 
n— +00 n— +00 


Le signe de (1+En)vn est donc donné, à partir d’un certain rang, par celui de v,. Par conséquent, à partir d’un certain rang, les 
deux suites (un) et (Vn) sont de me signe. 


THÉORÈME 10.41 Produits, quotients, puissances d’équivalents 
Soit (G4n), (bn), (Un), (Un) des suites vérifiant : 


Alors : 
1 |Un0n —  Anbn 
n— +00 


2 Si (y) et (Ph) ne s’annulent pas à partir d’un certain rang : 


3 Si (un) et (an) sont strictement positives à partir d’un certain rang [5] où «ER. 
n— +00 


Démonstration  Démontrons le premier équivalent. Les autres se prouvent de même. Comme un — &Gn et Un — bn, 
n— +00 n— +00 


il existe des suites (an) et (Bn) toutes deux convergeant vers 1 telles que à partir d’un certain rang : Un = Ann et Un = Bnbn. Par 
conséquent, à partir d’un certain rang : Un.Vn = (AnAn). (Bn bn) = Qnn-Anbn et par opération sur les limites anfn 1. On 








È n— +00 
a donc bien : UnUn —  Gnbn. 
n 


—+00 


Remarque 10.16 Attention, il ne faut pas 
dd Sommer des équivalents. 


2 Composer des équivalents. En particulier, il ne faut pas 
+ Prendre des logarithmes d’équivalents. 
+ Prendre des exponentielles d’équivalents. 


Exemple 10.5 Par exemple : 
-n+l - net-n -— —n+2 mais cela n’a pas de sens d'écrire: 1 — 
n— +00 n— +00 n— +00 


21+n 


. 2 * ps + n 
- 2"+n — 2" maisparcontree n’est pas équivalent à e? . 
n OO 


+ 


10.8 Comparaison des suites de référence 


PROPOSITION 10.42 Comparaison logarithmique 


1. Si (Un) et (Vh) sont deux suites à termes | strictement positifs | et si, à partir d’un certain rang, 


n— +00 


2. Soit (un) est une suite à termes| strictement positifs |. On a: 





Démonstration 
_ ; | Un+1 _ Un+l £ ; . Un+1 _ Un [Un 
1. Si à partir d’un certain rang : DE & alors, à partir d’un certain rang, on a : TT & 7 et donc la suite | | est 
Re : . Un Un k . Un+1 Un. ar NUE 
décroissante à partir de ce rang. Comme (un) et (Vn) sont à termes strictement positifs, cette suite est minorée par 0. On 
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peut donc appliquer le théorème de la limite monotone 10.25, la suite is converge vers une limite l > 0. Par application du 
Un 


u 
théorème 10.5, on peut affirmer que 7 est bornée et donc queun—= O (vh). 
Un n—+00 


: Un+1 
2. Posons l= lim ———. 
n—+0 Un 


(a) Sil< 1 alors on peut trouver un réel r € ]l,1[ (par exemple r = (1+1)/2). D’après le théorème 10.6 page 357, à partir 


; à Un+1 £ : 
d’un certain rang NEN, on a 2 <&r. Par conséquent, sin>N, 
Un 
Un+1 _ Un+1 Un UN+2 UN+H1 r =prticN 
UN Un Un-1 UN+1 UN ER 


n+1-N fois 


n+1-N 





Donc un <r un et comme 0 < r < 1, la suite géométrique (r") converge vers 0. On en déduit que un 0. 


n— +00 


u 
() Sil>1 alors en prenant r € ]1, {[, à partir d’un certain rang NEN,ona et 


Un 


> r. La démonstration se termine comme 


la précédente. 


THÉORÈME 10.43 Comparaison des suites de référence 
Soient a>1,a>0etf > 0. 


B — a n 














Démonstration 
a\ \B 
InnÊ 
; : pis (nn) B . Inx : 
+ Soit (Un) la suite de terme général un = . Pour tout ne N, on a un = | — —— |: Mais —— = 0. Par conséquent 
a es X X—+00 
np 
a 
InnÊ 
= 0 et donc Un ———— 0 ce qui prouve que (nnP= o (n°). 
À n—+00 M n—+00 qu'p que (np Host ) 
nB 
nX 
+ Considérons maintenant la suite (v}) de terme général vy = Tr SoitneN.Ona 
a 
v 1 1\4 1 
pan qu Ë + =) + © 
Un a n] n-+0 a 


En appliquant le critère de comparaison logarithmique, on peut affirmer, puisque 0 < — < 1, que vy ——— 0 et donc que 
a n—+00 
nt = o (a”). 
n—+00 
n 


. Re . 2 L a 
+ _ Considérons la suite (Wn) de terme général wn = PE On a 
n! 


Wn+1 _ 4 0 
Wn n+l n—-+00 


En appliquant à nouveau le critère de comparaison logarithmique, on peut affirmer que vh APR Oetdoncquea"= o (n!. 
n— +00 n— +00 


— Pour la dernière relation, si n > 1 on vérifie facilement que : 


n! 1x2x3x...xn l 
< 


 ————_—__—_—_—_——_———— _ ———— 


nt Onxnxnx..xn n n—+o0 


: : ja : , : a ; Le n! 
On peut aussi appliquer le critère de comparaison logarithmique à la suite (xn) de terme général Xn = M On a: 








Xn+1 = n J'=fi+< 


l 
———— —€)]0,1{. 
Xn e 


n— +00 
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THÉORÈME 10.44 Équivalents usuels 


Soit (An) une suite telle que 0] 
ñn— +00 


SNUn — Un [e“m—1] - un 
n— +00 n— +00 


tanuy — u Æ 
M n—+o0 sh un avr Un 


[(A+un)*—1] 1 oo Un (œe R*). 


[1— cos uh] 
n— 





Démonstration 
sin X 





1 La première équivalence est une conséquence de la limite usuelle e 
X x 


tänün Sinun 1 





2 "1. 
Un Un COSUn +00 
En ve à .. In(1+ x) 
3) La troisième équivalence est une conséquence de la limite usuelle —————— = 
X— 
2 2 
" & e Le Un 5 2 Un Un n & 2 ; 
4 Par application des formules de trigonométrie, 1-cos un = 1-cos 2 =2sin Rs a mn: par produit d’équiv- 
n— +00 


alents. 
X 


Se 


X x—0 





5) La cinquième équivalence est une conséquence de la limite usuelle 





& (A+un*—1= et M+Un) _1 = œIn(1+un) par application de la formule 5 car «ln (1+ un) 0. Donc, en appliquant 


n— +00 
la formule 3, (1+un)*—-1 -  aun. 
n— +00 
En conclusion à ce chapitre et avant d’aborder les exercices, il est vivement conseillé de prendre connaissance du para- 
graphe C.4 de l’annexe C. On y apprendra différentes méthodes permettant de calculer des équivalents. Il sera aussi très 


profitable de (re-)lire le paragraphe C.1 de cette même annexe. 


En résumé 


Les différents théorèmes et les différentes définitions de ce chapitre doivent être parfaitement compris et appris. Il faut 
pouvoir les illustrer par des dessins et savoir refaire les démonstrations marquées avec des © . Pour la plupart, ces 
théorèmes et définitions seront re-formulés dans le cadre du prochain chapitre sur les fonctions réelles. 

En accompagnement des exercices de ce chapitre, lisez la partie C.1 page 1189 sur les techniques de majoration-minoration 
et la partie C.4 page 1204 sur les équivalents. Le tout se trouve dans l’annexe C. 

Enfin, en complément à ce chapitre, il faudra vous consacrer au paragraphe C.S page 1219 toujours dans l’annexe C. On 
y traite des suites définies par récurrence un thème ….. récurrent... dans les concours. 
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10.9 Exercices 


10.9.1 Avec les définitions 


Exercice 10.1 O 
Soit (Un) une suite réelle. Traduire à l’aide de quantificateurs : 


1. La suite (u) est constante à partir d’un certain 3. (Un) ne converge pas vers 0. 
Tang. 

2. La suite (u,) est croissante à partir d’un certain 4. la suite u, n’est pas croissante à partir d’un certain 
rang. Tang. 


Solution : 


I.INEN : VneN, n>N — uy = Un+ 


2. AINEN : VneN, n>zN — up <Un:] 


3. 4Æ>0: VNEN, neN: n>Netlu,l>ze 


4. VNEN, nEeN : n>Net un > Un] 





Exercice 10.2 © 
En utilisant les définitions 10.7 et 10.8, montrer que : 


1. (ner converge vers 0: 4. (n?)nen tend vers +00. 
2. (nent converge vers O- 5. (VR)nen tend vers +co. 
3. (nen converge vers O- 6. (nn)nen- tend vers +oo. 


Solution : 
. Voir l’exemple 10.1 page 356. 


. Soite > 0. On cherche un rang N € N* tel que si n > N alors 1/n? < € ou de manière équivalente 1/n < VE. Posons 
N=E(1/VE)+1. On a 1/N< VE. Soit ne N tel que n > N. On a bien : 1/n° < 1/N? <e et donc 1/n? 0. 


n— +00 


. Soit e > 0. On cherche un rang N € N* tel que si n > N alors 1/2" < € ou de manière équivalente n > — 


Posons N = E(s) + 1 (on peut supposer € € ]0,1[. Soit n e N* tel que n > N. Alors 1/2" < 1/2N <e et donc 
1 
7 0 


2° n—+00 

. Soit M ER. On peut choisir M positif sans que cela ne particularise la démonstration. On cherche un rang N EN 
tel que si n > N alors n° > M ou de manière équivalente n > VM. Posons N = E(VM) +1. On a N? > M. Soit 
neN tel que n > N. On a bien : n? > N° >M et la suite tend donc vers +co. 


. Soit MER. On cherche un rang N € N tel que si n > N alors ÿ/n > M ou de manière équivalente n > M?. Posons 
N= E(M?) +1. On a VN > M. Soit ne N tel que n > N. On a bien : Yn> VN > M et la suite tend donc vers +00. 





. Soit MER. On cherche un rang N € N tel que si n > N alors Inn > M ou de manière équivalente n > e". Posons 
N=E (eM) +1. On alnN >M. Soit neN tel que n > N. On a bien : nn >InN > M et la suite tend donc vers +co. 





Exercice 10.3 OC 
On considère une suite (u,) qui converge vers 0. On définit la suite (v,) de terme général : 


1 n 
Un=— 2. Kkuy 
N° gel 
Montrer que (v,) converge vers 0. 
Solution : Soit e > 0. Comme (u,) converge vers 0, il existe un rang N1 € N tel que si n > N\ alors |unl < e/2. Par 


374 


application de l’inégalité triangulaire, on peut écrire : 


nl = Du S kuy 


Ke Ni+l 


D À Elu + 2 5 k= 


k= Ni+l 


If € 
2 > Klugl+= 
K=1 


l 
car LE Ni+1 k< n°. De plus, par opérations sur les limites, ue nr 1Klugl— 0. Il existe donc un rang N2 € N* tel 


que si n > N) alors RE, klug| <e/2. Posons N = max (Ni, N). Soit n > N. On a alors |v,l < e/2+e/2 = €, ce qui 
prouve que vn sn, 


n—+00 





Exercice 10.4 OQ 
Soit une suite réelle (un) telle que Vn eN, u, € Z. Montrer que si la suite (U,) converge, alors elle est constante à 
partir d’un certain rang. 
Indication 10.5 : On pourra envisager la suite (v}) définie par Vy = Un+1 — Un. 


Solution : La suite (v,) définie par Vy = Un+1 — Un converge vers 0. On pose € = 1. Il existe N e N tel que pour tout 


n>N, 


Mais alors, pour n > N, v, = 0, puisque zéro est le seul entier compris entre —-1/2 et et 1/2. La suite (u,) est donc 
constante à partir du rang N. 





Exercice 10.5 OVQ 
Soit un réel à €]0, 1[ et une suite (u,) convergeant vers une limite l ER. Étudier la suite de terme général 


n 
k 
Un — Da Un-k 
k=0 


Solution : Étudions d’abord le cas où (un) est constante : Vn EN, u, = a où ae R. On obtient alors facilement que 
1 — PUR 


a 
pour tout ne N, vy = GE n Et Un —— =. Ce cas particulier nous invite à conjecturer que que si (u,) converge 


vers |, la suite (v,) converge vers [/(1— ®. ie pour tout ne N, Un = l+En aVec En er 0. Alors pour neN, 
n— +00 


LE œ"+l 
Dr — + Lens 


Définissons la suite de terme général 
n 
k 
On = + À En-k 
k=0 
et montrons que 0» F: 0. Cela montrera que la suite (v,) converge vers [/(1 — @). 
n— +00 
Coupons, pour ne N, la somme en deux sous-sommes : 


n-N k n k 
lOnl < 5 IX En-xl + y IX En-Kl 
k=0 


k=n-N+1 


Soit € > 0. Posons £ = £(1 — x) /2 > 0. Comme € REP 0, il existe N EN, tel que Vk> N, |eg| <E 
#00 
Donc pour la première somme, si n > N : 


Lit En-kl< 


En posant M = max(|eol,.…..,|EN-1l), on majore la deuxième somme : 


n 


D lafesxl<M Y 


k=n-N+1 k=n-N+1 





; M , RS ; ; : 
car à € ]0,1[. La suite a") converge vers 0 (car c’est une suite géométrique de raison à € ]0,1[) donc il existe 
AN 


n 


N'ENtlqueVn>zN', 


Il vient finalement, 


Rx <E- Posons Ni = max(N, N') et soit n > Ni. 
TE 


lBnl < ] 





10.92 Convergence, divergence de suites 


Exercice 10.6 © 
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


1. MR 4. un =3"-n22" 
2. Un= 5 + 0.7" Sdi= tr 
3. un=n+2n-5n+1 6. Un= VR+n-Vn 


Solution : 


1. Pour tout réel x, —-1 < sin x < 1, donc pour tout n e N*, -1 < 
Un 0. 


n— +00 


ne < L. D'après le théorème des gendarmes : 


n2 2, 
. Soit neN*. = D 1 et (0.7) ———— 0 car il s’agit d’une suite géométrique de raison 0.7 € 
ë QUE n(n-T) mé fi-à) n— +00 (0) n—+00 8 8 à 


]-1,1[. Donc par opérations sur les limites un 5 1 
n— +00 


. Un=R+2n-5n+1=n £ + 2 = + ++) +oo par opérations sur les limites. 
n— +00 


+oo par application des relations de comparaisons et par opérations sur 
n— +00 


a see 2e [- 5) 
()" 
les limites. 


on ll RE 1 et Uon+1 = —1 Fer —1. On a ainsi extrait deux suites de la suite u, qui admettent des limites 
n— — +00 


différentes. Donc (u) diverge. 


nr + Vnñn | RARE, Vn](Vr+n+ Vn) +n-n 1 nd e 
= VE +R NA = ———— 2 ——— L C0 par opéra- 
Vr+n+vn Ton 0  Vir n—+00 


tions sur les limites. 





Exercice 10.7 © 
Etudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


3-4 
L Un =(-3)"+3" 4 Un= 
_ 221+n3" __ cosn 

2. Un = Sn 5 Un= 7 
LL añ+pr à £ b _ -n?+1 
3. Un = 7x où a,bERet0O<a< b. 6. Un= 7 


Solution : 


léton 3230 +00 et Uonr1 = —32*1+ 382741 2, 0, On a ainsi extrait deux suites de la suite (un) qui 
n— +00 ñ— +00 


ne tendent pas vers une même limite. Par conséquent, (u,) diverge. 
1+ er 
22+n3 _ Af+n3" __ 4n (i) 


. Un = SE = = ñ ———. Par croissances comparées EL 


2 par Ans A] 0. Donc : Un —— 1. 


4 n 
3) n—+00 n—+00 


EI 


a 
Sr — gb £ — re —1 car (£)" est le terme général d’une suite géométrique de raison & ll 
b 


1e 


ne n ni 
34 = $ | par opérations sur les limites. 


Ur — = FF —- 
n TE rare 
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cos n 


me L. D'après le théorème des gendarmes : 


5. Pour tout réel x, -1 < cos x < 1, donc pour tout n e N*, -1 < 


——— —] par opérations sur les limites. 
n— +00 





Exercice 10.8 © 
Etudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


_ _n?-nlinn =41-31 
1. Un = r+ninn) ce 
_ fl1\# 17 
2. Un=Vr+3n-n 5. un=(3) -(5) 
3. un = LS 6. Uun=a"-(-a)" où a€R. 


Solution : 


2 ñ . . . 2 . 
a par application des relations de comparaisons et par opérations sur les 
n°+n(Inn) n 2 n—+00 
n 


limites. 


(Vr2+3n-n) n+3n+n) 3n 3 
Un = NP +R = 2 = ——_—_—_— = L ——— ——— $ par opérations sur 


Vr+3n+n Vn+3ntn "14341 7+t® 
n 


les limites. 


. On a, pour tout ne N*, -— < BSD € 0 ef D, 0 donc par application du théorème des gendarmes 
“D 20 RE nl nl | +1 nt PETER 8 ? 


Un ——— 0. 
n— +00 


Hd 31-10 (1 -(4)"+ (") ss +00 par opérations sur les limites. 
> +O0 


Un = ()" _ (à)" = 0 par opérations sur les limites et car (4) et (4) sont des suites géométriques de 


raison élément de ]-1,1f. 


Un = 0 T 0 et uonx1 = 242"*1. Siag]-1,1[, (Uon+1) diverge et les deux suites extraites (U2n) et (U2n+1) sont 
ñ— +00 


de natures différentes donc (u,) diverge. Si a € ]-1,1[, wonx Re 0. Les suites (U2n) et (U2n+1) convergent 
—+ +O0 


toutes deux vers 0. D’après le cours, un ——— 0. 
n— +00 





Exercice 10.9 © 
Étudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


2 
1 Un = = 4 Uu=Vrm+n-n-n 
. n+ 
_ 2+4(-1)" 
Un=VR-n-Vn+1 5. Uu= == 


sin(n?) 


Un = —+ 6. Un = sin(#®) 


Solution : 
=" 7 =" 
2 


e —ncos“ n : : e : . 
1. Pour tout neN, -n <-ncos n < 0 et donc : <——— <1. Mais lim = 0. Par application du 
n+1 Lu n—+00 n+ 1 


théorème des gendarmes, Un ——— 0. 
n— +00 
(Vr2- = Vre+1)(Vne = n+ n7+1) 
Vn2- _— Vn+1 = ————— = —_—————— 
; n-n+Vn+]l n-n+Vn+1 
er 
n 


. 1 _. ee 
ER 375; 72 par opérations sur les limites. 


/ 1 / 1 
Ses l+-7 


* _1 
. Pour tout ne N*, LS Le 


: 2 . . 2 N 
SU) < L donc par application du théorème des gendarmes, Un a 


(Vrt+n-nè-n)| n+n+nè+n) . 
NE 
u Vri+rm+n+in Vri+inm+n+in 
2 


n UE ne 
= — ———{— ——— -@ par opérations sur les limites. 


2 — 
n 4147 Le 
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2 < 2H)" L 6 


; 2 à ne _— 
5. Pour tout ne N*, -£ <== <<?et lim —--= lim -—=0. Par application du théorème des gendarmes, 
n—+0o n n—+00 n 


n n n 


u 0. 
Ê n— +00 


6. Pour tout n EN, un = sin(nx) = 0 et un:1 = (—-1)". On extrait ainsi de (u,) deux suites de nature différentes. Par 
conséquent, (Un) diverge. 





Exercice 10.10 O 
Etudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 





3 EN 
1. um. =ncosn+n? 5. Un = Sn oùn>0. 
LA 5n +cosn+-z 
2. un=(1+5) oùn>0. 
nn 

. Un = 
3. Un Vn+I 6 y 1 

— 3n+cosn + Un = 5 
4. Un = 7 » n22 2 


Solution : 


1. PourtoutneN, u, = ncosn+ n°? > n? 


Un +00. 
n— +00 


-netn?-n +oo donc par application du théorème des gendarmes, 
n— +00 


1 ne 
ee eo) es nin(1+1)= ) et 202 —_. 1 donc nin(1+À) 1 et Un —— 


1 x—0 n— +00 n—+00 
n 
el = e par opérations sur les limites. 


_ nn _ _ Inn _1 : z : 2 2208 
eg re mere 0 par croissances comparées (voir le théorème 10.42 page 371) et opérations sur 


les limites. 


3-1 3+1 
3n+cosn 3n+1 3n-1 _n ni 3n+1 __n ni 
SMS Ç UE ef 2 = LR 3, R-1 7 
n-1 n-1 n-1l N1-E n—+00 n-1l ni} 
du théorème des gendarmes, un 3. 
n— +00 


. Pour tout n > 2, nt < ——— 3 donc par application 


n— +00 





EE 
n° n 1 Z . ñ ñ 
= ——— ; par opérations sur les limites. 


re n$+5n nÿ 

n 3 

n cosn }; L n—+ 
see 


mises 1 
5n°+cosn+ 2 


1 a 1 car on a affaire à une somme géométrique de raison à € ]-1,1[ (Attention à 
n— +00 


2 
l’indice de départ de la somme qui n’est pas 0). 





Exercice 10.11 M 
Etudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


L _— __ 4.(0.5)"-2 
1. uy=(1+4) oùaeRetn>0. 4 Un= Go 
fl 1,7 N > 

2. un=(5+5) oùn>0 5. Un = 
3. un = sin 2% 6. un=2"sn; 


Solution : 


a ï an 
4 = (Lee = e"M(+5), Mais nin(1+£)=a et LES) par 1 donc : nin(1+%4) = 
X— n— +00 
Un 
n— +00 


= Ê + 1e ee "(3+à) 


De 0 par opérations sur les limites et car n(}+ À) 


1 
= m3 <0. 


n— +00 n— +00 


0 si 31n 


Un = Sin 2nx = 4 — Æ si 31n+ 1. On peut donc extraire de (u,) trois sous-suites qui convergent vers des valeurs 


3 si 3|[n+2 


différentes. Par conséquent, (u,) diverge. 


… Une 
n — (05)7+3 


]-1,1[. 


-È par opérations sur les limites et car (0.5") est une suite géométrique de raison 0.5 € 


n— +00 
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5. Un = HF ———— 0 par croissances comparées (voir le théorème 10.42 page 371). 


n— +00 


6. On a EE —_ ] et Æ —— 0 donc un = 2" sin Z = 1 —<— 
X x—0 2° n—+00 2 





Exercice 10.12 O 
Etudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 





1. Un = 2n+ (CD? nsin( 1 
RT Sn+(-DT 4. Un = su oùn>0 
2-cos[1) 
_ In(ñn+1) 1 
, = > 1 | 
2. Un hr CUT 0 $ Un = —# où n>0. 
ñ 
3. un=In(n+l)-Innoùn>0. 6. un =In(e"+1)-n 


Solution : 


(1? 
Lu= 2e" _n 2+— 
DO EE (-D'"#1 n—+o0 
D 


infn[1+1 n(1+1) 
_ m(n+l) _ (x +) _ QU nn; en Ant 
+. Un = Sr metres 1 + ETES NET 1 par opérations sur les limites. 


. Un=n(n+l)-Inn=in Et =In(1+ 1 0 par opérations sur les limites. 
n—+00 


1 1 nsin(+) 
. On a déjà montré que nsin(+) ——— 1 donc, comme cos (+) ——— cos0 = 1, un = 55 —— 1 
n— +00 n— +00 2-cos[ +) n— +00 


——— 1] par opérations sur les limites. 
n— +00 





Exercice 10.13 © 
Etudier la convergence des suites suivantes, données par leur terme général : 


_ sinn\ _ sinn 
Lu =($ 4 Un = ET 
2 
2. un=tan(5-£)oùn>0 5. un= Y3FC D 
Ana où _#C1" 
3. Un 1-3n+n où n>2. 6. Un EN ET NL 


Solution : 


3 n 117 
1. Pour tout ne N*, 0 < (int) < (}” et li ] = 0 donc par application du théorème des gendarmes, 


Un 0. 
ñn— +00 
= T = da Fe . . . 
. Un=tan(5-£) > +00 par opérations sur les limites. 


. Un=VIi-3n+n=n/+-$i+1 +oo par opérations sur les limites. 
n n n—+00 


1 sinn sinn sinn 1 


1 1 Re 
. Pour tout n > 1, — TE < PE < —— et lim — = lim — = 0 donc par application du 


n+1l  n+l n+(-D7#1 n-1 n-1 n—+00 n+l  n—+0œ p-1l 


théorème des gendarmes un 0. 
n— +00 


In3 
. Pour tout n>0, Ÿ1<un= Y2+(-D7 < ÿ/3 et ÿ/3= en ——— € =] donc par application du théorème des 


n— +00 


gendarmes Un ——— 1. 
n— +00 

rs. n+l 

. Pour tout n > 2, IT < u 


gendarmes un 1. 
n— +00 


n+1l 
NT 7 n+oo np] n—+oo ni] 





Exercice 10.14 OC 


Soient (Un) et (vh) deux suites réelles telles que ui + UnUn+ D 0. 





n— +00 
Démontrer que (un) et (v,) convergent vers 0. 
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1 
et lim === lim =— = 1 donc par application du théorème des 


Solution : SoitneN. Comme ui + Un Un + v£ = (un + Un)? = Un Un = (Un — Un)? + 3Un Un, la limite des deux dernières 
quantités existent et vaut 0. Par conséquent : Un Vn = L ((Gun + Un)? + Sun Un) — (un + Un)? — un Vn)) = 0. On en 


—+00 





déduit que uZ + v? 0 ce qui n’est possible que si us 0 et Un ——— 0. 
n— +00 n— +00 n— +00 


Exercice 10.15 OVQ 
Montrer que la suite (cos(n)) diverge. 


Solution : Supposons que (cos n) converge vers une limite { e R. La sous-suite (cos (2n)) converge donc vers la même 
limite. OrVneN, cos2n=2cosn-1, doncen passant à la limite, on obtient : £ = 2021. Donc on a nécessairement 


£=-1/2ou€=1. D'autre part, VneN, cos(n+1)+cos(n-1)=2cosncos1. Un nouveau passage à la limite donne 
cette fois : 2 = 2cos 1. donc £ = 0, puisque cos1 Z 1. On a donc d’une part { = —-1/2 ou { = 1 et d’autre part { = 0. Ces 
deux conditions sont incompatibles, donc l'hypothèse de départ, à savoir (cos n) converge, ne tient pas. 





10.9.3 Relations de comparaison 


Exercice 10.16 O 
Soient deux suites (Un), (Vn) telles que 


D VneN,0O<un<l 2 VneN,v;<l D UnVn 





n— +00 


Montrer que (Un) et (VA) convergent vers 1. 


Solution : SoitneN. On a unVn < Un < 1. On peut alors affirmer , grâce au théorème des gendarmes, que (un) 


converge vers 1. De même pour (v}) qui est positive à partir d’un certain rang. 





Exercice 10.17 Q 
Étudier la suite (Un) définie pour n > 1 par : 


n— +00 n— +00 





Comme (3/2)" x +00, par le théorème de majoration, on peut affirmer que se) 


Exercice 10.18 © 
Étudier la suite de terme général 


FO n— +00 





Solution : Ona, pourtout n> 1, u, > Vn et Vn +oo donc par comparaison, ESS) 


Exercice 10.19 © 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Pourtoutn> 1: 


et L —: 0 donc par application du théorème des gendarmes, a) 
M n—+0o0 n—+00 
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Exercice 10.20 O 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Pourtoutn> 1: 


et Vn n—+00 





Exercice 10.21 O 
Étudier la suite de terme général 





Solution : Pourtoutn> 1: 
2 
n 


n°+n 


Ce = — 1 donc par application du théorème des gendarmes. 
n— 


Exercice 10.22 O 
Étudiez la suite de terme général 








k 
Solution : Soit ke [1,n]. Puisque k< n, 
n 





Exercice 10.23 O 
Étudiez la suite de terme général 


k n 
Solution : Soitn>1letke[1,n]. > > ——— - ù Te La suite (u) diverge donc vers + 


Vn2+k2 





d’après le théorème des gendarmes. 


Exercice 10.24 VO 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Pourtoutn> 1: 


n2(n? +) 


Li 

0 < 

k=1 n° + k k=1 

donc par application du théorème des gendarmes, 
n—+00 
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Exercice 10.25 ©Q 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Pourtoutke{|1,n 


D de ’ 2 2(n2+1)(2n2+1 
Mais d’après l’exercice 8.1, jus k2 = RSI) donc 


_ n2(n2 +1)(2n2 +1) 
6(n3 + n4) 


On en déduit grâce au théorème des gendarmes que ) 
n— +00 


Exercice 10.26 ©Q 
Soit xe R*. Étudiez les suites de terme général 











Solution : Pour tout ne N, on a : E(nx) < nx < E(nx) +1 ce qui amène : nx-—1 < E(nx) < nx. Alors, pour tout ne N*, 
on obtient l’encadrement suivant de u : 


X—-—<Un<X. 
n 


On conclut grâce au théorème des gendarmes que (u,) converge vers x. L'étude de (v,) est similaire, mais il faut 
distinguer deux cas : 
1. Six>0, alors 


1 
Un>n-— 
5e 


et donc (v}) diverge vers +co d’après le théorème des gendarmes. 


2. Six<0, alors 


E(nx) 
E(nx) <nx — >n 
x 





(on change les inégalités en les multipliant par un réel négatif !) Ici aussi, (v,) diverge vers +co. 


Exercice 10.27 OC 
Soit x un réel, étudier la suite de terme général 


1 n 
=> 2 E(&kx) avec n> 1. 


Solution: Soit n > 1. De la même façon que dans l’exercice 10.26, on montre que pour tout ke [1, n], kx—1 <E(kx) < 
kx. Il vient alors que : 


n 


ao Er mr Dee 


ce qui s'écrit aussi, en reconnafssant des sommes arithmétiques : 


n(n+1) 1 IERtE n(n+1) 
Pr 2 ue. 


n(n+1l) 
—— x 
2n? 


On montre facilement que . Par application du théorème des gendarmes, on montre que 


x 
2 2 
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Exercice 10.28 
On considère deux suites à termes strictement positifs, (an) et (b,) qui convergent vers 0. Étudiez la suite de terme 
général 


a + b2 
Un = —— 


An + Dn 


Solution : SoitneN. Majorons 


2 2 2 2 
di, b;, an D 


Un = + ET + 7 = an+ by 
GAn+Dn Ant+bn An bn 





Comme Vn EN, |[unl = Un < An + DPn, par le théorème de majoration, il vient que la suite (u,) converge vers 0. 


Exercice 10.29 OC 
2 
1. Montrer que : Vx>0, x— — < In(1 + x) < x. 


2. En déduire la limite de la suite de terme général 


Solution : 
1. L’inégalité se montre en étudiant les deux fonctions f et g données par f(x) = In(1 + x) — x et g(x) = In(1 + x) — 
2 
X+ — sur ]0,+co. 


. Puisque Vn EN, u, > 0, introduisons la suite (v,) de terme général v, = In u,. Alors 


me k 
Un = D n|1+ ne 
k=1 
et en utilisant l'encadrement construit dans la première question, 


PRE 


RE 
1 


= 2n | 
> £Vn< 
k=1 


et donc, comme Y}_, k= LUE ef que ne — (rune) (voir exercice 8.1 page 318), il vient que : 


(n+1) (n+l)2n+1) (n+1) 
ee 
2n 12n$ 2n 


n< 
: 1 
On conclut en appliquant le théorème des gendarmes, | vn — 5 et donc Lun = Vel 


Exercice 10.30 Q 
On considère la suite (u,) donnée par : 





à 1 1 1 1 
VEN”, Un=-+—+—+...+— 
n n+l n+2 np 


où p est un entier strictement positif fixé. 


1. Montrer que : 


| L 


Vxe]0,1[, l1+x<e*< 


2. En déduire que : 


Solution : 
10, 1[ 
X 


1. Il suffit d'étudier les fonctions f : 





: 1 : : ee 7. He : : : 
2. Soit x > 1. On a donc + € ]0,1[ et, par application de l'inégalité précédente, il vient que : 


. Pour tout k€ [0,np - n], en appliquant l'inégalité précédente à x= n+k2> 1, on obtient : 


n+k+1 1 n+k 
—— < — <In ——— 
n+k n+k n+k-1 
ce qui s'écrit aussi : 
l 
n(n+k+1)-In(n+k)< <in(n+k)-In(n+k-—1) 
n+k 

Sommons maintenant ces inégalités pour k variant de 0 à np - n. On reconnaît des sommes télescopiques et on 


obtient : 
n(np+1)-Inn<un<innp-ln(n-1) 


Mais n(np+1)-Inn=In(p+1À) = inpetinnp-In(n—1)=m-2 =1n7 E In p. Enfin, par 


— +00 n-1 n 1 n—+00 


= 
application du théorème des gendarmes, on obtient :| un " np 
N— +00 


n 
Exercice 10.31 OVOQ 
On considère une suite (un) vérifiant : 





VkeN*, VneN*, 0<u< 


SRE 
æl+ 


Montrez que la suite (u,) est convergente, et déterminez sa limite. 


Solution : Soit ne N*. Posons k = E(/n). D’après l’énoncé, on obtient l’encadrement 


LED 1 
n  E(Vn) 


Mais puisque E(/n) < nn < E(/n) + 1, on obtient l'encadrement 


Vn-1<E(Vn)<vVn 


0<Un 


Donc, on a l’encadrement suivant pour u,, valable pour n > 2 : 


on 
Sin>4, /n-1>V/n/2 et donc, 


0<Un < — 


VA 


Puisque la suite (3//n) converge vers 0, et que Vn > 4, |uh| < 3/1, par le théorème de majoration, on en déduit que la 
suite (UA) converge vers 0. 





10.9.4 Suites monotones et bornées 


Exercice 10.32 © 
En utilisant le théorème de la limite monotone, prouver la convergence de la suite de terme général : 
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Ur 
par 0. Par application du théorème de la limite monotone, (u,) est convergente et sa limite est positive. 


Solution: Sotnel, de — (1 = x) < 1 donc (u,) est décroissante. De plus (u,) est positive et donc minorée 





Exercice 10.33 © 
Etudier la convergence de la suite de terme général : 


LES | 
Un= D —. 


Solution : Soit ne N*. Calculons 


1 1 1 l 
Unr1—Un=| ++ — + + — + + — | = ———————— 50 
n+2 2n 2n+1 2n+2 n+l n+2 2n 2(2n+1)(n+1) 


Par conséquent, (u,) est croissante. De plus 


l l n 
+e+—<—=] 
n+2 2n n 





donc (u,) est minorée par 1. Cette suite converge d’après le théorème de la limite monotone. 


Exercice 10.34 VO 
En utilisant le théorème de la limite monotone, prouver la convergence de la suite de terme général 


LL | 
Un= D — 
F 2. 
Solution : SoitneN*.Ona: 
l l l | 
+ © +, + ——— — 
n+l 2(n+1) (n+l)(n+1) 
1 -) l -) l 
——||1+-+...+—|+ ———— 
n+l n 2) n) (n+1}? 
=] —] 1 
— ———— + — 
n)nin+1) (n+1}? 
l 1 
= + ———— 
n(n+1) (n+1)? 
l 


| nin+1) 
< 0 


Un+1 — Un à 


l 
An nenoone 
2) 


l l ; re s BLES 
car 1+ > +...+— 21. Donc (uh) est décroissante. Elle est minorée par 0 et donc elle converge d’après le théorème de 
n 


la limite monotone. 





Exercice 10.35 © 
Etudiez la suite de terme général 


Solution : Majorons pour ne N*, 


Un+1 _2n+1 
Un 7 2n+2 


Par conséquent, la suite (u,) est décroissante. Comme elle est minorée par 0, elle converge d’après le théorème de la 
limite monotone. 





Exercice 10.36 © 
Etudier la convergence de la suite de terme général : 
1+24..+n! 


Un = 
n! 
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Solution : SoitneN. 


1+24...+n4+(n+1)! 142H4..+n! (n+lnl-n(1!+...+n! nl-n(!#+..+(n-1)!) —n(i!+..+(n-2)!) 
Un = Un = —— = ——————————— = — = ——ç<0 
(ñn+1)! n! (n+1)! (n+1)! (ñn+1)! 
donc (un) est décroissante. De plus (u,) est positive et donc minorée par 0. Par application du théorème de la limite 
monotone, (u,) est convergente et sa limite est positive. 





Exercice 10.37 O 
Soit (un) la suite de terme général : un = (1+ a)(1+ a?)...(1+ a") avec 0 <a<1. 


1. Étudier les variations de cette suite. 


2. Prouver l'inégalité : 
VxeR, 1+x<e* 


3. En déduire que la suite (u,) est convergente. 


Solution : 
1. SoitneN*.Ona: S. =(1+4a"*1) > 1 donc (un) est croissante. 


— 


2. Il suffit d'étudier la fonction f : ù =: 


2 ..,x= a" on obtient : 


3. Appliquant n fois l’inégalité précédente avec succssivement x = a, x= a 
2 n a a ai 
Un = (1+a)(1+4)...(1+a")<efer e% … 


La suite (u,) est donc majorée et en appliquant le théorème de la limite monotone, on en déduit que (u,) converge. 





Exercice 10.38 OVCQ Moyennes de Cesäro 
Soit (Un) une suite croissante de limite le R. Pour tout n > 1, on pose 
U+U+...+Un 
Un, = ———— \, 
n 
1. Montrer que (v,) est croissante. 


2. Montrer que (v,) est majorée et en déduire que (v,) est convergente vers un réel L. 


Un +V 
3. Établir que Vn>1, von > 7 


4. En déduire que l = L. 


La suite (v,) s’appelle la suite des moyennes de Cesäro de la suite (u,) et on vient de prouver le théorème de Cesäro 
dans le cas particulier où la suite (u,) est croissante. 


Solution : 
1. SoitneN*. 
Nün+1 = (+ U2+...+ Un)  (Un+1 = Un) + (Un+1 = Un-1) +... + (Un+1 — U2) + (Un+1 — Uo) 
EEE EEE 
n(n+1) n(n+1) 
U2 > Wu. Il S’ensuit que : (Un+1 — Un) + 
0 et (v,) est bien croissante. 


Mais la suite (un) est croissante, et donc Un+1 > Un > Un-1 > ..…. > 
(ün+1 — Un-1) ++ (Uni — Ua) + (Uni — wi) > 0. Enfin : Vys1 — Un > 


. La suite (u,) est croissante de limite le R. Donc | majore (u,). 11 vient alors, pour tout n e N* : 


U+U+..+Un nl 
D 
n n 


l 


(VA) est donc majorée et comme elle est croissante, par application du théorème de la limite monotone, elle 
converge vers un réel L< 1. 


. Soitn>l. 


WU +... +Un+ Uni +... + Won OUALLA MAR LE PA 
Do, = = 2 4 
2n 2n 2n 2 2n 


Mais comme (u,) est croissante, pour tout i € [1, ñn], Un+; > Un et donc : 


Un+1 +... + Un Un +... + Un Un 
EE 


2n 2n 2n 


Un + Un 


Finalement, on a bien :| uv», > 5 
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4. Par passage à la limite dans l’inégalité précédente, on obtient : L> Li ce qui amène L > | et comme on sait que 


L< l alors L= I. 





Exercice 10.39 OC 


: ti . U+--.+u 
Soit (u,) une suite réelle et pour tout ne N°, on considère Vy = —— 


7, La suite (Vh) est la suite des moyennes 
n 


de Césaro de la suite (un) (voir l’exercice 10.38). 
1. On suppose que (v,) converge. Est-ce que (u,) converge ? 


2. Si on suppose que (ur) est croissante, montrer que (u,) converge si et seulement si (v,) converge. 


Solution : 


1. Considérons la suite (u,) de terme général uy = (-1)". Alors, pour tout n € N* : 


0 si ñn est pair 
Un = 


— sinestimpair 

n 

Il est clair que (v,) converge. Pourtant (u,) ne converge pas. La convergence de (v,) n’implique donc pas celle 
de (un). 


2. Le sens direct consiste en le théorème de Cesäro (voir l’exercice 10.38). Prouvons la réciproque. Supposons que 
(VA) converge vers une limite LER. 


Comme (u,) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, il n’y a que deux possibilités : 


(a) Si la suite (un) est majorée, alors on sait que (un) converge vers une limite finie l'E R. Mais d’après le 
théorème de Cesäro, (vh) converge également vers l'. Par unicité de la limite, 1 = l’ et donc (u;) converge 
vers l. 


(b) Par l’absurde, si la suite (u,) n’est pas majorée, alors (u,) diverge vers +co. À partir d’un certain rang la 
suite (v,) est donc positive. Mais d’après l’exercice 10.38, à partir d’un certain rang, on a : 


Un + Un Un 
Von > —© > —. 


2 2 


Donc Un ss +00 par application du théorème des gendarmes et nécessairement : vh TT +00 ce qui 
n— +00 n— +00 


vient contredire notre hypothèse, donc (u,) ne peut être majorée. 





Exercice 10.40 Q 


On pose, pour tout ne N*, 
_1x3x5x..x(2n-—1) 


Un = 
2x4x6x...x(2n) 

1. Montrer que (un) converge. 

2. On considère, pour tout n e N°, la suite (v,) de terme général : v, = (n+ Du. Montrer que (v,) converge. 


3. En déduire la limite de (uh). 


Solution : 


1. Soit ne N*. On vérifie facilement que 
Un+1 _2n+1 _ 


Un | 2n+2 


Un+1 


par conséquent < 1 et (u,) est donc décroissante. (u,) est de plus positive et donc minorée par 0. Il s’ensuit 


n 
d’après le théorème de la limite monotone, que (u,) est convergente. 


. SoitneN*. 
Vns1 _ N+2{Uns1Ÿ? n+2 (@n+1)?  4n$+12n?+9n+2 


- D 
Un n+l | n+122(n+1)? An$+12n2+12n+4 


et (vh) est décroissante. Elle est aussi minorée par 0 et comme précédemment, on peut alors affirmer qu’elle est 
convergente. 


ns : V à À 
. En partant de l'égalité v, = (n+ lui, on obtient que un = —"_, Comme (Vn) converge, il en est de même de 
n 


+1 
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Exercice 10.41 OQ 
Etudier la suite un =th1+th2+...+thn-Inchn. 


Solution : On commence par remarquer que x—— Inchx est une primitive de thx. La suite u, est croissante : 
nel 
Un+1 — Un =thn+1l-Inchn+1+Inchn=thn+1 - thxdx. Or x— thx est croissante sur [n,n +1] donc 


n 
n+1 


thxdx< Î thn+1dx soit Uuy+1 — Un > 0 : la suite (uh) est croissante. 
n 


n+1l 


Vxefn,n+1], thx<thn+1 donc | 


n 
k+1 


n n+1 
Pour les mêmes raisons, th k < Î thxdx donc en sommant pour k variant de 1 à n, » thKk < Î th xdx soit 
k É=1 1 


chn+1 


chn 


Cha ] —Inch1 converge vers 1-Inch1. 


Ha .. chn+l . 
Un <== ]|-Inch1. La suite TS converge vers e, donc la suite In 
chn 


Elle est donc majorée. La suite u,, est donc croissante et majorée, elle est convergente. 





Exercice 10.42 MN 
On considère une suite d’entiers (qh) strictement croissante avec qo > 1. On définit la suite (u,) de terme général 


Montrer que (Un) converge. 


Solution : On vérifie que la suite est croissante. Pour tout n EN, on a: 
n+1l 
Unti=Un= ||] — > 0. 
j=0 4j 


Ensuite, comme (q}) est strictement croissante, on peut affirmer que pour tout k > 1, on a qy > 2. Par conséquent, 


Rhin (1/2) 
D =. 
ne 1—1/2 


La suite (u,) est croissante et majorée, elle converge d’après le théorème de la limite monotone. 





Exercice 10.43 VV 
Soit une suite (Un) bornée vérifiant : 
VneN*, 2Un<Un+1 + Un-1 
On définit une suite (v,) en posant pour n EN, Vn = Un+1 — Un. Montrez que la suite (v,) converge et calculez sa 
limite. 
Indication 10.5 : Montrez que la suite (v,) est croissante et majorée. Montrez ensuite par l’absurde que sa limite vaut 
0. (on pourra si l > 0 minorer (u,) à partir d’un certain rang par une suite qui diverge vers +oo). 


Solution : On calcule pour n> 1, 
Un — Vn-1 = Un+1 — 2Un + Un-1 > 0 
et donc la suite (v,) est croissante. On suppose de plus que (u) est bornée : 
MER: VneN, -M<u; <M 
Donc 
VnEN, Vy= Un+r1 — Un <M+M<2M 


La suite (v,) est donc croissante et majorée par 2M. 
D'après le théorème de la limite monotone, la suite (v,) converge vers une limite finie leR. 
Montrons par l’absurde que ! = 0. Supposons que l Z 0 et étudions les deux cas suivants : 


l l 
1. Sil>0, en posant k = 3” puisque k < I, il existe N EN tel que pour tout n >N, vh > 5° Mais alors pour n > N+1, 
on a : 


Un > RES SR GENE 


l l FACE : : 
On a alors Wwy = ux — De + Le — +oo et donc Un +00, ce qui est impossible car on a supposé que la suite 
ñ— +00 


(Un) était bornée. 


2. Si l<0, on montre qu’à partir d’un certain rang, Vn < 7 Mais on majore alors (u,) par une suite qui diverge 





vers —0o ce qui est impossible. 
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Multimédia : animation avec un exemple pour illustrer les suites de cet exercice 
précédent 
Exercice 10.44 OVC 


Soient deux réels ao > 0 et bo > 0. On définit deux suites (ah) et (bn) par les relations de récurrence : 


An + b 
VneEN, Gn+1 = V Anbn ban = — 





1. Montrer que Vn EN*, an < by. 
2. Montrer que (a) et (b,) sont monotones à partir du rang 1, qu’elles convergent et qu’elles ont la même limite. 


Solution : 


1. On montre par récurrence que : Vn EN, a, > 0 et b, > 0, ce qui montre que a, et b, sont définis pour tout n eN. 
De plus : 


1 2 
VnEN, üGnt1= Van bn < (Van + Vbn )= by 


ce qui montre que : VneN*, 4n< bn. 


a b a An — D 
GE Re re 
An An An 2 


. Soit n > 1. Calculons 


(on a utilisé que an < bn). Donc Vn > 1, 4n+1 > An et bn+1 < bn. On a alors prouvé que (a) est croissante et (b) 
décroissante. Puisque 


H<---<An-1 <An<bn<Dn-1 <...bi 


La suite (ah) est croissante et majorée par b,. Donc elle converge vers le R. De même, la suite (b,) est décrois- 
sante et minorée par a, et donc elle converge vers l'E R. De plus, la suite (an+1) est extraite de (ah) et elle 


converge donc vers l. De même, la suite extraite (b1+1) converge vers l’. En passant à la limite dans les relations 
de récurrence, on obtient : 


1+/ 
1= VIT et I= —— 
2 
De la deuxième, on tire que 1= l'. 
Les deux suites convergent donc vers la même limite. 


| Remarque 10.17 Cette exercice peut être aussi traîté en montrant que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. 





10.95 Sommes géométriques 


Exercice 10.45 ©O 
Étudier la convergence de la suite de terme général 


1 
= 
n 


l 
1+1+—+ 
n 


Un = — 
n 


Pass 

















Solution : SoitneN*.Ona: 


n 





: 1 : ; 
mais |[1+—| ——— e (voir exercice 2) et donc ÈS 
n n—+00 n—+00 


Exercice 10.46 
Soit (a, b) € R°. On considère la suite (Un) donnée par : 


Uo=4 WU =D 
— 1 
Un+2 = 5 (Un+1 + Un) 


Pour tout n e N, posons de plus : Vy = Un+1 — Un. 
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1. Montrer que (v,) est une suite géométrique. 
2. Calculer, en fonction de n, la somme Sy = He Uk. 
3. En déduire, pour tout n eN, u,, en fonction de n ainsi que la limite de (u»). 


Solution : 


— (Un+1 + Un) —Uu 
! Un+1 _ Un+2 = Un+] 2 Cun+1 n) Se : : 2 
1. SoitneN. Ona: — = —————— = = -—-, [Lasuite (v}) est donc une suite géométrique 
Un Un+1 — Un Un+1 — Un 2 


; 1 : 
de raison =. Son premier terme est Vo = U1 — Ugo = b— 4. 


1 n 
2. On en déduit que pour tout neN, v, = (b- a) [-;) . Soit n EN. On calcule : 
1 


ne Ce | 


1 3 
2) 


1+ À 


2(b-a 1 
3. Par télescopage, on a aussi Sy = He UE = Un — Uo et donc Un = — (- | ;) + a. On en déduit que 


a+2b 





10.9.6 Suites adjacentes 


Exercice 10.47 
Montrer que les suites suivantes (u,) et (v,), données par leur terme général, sont adjacentes : 


LS | 
1. le } — € Vn=Unt+— 
i! n! 
i=0 !* ° 


l 1 
5 


et Un=Un+ — 
nn! 





Solution : 


1. La suite (u,) est clairement croissante et un -—Vn Free 0. Il reste à montrer que (v,) est décroissante. Soit n e N. 
—+ +O0 


On a 
1 1 1 1 l-n 


V UV, = —Un+ me Se 
n+1 n n+1 n (n+1)}! n! (n+1)}! n! (n+1)! 


dés que n > 1 et donc (v}) est décroissante. 
2. La suite (u,) est clairement croissante et un — Vh Fed 0. Montrons que (v,) est décroissante. Soit n € N. On a : 
n— +00 


1 1 1 1 1 _n(n+l)+n-(n+1} 


Uni — Un = Une] = Un + — > —> = + ———— — — 
PUR GnsD(n+Il nn (sl! M+D+l! nn nin+Din+1}! 


DEN 


Exercice 10.48 © 
Montrer que les suites de terme général 


n-]1 1 
u 1+ 
ù à K2 (k+ 1)2 
1 
Un = Un + 3m 


sont adjacentes. 


Solution : La suite (u,) est clairement croissante. Montrons que (v,) est décroissante. Soit n e N*. 


1 1 1 1 1  3+n2-(n+1)}? (-n+1) 
+ ————© — — = a — 
3(n+1)? 3n2 


Un+1 = Un = Un+1 = U a — AD NP PEER — 
CR 0 nr 3(n+1) 32 3n2(n+1)} 3n2(n+ 1)? 


et cette quantité est négative ou nulle dés que n > 1. Par suite (v,) est décroissante. Il est de plus clair que vy — Un = 


—> ——— 0 et les deux suites sont donc bien adjacentes. 
3n2 n—+00 
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Exercice 10.49 OVCQ Constante d’Euler et développement asymptotique de la série harmonique 


Pour tout ne N*, on considère le terme général H, de la série harmonique 


1. Montrer que VneN*, Hon —- Hyn > 


pli 





. En déduire que H, +00. 


n— +00 


. Prouver l'inégalité : Vte]-1,+00[, In(1+#<tf. 


$S © N 


. On introduit les suites de terme général, pour tout n e N* : 
Un=Hn-n(n+1) et vh=H,-Iinn 


Montrer que (un) et (v,) sont adjacentes. 


5. Montrer qu’il existe un réel Y € ]0,1[ tel que : 


H,;=Inn+y+ 0 (1 
n— +00 
Le réel Y est appelé constante d’Euler et cette égalité donne les deux premiers termes du développement asymp- 
totique de la série harmonique. 


Solution : 


1. Soitne N*. 
l 1 l l l n l 
+ + +—>—+...+—=—=- 
n+l n+2 2n 2n 2n 2n 2 
. La suite (H}) est clairement croissante. Par application du théorème de la limite monotone, on peut affirmer que 
soit elle converge vers un réel l soit elle tend vers +co. Si (H,) convergeait vers un réel l alors il en serait de 


même de toute suite extraite et donc H>h l. Par opérations sur les limites, on aurait alors : 
n— +00 


O=/-1= lim H, -H,> 
n— +00 


ce qui est absurde. Par conséquent (H;) diverge. 


]-1,+00[ — R 
t — In(+-t: 


. Il suffit d’étudier la fonction f : 


. Soit ne N*. 


1 n+2 1 1 1 
Un+1 — Un = Hn41 -M(n+2)-H,+ln(n+1) =—— -In = n > — =0 
n+1 n+1 n+l n+l 


donc (un) est croissante. De la même façon : 


n 
Un+1 = V = — +|]n — 
6 M n+1 n+l n+1 


et (Vh) est décroissante. De plus : 


n+1 1 1 
Un — Un = In =In|1+-|<—-———0 
n n n n—+00 


Les deux suites sont donc bien adjacentes et elles convergent vers une même limite Y ER. 


. Comme u1 = 1-In(2) > 0 et v, =1-In1= 1, on a nécessairement Y € ]0,1[. Par ailleurs, comme (v,) admet Y 
comme limite, pour tout ne N*, 





Hy-Inn-y=Uvn-Y — 0 


ñn— +00 


etdonc:|H;,;=Inn+y+ o (1| 


n— +00 
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Exercice 10.50 AV] 
On considère la suite de terme général 
l l (1)! 
+ + 
2! 4! (2n)! 
Montrez que les deux suites (u2n) et (U2n+1) sont adjacentes. En déduire que la suite (u,) converge. 





Solution : SoitneN*.Ona: 


(1277 (1)2rl 1 1 
2(2n+2))! ï 2(@2n+1))! à (4n+14)! 3 (4än +2)! Fe 


U2(n+1) — Un = U2n+2 — Un = 
et (U2n) est alors décroissante. De même : 


(— 1)275 (— 1272 1 1 
+ 


U SU = U; — U = —— ——_——— = ——— — —— >| 
RS No mr IN nr dre) 


et (U2n+1) est croissante. De plus : 
(— 1248 


U — Un = © —— 0 
2n+1 2n 2Cn+ 1)! Aa 


Les deux suites (an) et (U2n+1) sont donc bien adjacentes et elles convergent donc vers une même limite. D’après le 
cours, on en déduit que (u,) converge aussi vers cette limite. 





Exercice 10.51 OC 


1. Montrez que les deux suites de terme général 


n 
1 
Un= Y —-2 n+1l 
k=1 VK 
n 
1 — 
Un= D —-2Vn 
k=1 VK 


sont convergentes de même limite. 
2. En déduire un équivalent simple de la suite de terme général 


Solution : 


1. On calcule pour n e N : 


1 1 2 
Un+1 Un = —— -2Vn+2+2Vn+ 1] = ——— — —_—__————— — 
he É vn+1l Vn+1l vn+l+vn+2 


et puisque Vn+2>Vn+l1, il vient que Un+1 — Un > 0. Donc (u}) est croissante. On montre de même que (vh) 
est décroissante. On calcule 


0< dn = Vn— Un = 2(Vn+1-Vn)= 


2 
Vn+1l+Vnñn 


et donc (d,) converge vers 0. Les deux suites (u») et (v,) sont donc adjacentes et convergent donc vers la même 
limite LER. 


v 
. Puisque Vn EN*, Sn = vn+2Vn=2/nñn|1+ ) il vient que (Sn, Su 2V7] En effet, comme (v}) est con- 
2Vn n—+00 


t it Re 
vergenlte, on Sal UE uû: 





Exercice 10.52 OC 


1. Montrer que les suites de terme général 





n 1 2n 1 
Mon M2 


sont adjacentes. 
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1 n+l ]!l 
2. Montrer que: VnEeN*, ——<in <—. 

n+]1l n n 
3. En déduire que: VneN*, u,<In2< vy. 


4. Que peut-on en conclure ? 


Solution : 


1. Soit ne N*. Calculons : 


l 1 1 1 1 
—— + ————© ++ —— + + —— + — +...+ 
n+l+1 n+1+2 n+l+n-1l n+l+n n+l+n+1l n+l n+2 


l l l 


= + _ 
2n+2 2n+1 n+1l 
1 


n+DCn+2 


Un+1 — Un — 


donc (uh) est croissante. De même : 


Unil—Un = ++ — + + — 
DORE no 2n 2n+1 2n+2 


l l l 


+ 
2n+1l 2n+2 n 
3n+2 


2nin+DCn+1) 


l l l l É 
n 


et (1h) est décroissante. Enfin : vy — un = 1/n = 0. Les deux suites sont donc adjacentes et convergent vers 
n— +00 


une même limite. 
| n+1 1 PR . 
. Soit ne N*. OnsaitqueVx>-1, In(1+x)<x.Donc:ln =In|1+—|<—. De même 
n n n 


—In In ———— = > 
n n+l 


In 


n+l n+l-1 l 1 
= —-In|1- 
n+l 


. On utilise les inégalités précédentes : 


1 n+l n+2 
Be < In +In +...+1 
n+n n n+1l 


l l n+l 2 2n+1l n+l n+2 2n+1 2n+1l 
+...+—>ln +In +...+In =In x a = In ZzIn2 
n+l 2n n n+1l 2n n n+1l 2n n 


4. Notons 1 la limite commune aux deux suites. Pour tout n e N*, on a : u, <In2 < v, donc par passage à la limite 
l<In2< / et donc l = In2. 





Exercice 10.53 OVQ 


1. Étudiez les suites de terme général 


> 1 
Un=N — 
LKR 
Un = Un + —— 
MON mn 


2. Montrez que leur limite commune est irrationnelle. 


Solution : Soit neN*. 


1. La suite (u,) est clairement croissante. On montre de plus que : 


1 1 1 m+3n+1 


PR D nr Dee Dr ni min Dre 


Donc (v}) est décroissante. Comme vy-un = 1/(n2n!) F 0, les deux suites sont adjacentes. Elles convergent 
ñ— +00 


donc vers la même limite l ER. 
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2. Remarquons que comme w2 = 5/4, v2 = 11/8, et que 5/4< 1 < 11/8, l ne peut être un entier. Si L était rationnelle, 


notons la P où p,q EN, q > 2, on aurait Ug < Le v, et en multipliant par qq!, il viendrait qqluq < pq! < 
q q 


1 : . : 
qqluq + —, ce qui est une absurdité car pq! est un entier. 
q 





10.9.7 Suites extraites 
Exercice 10.54 ©Q 
Soit (Uh) une suite croissante. 
1. On suppose qu'il existe une suite extraite de (u,) qui diverge. Montrer que (u,) diverge. 


2. On suppose qu'il existe une suite extraite de (u,) qui converge. Montrer que (u,) converge. 


Solution : 
1. Si (un) convergeait alors il en serait de même de toute suite extraite, donc (u,) diverge. 


2. Comme (uh) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, soit elle converge, soit elle tend vers +co. 
Si (Un) tend vers +co, alors toute suite extraite de (u,,) tend vers +oo (cette propriété se démontre aisément à l’aide 
de la définition de la divergence d’une suite vers +), ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc (u,) converge. 





Exercice 10.55 O 
La suite définie par 0 < uo < 2 et un+1 = V2+(-1D)"u, est-elle convergente ? 


Solution : Supposons que oui et appelons À la limite. On a Jim Un = À et Jim Un:1 = À . D'ou À = V2+Xet 
À= V2-À. De V2+X1=V2-X on tire À = 0, ce qui contredit À = V2+ À. La suite u,, n’est pas convergente. 





Exercice 10.56 M 
Soit une suite (Un) telle que les suites extraites (U2n), (U2n+1) et (U3n) convergent. Montrez que la suite (u,) converge. 


Solution : Il existe (1, l',1") € RŸ tels que wy met L, Uon+1 = l'etu3n 1”. Montrons que 1 = l' =". 
—+ +O0 


ñ— +00 n— +00 


Comme la suite (U6n) est extraite de la suite (u2n), elle converge vers l (toute suite extraite d’une suite convergente 
est convergente de même limite). Mais la suite (U6n) est également extraite de la suite (u3,) et elle converge donc vers 
1". Par unicité de la limite, l = l". Considérons la suite (Ugn+3). Comme elle est extraite de (u2n+1) et de (u3n), par le 
même raisonnement, on obtient que l' = 1". Par conséquent, les suites (Un) et (U2n+1) convergent vers la même limite, 
et d’après le cours, on en déduit que la suite (Un) converge. 





Exercice 10.57 OC Vrai ou Faux 
Soit une suite (uh) telle que Vk > 2 les suites extraites (ux,) convergent. 
Est-il vrai que la suite (u,) converge ? 


Solution : Faux : On considère la suite (u,) définie par u, = 1 si n est premier et u, = 0 sinon. Toutes les suites 
extraites (uy,) convergent vers 0 maïs la suite (u,) n’a pas de limite puisqu'il y a une infinité de nombres premiers. Ce 
que nous verrons à la proposition 20.16 p. 757. 





Exercice 10.58 © 
Etudiez la suite de terme général : 


n (— 1€ 
=) 
&o K! 


Indication 10.5 : Étudier les suites extraites (U2n) et (U2n+1) et montrer qu’elles sont adjacentes. 





Solution : Soit neN. Posons : 
2n (-1)# 2n+1 (-1)# 


An — Un — 5 et Pn= Un+1 = 
ko K! ko K! 


La suite (x;) est décroissante. En effet : 


2n+2 = k 2n =] k | 2n+1l = 2n+2 2 + 1 2 ae 1 
Xn+1 — Un = 5 CD” ( ) D Te RE 
Æ k É K  Gn+l}! (Cn+2)! Q@n+2)!  (2n+2)! 
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et (Br) est croissante : 


2n+3 (-1)# 2n+1 (-1)# > (1) (1,277 2n+2 2n+2 


He À FRS » R  @n+21 @ntat C0 Qniai Cntsh 


=] 2n+1 ' ; . 
De plus, Bn — On = san Rs 0. Les deux suites sont donc adjacentes. Elles convergent alors vers la même limite 
n+1)! 7—+00 


lER et donc, d’après le cours comme (u2n) et (U2n+1) ont la même limite l, la suite (u,) converge vers I. 





Exercice 10.59 OC 


1. Montrer que la suite de terme général 





converge vers une limite finie lER. 
Indication 10.5 : Étudier les suites extraites (San) et (S2n+1) et montrer qu’elles sont adjacentes. 


2. Calculer une valeur approchée de 1 à 107! près. 


Solution : 


1. Définissons les deux suites extraites (un) = (S2n) et (Un) = (S2n+1). On calcule pour ne N* : 


1 1 
—— — ——— <0 
van+2 vVan+l 

1 1 
= ——— — ———>0 

van+2 v2n+3 


donc (un) est décroissante et (v,) croissante. Si (dn) = (Un — Vn), 


Un+1 — Un = 


Un+1 — Un 


l 
à 


van+l 7+Fœ 
Les deux suites (Sin) et Sin+1) sont adjacentes et convergent donc vers la même limite finie l. 


2. Pour tout ne N*, l est toujours compris entre S, et S,+1. Il vient donc que 


1 
n+ 


Sn l<|lSn—Snr1l = 


l 
Pour que S, soit une valeur approchée de 1 à 107! près, il suffit que = < 1071, c’est-à-dire [n>99| 
vn+ 
On calcule alors S9g = —0.6. 





10.9.8 Suites équivalentes 


Exercice 10.60 Q 
Soient (Un), (än) et (bn) des suites réelles telles que : 


VnEN, Un=An+tbn et Dbn= O0 (an 


Montrer que Un —  Gn. 
n— +00 


Solution : Comme by = O0 (@n), il existe une suite (e,) tel que à partir d’un certain rang by = Enan et tel que 
OO 


n—+ 





En 0. Donc, à partir d’un certain rang, Un = (1+En) 4n. Comme (1+E»h) l,onabienuUn —  &n. 
au n 


+ 


n— +00 n— +00 


Exercice 10.61 V 
Donner des équivalents simples lorsque n tend vers + pour les suites de terme général : 
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1. un=n-1 4. Un =(n+3Inn)e "+ 








1 | n 
sin++l nl+e 
2. Un = —"— 5. Un = Sn an 
tan = . : 
= 2 6. Un = = 
3. un =In(n+ n +1) n = PES) 


Solution : 


dE 
Tu — nn 


_ - 
sin +1 sin + +1 
| Un=——}%?— - —"— = n(sint+1) = En? | car sin +1 1. 


tan mi n— +00 mA n— +00 n—+00 


: Un=n(n+Vr +1)=imn+m{1+,/1+ nn “) 0 


nn n—+00 


donc In (1 + = Oo (Inn) et donc d’après l’exercice 10.60, EE] 
n ñn— +00 n— +00 


“ur Sinmento= rest (1+3mu) 
n—+00 


n— +00 


e” e” 
> He nid n! ler 


EE ET OS FLE 


1 1 Vn+l-vVn-1. 2 
DL Vi ET Le 


Our 


M ee DE As Pi 


Exercice 10.62 VO 
Donner des équivalents simples lorsque n tend vers + pour les suites de terme général : 








l l 2 
1. Un = Dr. 4. D l) D 
n-1 n+1 n+1 
5. un = nsin + 
=vn+l-vVn-1 L ca 
(sin Fe -1 
3 n(n+1)-Inn 6. Un = Le 
UE ———© — —— 1 
" tan À (tan 1)*°7 —] 


Solution : 


_ 1 is 2 2 1 2 1 
1. Un = 1 NH  (G-DHD — Care) (à | car em) pare 113 
— l l 
ie (Vn+1-Vn-1)(Vn+1+vn- ) 


VE Te VAT 
| 
n(n+l)-Inn n(n+l)-Inn 


1 n—+00 1 
tan F e 


mfi++) 
2 mn2+n|1++ 2 1+ ———— 
: In(n< +1) _ rm) nn In n2 2nn 
TO on+l n+1 on 1 n 


nue 
n 


car m{1+ 1) 


1+ 
In n2 


I 
ire 
n 


1 ; RENS 
. Un=nsSNn+ = par produit d’équivalents. 
nr n— ee n 
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=nh(1+1) , 7. L11Par quotient et produit d’équivalents. 


ÉDUL 
par application des formules usuelles sur les équivalents et car == ln ——— 


C0 








6. Considérons 


Comme xinx —— 0 et 
x—0 

on Insin 1 

An — sSin-insin+ - —— 

n—+00 n n n—+00 n 


Comme un = An/ bn, il vient : 


Un 
n 





An = (sin — 


que sin 


br [tan — 


—+® ]ntan = 


au | 

1\Sn% RE SARA 

] >y=-n5hsnz 
n 


1 
ñn 


il 


——— 0, il vient que sin Insin À ——— 0 et donc 
—+00 


=, On montre de même que 


il 
1 D 


1 
: L ntan = 


n n— +00 n 


l 
nl 


Incos 1 n—+00 


PERL 
nsin = 


Donner des équivalents simples lorsque n tend vers + pour les suites de terme général : 


Exercice 10.63 AV] 
L'uy=Vn+l-V/n 
2. un=Ve”tn-1-e 
# fi 
3. Un = (Er) 


Solution : 
1. = VnsT- Vie Vn(y1+4-1) 


2. 2 


n+n 2 nn 
. Un=e 2 |[VI-e re 2 


= LL)  Q+e-n) 
- Un = [TS Me (IE) 


e-"hm(1+e ”) 


Vel 


Un = 
k nn-2n2 _lnn 


2n2 
DRE 
= In(n! + n° +37) = 
n! Sie n! ee 
I{1+ +3) ni 


Hate : 
p! 





Exercice 10.64 MN 


n— +00 


2 
—— letluny — e” | 
n— +00 —+00 
D Li 
3 l— + 
n Vin 


4 m-Vn+1 
Un = ——— 
F nn-2n2 


5. un =In(n!+n"+3" 


6. Un = h avec p € [0,n] 
P 


VA 1 


n—+oo 2n n—+0|2,/n | 


n?+n 


QTA 


2 
car [V1= er | 


2 -nin(i+e ") 


el" e mais nlm(l+e-") 


_nn 


n—+00 
2n2 


n! a 
ninn + mf1+4+5) 


Donner des équivalents simples lorsque n tend vers + pour les suites de terme général : 


Un=M(n+1)-Inn 
__2n$-Inn+1 
M=T 


Un =(n+1}*-(n-1)" avec aeR. 
mn +nin(i-e-") 
n2+1 


S SRE 


Un = 


Solution : 


n+l 
1. Un=n(n+1)-Inn=in——=In(1+ 
n 


Vr+n+l 
5. Un = -=—— 
n-n+1l 
en+n?+1l : 
6. Us Le | 1+In(1+sh})-1) 


ñ 


D oe 
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n-—1 n—+00 


, 7. n-1\° 
207 1) | Remarquons que si on factorise ainsi : un = (n+1)*|1-— , On (rouve que 


HE 


x x 
(n+DT-(n-1)* = (n-1)* me -1) (1 14) -1) >. (= er 
= 


HR 2a(n+1)%1 qui est bien entendu équivalent à l’équivalent trouvé avant. 
ñ— +00 


on 
n'+nln(i-e") 1+ moe a 


n(1-e ”) e 
n 
Un ———<z———— —— 7 [1 ————— - - —— 0 
L n +1 les ni) 
n 


a Rene see 
DOTE Jeu al] De 


n Le 


en +n2+l = 
5" (Vi+m(i+shh-1) 
n tan > ñn— +00 
e2n-n? 2 


1 n 
——| - CAT L + — + ——© — 1]. 
ne?" ] n—+00 2 e2n nef n—+00 





Exercice 10.65 ©QQ 
Donner des équivalents simples lorsque n tend vers + pour les suites de terme général : 


= L k 
1. un =2nt(1-cost)In(1+1 L)tan(L) 5 = ("; | (ben) 
2. un =In(5+n2+n)-In(n?- n+3) 
_ 1+(-l)n 
. TE .. /nn 1 
__ siny/Æ7 
4 Un=Vn+VR+1-Vn+Vm 1 6. Un=e F — cos 


Solution : 


1. un=2nt(1-cost)In(1+1 L)tan(+) Ée Prix ru x Lx JL = À par applications des formules usuelles. 
—+ +00 


2. Écrivons en utilisant les propriétés du logarithme : 


m+n+5 m-n+3+2n+2 2n+2 2n+2 
Un = —=— =] ————————_-Mm ns 
nm -n+3 n-n+3 n 





2_n+3/]n-+0 mn -n+3 


2n+2 2n l1+1/n 


CA — 0 et on peut utiliser l’équivalent usuel In(1+vy) — v 
n-n+3 n1-1l/n+3/n2 n-+0 n n-+00 P q M n=too / 


2 
lorsque v, — 0. Finalement| u, 
nico n 


1 
or CDS En D" | car 
n+yn n 7 n—+00 


1+ 


. En utilisant deux fois les quantités conjuguées, écrivons : 


2 
EEE À —— 
(Vin Vr+14 Vn+ V1) n+1+ m1) VnWn 


Ensuite, on cherche un équivalent de chaque facteur du produit. En factorisant les termes dominants dans les 


sommes, ÉCrivons 
l l 
Vn=Vn|1/1+4/1+—+1/1+4/1- — 
n n 


Comme le crochet tend vers 2V2, il est équivalent à cette limite non-nulle et finalement v, er 2V2n. 
n— +00 
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De la même façon, 


1 
et finalement,| un — L 
v2n 


= ae (n+k! (n+kin+k-1)...(n+2)(n+1 
Ë n — a —_ 


/ 1 / 1 
Wi=n 1+—+1/1-— - on 
n2 n2 | ñn—+00 


k kim k! 
k 
n _ 
NE SEE ui 
. Écrivons d’abord 


1 

6 

u = (en _1)+ I-cos =) a +b 
. ÿn LEsi 


x nn nn 
6: =sin\/— - — — 0 
n ñn—+o0 n nN—+oo 


fin 7. 
et d’après l’équivalent classique de l’exponentielle, an - ——. En utilisant l’équivalent classique du cos- 
n 


n—+00 
1 l 


inus, bn —  ——. Mais puisque — - —— 
? n—+00 2,/n An +0 24/nn 


prouvé dans l’exercice 10.60 : 


— 0, Dr — 7 2 (47) et donc, par application du résultat 





Exercice 10.66 © 
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 





n_,y4 1 
F d= 2 4 Un=nmn 
2. un = nsinin(1+ 1 5. un = n(V1+sin({/n)-cos(1/n)) 


2sinn 


+ (ernyrin(cost/n) 6. un = n° # 


Solution : 


n—+ 


1. Comme5"= o (netn= o (n!),ona:uy —[0} 
OO N— +00 ñn— +00 


Ra 1 
2. In(1++) non € donc : In(1++) > 0. ce qui permet d'écrire : 


un =nsinm(i+;), . nin(1+;), = L=letuh Eu], 
—+00 —+00 


n n—+00 


L 1/ 
Ur — (Unis n(cos( n) = en(cos(/n) = cos(1/n) HE} 
n— +00 
cites Inn 
. Un = nn =elhMn=-e. 
5. Ecrivons 
Un = N(An + Dn) 


1 
an =Vi1+sin(l/n)-1 - — 


n—+00 2n 


bn = 1-cos(1/n) mers Te 


Donc puisque by = ( (@n),, par application du résultat prouvé dans l’exercice 10.60, 
ñ— +00 


1 z 1 1 
Dr+ün — 4Gn — —.Parconséquent| uy -— —|et donc us — =. 
n—+00 n—+00 2n n—+00 2 2 
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6 ne ne _ eFrnn 


mais pour tout n > 0, -ln < sin nn < on (car sin est à image dans [-1,1] et que 


nn/n>0sin>1l)et on O0 carinn= o (n). Donc par application du théorème des gendarmes, 
O0 


n— +00 n—+ 
Inn De) 0 — 
) Par composition, Un ee e” = Hi] 


n—+00 —+00 


sinn 





Exercice 10.67 © 
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 





1. Un=(1+sini)" 4. un =5"tan(#) 
2, un = (Gn+1)2n{1+5) 5. un = Yn 

n+l 
3. Un=n mfi+-—) 6. Un = nln —. 


Solution : 


JL 
à) mais sin+ —— 0 et 


n nin(1+sin 
1) =e 
n—+00 


1. un =(1+sin+ 


si an 1 
nin[1+sin-) - nsin- - nx-=]l 
n) n—-+00 n n—+00 n 


Par conséquent un ———| e |. 
quent un [el 


1 2) 
5++ 25 

2 1 _  (Gn+l} _ nm ( à) 
. Un=(5n+l) mfi+b) D rer 


2 1 n° 
D  -N 
fe n°+nf+1)] n—+0o0 Vni+n2+1 n—+00 El 


=  5ZL = 7x doncu T |. 
too 5” M n—+00 


maisiInn= o (n) donc ER, jet par composition Un 
n— +00 n n—+00 n—+ 


. Écrivons pour ne N : 
n 2 
Un = —In|1+—— 
2 n-1 
2 2 2 
0,In(1+——) - - —etdoncu»h | 


n— +00 n—1 n-+0 n—-]1 n-+0 nn n—+00 








Exercice 10.68 © 
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 








1 u=nm(ÿ1-+-1) 4 un = (2) 
n 
2 un = | ] où xER. 5. Un=Vn+vVn+Vn-Vn 
n—x 
3. Un = (1+4)" où a€R. 6. Un = Er 


Solution : 


1 
= 2 eee 212) ” = à 
L'u=n ( 1 2 1)=n (a +) ] 7 X > ne 


2. La suite est définie à partir d’un certain rang (n > E(x) + 1). Écrivons-la sous forme exponentielle : 


n m6 X 
nn | -ninf | -nifi-2) 
Un=e NT 2) n —10. n 


X 1 en : X 
Comme — — 0, on peut utiliser les équivalents classiques et alors -nin[1 — =) - x et donc Un ——— Le*] 
n n) n—+00 n—+00 


3. Un=(1+ a)" = enN(1+$) mais nln(1+4) - n£=adoncu, Let] 


n— +00 n— +00 


4. Pourtoutn> 1, 


2n-1\”" 2n-1 


 # 
Un = = e"M5y il L Qnmfl DAT ) 
2n+1 
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2n 
- 2 
maisnn(l-<—) - —- ———— —-] donc un ——|1/e | 
( F1) y oo 2n+1 ñn-+00 M n—+00 Le | 


5. En utilisant les quantités conjuguées, puis en factorisant en haut et en bas par V/n, on trouve que Vn > 0, 


Tr 
Vi EE À] 
VE mL al 


] sont des suites géométriques de raison 2 € ]-1,1[ et donc 


TER 
2n+4_5nt4 she () — 


6. Un= pr © 


elles convergent vers 0. On obtient alors us FETE 54] 
n— +00 





Exercice 10.69 © 
Utiliser des équivalents ou des croissances comparées pour étudier la convergence des suites suivantes. 


i 1 
1. un = n[e%(%) 1) + (in m7 Sie | 1- a] 
cos(1/n) 

2. un=Vni+4- n° - 
3. u=Ÿm+4-n 6. un= (144142) 

cosn— n? 
À Un = = 

27+nsinn 


Solution : 
on) Er (nn) _ Inn in(nr) 


in(Z ; 2 1 
1. D'une part, n[esin(n) = 1) nn. nsin(£) - n£=7. D'autre part: (nnñ=e RU = eee 


: n—+oo fl 
———— 0. Finalement (Inn) ——— e° = 1 et : n+ll| 
Om) h — == 


n— +00 


. Pour tout ne N : 


[Vnt+4-n2)[ n+4+ n) 4 


= D +4 2 = —_—_—— —————_—_—© = — — [0] 
“y Vni+4+n2 Vni+4+n2 1+0 


. PourtoutneN: 


(Vni+4-n)[Vnt+4+n) Vera D 
n+4-n 
= EE ——— 
ni+4+n ni+4+n 


En utilisant la question précédente, le numérateur tend vers 0 et il est facile de montrer que le dénominateur tend 
vers +00. La suite tend donc vers [o] 


cosn 
cosn- n° ne } _ ee ; : 
+ Un= = —————. Mais, en utilisant le théorème des gendarmes et les croissances comparées, 
2+nsinn 2" nsinn 
1+ 3 
n 
con 


—— 0 et ——— 0. Par conséquent, comme m= o (2"),ilest clair 


on montre facilement que 
n—+00 n—+ n—+00 


nsinn 
n2 


que Un —— 
n— +00 


. Écrivons un = e" avec 


An = nn 


l l 1) 4 
et comme 1—cos— - —= o (= , il vient que 
n ñn—+00 2 n2 n— +00 n 


l 1 
1—-—-cos— 1 
n n 
EE 10) 
l Hdies n n—+00 
cos — 
n 





Et par conséquent, 
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1 
An — let|un— 
n— +00 e 


6. Un = (1+ 1+ 1)" = (+4) 


et 1+ 1+1 2 donc nin[1+ 1++ 
n— +00 
même de Un. 


Exercice 10.70 OC 


1. Soit la suite de terme général 


Montrez que Un — e 
n— +00 


2. Trouvez un équivalent de v, = LE k 


Solution : 


2 
1. On met e" en facteur dans la somme : 


Mais 


nm 
donc|\un — e 
ñn— +00 


2. On écrit : 


et 1) -n2 < net 1)2-n2 re 


(n— k)! 


Mais pour tout k€ [0,n-2] , = <——— dû 
n! n(in-1)..(n-k+1) n(n-1) 


1 xl ie G=2), (n— D! 2 n-]1 
D 5 
on! n! n! re 1) 


+ 2 N _ ! 
et d’après le théorème des gendarmes, Us k ———— 0. En conclusion|uh n!|. 
UN n—+00 ne t00 


Exercice 10.71 VO 
Trouver un équivalent de 


1 1 
Un = VVn+1-Vn+1) —- 





Solution : Écrivons 
Un = An + Dn 


l 1 
avec an = VVn+1-n et bn = — . On trouve les équivalents 
n+l n+2 


1 1 
D à — 
(n+1)(n+2) n-+0 n 


n— +00 


1 à 
i{a+mi-i] = 
n 


Li 1 
ar a+)  — 
n 


n—+00 2n 


Donc un = 4n+ bn avec bh= 0 (an)etil vientqueun — 
n—+00 —+00 
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n— 


+00 


+00 et il en est de 











Exercice 10.72 OC 
On considère une suite (un) définie par uo > 0 et 
Un 


VnEN, Un+1 = 
l+un 





En étudiant la suite (1/u,), montrez que un — 1l/n. 
n 


—+00 


Solution : La suite (v,) de terme général 1/u, est arithmétique puisque pour tout n EN, Uy+1 = vn+1. On a donc pour 





tout n EN, Un = vo + net il Vient que vy Lo En prenant l'inverse, on obtient que : [ne LA 
n— +00 n— +00 


Exercice 10.73 VO 
On considère la suite définie par : 


Sn=1+11+-.-+11..1 
——”/ 


n fois 
Trouver un équivalent simple de (S;) lorsque n — +00. 


Solution : On calcule pour 1<p< n, 


: Hi 
11...1=1+10+10+...+1077 = 
——/ 


p fois 


Par conséquent, pour n > 1, 


n_1010"-1 n 
Fe 


9 10-1 9 
Finalement, 


107+1 


Mntoo 02 





Exercice 10.74 VV 
Trouver un équivalent simple de la suite de terme général 
x 1l\]” 
_+— 
3 n 


Un = |tan 














Solution : Sous forme exponentielle : 
1 
ne Qn(tan(3+4) 
puis avec les formules d’addition : 
1+ E tan(+) 


1 
| Des nf RE 
= enmvie (1 Vätan(;) 5 (v3)" L 1 


n 


. V3+tan(i) < Ait tan(D) 
1-3tan(À) : 1- V3tan(} 


Un = € 


On cherche alors la limite de an = nln| 1+————-— |. Avec les équivalents usuels : 


v31_ v3 


N— — = ÀA— 


3 n 3 
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Exercice 10.75 OVQ ñ ñ 


Soient (an) et (bA) deux suites à termes strictement positifs. On note Ah = >. at et Bn = )s bz. Si an ne bn et si 
k=0 k=0 me 
la série Y by diverge, montrer que Ah . By. 
ñ— +00 


Solution : Puisque a; én Dn , Anl bn CRE 1. Soit e > 0. Il existe alors un rang No EN tel que pour n > No, on a : 
n— +00 ñn— +00 


le 


n 


et donc puisque (b;) est strictement positive : 


(1—E)by < an < (1 +E)bn. 


n n n 
(1e) Ÿ br< Y a<(+e) ÿ be, 
k=No k=No k=No 
ce qui s'écrit aussi : 
(1-E) (Bn = Bn,-1) < An —AN-1 <(1+ €)(Bn —Bn,-1) 


ou encore 
(1+e) BN,-1 — ANo-1 


Bh 
1—E)BN,-1 — ANo- 1+€)BN,-1 —-AN- 
Mais comme B; im QT 6) BNo=1 © ANo-1 )BNo=1 NET lim Q+ 8) BNp=1 © ANo-1 )BNo=1 er 
n— +00 +00 Bh n—+00 Bh 


_. (1—Ee)B\,-1 2 


B, B,<an<[ise- 


B n 


= 0. Il existe alors des rangs 


N1,N2 EN tels que 


1—E)BN-1 - AN- 1+€)BN-1 - AN- 
PEN SE  <e a | Le NL 
n n 


Posons N = max (No, N1, N2). On a alors, pour n > N : 


(1-2) B; < An < (1+2€)B; 


n— +00 


Exercice 10.76 O0OQ | 
Soit (u,) une suite qui converge vers 0 et telle que un + U2n nr Trouver un équivalent de u,.. 
+ n 
Indication 10.5 : 


— Si un = —, et vérifie l'hypothèse, que vaut [?. 





— On fera intervenir une somme télescopique. 


(—E) 


: - 1 ERETNS ù 
Solution : Soite > 0. Comme uy+U2n — —, il existe un rang NE N tel que si n > N alors < Un + Un < 
n n 


+00 n 
(1+E) Cr 
. Pour tout p EN, on peut alors écrire : 


(SE) - 4 e (SE) 
2Pn < WPn + Uptin < 2Pn . 


Ê 1 
< » D (x, de Ukt1n) <> CG re ue 
k=0 


ce qui amène : 
Et (i+e) E 


D 


1-Ee) 2 
Les, . < Un +(-DP Upny < 


(D 
n = 2 HE 20 


En utilisant que u» = 0 et en prenant la limite quand p tend vers + dans les inégalités précédentes, on obtient : 
n— +00 


2 
tee 3n | 


2(1-E€) 2(1+E€) 
<Un< 
3n 3n 
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Exercice 10.77 OOQ Formule de Stirling 


1. Étudier les variations de la fonction f(x) = (x+ 1) n(1+ 1) pour x > 0. 


2. Étudier la fonction définie par g(x) = (x+).In(1+ À) - AT pour x> 1. 
Indication 10.5 : (On pourra, pour étudier le signe de la dérivée seconde, introduire t = (x+1).x ) 


n+1/2 
3. Démontrer que les deux suites un = 
mune. 


——— et Un = Un.EXP (à) sont adjacentes. On appelle £ la limite com- 
en! LL 
n/2 
4. On pose Wn = L cos” xdx. Démontrer que la suite (Wh) nen est décroissante. Trouver une relation entre w, et 
0 


241.20) 24,....@n-—2)}2 
Wn+2. Calculer w,. Démontrer que Vn EN, CPE < 2 < Ce er or En déduire 
(3:5::.:: Q@n-1)}(2n+1) 2 (3.5... (2n-—1))2 
24 (n14 


l’existence de L= lim = El calculer L. 
nc n[(2n)!] 


. Calculer L£. 
. En déduire un encadrement de n! pour n > 1 
En déduire un équivalent simple z, de n!. Donner des valeurs approchées pour 1000! et pour z1000 


. Démontrer que Wn = Wn+1. 


© % NN Où 


. Calculer (n+1).Wwn.Wn+1 pour neN. 


10. Donner un équivalent de w,. 


Solution : 
1 
mme LL 6 | VALUE : 
x(x+1) 2x 2(x+1) 
1 1 1 1 —2x(x+1)+(x+1) +2  (x+1-2)2 


EE EE — 
2x2  2(x+1)2 x(x+1) 2x2 2(x+1)2 2x2(x+ 1)? 2x2(x+1)2 


1. Pour x > 0, f'@=m(1+1)+(x+à) «| 


l 
fx) = nn a 
l 
2x2(x+ 1)? “AE 
On en déduit que f’ est croissante sur ]0,+co[. Comme Jim f'(2) = 0, on en déduit que Vx > 0, f'(x) < 0 et par 
suite que f est décroissante sur ]0, +ool. 
De plus, on a en +c f(x) - (x+ à. - 1. Donc Jim f( = 1. En particulier, Vx > 0, f(x) > 1. 


Pl l l 


—_ > = + —_—_—> + ——— 
12x2(x + 1)2 f 12x(x+1)2 12x2(x+1) 
2 À 


I = fil us _ — —————_ —_— 
SC ne 12x2(x+1)2 12x(x+1)3 12x2(x+1)2 12x%3(x+1) 
_1 2 1 1 1 2x(x+1)-(x+1) 3x2 1 


= = | = = — ——— <0, 
6\x2(x+1)2 x(x+1}3 x(x+1) 6 x3(x+ 1)3 6x3 (x + 1)? 
On en déduit que g' est décroissante sur ]0,+oo[. Comme Jim g'(x) = 0, on en déduit que Vx > 0,g’(x) > 0 et par 
—O0 


. Ona Vx> 0, g/(x) = f'(x) + 


suite que g est croissante sur ]0, +ool. 
Comme lim g(x) = 1. En particulier, Vx > 0, g(x) < 1. 
X— 00 
Un+1 , (n+ 1)+3/2 en! ; (n+ 1)2+1/2 
= e"tl(n+1)! n1+1/2 S e i 


] = f(n)-1>0. Donc “intl 


. On a, pourn> 1, 


Un+1 : : 
Donc in| ie > 1 et donc la suite (Un)n>1 est croissante. 


Un Un 


1 
De +2 en SP(ror) (+2 1 
2 : + . 


On a, pour n> 1, 


I2(n+1D  l2n 


1è Donc in SEA ] 


7 on+l dl ACTE LES 
e (n+l)!n exp(5) Un 


v : . 
f(D-1- GT = g(n)-1<0. Donc Le ee let donc la suite (Vy)n>1 est décroissante. 
Un 


Soit enfin { = lim v}», puisque Un = Vn.exp (+). on en déduit que (Un)n>1 converge vers la même limite. 
n— co 


n/2 


. Intégrales de Wallis. On a Wy+1 — Wn = cos” x(cos x — 1) dx. Comme cos” x(cos x — 1) < 0 on en déduit 
0 





Wn+1— Wn <0 ce qu'il fallait vérifier. 
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m/2 n/2 
Wn — Wn+2 = Î cos” x(1 — cos x)dx = Î cos” xsin? xdx. On intègre par parties 
0 0 


. l 
u/(x) =sinxcos”x u(x) =- Cost . 1 no | 
n+1 D'où Wn+2 = — cos" xsin x + 
v(x) =sin x v'(x) = cos x n+1 0 
l 


n/2 1 
Î cos"*! xdx =0+ Wn+2. 
n+1Jo n+1l 


D'où e 1 : _n+l 
OÙ Wn=|1+—|wWyn+2 SOit Wy+2 = Wn. 
n+1 n+2 


ne T 
On peut ainsi calculer les w,, de deux en deux, en partant de wo = 5 ou wi =l. 


D 2n-1 2n-1l2n-3 17 

ONC Won = Ur = — —. 
Co JS TNT NT 

| 2n 2n 2n—-2 2. 

et w — Won — 1. 
er raie D 27 ES 

En écrivant Win+1 < Won < Won-1 On obtient 


2n 2n-2 2 - 2n-12n-3 


1 
TE EC ET D 7 


: ee : 2n 2n—2 : à : 
Soit en multipliant chaque expression par = .… 2 on trouve bien le résultat annoncé. 
n-l1l2n- 
Maintenant on multiplie en haut et en bas par les facteurs pairs 2,4,...,2n (au carré) pour reconstituer les facto- 


rielles de 2n au dénominateur. On obtient alors : 


2n—2 


T 2 
— < ee 
2 2n-1 3 


(2.4... .2n)* T (24.....(2n—2))*(2n)° 
A EN, "TT 
(234.5.....(2n-1)(2n))2(2n+1) 2  ((2.3.45.....(2n-1)(2n))2 


On extrait ensuite les facteurs 2 pour obtenir les factorielles de n au numérateur. On obtient alors : 


(n!)4 sn. (n!)4 


[@n)]2(2n+1) 2 [Cn]J2C2n 


2e ae . à r2n+l ; T 
ie la première inégalité s'écrit Wn < — et la deuxième 2— < W, d’après le 
n[(2n)!] 2 n 2 


théorème des gendarmes, L existe et vaut x. 


En posant W, = 


On sai ! 3 d'où Bni à an"? ous ol I d _ 
. On sait que n! - — où (2n)! - =———, donc, d’après la question précédente, r - ———— - 
q £ en Se) £  e2n P q P n[2n)!? 


1 
Puisque L > 0, {= ——. 


V27 


n (2n)4n+1 24n+1 nintln ein 02 202° 


. Puisque les suites u, et v, sont adjacentes, on a Un <{< Vn, on a 
n+1/2 - - n+1/2 ( 1 | 
< < exp — |. 
en! 27 en! l2n 


Soit 


Vzn(2) < nl< Vrni( 2) exp( : Je 


l2n 


n 
. On en déduit que zn = Vari(=) est un équivalent (simple) de n!. (formule de Stirling) 
e 


On a10g,9(Z1000) = 2567,60461 à 10° près. Donc Z1000 = 102567 x 100-6046 = 4,0235 x 102°67. De même on calcule 

1000 

. log,0 K = 2567,60464 à 10° près, puis 1000! = 4,0239 x 102%67, Le facteur correctif vaut exp (5h) IEEE: 

k=2 

avec € à peu près égal à 5000 de l’ordre de 107*. On est donc (largement) dans les clous. 
dr 1 _ Wn+1 


. n+l n : Wn+1 
. On a Wn+2< Wn+1 < Wn SOit —— Wn < Wn+1 < Wn OÙ encore < < 1 donc lim 
n+2 Wn no Wy 


= ] soit encore 


Wn+1 7 Wn. 
T T ; n+1 
. Pour n =0, (n+1).Wn.Wn:1 = 1 *X 3 x 1 = 3” Par ailleurs (n+2).Wy+1.Wn+2 = (RTS ur =(n+ 
n 


£ ; QT 
1).Wn.Wn+1. Donc (n+1).w,.w,+1 est une suite constante, égale à Si 
TT 


T T ; 
. Ona = -(n+1l).Wn.Wn+1 - nw?. Donc lim Vnwh = 1] —. On en déduit wy - 1] —. 
2 n—00 À 2n 
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10.9.9 Étude de suites données par une relation de récurrence 
Exercice 10.78 OC 
u$ + 6Un 


Étudier la suite définie par w ER et VneN, Un+1 = a 
3uñ +2 


R — R 
Solution : Introduisons la fonction f : x? +6x . La suite (u:) est donnée par w ER et pour tout ne N, 
3x2 +2 


3(x2 -2) 


;. Donc f est strictement croissante sur R. On trouve 


X +— 


Un+1 = f (Un). On montre que pour tout xER, f' (x) = 
(3x2 +2) 


les points fixes de f en résolvant l’équation f (x) = x. Ce sont les nombres : V2,0,-2. 





Appliquons maintenant le cours. Les intervalles Li = |-00,-v2],1 = [-V2,0], 13 = [0, V2] etl4 = [V2, +00! sont stables 
par f. Soit ke [1,4]. Prenons uo € lg. La suite (u,) est donc bien définie et à valeurs dans 14. En résolvant l’inéquation 
f( < x surR, on vérifie facilement que 


sixel; 
si xE I 
sixe 3 
sixe 4 
et donc que (u}) est croissante si uo € Li UI3, décroissante si uo € 12 U 4. Elle est donc à chaque fois soit décroissante et 


minorée, soit croissante et majorée. La suite (u,) est donc, d’après le théorème de la limite monotone, dans chaque cas 
convergente et comme sa limite est nécessairement un point fixe de f, on obtient : 


V2 siwelhUb 
Un —— : : 
n—+oo |/2 si Uo El3UlL4 





Exercice 10.79 O 


Étudier la suite définie par uo € R et 
2Un 


VneEN, Unr1 = — 
L 1+ u 
R — R 
Solution : Introduisons la fonction f : | 2x . La suite (u,) est donnée par w ER et pour tout ne N 
1+ x2 


— X 
Un+1 = f (Un). On montre que pour tout xER, f' (x) = Grp On en déduit les variations de f 
1+x 
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On va donc travailler dans un premier temps sur l'intervalle stable I = [-1,1]. Sur I, la fonction f est strictement 

croissante et ses points fixes sont —1, 0 et 1. En résolvant l’inéquation f (x) > x sur I on montre que f(x) < x si 

x € li = [-1,0] et que f (x > x si xe I2 = [0,1]. Remarquons que les intervalles IA et I sont aussi stables par f. On en 

déduit alors que : 

e siWE€ I: alors la suite est bien définie et à valeurs dans l1. De plus, comme wo > f (wo) et que f est croissante alors 
(Un) est décroissante. Comme elle est minorée par —1, d’après le théorème de la limite monotone elle est convergente. 


Sa limite est forcément un point fixe de f, donc dans ce cas un ——— -1. 
n— +00 


si Uo € 2 alors la suite est bien définie et à valeurs dans I. Comme uo < f (wo) et que f est croissante alors (uh) 
est croissante. Cette suite est majorée par 1. On termine alors comme précédemment, et on montre que dans ce cas 
Un 1. 
n— +00 
Si Up], —1[ alors u1 € 1 et donc on est ramené au premier cas. Si uo]1,+ool alors u1 € I, et on est ramené au second 


Cas. 





Exercice 10.80 Q 
Soit uo € [0,1]. Étudiez la suite définie par la relation de récurrence 


1 
VneEN, Un+1 = 5 unll- Un) 


[0,1] — R 
Solution : Introduisons la fonction f : - 1 ee On montre que pour tout x € [0,1], f’ (x) =1/2-x. 
2 
On en déduit les variations de f sur [0,1]. 
L’intervalle [0,1] est stable donc la suite est bien définie et à valeurs dans [0,1]. On vérifie facilement que 0 est le seul 
point fixe de f, que pour tout x € [0,1], f (x) < x et que f est croissante sur [0, 1/2], décroissante sur [1/2, 1]. Supposons 
que uo € [0, 1/2] alors la suite (u,) est décroissante. Elle est de plus minorée par 0 donc d’après le théorème de la limite 


monotone, elle converge. Sa limite est un point fixe de f donc u» ee 0. Si uo € ]1/2,1] alors ui = f (uo) € [0,1/2] 
—+ +OO 


car f < 1/8 sur [0,1] et on retombe sur le premier cas. 





Exercice 10.81 MN 
Soient 0 < uo < vo, et p > q > 0. On définit deux suites par : 
0 ea A 
p+q p+q 
1. Montrez que les suites (un) et (v,) convergent vers la même limite. 
2. Soit e > 0. Pour quelles valeurs de n est-on sûr que lun — [| < € ? 


Solution : 


1. Par récurrence, on montre que Vn e N*, Un < Un, Car 
p-q 
Vn+1 — Un+1 = (Vn— Un) 
p+q 


Soit alors n EN, 


q 
Un+1 — Un — Fr 


VUn+1 = Un = Fa (un = Un) < 0 


Donc (Un) est croissante et (v) décroissante. En notant dy = Vn — Un, On a vu que 
VneN, dnr1 = Kdn 


où k = EE et donc on a 0 < k < 1. Par conséquent, comme (dh) est géométrique d, = k” do — 0. En conclusion, 


les deux suites (un) et (v,) sont adjacentes et convergent vers la même limite. 
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2. Puisque pour tout n E N*, Un < L < Un, il vient [un — [| < Un — Un = dn = K" (vo — wo). Pour avoir |u — [| < €, il 
suffit que dy < €. C’est à dire 


In = 


Vo — Up) 
n& 





Exercice 10.82 
Soit uo > 0 et (un) la suite définie par : 


n 
VnenN, Heu Uy 
k=0 


1. Trouver une relation de récurrence simple entre deux termes successifs un+1 et u, de la suite. 
2. Montrer que la suite (u,) est croissante 


3. Montrer que la suite (u,,) diverge vers +oo. 


Solution : 


1. Remarquons que pour tout neN 


n-1l 
Une = 4] D Ue+ un = VUE +un 
k=0 


[-1,+00] — R 


Introduisons alors f : rm On a affaire à une suite récurrente de la forme un41 = f (Un). 


26 + 
On vérifie par récurrence que si uo > 0, alors Vn eN, u, > 0 ce qui permet de définir u,+1. Donc la suite (u,) est 
bien définie. 


. Calculons alors pour n eN 


2 2 
U +Un—u Un 
Une — Un = VUE + Un Un = = ——2— >0 
Vu? +Un+Un VUE +Un+uUn 


La suite (un) est donc croissante. 


. Par l’absurde, si la suite (u,) convergeait vers l'E R, alors l devrait être un point fixe de f et on devrait avoir 
1= f(D), c’est-à-dire 1 = V2 + I et donc 1 = 0. Mais c’est impossible car wo > 0 et (u,) est croissante. 
D'après le théorème de la limite monotone, on en déduit que la suite (u,) diverge vers +oco. 





Exercice 10.83 Q 
Étudiez la suite récurrente définie par u >0etVneN, 


Un+1 = VuUun+l 


Solution : On vérifie par récurrence que Vn eN, u, > 0 et donc que la suite (u,) est bien définie. 
R+ ns R ; : _ . , 
rend Cette fonction est croissante comme composée de fonctions crois- 


26 > 


Introduisons la fonction f : 


santes. Étudions la position de son graphe par rapport à la bissectrice principale. Pour ce faire, considérons la fonction 
g(x) = f(x) — x, et cherchons son signe. Pour tout xeR; : 
1+x- x? x2-x-1 


_ VTEx+x Virxizx 


+ V5 


1 ; . ue. Re : 
Notons à = en La fonction g est positive sur [0, a], négative sur [a, +oco[. En particulier, la fonction f possède un 





unique point fixe à € [0, +ool. 
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/ 
=; 
A 


21 


Puisque pour tout n EN, Un+1 — Un = g(Un), Si Un < À, Un+1 > Un Et Si Un 2 À, Un+1 < Un. 
On vérifie en utilisant les variations de f que les intervalles [0, a] et [a, +ool sont stables. On étudie alors deux cas : 


1. Si wo €]0, a], alors pour tout ne N, u, € [0, al et la suite (u,,) est croissante et majorée par «. Elle converge alors 
vers l’unique point fixe de f, a. 


2. Si uo € [a, +ool, alors pour tout n e N, u,, € [a, +ool et la suite (u,) est décroissante et minorée par «. Elle converge 
donc vers l’unique point fixe de f, 0. 


‘ 1+V5 
On a donc montré que Vuo > 0, | Un ——— Ë 
n—+00 2 


Exercice 10.84 VV 
Soit a > 0. Étudiez la suite de terme général : 





Un=\Va+ya+...+Va 


Indication 10.5 : Aidez-vous de l’exercice précédent. 


R+ a: R+ 


Solution : Introduisons la fonction f : Jr La suite (u,) est définie par récurrence par : 


—> 


Uo = Va 
VnEN, Uni = fun) 


Comme f est strictement croissante et que uw, = Va+Va > Va= wo, la suite (uh) est strictement croissante. Un point 


l1+Vl1+4a 
2 


l'intervalle [0,«] est stable pour f. De plus uo = Va € [0,a]. Par conséquent (un € [0,«]) et la suite est majorée. On 
applique le théorème de la limite monotone et on en déduit qu’elle converge vers l’unique point fixe positif de f. Il vient 


1+V1+4a 
alors que :| Va+Va+--.+a nr — 


n— +00 


fixe positif de f est une solution positive de x? — x— a = 0. La seule possibilité est à = . On en déduit que 





10.9.10 Étude de suites définies implicitement 


Exercice 10.85 O 
Pour tout n e N on considère l’équation (Eh) : xe* = n d’inconnue xeR;. 


1. Montrer que, pour tout ne N, (E,) admet une et une seule solution dans R+. On la notera x. 
2. Déterminer la limite de (Xh). 


Solution : 
R+ + R . De à ! X 2 . 
1. Posons 6: - _. .La fonction 8 est dérivable sur R} et si xeR+, 0 (x) = (x+ 1) e*. On en déduit que 
0’ est strictement positive sur R+ et que 8 est strictement croissante sur R;. On peut alors affirmer que 6 réalise 
une bijection de R}; sur R+. Pour tout n e N, il existe donc un unique réel positif noté x, tel que 6 (x) = n. Ce 


réel est donné par : Xn = Ont). 


. Comme 67! (x) = +0, en appliquant le théorème de composition d’une suite par une fonction on obtient : 
X— +00 


lim xy = im 9"! (n) = +oo car 6 (x) +00. 


n— +00 X— +00 
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Exercice 10.86 Q 
Pour tout ne N, on considère l'équation (E}) : x+Inx= n d’inconnue xe R’. 


1. Montrer que l’équation E\, possède une solution unique notée xn. 
2. Montrer que la suite (x) diverge vers +oo. 
3. Donner un équivalent simple de la suite (xn). 


Solution : 


1. Posons 0: RO — R 
X — x+Inx 


est strictement positive sur RŸ et que 8 est strictement croissante sur R+. La fonction 8 réalise donc une bijection 
de R° sur R. Pour tout ne N, il existe donc un unique réel positif noté x, tel que O8 (xn) = n. Ce réel est donné 
PAT : Xn = 071 (n). 


. Comme 67! (x) x +00: appliquant le théorème de composition d’une suite par une fonction on obtient : 
X— +00 


. La fonction 6 est dérivable sur RŸ et si x € R*, 0’ (x) = a, On en déduit que 0’ 


lim x, = lim 9"! (n) = +oo. 
n— +00 n— +00 


. 3 1 : 
. Soit ne N. En partant de x, +Inx, = ñn on obtient : xn = n————. Mais comme x» 


nx, n—+00 
nx, 
—— Detdonc\uny -— n| 
Xn 1—+00 n—+00 


1+ 
Exercice 10.87 OVQ 


1. Montrer que l’équation 


Xn 





x"+x-1=0 
possède une unique solution un € [0,1]. 
2. Montrer que la suite (u,) converge vers 1. 
3. En posant yn = 1-u,, montrer que nln(1-— y») = In y», et que 
nn 2nn 


— <yn< 
2n n 





4. En déduire un équivalent de la suite (y»). 


Solution : On va se servir de trois inégalités : 


2 n°t 


u nt 1 l 
Vuel0,1],-u-— <Iin(l-u)<-u Vte]0,+o0[,—<-— et Vre]ll,+oo[, — < —. 
D t _e t e2 


: A : 7. Fe nie 
La deuxième inégalité se démontre en étudiant les variations de t — = qui obtient son maximum en t=e et la 


ne ë : Ur. . né Ai : 
troisième se démontre de même en étudiant les variations de t— Fa (sur ]1, +) qui obtient son maximum en t = e2. 


1. Soit fn(x) = x" +x-1 pour 0 < x< 1. On a f(x) = nx®l+1>0, fn(0) = -1 et f,(1) = 1. De ce fait l’équation 
fn(x) = 0 admet une unique solution (sur [0, 1].) 


2. On a fn+1(Un) = Unuÿ + Un — 1. Comme un € [0,1], on à fn+1(Un) < Uÿ + Un —1 = 0= fr+1(Un+1). D’après la 
croissance stricte de f, sur [0,1], on en déduit que un < Un+1. La suite (u,) est donc strictement croissante et 
majorée, elle converge donc vers £ € [0,1]. Comme la suite (u,) est strictement croissante, on a VneN, un <£et 
donc fn(un) = 0 <£"+0-—1. Si on suppose, £ < 1, en passant à la limite on aurait 0 < {—1. Impossible. Donc £ = 1. 


. À partir de uh = 1-u, on obtient (1— y)" = y, et comme 1-— y, est positif, nIn(1 — y») = In yn. Soit f(x) = 
In(1 - x) -inx-1tin(-x 


pour 0 <x<1. On a f'(x) = F > 0. Donc f est strictement croissante sur ]0, 1[. 


2Inn 2 


On prend n > 1. En partant de In(1 — u) < —-u pour 0 < u < 1 on obtient, en prenant u = <—<l, 
n e 


In(x) In? x 


2nn 


mf1-2mu) < 


donc puisque In[2mu) < 0, 
D D 


2Inn 
(Ée-ee> 
n ninnr+In2-In(n) n 1-10 n 
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Comme on a f(yn) = 


2 
u nn 1 
On prend n > 2. En partant de -u -— En < In(1 — u) pour 0 < u < 1 on obtient, en prenant u= —<—<]1, 


à 2n 2e 
nn Inn 
_ nn ne Inn 
Im {1 Da ] >z— D donc puisque In (le 2) <0, 


2 
Inn Inn 
1e a 
E = In2 TS 
ninn-In2-In(n) 2n 1+p5- 202 


In2 - bn n 


par0-1. 
l 

nu 

n2(1-} 


On en déduit, toujours grâce à la croissance de f, que bn < Vn et ce pour n > 2. 


Ainsi f(gu)< = fn). 


. On va remplacer les facteurs À 3 et 2 de la question précédente par 1 —e et 1+e. On n’obtiendra plus des inégalités 
globales, mais des inégalités à partir d’un certain rang. 


l+e)inn 
Soite>O0etsoit n>2. onto =) CEE donc 
n 


(2 > Een 1+€ 1 


—_—— 
ninn+Iin(1+e)-In(n) n ]- natemm 


n 


On en déduit que cor > Yn- 


1-e)l 1 21 2 
dom) orne 


Dans l’autre sens, In (1 — > 
n 2n 


(-e)Inn sn G-e)In° n L 
ne n 2n2 ue D rURns 


ninn-In(1- se n  Jj-Mü-E._ Inmn° 
nn nn 


f( 


n 


1+(1-e)22 …. Gt EE 
Re Lin = 1-E€, donc à partir d’un certain rang N:, on a Cris PR =l-Ee<l1. 
nn nn nn nn 
Ee (1-e)inn 
On en déduit que pour n >? Ne, ———— < y». 
n 


Or lim (1-E€) 
ñn— oo 


: ; n , ; > . n me nn 
En résumé pour n > Ne, 1-E< Yn— < 1+€. On a bien démontré que lim y» = 1 c’est-à-dire que yn - —. 
nn n—oæo* Inn n 





Exercice 10.88 O00Q 
Pour n> 1, on considère l’équation 


(x-n)inn=xin(x-n). 


1. Montrer que pour n assez grand, cette équation admet une unique racine xn e]n+1,n+21. 
nn 


2. Montrer que (Xn-n-1l) - ——. 
n—+00 nn 


Solution : 


1. On pose y=x-n-1€ [0,1]. On considère donc l’équation (y+1Inn=(y+n+1)In(y+ 1), soit (y+1)In(y+ 
D-(y+Dlinn+nln(y+1)-nlnn+nlnn=0 ou encore (y+1+ n)in À + ninn= 0. 


Soit E(y) = +1+mn 2 +nmn. On a F(0) = A+n)int+nmn= —Inn<0. On a F(1) = @+n)n£+ninn= 


n+2 


2In2-2Inn+nlin2-=Iln —. 
n 


n+2 32 
Soit Un = D On a u1 = 8;u2 = 4; u3 = —. Comme = —; > 1 pour n>3. Donc la suite u, est 
é : () 
croissante, et par suite, Vn > 1, un > 0. Ainsi F(1) > 0. Comme F est continue sur [0,1], d’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, F s’annule au moins une fois sur [0,1]. 
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+l1l+n n 
De plus, F'(y) = RL SRE = bn +14 —. Soit z = 1 € [4,2 c]0,2]. On a F/(y) = Inz+1+1 = G(Z). 
y+1 y+1 
1 1 z-1 
On a G'(z) = —- 0 Ve lee mi La fonction G admet donc un minimum en 1, et comme G(1) = 2, on en déduit que 
TZ 2 
G(z), comme F'(y) est strictement positif. On en déduit que F est strictement croissante sur [0,1], ce qui assure 
l’unicité de yn = xn - ñn — 1 et donc celle de xy. 
1+ nn 
RE Inn -(1+7yn) — puisque la suite (yn) 
Yn+l+n n 
est bornée. Toujours parce que (yA) est bornée, on a Jim In(yn + 1) =0. Donc Jim Yn = 0. Donc In(yn + D - yn 
—+O0 +00: 


; À partir de (Yn+1+n)1n(yn+ 1 = (+ y), on a n(yn+ 1) = 


nn 


n nn : —— 
d’une part et (1+ yn)— - — d'autre part, on en conclut que y, - —— ce qu'il fallait démontrer. 
n n n 
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RE 


Fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Nous poursuivons dans ce chapitre le travail commencé dans le précédent et nous allons étendre la notion de limite aux 
fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles. 
Après avoir introduit les notions de limite et de continuité en un point, nous réaliserons l’étude des propriétés locales des 
fonctions, c’est à dire des propriétés vraies dans un « voisinage suffisamment petit »d’un point donné. A l’opposée, dans 
la seconde partie du chapitre, nous énoncerons des théorèmes globaux, c’est à dire vrais sur un intervalle tout entier. Parmi 
ces théorèmes, quatre sont fondamentaux : 

D L'image d’unintervalle par une fonction continue est encore un intervalle (ce théorème est équivalent au théorème 

des valeurs intermédiaires). 


2 L'image d’un segment par une application continue est un segment. (Ce théorème est équivalent au théorème du 
maximum, toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes). 


3 Le théorème de Heine qui aura des conséquences importantes dans la suite du cours. 


4 Le théorème de continuité de la bijection réciproque. 


11.1 Vocabulaire 


Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle non trivial de R (c’est à dire non vide et non réduit à un point). On considère 
l’ensemble 7 (I, R) des fonctions définies sur I à valeurs dans R. 


11.11 L'ensemble Z (IL, R) 


DÉFINITION 11.1 Opérations sur les fonctions 
Dans 7 (LR), on définit les lois suivantes. 
— Addition. Si (f,g) € F (LR)?, on définit l'application (f + g) eZ (LR) par 


Vxel, (f+g)( = f(0+8(x 
— Multiplication par un réel. Si (À, f)ER x.7 (LR), on définit l'application (A f) e.7 (LR) par 
Vxel, (Af)(H =Af(x 
— Multiplication de deux fonctions. Si (f, g) € F (LR)?, on définit l'application (fg) €. (LR) par 
Vxel, (fe) = f(Dg(x 


— Valeur absolue d'une fonction. Si f € F (,R), on définit l’application | f| € 7 (LR) par 


vel, |fl@=|fx| 


— Maximum, Minimum de deux fonctions. Si (f,g) € F (,R)°, on définit les deux applications sup f + g) € F (LR) et 
inf(f +g)e.7 (LR) par 
Vxel, sup{f+g)(x = max{f(x,g(} 


Vxel, inf(f+g)(x =min{f(x),g(x} 
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Remarque 11.1 La relation d’ordre < sur R s’étend naturellement à 7 (I,R) en posant, pour (f,g9) € F (I, R)2 


f<g—Vxel, f(x <g(x) 


PROPOSITION 11.1 
Soit fE (LR). On a 


° |f|=sup(f,-f) orale 
2 


e SUP(f, 8) = — + inf(f,g) = 








f*=sup(f,0) 


ft = Ut f=ft-f 
f-=sup(-f.0) dr «À 


Remarque 11.2 En posant fl sh 


, on vérifie que 


Remarque 11.3 

— (F(LR),+,.) (où «.» désigne la multiplication par un scalaire) possède une structure d’espace vectoriel sur R. 
— (F(LR),+, x) (où « x »désigne le produit entre deux fonctions) possède une structure d’anneau. 

I 


: 0 et l’élément neutre pour 


— L'élément neutre pour l’addition est la fonction identiquement nulle, 0Z«,R) : 


I — R 


la multiplication est la fonction constante 1m) : F 1 


11.12 Fonctions bornées 


DÉFINITION 11.2 Fonction majorée, minorée, bornée 
Soit f EF (LR). On dit que f est : 

— Majorée si et seulement si MER, Vxel, f(x)<M. 

— Minorée si et seulement siimeR, Vxel, f(x)>m. 

— Bornée si elle est majorée et minorée. 


PROPOSITION 11.2 Pour montrer qu’une fonction est bornée sur I, il suffit de la majorer, sur I, en valeur absolue 
Une fonction f € .7 (LR) est bornée si et seulement si elle est majorée en valeur absolue, c’est à dire 


JaeRVxel, |f(H|<a 


PROPOSITION 11.3 


— Toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée (l’ensemble des fonctions bornées forme un sous espace 
vectoriel de 7 (I,R)). 
— Tout produit de deux fonctions bornées est encore borné. 





S Notation 11.1 
— Dire que f € .F(LR) est majorée revient à dire que { f(x) | xeI} est un sous ensemble majoré de R. Comme ce sous 
ensemble est non vide, d’après l’axiome de la borne supérieure, il possède une borne supérieure qu’on note sup f. 
I 


— De même, si f €.F (IR) est minorée alors ce sous ensemble est minoré. On note inf f sa borne inférieure. 


— Si une fonction f est bornée, puisque |f| est majorée, la partie {|f(x)l; x e I} possède une borne supérieure que l’on 
notera sup|f|= || fIloo- 
I 


DÉFINITION 11.3 Extremum, Extremum local 
Soit fe F (LR) et soit a€l 
— On dit que f admet un maximum en a si et seulement si Vxel, f(x)< f(a). 


— On dit que f admet un maximum local en a si et seulement si 1h >0, Vxel, |x-al<h —  f(x< f(a). 

— On définit de manière analogue la notion de minimum et de minimum local. 

— On dit que f admet un extrémum (respectivement un extremum local) si f admet un maximum (respectivement un 
maximum local) ou un minimum (respectivement un minimum local). 





S Notation 11.2 Soit fe F(LR) 
— Si f possède un maximum sur I, on le note max f 


— De même, si f possède un minimum sur I, on le note min f 
I 
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11.13 Monotonie 


DÉFINITION 11.4 Fonction croissante, décroissante, strictement croissante, … 
Soit fE.F (LR). On dit que : 
— f est croissante si et seulement si Vx,yel, x<y — f(x < f(y). 
— f est décroissante si et seulement si Vx,yel, x<y — f(x) > f(y). 
— f est monotone si et seulement si f est croissante ou décroissante. 
On dit de plus que f est strictement croissante , strictement décroissante ou strictement monotone si et seulement si 
l'inégalité correspondante est stricte. 


PROPOSITION 11.4 Règle des signes 
Soient f :I1—Ret g:J— R toutes deux monotones et telles que f(D SJ. On peut alors définir la fonction composée 
gof:I1—R qui est également monotone et l’on a la règle des signes pour la monotonie de go f. 





Démonstration Supposons par exemple f croissante sur I et g décroissante sur J. Montrons que go f est décroissante. Soient 
(x, y) EI tels que x< y. Comme f est croissante, f(x) < f(y) et puisque g est décroissante, g( f(x) > g(f() et donc go f(x) > 
g° ft. 


PROPOSITION 11.5 
Soit f € 7 (I, R) strictement monotone sur I et soit J = f(D alors f réalise une bijection de I sur J et sa bijection réciproque 


ff! :J— I est strictement monotone de même sens que f. 





Démonstration Supposons par exemple la fonction f strictement croissante sur I. Montrons qu’alors f est injective. Soient 
(x, y) € L tels que f(x) = f(y), montrons que x = y par l'absurde. Si l’on avait x £ y, on aurait x < y ou y < x, mais alors, puisque 
f est strictement croissante, on aurait f(x) < f(y) ou f(y) < f(x) ce qui est absurde. Puisque J = f(), par définition de l’image 
directe d’une fonction, la fonction f est surjective de I vers J. Elle réalise donc une bijection de 1 vers J. Vérifions que la fonction 
fT est également strictement croissante. Soient (X, Y) € J2 tels que X < Y. Notons x = fa (x) et y = fm. Si l’on avait y < x, 
puisque f est croissante, on aurait f(y) < f(x) et donc Y <X ce qui est faux. On en déduit que x < y donc que f7!(X) < f-("). 


Remarque 11.4 Soit f une fonction bijective sur I. Le graphe de f”!, dans un repère orthonormé, se déduit de celui de 
f par une symétrie d’axe la première bissectrice. 


y=f""@ 





y= f(x 


11.1.4 Parité périodicité 


DÉFINITION 11.5 Fonction paire, impaire 
Soit une fonction f € 7 (L,R) . On suppose que l'intervalle I est symétrique par rapport à l’origine (c’est-à-dire que si 


xel alors -xel). On dit que 
— La fonction f est paire si et seulement si Vxel, f(—x) = f(x) 
— La fonction f est impaire si et seulement si VxelI, f(—x) =—f(x). 





Remarque 11.5 Le graphe d’une fonction paire est symétrique par rapport à l’axe des ordonnées. Le graphe d’une 
fonction impaire est symétrique par rapport à l’origine du repère. 


Remarque 11.6 L'ensemble des fonctions paires (resp. impaires) est stable par combinaison linéaire. C’est un sous 


espace vectoriel de Æ (IR). Les sous-espaces de .7 (LR) formés par les fonctions paires et par les fonctions impaires 
sont de plus supplémentaires dans 7 (LR). 
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DÉFINITION 11.6 Fonction périodique 


Une fonction f définie sur R est périodique si et seulement s’il existe un réel T > 0 tel que Vxel, f(x+T) = f(x). On 
dit que T est une période de f et que f est T-périodique. 





Remarque 11.7 Soit T > 0. L'ensemble des fonctions T-périodiques sur R est stable par combinaison linéaire et par 
produit. En particulier, c’est un sous espace vectoriel de 7 (LR). 


11.15 Fonctions Lipschitziennes 


B10 9 | Rudolf Lipschitz, né le 14 mai 1832 à Kônigsberg, mort le 07 octobre 1903 à Bonn 


Mathématicien Allemand. Rudolf Lipschitz se caractérise par la 
grande diversité de ses contributions : fonctions de Bessel, séries de 
Fourier (il est à l’origine d’un critère pour tester leur convergence), 
géométrie Riemannienne, mécanique (il travailla à résoudre les équa- 
tions du mouvement dans le formalisme d’Hamilton-Jacobi), théorie 
des nombres (il étudia les quaternions et, plus généralement, les al- 
gèbres de Clifford qu’il redécouvra et qu’il appliqua à la représenta- 
tion des rotations d’un espace euclidien). Il est en particulier célèbre 
pour son amélioration du théorème de Cauchy quant à l’existence des 
solutions d’une équation différentielle. C’est lors de ce travail qu’il 
introduisit les fonctions qui maintenant portent son nom et que nous 
allons étudier dans ce paragraphe. 


DÉFINITION 11.7 Fonctions lipschitziennes 
Soit un réel k> 0. 
— On dit qu’une fonction f :1-— R est k-lipschitzienne sur l'intervalle I si et seulement si 


VAnEr, |[f@-fm|<kIx- yl 


— On dit qu’une fonction est lipschitzienne sur l'intervalle I s’il existe k > 0 telle que f soit k-lipschitzienne. 
— On note (1) l’ensemble des fonctions lipschitziennes sur l’intervalle I. 





Remarque 11.8 On comprend mieux cette définition en écrivant la propriété équivalente, 


fG - FM) ë 
X— y 


3Kk2>0, VRP, «4 | k 


Une fonction est lipschitzienne sur l’intervalle I si et seulement si l’ensemble des pentes de toutes ses cordes est borné. 


PROPOSITION 11.6 Opérations sur les fonctions lipschitziennes 


1. Une combinaison linéaire de deux fonctions lipschitzienne est encore lipschitzienne. Si f,g € Z(1), alors 
af +fBge Z(. 


. La composée de deux fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne. Si f e (1 et g e Z(J) avec f(D €J, 
alors go fe Z (D. 


. Soit ce I, on note [1 = In] -co, c] et I = In[c, +ool. Si f est lipschitzienne sur I, et sur L, alors elle est lipschitzi- 
enne sur I. 





Démonstration 
1. Puisque f et g sont lipschitziennes sur I, il existe deux constantes ki, k2 > 0 telles que V(x, y) e L, |f(0 - f(N1< k1lx- yl 
et |g(x) — g(y)l < klx— yl. Posons k = |alki + |BIk2 et vérifions que af +Bg est k-lipschitzienne. Soit (x, y) € L, utilisons 
l'inégalité triangulaire 


If +890 - (af +891 = la(f GI - FN) + (800 - g)| <lallf GO - FOI +IBIIZGO - gGI < (alk + IBIk2)1x — y 


2. Comme f est lipschitzienne sur 1, il existe k1 > 0 tel que V(x, y) e 2, |f(x) - f(y)\ < k11x-— yl. Puisque g est lipschitzienne 
sur J, il existe k2 > 0 tel que V(X,Y) € 2, 1gX — g(MI < k2IX—Y1. Posons k = kj k2 et vérifions que go f est k-lipschitzienne 
sur I. Soient (x, y) € L, puisque X= f(x)eJ et Y= f(y €), 


go fx) -gof(1=18R -8MI < kIX-YI = k1f (0 - F(NI< ki k2lx-— yl 
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3. Puisque f est lipschitzienne sur l\,, il existe k1 > 0 tel que V(x, y) € F, [f)-f(NI< kK1lx- yl et puisque f est lipschitzienne 
sur D, il existe k2 > 0 tel que V(x, y) € É, 1fGx) — FUI < k2lx — yl. Posons k = max(k;,k2) et vérifions que f est k- 
lipschitzienne sur I. Soient (x, y) € 2. Étudions trois cas . 

— Six,yeli, alors |f(x)-f(pl<klx-yl< kilx- yl. 
— Six,ye lo, alors |f(x)- f(N1< k2lx- yl< klx-— yl. 
— Sixel et yel2 (l’autre cas est similaire), puisque (x, c) € É et (c, y) € É etque x<C< y, 


If -fHI= | -fO]+ [fo -fH]I<1fG -fOI< kle-x1+kly-cl 
= ki(c—x)+k2(y-c) <k(c—x) + k(y—c) = k(y-x) = kly-xl 





11.2 Limite et continuité en un point 


11.2.1 Voisinage 


DÉFINITION 11.8 Point adhérent 
Soit ACR une partie de R. On dit qu’un réel x est adhérent à la partie A lorsque Ve > 0, a € A tel que |x-— al < €. On 


note A l’ensemble des points adhérents de la partie A. 





Remarque 11.9 On dira également que + est un point adhérent à la partie A lorsque VM > 0, a € A tel que a> M et 
que — est adhérent à la partie A lorsque Vm < 0, Ja € A tel que a < m. 


DÉFINITION 11.9 Voisinage d’un point 

Soit V une partie de R et un point adhérent a € V. On dit que 
— Vest un voisinage de a si et seulement si il existe € > 0 tel que Ja—e,a+e[cV. 
— Vest un voisinage de +oo si et seulement si il existe Be R tel que ]B,+ol[cV. 
— Vest un voisinage de —-c si et seulement si il existe A ER tel que J-c, A[C V. 
On note V, l’ensemble des voisinages du point a. 





DÉFINITION 11.10 Propriété vraie au voisinage d’un point 

Soient f une fonction définie sur une partie I de R et 4€ I. 

— On dit que la fonction f est définie au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V de a telle 
que VCI. 

— On dit que f vérifie la propriété Z au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V CI de a tel que 
la restriction de f à V vérifie la propriété Z. 





11.2.2 Notion de limite 


DÉFINITION 11.11 OOQ Limite d’une fonction en un point 

Soient une fonction f € Z (I,R), un point adhérent a € I et un réel /e R. On dit que la fonction f admet pour limite le 
réel ! en a lorsque 

- SiaeR:Ve>0,n>0, Vxel, |x-al<n — |f(H-1|<e 

— Sia=+oo:Ve>0, MER, Vxel, xzM < €. 

— Sia=-co:Ve>0, 1mEeR, Vxel, x<m <E 

On note alors f(x) ue L. 














on utilise le plan 


1. Soite > 0. 


2. Posons n=::>0. 


3. Vérifions : soit xeltelquelx-a|<n...onabien|f(x)—-I|<Ee. 





Remarque 11.10 Comme pour les suites, on peut utiliser des inégalités strictes | f(x) — {| <Ee, |x- al <n, x>M...dans 
ces définitions. 
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Yo +E 


Yo 


Yo — € 











Zo — N LOL +1 


FIGURE 11.1 — Avec € = 0.4 FIGURE 11.2 — Avec € = 0.2 


PROPOSITION 11.7 Unicité de la limite 
Si f admet pour limites en a € I les réels L et l’ alors 1 = l’. On dira que l est la limite de f en a et on écrira 1 = lim f(x 


ou /= lim f. 





Démonstration  Démontrons le résultat par exemple lorsque a € R. Supposons par l’absurde que l Z l', et posons € = |[l'—1|/2 > 0. 


Puisque f(x) Re 1, il existe n1 >0telque Vxel,|x-al<n — |f(x)-/|<e. De même, puisque f(x) ra l’, il existe n2 > 0 


telqueVxel,|x-al<n2 — |f(x)-l'|<e. Posons n = min(n1,n2) > 0. Puisque a est adhérent à I, il existe x € I tel que|x-a|<n 
mais alors |f (x) — Il < € et | f(x) — l’|<e et donc 








H—11=10- f@)+(fG@-DI<1fG-11+1f 60 -l1<2e= 1-1 


ce qui est absurde. 


DÉFINITION 11.12 Limite infinie 
Soit une fonction f € 7 (I,R) et un point adhérent a € I. On dit que la fonction f tend vers +o (respectivement —-co) 
lorsque x tend vers a lorsque 
— SiaeR:VBER, n>0, Vxel, |x-al<n — f(x) >B (respectivement f(x) <B). 
— Sia=+o:VBER, AER Vxel, xzA — f(x) >B (respectivement f(x) <B). 
— Sia=-œo:VBER, AER Vxel, x<A — f(x) >B (respectivement f(x) <B). 
On notera alors f(x) us +oo (respectivement f(x) er —00). 














FIGURE 11.3 — f(x) 





+00 FIGURE 11.4 -— f(x) 


X— +00 x—a*t 





—O0 
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Dans le cas où a est fini, on utilise le plan 


1. SoitBER. 

2. Posons n=::>0. 

3. Soit xeltelque|x-a|<n. 
4. On a bien f(x) > B. 


Pour montrer que f(x) —00, 
X— +00 


1. SoitBER. 

2. Posons A =... 

3. Soit xel tel que x>A. 
4. On a bien f(x) < B. 





Voici une formulation équivalente de la notion de limite (finie et infinie) qui ne fait intervenir que la notion de voisinages. 


PROPOSITION 11.8 Définition de la limite à l’aide des voisinages 
Soient fe F (LR), aeletlER. 


foie VWeEV, IVEVa, fUVNDEW 





Démonstration  Démontrons le résultat dans le cas où a et l sont finis. 

= Soit W un voisinage de l, il existe € > 0 tel que ]l—-e,l+e[c W. Puisque f(x) Er l, il existe n > 0 tel que Vxel,|x-al< 
n — |f(x-1|<e. Posons donc V =]a-n,a+ nl qui est un voisinage du point a. Soit y e f(VND), il existe x e VNI tel que 
y= f(x et puisque xe]a-n,a+ninl, on a|f(x) — Il <Ee et donc y= f(x) EW. 

= Soite > 0. Posons W=]l-Ee,l+el[ qui est un voisinage du point 1. Il existe donc un voisinage V du point a tel que f(VNDEW. 
D'après la définition d’un voisinage, il existe n > 0 tel que ]a-—n,a+nlc V. Soit alors x e I tel que |x-— al < n, puisque xe VNI, 
fOEW d'’oùlf(x-I|<Ee. 


PROPOSITION 11.9 Limite finie —> localement bornée 
Soit f eZ (IR) une fonction admettant une limite finie en ae I. Alors il existe un voisinage V du point a sur lequel la 
fonction f est bornée. a. 





Démonstration  Démontrons le résultat lorsque a € R. Prenons € = 1 dans la définition de la limite, il existe n > 0 tel que VxEelI, 
Ix—-al<n — |f(x) -1|<1. Notons V =]a-n,a+nÎ qui est un voisinage du point a et M =|/|+1. Pour xe VAI, d’après la 
minoration de l’inégalité triangulaire, | f(x) 11 <1f(x) - {1 <1 d’où |f(x1< M. 





PROPOSITION 11.10 © Transformation de limite en inégalité 
Soit f € F (LR) une fonction, ael et lER et deux réels k, k' ER. On suppose que 


Qu) FO L. 
Cu) k<I<K. 


Alors il existe un voisinage V du point a tel que VxeVnI, k< f(x) < K!. 








Démonstration  Posons € = min(/—Kk,k'—1). Puisque f(x) l, il existe un voisinage V du point a tel que Vxe VnI, 


X— a 
If(x)—-I1< € d’où sixe VnI, f(x)-l< € ce qui donne f(x) < l+e < 1+(k!—D < k' et aussi 1 f(x) < € ce qui donne f(x) > l-e> Kk. 
Pour montrer qu’une fonction tend vers / lorsque x tend vers a, on majore en pratique | f(x) — {| par une fonction qui tend 


Vers Zéro. 


PROPOSITION 11.11 Théorème de majoration 


Soient 
— une fonction f:I—R,aelet/eR. 
— 60 une fonction définie sur un voisinage V de a 


On suppose que 


Qu) Vrev, [f@-11<6(0. 
(C2 ) 86G)e0 
X— 4 


alors f(x) ri L. 
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Démonstration  Remarquons qu’en vertu de l’inégalité énoncée dans la première hypothèse, 6 est nécessairement positive. Soit 
€ > 0. Comme 6 (x) 0, il existe un voisinage V) de atelque:VxeV, [8(x)|=0(x) <e. Soit x e V, en appliquant la première 





X—a 
hypothèse : |f (© _ I| < O(x) <e. Ce qui prouve que f(x) = L. 
11.23 Opérations algébriques sur les limites 


Les démonstrations de ce paragraphe sont typiques des démonstrations à € d’analyse. Il est important de les étudier en 
détail et de les comparer aux démonstrations correspondantes sur les suites. 


THÉORÈME 11.12 Limite d’une somme 
Soient f,g:1— R deux fonctions et ae I. On suppose que f(x) pans h et que g(x) mi b. 


Alors, (f + g)(x) er h + b. 





Démonstration © Notre hypothèse permet de majorer | f (x) — 11 et |g(x) — L2]| par e' aussi petit que l’on veut pour x suffisamment 
proche de a. Faisons apparaître cette quantité sous la valeur absolue avant de majorer à l’aide de l’inégalité triangulaire : 


IF +800 -(h + b)1= |(f C0 -h)+(800 - 2) <1f 69 - h1+1800 - LI < 2e! 


Il nous reste à rédiger une démonstration rigoureuse en suivant le plan de démonstration correspondant à la définition de la limite. 
Soit e > 0. 
Posons e/ = €/2. Puisque f(x) =. l1, il existe n1 > 0 telque Vxel,|x-al<n = |f()-hl< e'. De même, il existe 
n2 >Otelque Vxel,|x-al<n — [g(-bl<e. 
Posons n = min(n1,n2). 


Soit x el tel que |x-— al < n, on a bien 


I +800 -(h + b)1=|(fG9 -h)+(800 -L)|<1f-h1+1g@-b1<e'+e =e 


Remarque 11.11 On montre de même que pour tous réels à,f e R, la fonction combinaison linéaire a f +fg tend vers 
la combinaison linéaire des limites : (af + fBg)(x) —— al +. 
X—a 


THÉORÈME 11.13 Limite d’un produit 


Soient f,g:1—Ret ae I. On suppose que f(x) en h, gx TER L. Alors (fg)(x) avi hb. 





Démonstration © Estimons la différence en faisant apparaître notre hypothèse |f(x) - L|<e' et |g(x) - bl< €’. 


F9 - h b1=|f00 [800 -2]+1b[f00 -h]|<1fIIg -BL1+1b1If 0 -h1 
Il reste | f(x)| que l’on peut majorer puisque f est bornée sur un voisinage de a. Maintenant que nous avons compris pourquoi le 
résultat est vrai, écrivons une preuve rigoureuse qui utilise le plan de démonstration de limite. 
Soit e > 0. 
Comme f admet une limite finie au point a, elle est bornée sur un voisinage de a donc il existe n3 > 0 et M > 0 tel que 
Vxel,|x-al<ns — |f(H|<M. 


Notons &/ = e/(|l2| + M). Puisque f(x) h, il existe n1 > 0 tel que Vxel,|x-al<n — [f(x -h1l< e!. Puisque 





X—4a 
b, il existe n2 > 0 tel que VxelI,|x-a|<n — |g)-bl|<e!. 





g(x) 


X— a 
Posons n = min(n1,n2,n3) > 0. 


Soit x el tel que |x-—al<n, en recopiant la majoration précédente, 
180 -hb1< 1 fig - L1+1BIf@ -h1<(M+IBDe=e 


Remarquez l’ordre dans lequel les différents objets sont introduits dans la démonstration. Pour définir e/, il fallait avoir défini M 
auparavant. 


THÉORÈME 11.14 Limite d’une valeur absolue 


Soit f:I—R,aelet/ER.Si FC — L alors | FIG — Ill. 





Démonstration © 
Soit e > 0. 


Puisque f(x) encres l, il existen >0 tel que Vxel,|x-al<n — |f(H) -l1<e. 
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Soit x EI tel que |x— al < n, grâce à la minoration de l’inégalité triangulaire, 


FCI I] < IF 00-11 <e 


THÉORÈME 11.15 Limite de l’inverse 
Soit f:I1—R,aelet ER. On suppose que 


Qu) FO L 


CH) 140. 


Alors (1/f)(x) as 1/1. 





Démonstration © Nous savons majorer | f(x) — [| par un réel €! > 0 aussi petit que l’on veut sur un voisinage de a. Estimons la 








quantité 
PRE ;l = lFC ZI 
fo 1 If GI 
Il nous faut minorer | f(x)| au dénominateur. Puisque f(x) = l, on a vu que |f(x)| PRE [/| et puisque |!| > 0, en notant k=1/|/2, 


puisque k < |I|, d’après la proposition 11.10, il existe un voisinage de a sur lequel |f(x)| > k et alors [L/f Go) _ 1/1 <€//KlI]. 
Rédigeons maintenant une preuve rigoureuse. 


Soite > 0. 
Notons k=|/|/2. Puisque ! Z 0, k <|I| et comme |f|(x) 
n>0tlquVxel,|x-al<n — k<|f(xl. 





—. [1|, d’après la transformation d’une limite en inégalité, il existe 


l, il existe n2 > 0 tel que Vxel,|x-a|<n2 — |f(x) 1<e!. 








Notons €! = k|1| > 0. Puisque f(x) 


X— a 
Posons n = min(n1,n2). 


Soit xel tel que|x-al<n, 


1 à If@-I] _ e! 
— — = LL — =E 
fa 1 IfOOIUT KI 
Remarque 11.12 D’après les deux théorèmes précédents, si f(x) =. h et g(x) = lL avec b Z O0, 


(f/8)(x a L/l. On invoque souvent les théorèmes de ce paragraphe pour justifier l’existence d’une limite sous 


le nom de « théorèmes généraux » sur les limites. 


On peut étendre les théorèmes généraux aux limites infinies. Soient f,g:1- R deux fonctions, a € I, éventuellement 
infini et un réel à. On suppose que f(x) —— 1ERet g(x) —— l'ER. Nous avons résumé dans les tableaux suivants les 
X— a X— a 


limites de la somme, produit et quotient des deux fonctions dans tous les cas de figure. Les cases noires correspondent à 
des « formes indéterminées » où l’on ne peut rien dire de général. 


— Somme 


— Produit 





1 
— Inverse | — 
F 





RECRUE MEEUEEUNEEUE 





_ QE EE 
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11.2.4 Continuité 


DÉFINITION 11.13 OOQ Continuité en un point 
Soit f une fonction définie sur I et a € I. On dit que la fonction f est continue au point a si et seulement si f(x) —— f(a) 
X— a 


ce qui se traduit avec des quantificateurs par : 


Ve>0, >0, Vxel,|x-al<n — |[f(H-f(a)]|<e 


THÉORÈME 11.16 © Théorèmes généraux 
Soient f,g:1— R deux fonctions continues en un point 4€ I, alors 


1. la fonction (f + g) est continue au point 4, 
2. la fonction (f g) est continue au point a, 


3. si g(a) Z 0, la fonction f /g est définie sur un voisinage du point a est est continue au point a. 





Démonstration (1) et (2) sont une conséquence directe des théorèmes généraux sur les limites. Vérifions (3). Puisque |g(a)| # 0 
et que g est continue au point a, g(X) g(a) donc |g(x)| pa Ig(a)l. Posons k = |g(a)|/2, on a 0 < k<]|g(a)| donc d’après le 





X—a 
théorème 11.10, il existe un voisinage V du point a tel que Vxe INV, 0 <[g(a)/2] < |g(x)l et donc la fonction g ne s’annule pas sur 


V. La fonction f/g est donc définie sur IN V et d’après les théorèmes généraux sur les limites, (f /g)(x) res (f/g)(a). 


11.25 Limite à gauche, à droite, continuité à gauche, à droite 


DÉFINITION 11.14 Voisinages à gauche, à droite 


Soit ae R. On dit qu’une partie V de R est 
un voisinage à droite de a lorsqu'il existe € > 0 tel que [a,a+e] € V, 
un voisinage à gauche de a lorsqu'il existe € > 0 tel que [a—Ee,a] € V, 
un voisinage strict à droite de a lorsqu'il existe € > 0 tel que ]a,a+e] CV, 
un voisinage strict à gauche de a lorsqu'il existe € > O0 tel que [a—e, al V, 
un voisinage pointé de a lorsqu'il existe € > 0 tel que [a—-e,a[U]a,a+e]cV. 


DÉFINITION 11.15 Limite à gauche, à droite 


Soit une fonction f :I\{a} — R. On dit qu’un réel L est la limite à droite (resp. à gauche) de f si il existe un voisinage 
strict à droite de a (resp. un voisinage strict à gauche de à) tel que la restriction de f à ce voisinage admet / pour limite 
en a. Lorqu’elle existe, la limite à droite de f est unique et est notée ! = lim f(O oul=1-= lim f(x) ou ! = lim f. Nous 
X— 4 = a 
X24 


noterons également f(x) TS L. On a des notations identiques pour la limite à gauche. 
X— a 





Remarque 11.13 En termes de quantificateurs, f admet / ER comme limite à gauche en a si et seulement si 
Ve>0, M>0, Vxel, a-n<x<a — |fGo — 1] < € 

Remarque 11.14 Une fonction f possède une limite en a lorsque 

— f admet une limite à gauche l1 ER. 


— f admet une limite à droite L € R. 
— Lh=b. 


DÉFINITION 11.16 Continuité à gauche, à droite 


Soient f:1—Ret aelI. On dit que f est continue à droite en a (respectivement à gauche en a) si et seulement si 
f(x) ——— f(a) (respectivement f(x) —— f(a). 
x— at X— a 





Remarque 11.15 Soit ae I un point intérieur (il existe à > 0 tel que ]Ja—a,a+alc I). Une fonction f € Z (LR) est 
continue en a si et seulement si elle est continue à droite et à gauche de a. 
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Exemple 11.3 La fonction 6 : j h sixÆ£0 n’est pas continue au point 0. On a bien Jim Ô (x) = 
— Xx—07 
1 six=0 


lim ô(x) = 0 mais Ô (0) = 1. 
x—0* 


DÉFINITION 11.17 Prolongement par continuité 


Soit une fonction f définie sur I et un point adhérent a € I qui n’appartient pas à I. On suppose que f(x) . lEeR.On 


définit alors la fonction F sur Î=IU{a} par : 


fi sixel 
l SiX=a 


vVxel fu! 





Cette fonction f est continue au point a et est appelée prolongement de f par continuité au point a. 


R* — R 


Exemple 11.4 Considérons la fonction f : à Use 


. Puisque sin x/x ar 1, on peut la prolonger par 
X— 


continuité en une fonction définie sur R, f : sinx/x sixÆ£0 


X 


1 si x =0 


A À 


11.2.6 Limites et relation d’ordre 


THÉORÈME 11.17 OO Passage à la limite dans les inégalités 
Soit une fonction f :1— R, un point ae I (éventuellement infini) et &e R. On suppose que 


Qu) FO 


Cu) Il existe un voisinage V du point a tel que Vxe VNnI k< f(x). 
Alors K< I. 





Démonstration  Écrivons la démonstration dans le cas où a est 1 sont finis. Supposons par l’absurde que 1 < k et posons 
e=k-—-1>0. Puisque f(x) pr l, il existe n1 > 0 telqueVxel,|x-al<n; — |f(x)-/|<Ee. Puisque V est un voisinage du point 





a, il existe n2 > 0 tel que ]Ja—n2,a+n2[e V. Posons alors n = min(n1,n2). Puisque le point a est adhérent à I, il existe x e I tel que 
|x— al <n et on doit avoir d’une part k< f(x) et|f(x) — I <e mais alors, 


k< f(x <l+e=l1+(k-D=k 


ce qui est absurde. 


Remarque 11.16 Le passage à la limite dans les inégalités ne conserve pas les inégalités strictes. Si sur un voisinage 
V de a on a Kk< f(x), on ne peut pas garantir que k < !. Par exemple pour la fonction définie sur ]0,1] par f(x) = x, 
Vxe]0,1], k=0< f(0, FD —0=1etk=1=0. 

X— 


On dispose bien sûr du théorème correspondant en remplaçant < par >. 


COROLLAIRE 11.18 Passage à la limite dans les inégalités 
Soient deux fonctions f,g:1—R, aelet l,/€eR. On suppose que 


Cu FCO" 


Cm) 8 —b, 


Cu) il existe un voisinage V du point a tel que Vxe VNnI, f(x) < g(x). 


Alors li < b. 








Démonstration  Définissons la fonction h = g — f. D’après les théorèmes généraux, h(x) l — l1. D'après l'hypothèse (3), 


X— a 
sur un Voisinage de a, on a k=0< h(x). D’après le théorème précédent, 0 < l2 — l1 d’où li < b. 
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THÉORÈME 11.19 OOQ Théorème des gendarmes : 
Soient à, f, B trois fonctions définies sur un voisinage V d’un point adhérent ae I et ZE R. On suppose que 


Cm) VxeV, a(x)< f(x <B(x) 


Cm) at — 1e pt —1 


alors la fonction f admet une limite au point a et f (x) —— I. 
X—a 





Démonstration  Écrivons la preuve dans le cas où a est fini. 


Soit e > 0. 








—. 1, il existe n1 > 0 tel que Vxel,|x-al<n — la(x)-/| <e. De même, puisque B(x) = l, il 


existe n2 > 0 tel que Vxel,|x-al<n — |B(x)-/I|<e. Comme V est un voisinage du point a, il existe n3 > 0 tel que 
la-n3,a+n3[€V. 


Puisque a(x) 





Posons n = min(n1,n2,n3). 


Soit xe I tel que |x-— al < n. Puisque |x- al < n < n1, [—-Ee < a(x). Puisque |x — al < n < n2, B(x) < /+€e et puisque 
Ix— al <n < n3, a(x) < f(x) < P(x). On a finalement l —Ee < a(x) < f(x) < B(x) <l1+e d’où |f(XH)-II< E€. 


Remarque 11.17 Le théorème des gendarmes se généralise aux limites infinies. Par exemple, si au voisinage de ae I, 
on a 


Gui) GO > at. 
Cm) Q(x) => +00 


alors f (x) —— +oo 
X—a 
Remarque 11.18 Attention, il ne faut pas confondre le théorème des gendarmes et le théorème de passage à la limite 


dans les inégalités. Le second permet d’affirmer l’existence d’une limite tandis que dans le premier l’existence de cette 
limite est présupposée. 


11.27 Théorème de composition des limites 


THÉORÈME 11.20 Composition de limites 
Soient deux intervalles ICR, JR et deux fonctions f :1— R et g:J — R telles que f(D SJ. Soient ael et beÏ. On 
suppose que 


Oo 


(uw) 80)—1eR 
y—b 


Alors | (go f)(x) == 1] 





Démonstration © Écrivons la preuve dans le cas où a et 1 sont finis. 


Soit e > 0. 





Puisque g(y) Aa 1, il existe a > 0 tel que Vye]J,|y-bl<a — Ig(N-11<e. 
X— 








Puisque f(x) b, il existe n > 0 tel que Vxel,|x-al<n — |f(x)—-b|< a. 


X—a 


Soit x el tel que |x— al <n. Comme y = f(x) € J et que | f(x) — bl < a, on a |g(f(x))-1|<e d'où Igo f(x) -I<E. 


Remarque 11.19 On déduit du théorème précédent les règles de passage à la limite dans une exponentiation f8 = e8"f. 
On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent comme limites respectives J et l'. 


ICICUE 
Lo po) 
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Remarque 11.20 


0 ras ns 1 In(1+x) 
— [0° est une forme indéterminée. | Par exemple, * Lorsque x — 0, (1+x)*# = e + —— e car 


x—0* 
« Lorsque x — 0, x* = e*M* __, 1 car xinx —— 0 In (1 + x) 
x—0 x—0 ——— — |], 
is nx X x—0* 
+ Lorsque x — 0, xmMx = elnx = ee. + Lorsque x — +00, 1*= 1 1 
x— : 


X— +00 


— |[1*® est une forme indéterminée. | Par exemple, 


COROLLAIRE 11.21 Continuité de la composée de deux applications 
Soient deux intervalles ICR, JER et deux fonctions f :1— J et g:J —R telles que f (D SJ. On suppose que 


alors go f est continue en a. 





Démonstration C’est une conséquence immédiate du théorème précédent. 


11.28 Image d’une suite par une fonction 


THÉORÈME 11.22 OQOQ Théorème de la limite séquentielle ; 
On considère une fonction f :1—Ret ae I. Soit une suite (w,) de points de I et Ze L. On suppose que 


OL. 
Cm) FO 1 


Démonstration Supposons que I et a sont finis. 











Soite > 0. 
Puisque f(x) a l, il existe n >0 tel que Vxel,|x-al<n — |f(H-1/<Ee. 
Puisque un a, il existe un rang NEN tel que VneN,n>N — |[un-al<n. 





n— +00 


Soit n > N, puisque un € I et|un —- al <n, on a | f(un) — {| < €. 


COROLLAIRE 11.23 © Pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite 
Soit f:I—R, aelet ,l€eR. On suppose qu'il existe deux suites (w,) et (v,) de points de I vérifiant 


C2) fun) —> hi fon) —> be 


Cu) h £b 


alors f n’admet pas de limite au point a. 





Démonstration Par l’absurde, s’il existait Le R tel que f(x) 








=. l, puisque Un a, d’après le théorème de limite 
ue n— +00 


let par unicité de la limite d’une suite, on aurait l = li. De même, on aurait l = l) et donc li = l> ce qui 





séquentielle, f(un) EN 
— +00 


est faux. 


]J0,+00[ — R 
X ——  sin(l/x) 
0. Par l’absurde, supposons que f(x) ur 1. Introduisons les deux suites (u,) = (1/(nx)) et (vh) = (1/(2nn +7x/2). On 
X— 


Exemple 11.5 Considérons la fonction f : et montrons qu’elle n’admet pas de limite en 


calcule VnEN*, f(un) = 0 ——— 0 et f(vh) = 1 
n— +00 





1 et on aurait 0 = 1 ce qui est faux. 
n— +00 


THÉORÈME 11.24 OQ0Q Caractérisation séquentielle de la continuité en un point 
Soit une fonction f :1— R et un point ae I. La fonction f est continue au point a si et seulement si pour foute suite 


(Xn) de points de I convergeant vers a, la suite (f(x:)) converge vers f(a). 
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FIGURE 11.5 -Si n2>14 alors [u, —- al <n et [f(un) —I[< €. 


Démonstration 
= Soit (x) une suite de points de I telle que xn 
n 








a. Puisque f est continue au point a, f(x) 
—+00 X—a 


f(a). 
n—+00 
< Cette démonstration peut être sautée en première lecture. Elle sera revue en deuxième année. Nous allons utiliser une technique 
classique en analyse : la construction d’une suite à partir d’une propriété de la forme 


f(a) et d’après le 





théorème de la limite séquentielle, f (xn) 


Vn>0,2xel..… 


En prenant n = 1/n, on associe un élément x,, e I et l’on construit ainsi une suite de points de I. Pour obtenir une telle propriété, 
nous allons raisonner par l’absurde. Supposons donc que la fonction f n’est pas continue au point a. La propriété f est continue 
au point a s’écrit à l’aide des quantificateurs : 


Ve>0, n>0, Vxel, |x-al<n = |f(x)-f(al<e 
La traduction « f n’est pas continue au point a » s’écrit en niant cette phrase : 


4 >0, Vn>0,2xel, Ix-al<net|f(x)-f(al>Ee 


Vn>0,2xel, |x-al<net|f(x)- f(a)l>e 


Pour tout entier n non nul, en prenant n = 1/n, il existe un réel Xn € 1 vérifiant |xn — al < 1/n et |f(xn) — f(a)| > €. On construit 

ainsi une suite (Xn)nenx qui converge vers a puisque |xn — al < 1/n. D’après (ii), notre suite image doit converger vers f (a) : 

f(Xn) Fe fa). Mais alors puisque Vn > 1, € < |f(xn) — f(a)|l, par passage à la limite dans l’inégalité on devrait avoir 
— +00 


e <|f(a) — f(a)| = 0 ce qui est absurde. 


Il existe donc un réel € > 0 tel que 





11.29 Théorème de la limite monotone 


THÉORÈME 11.25 OQQ Théorème de la limite monotone (fonction croissante) 
Soient (a,b)eR etI1=]a, b. 


Si une fonction f :]a, b[ — R est croissante, alors il y a deux possibilités. 


1. Si f est majorée, alors f admet une limite finie / lorsque x tend vers b et on a alors / = sup, f. 
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2. Si f n’est pas majorée, alors f(x) er +00. 
Le 


De même, 
1. Si f est minorée, alors f admet une limite finie / lorsque x tend vers a et ! = inf; f. 


2. Si f n’est pas minorée, alors f(x) 7 70. 





Démonstration © Posons € = {f (x); xE]a, pt}. La partie 6 ER est non vide. Étudions les deux cas. 


1. Si la fonction f est majorée, alors la partie E est majorée et d’après l’axiome de la borne supérieurs, elle possède une borne 
supérieure le R. Montrons qu’alors f(x) L. 





X— 
Soit e > 0. 
D'après le théorème de caractérisation de la borne supérieure (9.9), il existe y e & tel que l-e< y< l. Puisque ye ©, 
il existe xo € ]a, bI tel que y = f(xo). 
Posons n = b- xo > 0. 
Soit x e I tel que |x— b| < n, on a xp < x < b. Puisque la fonction f est croissante, f(xo) < f(x) et comme | est un 
majorant de €, on a également f(x) < 1. Finalement, Le < f(xo) < f(x) < 1 d’où |f(x)-I|<e. 




















TE T 








FIGURE 11.6- x> x9 — l-e< f(x) < f(x) < 1 





2. Si la fonction f n’est pas majorée, montrons que f(x) ; +00. 
x— 


Soit M > 0. 

Puisque f n’est pas majorée, il existe x9 € ]a, b[ tel que M < f(x). 
Posons n = b-xo > 0. 

Soit xelI tel que|x-b|<n. 


Puisque x < x et que f est croissante, on aM< f(x) < f(x). 





Multimédia : Comme pour les suites, l'utilisateur fixe son €e,B... et on obtient le n,A..…. 


Remarque 11.21 Si f est croissante et si f(X) —. lER, alors Vx e]a,bl, f(x) < L. En effet, d’après le théorème 


précédent, on est dans le premier cas et l est la borne supérieure de f donc un majorant de f. Ce résultat est bien entendu 
faux si la fonction n’est pas croissante. 


On a le théorème correspondant pour une fonction décroissante. 
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THÉORÈME 11.26 OQQ Théorème de la limite monotone (fonction décroissante) 
: —2 

Soient (a, b)EeR etI=]a,bl. 

Si une fonction f :]a, b[ — R est décroissante, alors il y a deux possibilités. 


1. Si f est majorée, alors f admet une limite finie / lorsque x tend vers a et on a alors ! = sup, f. 


2. Si f n’est pas majorée, alors f(x) Da Too 


De même, 
1. Si f est minorée, alors f admet une limite finie / lorsque x tend vers b et / = inf f. 


2. Si f n’est pas minorée, alors f(x) nn. 
X— 





Remarque 11.22 Le théorème de la limite monotone permet de justifier l'existence d’une limite sans la connaître 
explicitement. C’est un théorème d’existence abstrait très important en analyse. 


11.3 Étude locale d’une fonction 


11.3.1 Domination, prépondérance 
Définitions 


DÉFINITION 11.18 Fonction dominée par une autre 
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit que f est dominée par g au voisinage de a si et 
seulement si existe une fonction B définie au voisinage de a telle que 


D f(x) =B(x) g (x) au voisinage de a 
> Best bornée au voisinage de a 


On note alors f (x) = 10 (g(x)). 


DÉFINITION 11.19 Fonction négligeable devant une autre 


Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si 
et seulement si il existe une fonction € définie au voisinage de a telle que 


D f(x)=E (x) g(x) au voisinage de a 


2) E(x) —— 0 
X— a 


On note alors : f (x) = 2 (g(x) 


— 4 





Remarque 11.23  f une fonction définie au voisinage de a. Alors, 
— f(2= O (1) > f(x) est bornée au voisinage de a 
X— a 


Os +, fo 
Propriétés 


PROPOSITION 11.27 Caractérisation pratique de f(x) = @(g(x)) 


Soit f et g deux fonctions définies sur un voisinage V de ae R. On suppose que g ne s’annule pas sur V \ {a}. Alors 


f(= 0 (g(x) <— la fonction Î est bornée au voisinage de a 
X— a & 





Démonstration 
Comme f (x) = 0,8 (x)) il existe une fonction B bornée définie sur un voisinage V' de a (que l’on peut, quitte à travailler 


sur VANV' supposer égal à V) et vérifiant pour tout x € V’, f(x) = B(x)g(x). L'application f/g est donc définie sur V \ {a} et 
coincide avec B sur ce voisinage. Elle est donc bornée au voisinage de a. 
Réciproquement, si f /g est bornée au voisinage de a, considérons un voisinage V de a sur lequel g ne s’annule pas sauf peut 


fo 


A et posons B (a) = 1. La fonction « est bien définie sur V,etVxeV\{a}, f(x) = 
x 





être en a. Si x e V \ {a}, posons B(x) = 


B (x) g (x). De plus B est bornée au voisinage de a. Par conséquent f (x) = 0, (8 (x). 
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PROPOSITION 11.28 Caractérisation pratique de f(x) = o(g(x)) 


Soit f et g deux fonctions définies au voisinage sur un voisinage V de ae R. On suppose que la fonction g ne s’annule 
pas sur V\{a}. Alors 

x 
f 0 


f@ = ,0,(8 0) ni g(x) x-a 





Démonstration 
Comme f (x) = .2,(8@). il existe une fonction € définie sur un voisinage V' de a (que l’on peut, quitte à travailler sur 


VaV’, supposer égal à V) vérifiant, pour tout x € V, f (x) = e (x) g (x) ete(x) 





0. L'application f/g est définie sur V \ {a} et 











X— 4 
FO /g(x) = E(x) me 0. 
Lu .f f@ . . ; — 
Réciproquement, si EU ss 0, posons € (x) = PTE) si x e V\{a} et posons € (a) = 0. La fonction € est bien définie sur V, et 


ona :VxeV\{a}, f(x)=Ee(x) g(x. De plus e(x) = f(X)/g(x) 





— 0. Par conséquent f (x) = 2,8) 


Opérations sur les relations de comparaison 


PROPOSITION 11.29 Les relations o et O sont transitives 
Soient f, g et h des fonctions définies au voisinage de aeR. 


= [FC = 0 (gx) et gG@= 0 (R()] — f(= 0 (h(X) 
= [FC = 0 (gx) et g@= 0 (()] — f(= 0 ((X) 


PROPOSITION 11.30 Opérations sur les relations de comparaison 
Soient f, f1, f2, g, g1 et g2 des fonctions définies au voisinage de a ER : 


ne CEE SEC 2260) 
2. fi= O (8) et £= 0 (8) — fi+f= 0 (8) 


O 
— 4 
ie fi = 0 (g@) et fR= 0 (80%) + fif=.0 (818%) 
ë = Oil 





Aer O1 Ce ire = O (8182 (x) 


Démonstration Les preuves sont laissées en exercice. Vous pouvez supposer que les fonctions ne s’annulent pas sur un voisiange 
du point a pour utiliser les caractérisations précédentes. 


Exemples fondamentaux 


PROPOSITION 11.31 Comparaison des fonctions usuelles 
Soient a, B et y des réels strictement positifs. 


nx)= o (x) x = 0 (eé* 
X— +00 X— +00 
1 
l 
xx 


e En +: 


e En0et en -c: 
eX= 0 ( 


X——00 | ja 


X 


InxY= o (= 
x—0 


Autrement dit 
Aux bornes de l’intervalle de définition, 


— «l’exponentielle l’emporte sur la puissance », 
— «la puissance l’emporte sur le logarithme ». 





11.3.2 Fonctions équivalentes 


Définitions 
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DÉFINITION 11.20 Fonctions équivalentes 
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit que f est équivalente à g au voisinage de a si et 
seulement si 


f@O-8@= 0 (80%) 


On note alors f (x) a (x). 


— 





Remarque 11.24 On a f(x) en g (x) si et seulement s’il existe une fonction € définie au voisinage de a telle que 


f(x = ( +Ee(x) g(x) avec E(x) PS4 0. 


THÉORÈME 11.32 Caractérisation pratique de f(x) Es g(x 


4 
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On suppose que g ne s’annule pas sur V \ {a}. Alors 


fo ; 


F œ 154 EN g(x) x-a 





Démonstration 
Comme f (x) UE (x), il existe une fonction à définie sur un voisinage V' de a (que l’on peut supposer égal à V, quitte à 





considérer le voisinage VNV!) vérifiant, pour tout x € V, f (x) = x (x) g (x) et telle que a (x) 
sur V \ {a} et f(x)/g(x) = a(x) ER 1. 

Si f(x)/g(x) =. 1, pour tout x e V\{a}, posons a (x) = f(x)/g(x) et a(a) = 1. On définit ainsi une fonction à sur le voisinage 
V avec VxeV\{a}, f (x) = a(x) g (x). De plus, a(x) = f(x)/g(x) 


1. L'application f /g est définie 


X—a 











1 donc f(x) + a80- 


X—a 
Propriétés 


PROPOSITION 11.33 Un équivalent donne localement le signe 


Si f (x) eu (x) alors il existe un voisinage de a sur lequel f et g sont de même signe. 





Démonstration Comme f (x) je g (x), il existe une fonction «à définie sur un voisinage V! de a vérifiant Vx e V', f Go) = 


1. Puisque k = 1/2 < 1, d’après la transformation de limite en inégalité (théorème 11.10), il existe un 





a(x) g (x) avec a (x) ar 


voisinage V! de a sur lequel a(x) > 1/2 > 0 et alors Vxe V, f(x) est de même signe que g(x). 


PROPOSITION 11.34 Une fonction est équivalente à sa limite si celle-ci est non nulle et finie 
Soit f:1—Ret ael. Alors 


à 1101 eme et 120 JS l 


4 











Démonstration Puisque f(x) Fr l, d’après les théorèmes généraux, f(x)/1 er 


équivalente à la fonction constante égale à l au voisinage du point a. 


1 ce qui signifie que la fonction f est 


PROPOSITION 11.35 Deux fonctions équivalentes ont même limite 
Soit f,g:1—Retael. Alors: 


FO 7,80 et 1 0 CE 


= 





Démonstration Puisque f(x) PER gx), il existe un voisinage V du point a et une fonction «à définie sur ce voisinage vérifiant 
VxeV, f(x) = a(x)g(x) et a(x) L. 








— 1. D’après les théorèmes généraux sur les limites, f(x) = a(x)g(x) a 


Remarque 11.25 Attention, écrire f(x) — 0 signifie que la fonction f est nulle sur un voisinage de a, ce qui est 
X— a 
possible, mais en général, lorsque vous écrivez 0 à droite d’un équivalent, vous commetez une erreur ! 


PROPOSITION 11.36 
Soient a € I et une fonction f définie sur IL. Si f est dérivable en a et si f/(a) 0, alors, au voisinage de a, 


! 
f@-f(@ +, f (@(x- 4 
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fG - f(a) 
X 


= f' (a). Par conséquent, 
= = 


Démonstration Comme f est dérivable en a, son taux d’accroissement en a vérifie 


fG - f(a) 


comme f'(a) Z 0, par opération sur les limites, on a == 
f'(a) À 0, par op fOG-a +4 


1 ce qui montre que f(x) — f (a) al @x- a). 


PROPOSITION 11.37 
Soient u une fonction définie au voisinage de a eR et f, g deux fonctions définies au voisinage de be R. On suppose 
que 


œ 


Ce) f0,2, 800 


alors f (u(#)) ei g(u()). 





Démonstration Comme f (x) = g (x), il existe une fonction «à définie sur un voisinage V! de b telle que Vxe V!, f (x) = 
X— 


1. Soit V un voisinage de a tel que VteV, u(f)eV'.Onaalors VtEV, f(u(f)=a(u(f)g(u(f). De 
. b et a(x) : 1, d’après le théorème de composition de limites (11.20 page 425 ), a(u(f)) a 
es, Eu a 
montre que f (u(t)) . g(u(D). 

— 4 





(x) g (x) et a (x) 











plus, comme u(t) 1 ce qui 


THÉORÈME 11.38 © Opérations sur les équivalents 
Soient f,g, f, & des fonctions définies au voisinage de ae R telles que 


2 HER 


1. | f@OgG > fEC | 


2. Si la fonction f ne s’annule pas sur un voisinage du point a, il en est de même pour la fonction £ et alors 
FX _ 8 
F G9 +4 80 | 


3. Pour tout réel s, si les fonctions f et g sont strictement positives au voisinage du point a, | [f()]" - [g(x)]° 
X— a 


Démonstration Puisque f(x) LE g(x) et Î (x) _. &(x), il existe un voisinage V du point a et deux fonctions a, à définies sur 











let à(x) 


ce voisinage vérifiant f(x) = a(x)g(x), fœ = à(x)£ (x) avec a(x) _—. ps 


1. Nous pouvons alors écrire 





1. f()gG) = a(x)à (x) f (x) Ex) avec a(x)à(x) 1 ce qui montre que ff ii gx) EX). 


X—a 





1, il existe un voisinage V! du point a sur lequel les fonctions à et f ne s’annulent pas. Puisque 


fœ = à(x) £(x), la fonction £ ne s’annule pas sur V'et Vxe V', JG = AA EUX D'après les théorèmes généraux, 


fo GG 8° 


2. Puisque (x) 


X—4a 





a(x)/à(x) 1 ce qui prouve le résultat. 


X— a 


3. On peut écrire sur un voisinge du point a, [fo] = [a(x)]f [g@]° et puisque y° per) 1, par composition de limites, 
y— 


[a(x)1* 





—. 1 ce qui prouve le résultat. 


/\ Attention 11.6 Ilne faut jamais 
1. Sommer des équivalents. 
2. Composer des équivalents. En particulier, il ne faut pas : 
(a) Prendre des logarithmes d’équivalents. 


(b) Prendre des exponentielles d’équivalents. 





Exemple 11.7 Par exemple x - x+1 mais e* et e**! ne sont pas équivalents quand x tends vers +oo puisque 
X—+ 
e* d 
— e*-*-1 — e e F2 1. 
ex*tl X— +00 
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PROPOSITION 11.39 Équivalents classiques en 0 


mA+x = x “1, 


arcsinx To * arctanx a argshx - + argthx EL 


T 
COSx—1 —- —-— chx-1 - AICCOSX—— — —X 
X— x—0 D 2 x—0 
a+x° he o 0% (&œEe R) 


Démonstration Les dix premières se démontrent en utilisant un taux d’accroissement, ou en utilisant la proposition 11.36. Pour 
la onzième, 





x . 2 X x2 x2 

cos x — 1 — cos(2=] —l=-2sin - - -2—--— 

2 2 x—0 4 2 
d’après l’équivalent usuel du sinus et par puissance d’équivalent. La douzième se prouve de même. Les deux dernières se prouvent 
encore en utilisant un taux d’accroissement. Pour l’avant dernière, on peut aussi utiliser la formule Vx e [-1,1], arccosx + 
arcsin x = x/2 et l’équivalent usuel d’arcsinus. La dernière peut encore se démontrer en passant en exp —-In et en utilisant les 


équivalents usuels pour exp et In... 


Remarque 11.26 Attention, n’écrivez pas Cos(x) a 1- x2/2. Le résultat est vrai, mais on a plus simplement 


X— 


cos(x) ae 1!Ilest conseillé de lire l’appendice C.4.1 page 1204 pour comprendre ce qu’est un équivalent. 


De manière plus générale, 


PROPOSITION 11.40 
Si f(x) Fe 0, au voisinage du point a 


m(1+f() =, f@ sin(f(o) =, f tan(f(») =, f 
2 
cos (F()-1 2, (+f@)"-1 = af @} GER 


Démonstration Il suffit de combiner les résultats précédents et la proposition 11.37. 
Une fois que vous avez assimilé les définitions de ce paragraphe, il est conseillé de lire l’appendice C.4 page 1204 pour 
apprendre à utiliser en pratique les équivalents. 





11.4 Propriétés globales des fonctions continues 
11.4.1 Définitions et propriétés de base 
Définitions 

DÉFINITION 11.21 Fonction continue sur un intervalle 


On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si et seulement si la fonction f est continue en chaque point 
de I. Cette définition s’écrit avec les quantificateurs sous la forme suivante : 


Vael, Ve>0 M>0 Vxel Ix-al<n — |[f(H-f(a|<e 


On note & (D) (ou #° (D), & (LR), &°(LR)) l’ensemble des fonctions réelles continues sur l'intervalle I. 
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Remarque 11.27 

— La continuité en un point est une notion locale. 

— La continuité sur un intervalle est une notion globable. 

— Intuitivement, « une fonction est continue sur un intervalle si et seulement si on peut tracer son graphe sans lever le 
Crayon ». 


THÉORÈME 11.41 Une fonction lipschitzienne est continue 


Si une fonction f : IR est lipschitzienne sur l’intervalle I, alors f est continue sur l’intervalle I. 





Démonstration Puisque f est lipschitzienne sur l'intervalle I, il existe une constante k > 0 telle que V(x, y) € LE, |f(x) — f(pl< 
klx-— y|. Soit ae. Montrons que la fonction f est continue au point a. 


Soit e > 0. 
Posons n=Ee/k>0. 
Soit x el tel que |x— al <n, | f(x) — f(a)l< klx- al < kn=E€e 


Opérations sur les fonctions continues 


THÉORÈME 11.42 Théorème d’opérations sur les fonctions continues 


Si f est continue sur I alors | f | est continue sur I. 
Une combinaison linéaire de fonctions continues sur I est continue sur I. 


La fonction produit de deux fonctions continues sur I est continue sur I. 


Si f et g sont continues sur I et si g ne s’annule pas sur I alors ‘ est continue sur I. 
8 8 2 8 





Démonstration Les affirmations précédentes sont vraies en chaque point de 1 d’après les théorèmes généraux donc elles sont 
vraies sur I. 


| Remarque 11.28 (D est un sous espace vectoriel de (I, R). 
THÉORÈME 11.43 La composée de fonctions continues est continue 


Soient deux intervalles I et J. Soit une application f continue sur I telle que f (D € J et g une application continue sur J. 
Alors la fonction go f est continue sur I. 





Démonstration la proposition est vraie en chaque point de 1 donc elle est vraie sur I. 


11.42 Les théorèmes fondamentaux 
Le théorème des valeurs intermédiaires 


THÉORÈME 11.44 OQQ Théorème des valeurs intermédiaires (TVI) 
Soient I un intervalle de R et une fonction f :1— R. Soient deux points (4, b) € I? tels que a < b. On suppose que 


Qu) la fonction f est continue sur l’intervalle I. 


(Cm) f(a) <0 et f(b) > 0. 
Alors il existe un réel c € [a, b] tel que L 


Démonstration Puisque I est un intervalle et que a,bEe I, on a [a, b] EI. Notons .W = {x e [a, b] | f(x) < 0}. C’est une partie de R. 
Puisque a € NW, cette partie est non vide. De plus elle est majorée par b donc elle admet une borne supérieure c = sup.‘ . Montrons 
que f(c) =0. 
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— D'après la caractérisation de la borne supérieure, 
Ve>0,1xEŸ, c-E<x<c 


En prenant pour tout entier n non nul € = 1/n, il existe donc un réel xn € [c—1/n,c] vérifiant f(xn) < 0. On construit ainsi une 
suite de points de [a, b] vérifiant xn c et f(Xn) < 0. Puisque la fonction f est continue au point c, f(Xn) red f(o) et 
n— +00 





n—+00 
par passage à la limite dans les inégalités, on a f(c) < 0. 


— Puisque c est un majorant de E, Vx elc, b], f(x) > 0 et puisque f est continue à droite au point c, f(x) 





- f(c). Par passage à 
X—C 
la limite dans les inégalités, on en déduit que f(c) > 0. 


En conclusion, f(c) = 0. 


Remarque 11.29 Le résultat est faux si la fonction est définie sur un ensemble A qui n’est pas un intervalle. Par 
exemple, la fonction f définie sur [—2,—-1] U [1,2] par f(x) = —-1 si x e [—2,—1] et f(x) = 1 lorsque x € [1,2] est continue 
en tout point de A, vérifie la deuxième hypothèse, puisque f(—2) < 0 et f (2) > 0 maïs ne s’annule pas sur A. 


Remarque 11.30 Plus généralement, on peut remplacer l'hypothèse H1 par f(a) f(b) < 0. Le théorème des valeurs 
intermédiaires est (comme le théorème de la limite monotone) un théorème qui permet de montrer l’existence d’objets 
de façon abstraite sans préciser leur valeur. On utilise pour cela une fonction auxiliaire bien choisie et on applique le TVI 
à cette fonction. 


Exemple 11.8 Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. Cette fonction admet au moins un point fixe x € [0,1]. 
[0,1] — [0,1] 

x ——  f(x)-x 
continue sur le segment [0, 1]. Puisque la fonction est à valeurs dans [0,1], f(0) 0 et f (1) < 1 d’où g(0) < 0 et g(1) > 0. 
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe x € [0, 1] tel que g(xo) = 0, c’est à dire f(xo) = xo. 


Définissons la fonction auxiliaire g : . D’après les théorèmes généraux, la fonction g est 


Exemple 11.9 Soit P:R- R une fonction polynômiale de degré impair. Vérifions qu’elle s’annule au moins une fois. 

En notant P(x) = an+1x2"*1 +... + 0, avec G2n41 Z 0, on obtient un équivalent simple de la fonction au voisinage de 

+oo et de —co, P(x) … dŒnx1X2 1, Si nr > 0, P(x) ——— -o et P(x) +oo. La transformation de limite 
X— +00 X——00 





+ X—+00 
en inégalités donne l’existence d’un réel a < 0 tel que P(a) < 0 et d’un réel b > 0 tel que P(b) > 0. Puisque P est une 


fonction continue sur [a, b], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c € [a, b] tel que P(c) = 0. 


THÉORÈME 11.45 Recherche d’un zéro par dichotomie 
On considère une fonction continue f : [a, b] — R telle que f(a) < 0 et f(b) > 0. On construit deux suites récurrentes 
(an) et (bh) en posant & = a, bo = bet 


)>0 Gn+bn si f( 
An + Dn bnni= : 
en bn si f( 


An + On 


An + Dn 


2 
An + Dn 


2 


an si f( 


es Si f( 


)20 
VneN, An+1 = 
<0 


Alors les deux suites (a) et (b;) sont adjacentes et convergent vers une même limite c qui est un zéro de la fonction 
f. Si l’on choisit de prendre 4, comme valeur approchée de c, on obtient la majoration de l’erreur 


— 4 


VnenN, |[c— ahl< Dr 





Démonstration On vérifie par récurrence que Vn € N, que an < bn et que (bn — an) = (b- a)/2" 0. Les deux suites 


n—+00 
(an) et (bn) sont donc adjacentes et convergent vers la même limite ce R. Puisque la fonction f est continue au point c, d’après 


le théorème de la limite séquentielle, f (an) rar fo) et f(bn) — f(c). On vérifie également par récurrence que Vn eN, 
—+ +O0 + +O0 


fan) < 0 et f(bn) > 0. Par passage à la limite dans les inégalités, on obtient alors que f(c) < 0 et f(c) > 0 ce qui montre que 
f(c) = 0. Puisque Vn EN, an <C< bn, |C—anl< (bn — an) < (b-— a)/2" ce qui montre que an est une valeur approchée par défaut 
de c à(b-—a)/2" près. De même, b, est une valeur approchée par exces de c à (b— a)/2" près. 
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Remarque 11.31 La preuve précédente fournit une autre démonstration plus constructive du théorème des valeurs 
intermédiaires. Elle fournit un algorithme simple et efficace qui permet de déterminer une valeur approchée d’un zéro de 


la fonction f. 
MAPLE 









dicho := proc(f, a, b, eps) 
# f : une fonction définie sur le segment [a,b] 
# eps : une précision souhaitée 
# On suppose f continue sur [a,b] avec f(a) <= 0 et f(b) >=0 
local À, B, C; 
À := a; 
:= b; 
C := (A + B)/2; 
while (B-A) > eps do 
# tant que la précision souhaitée n’est pas atteinte, calculer les termes suivants 
if £(C) < 0 then 
A := C; 
else 
B := C; 
LT; 
C := (A+B)/2; 
# après le n-ième passage dans cette boucle, A=a_n, B=b_n et C=(a_h+b_n)/2 








où: 
# on sort de la boucle donc (B-A) <= eps 
C; #C est une valeur approchée de c à eps près 











> exp(x) 2; dichoif, -1,, 2,,; 0,0001): 


Multimédia : voir les segments de taille moitié qui encadrent le zéro au cours 
du temps 











On dispose d’un énoncé équivalent du théorème des valeurs intermédiaires qui justifie son nom. 


THÉORÈME 11.46 Théorème des valeurs intermédiaires (deuxième forme) 
Soient a, be R tels que a < b. On suppose que : 


Qu) f est continue sur [a, b]. 


alors f (x) prend toutes les valeurs intermédiaires entre f (a) et f (b) quand x parcourt [a, b]. Autrement dit, si yo € 


[f(a), f(b)], alors il existe au moins un réel xo € [a, b] tel que | f(xo) = yo |. 





Démonstration Supposons pour fixer les idées que f(a) < f(b), alors f(a) < yo < f(b). Définissons la fonction auxiliaire 


: la,b] — R 
L x — fx-Y 


Elle est continue sur [a, b] d’après les théorèmes généraux et g(a) = f(a) — yo < 0, g(b) = f(b) — yo > 0. D’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, il existe xo € [a, b] tel que g(xo) = 0 et alors f(xo) = yo. 


COROLLAIRE 1 1.47 


Image d’un intervalle par une application continue L'image d’un intervalle par une application continue est un inter- 
valle. 





Démonstration On suppose que f :1— R et que f est continue sur un intervalle I. Soit J un intervalle de I. Nous allons montrer 
que f O) est encore un intervalle de R. Cela revient à prouver que pour tout y1,y2 € f(Ü),ona [1,72] € f 0). Soit y1,y2 € f 0). 
I existe x1, x2 € J tels que f (x1) = y1 et f (x2) = y2. Soit y € [y1, y2]. D'après le théorème des valeurs intermédiaires (deuxième 
forme), il existe x € [x1, x2] tel que y = f (x). Par conséquent, y € f (D. On prouve ainsi que [ Y1 y] c f 0). 


Fonction continue sur un segment 


Le théorème suivant est fondamental en analyse. 
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THÉORÈME 11.48 OQQ Théorème du maximum : une fonction continue sur un segment est bornée et atteint 
ses bornes 
Soit une fonction f : [a,b] — R continue sur un segment. Alors la fonction f est bornée et atteint ses bornes 


A(a,@)ela,b: fla)= sup f(Het f(c)= inf f(x 
x€[a,b] 


xe{[a,b] 





Démonstration © La preuve utilise le théorème de Bolzano-Weierstrass. Il nous faut donc construire des suites. Pour cela nous 
allons utiliser la même technique que dans la démonstration du théorème 11.24 page 426. 


— Montrons que la fonction f est majorée : 
MER, Vxefa,b], f(x) <M 


Nous raisonnons par l'absurde en supposant que la fonction n’est pas majorée : 
VMER, 2xefa,b], f(H >M 


Soit un entier n e N. En prenant M = n, il existe Xn € [a, b] vérifiant f(xn) > n. On construit ainsi une suite de points (xn) du 
segment |[a, b] telle que f(xn) +oo. Puisque la suite (xn) est bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass ( 10.30 





n—+00 
page 366), il existe une suite extraite (xp(n)) qui converge vers c ER. Puisque Vn EN, a < Xn < b, par passage à la limite dans 


les inégalités, a < c < b. Maïs la fonction f est continue au point c donc d’après la caractérisation séquentielle de la continuité, 
T'Xp(n)) + f(c). On obtient une contradiction puisque FXp(m) RETe +00. 
— Définissons la partie de R, Æ = {f(x); xe [a, bl}. Elle est non vide puisque f(a) € &. De plus, elle est majorée puisqu'on a vu 
que f était majorée. Elle admet donc une borne supérieure, M = sup Æ = sup f. Montrons que cette borne supérieure est atteinte. 
I 








D'après la caractérisation de la borne supérieure, 
Ve>0,-xela,b], telque M-e< f(x) <M 
Pour tout entier n non nul, en prenant € = 1/n, il existe xn € [a, b] tel que 
M- - < f(Xxn) <M 


La suite (Xn) étant bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite (Xp(n)) qui converge vers une 
limite c1 € [a, b]. Puisque la fonction f est continue au point c1, F Gp(n)) f(c1). On a d’autre part, 





n—+00 
Varenne Me EM <M 
ne ; … < pt) < FGop(n) < 


Par passage à la limite dans cette inégalité, on obtient que M < f(c1) < M d’où M= f(c1). 
— Pour montrer que f possède une borne inférieure et que cette borne inférieure est atteinte, on utilise les mêmes techniques. 
Vérifiez que vous avez bien compris la démonstration écrivant cette preuve. 


Remarque 11.32 En d’autres termes, une fonction continue sur un segment possède un maximum et un minimum : 


sup f (x) = max f(x) = f(c1) inf f(x) = min f(x) = f(c2) 
xel xel xel 


xel 


On se sert souvent de ce théorème en analyse sous la forme suivante. Si f est une fonction continue sur un segment, 
la fonction |f| est également continue sur ce segment donc elle possède un maximum. On note ||fllX = suplf(x)| ce 
xel 


maximum et il est atteint. Il existe c e [a, b] tel que || fll = 1f(c)l. 


COROLLAIRE 11.49 Image d’un segment par une application continue 


L'image d’un segment [a, b] par une application continue est un segment et si m = ou fetM= sup f alors f ([a, b]) = 
f [ab] 





[m,M]. 
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Démonstration Puisque M est un majorant de f([a,b]) et m un minorant de f([a,b]), on a f([a,b]) € [m,M]. Montrons que 
[m,M] © f([a, b]). Soit y e [m,M]. Comme les bornes sont atteintes, il existe C1, C2 € [a, b] tel que M = f(c1) et m = f(c2). Un 
segment est un intervalle, donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires (deuxième forme), puisque y € [f(c1), f(c2)], il 
existe x € [c1, C2] € [a, b] tel que y = f(x) ce qui montre que y € f([a, b]). 


Fonctions uniformément continues 


DÉFINITION 11.22 ©© Fonction uniformément continue 
Soit une fonction f : IR définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est uniformément continue sur I lorsque 


Ve>0, -n>0: VAE, Ix-yl<n = [f(x -f(NI<E 


Le nombre n est indépendant des réels (x, y) et s'appelle un module d’uniforme continuité. 


PROPOSITION 11.50 Lipschitz —> uniformément continue —> continue 
Soit f :1— R une fonction définie sur un intervalle I. 


f lipschitzienne surl — f uniformément continue sur I — f continue sur I 





Démonstration 


1. Supposons f lispchitzienne sur L, il existe k > 0 tel que V(x, y) e E,|f(-f(p)1< klx-y|. Montrons que f est uniformément 
continue sur I. 


Soit e > 0. 
Posons n=Ee/k>0. 
Soient (x, y) € 2 tels que |x— y| <n, on a 
lfG-fI<KkIx- yl<kn=Ee 
2. Supposons f uniformément continue sur I et montrons que f est continue sur I. Soit a e I, montrons que la fonction f est 
continue au point a. 
Soite > 0, 
Puisque f est uniformément continue sur I, il existe n > 0 tel que V(x, y el2,|x-yl<n — |f(-f(NI<e. 
Soit x EI tel que |x-—a|<n, on a bien | f(x) — f(a)|< €. 


Le théorème suivant est un résultat important d’analyse. 


THÉORÈME 11.51 ©VQ Théorème de Heine 
Une fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment. 


Démonstration Nous allons contstruire des suites et utiliser le théorème de Bolzano-Weirstrass. Nous devons montrer que 





Ve>0, n>0, Vxyelab?, Ix-yl<n — [fH-f(pI<e 
Raisonnons par l’absurde en supposant que cette propriété est fausse : 
>0,Vn>0, 1x, pela,b, |x-yl<net(f@-f(pNI>E 
Il existe donc un réel € > 0 tel que 
Vn>0, (x, y) e [a, b}?, lx— yl<net|f(x)- f(NI>E 


Soit neN*,en prenant n = l1/n, on peut trouver deux réels (xn, Yn) € [a, bl? vérifiant 1Xn — Ynl < 1/n et |f(xn) — f(Yn)l > €. 
On construit ainsi deux suites (xn) et (yn) de points du segment [a, b]. Puisque la suite (xn) est bornée, d’après le théorème de 
Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite convergente, (Xp(n)) vers une limite c € [a, b]. Puisque 


1 l 
Lot = = (pc — Xp) + (pt — J1< |Xptn — Younl + [pt — | < Son een te + Hot A0 
la suite (Yp(n) converge également vers la même limite c. Puisque la fonction f est continue au point c, d’après la caractérisation 
séquentielle de la continuité, f (xp(n)) fo) et f(yy(n) > FO. Mais comme Vn eN, € < | Gptn)) = fOpu)l, par 


n—+00 n—+00 
passage à la limite dans les inégalités, on obtient que 0 < £ < [f(o) _ fl = 0 ce qui est absurde. 





Théorème de la bijection 
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THÉORÈME 11.52 OO© Théorème de la bijection 
Soit une application f :1— R. On note J = f (1). On suppose que la fonction f est 


Cm) continue sur I, 


Ci) strictement monotone sur I. 


Alors, 
1. Jest un intervalle, 
2. f réalise une bijection de l’intervalle I vers l’intervalle J, 


3. la bijection réciproque fl :J— I est une fonction continue sur I, strictement monotone de même sens que f. 





Démonstration D'après le théorème 11.47 page 436, on sait déjà que J est un intervalle. D’après le théorème 11.5 page 416, on 
sait déjà que f est bijective, strictement monotone de même sens que f. Il nous reste à montrer que la bijection réciproque f 1 
est continue sur J. Soit Xo € J, montrons que ft est continue au point XQ. Notons xo = fr! (Xo). Pour simplifier la preuve, nous 
supposerons que f est strictement croissante sur I et que x est un point intérieur à 1 (le cas où xg est une borne de l'intervalle se 
traite de même). 


Yo = f(Xo +E’) 


X0 


Y1 = fGo €’) 





Xo—€ Xp+E’ 


x0 = f (Xo) 


Soit e > 0. 
Puisque xo est un point intérieur de I, il existe un réel €, 0<e/ < € tel que [xp —e/,xo +e/] CI. Posons Y1 = f(xo — €) et 
Y2 = f(xo +e). Puisque f est strictement croissante sur I, Yi < Xo < Y2. Posons alors n = min(Xo — Y1, Y2 — Xo) > 0. 
Soit X € J tel que [X—Xo| < n, on a Y1 <X < Y2 et puisque f=1 est croissante sur J, fr M) < fx < fr! O), c’est à dire 
Ro) -e' < 71) < FT (Ko) +e' ou encore |f71(X) - fl (Ko)l < e' <e. 


En résumé 


Les parties C.1 page 1189 sur les techniques de majoration-minoration et la partie C.4 page 1204 sur les équivalents dans 
l’annexe C sont, comme dans le chapitre précédent, toujours d’actualité. 

Il faudra être capable de distinguer une propriété locale (vraie dans le voisinage d’un point) d’une propriété globale (vraie 
sur un intervalle). 

Les énoncés suivants devront être parfaitement connus et quand on les utilisera, on vérifiera avec rigueur leurs hypothèses : 


1 Théorème des gendarmes. & Équivalents usuels, relations de comparaison. 
> Théorème de la limite monotone. D Théorèmes des valeurs intermédiaires (sous ses dif- 
3 Caractérisation séquentielle de la continuité en un férentes formes). 
point. 8& Théorème du maximum. 
4 Théorème d’opérations sur les limites. 9 Théorème de Heine. 
5 Théorème d’opérations sur les fonctions continues. 10 Théorème de continuité de la bijection réciproque. 
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11.5 Exercices 


11.5.1 Avec les définitions 


Exercice 11.1 M 
En utilisant la définition de la notion de limite en un point, montrer que : 





1. lim --=0 3. lim = +00 
X—+00 x x—1- 1x2 
I 
2. lim -=+0 4. lim Vx = Va avec ae Ri. 
x—0*+ x X—a 


Solution : 


; ; 1 1 — : EN 
1. Soit e > 0. On cherche m ER tel que si xe ]m, + alors on a : |— —0| = qe < €. Cette inéquation est équivalente 
x x 


1 : 1 nn : 
à |x| > 1. En posant m = = on a bien pour tout xe]m,+o : : —0|<e. Voilà qui prouve que liner =. 


. Soit MER. On peut supposer que M > 1. On cherche n € RŸ tel que, pour tout x E RŸ, silx-0|=|x\=x<n 


_ : Etre À 1 nu. 
alors — > M. Cette inéquation est équivalente à M > x. Il suffit alors de poser n = M On montre ainsi que 


l 
. Soit ME R°. On cherche n € RŸ tel que pour tout x>0, si1-x<n alors = >M. On a: 
= x 


l l 1 
>M= x2> 1 emi-xel- À 
1— x2 M M 


l 
Avecn=1-:/1- L: on répond au problème posé. Ainsi lim nn +00. 
XL 


. Soit e > 0. On cherche n ER tel que, pour tout xeR;, si|x- al < n alors |Vx- Val < €. Pour tout xeR:, tel que 
x>aona: 


Vx-vVa<e x<{e+ Va) = x-a<(e+ Va) -a=e+2e Va. 


Si x< a, on montre que : 


Va-Vr<e a-x<2eva-e. 


Par suite, avec n = min {2e a+ e?,2eVa- e?} (il faut au départ avoir choisi € suffisamment petit pour que /a — 
e > 0), on répond au problème posé et on a bien : lim Vx = Va avec a€R+. 
X—a 





Exercice 11.2 VO 
On considère une fonction f :R— R admettant une limite finie l lorsque x — +co. Montrez que 


Ve>0, 2A>0:V(x, x") € [A,+oo, |f(x)— f(x) <E€ 


Solution : Soit e > 0. Posons & = €e/2 > 0. En utilisant la définition de f(x) Frs l, on peut affirmer qu’il existe À > 0 
—+ +O0 


tel que: Vx>A,|f(x)—1| <E. Soit alors (x, x') € [A,+oof, majorons en utilisant l’inégalité triangulaire : 


FC - FO) = If -1+101- FN < If 00 -11+1f (6) — 11 < 2E < € 


ce qui prouve le résultat. 





11.52 Limites d’une fonction à valeurs réelles 


Exercice 11.3 Q 
Déterminer les limites suivantes : 


4 2 
x°+2x"+1 3. lim x-vVx2-2x 





1. lim En 
Dee 2 _ 1 X— +00 
.. sinx à 

2. lim 4. lim x* 
x—0 X x—0* 
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sinx sinx-sin0 ; 
. Pour tout xeR*, = ——— — sin 0=[1] 
x 


x—0 x—0 
(x-v37-2x) (x+ 7-23) L x2-(x2-2x) 


x 
x+Vx2-2x x+Vx2-2x 


. x=Vx2-2x= 


. xt = e*lx 2 X avec X = xInx 0 donc x* [| 


x—0+ x—0+ 
x$+3x7-3x-1 _ (=D (x2+4x+1) __, 
‘ PRE 
2 cos x? 


. Pour tout xeR*, -1 SES 1 donc par application du théorème des gendarmes | lim = [o] 
+ x 





Exercice 11.4 Q 
Déterminer les limites suivantes : 


1. lim xcos (e”) 4. lim In(1+x?e *) 
© x=+oo x2+1 X— +00 
2. lim Inxin(In x) ei. 2+x-V2—Xx 
x—1t : ——————————— 
x—0 os 
vx? In (1+ 
3. lim2x-1+ © A cl) 
x—0 * x—0 x 


Solution : 


1. PourtoutxeR;,0< donc par application du théorème des gendarmes lim 


x2+1 x2+1 +00 x2+1 


xcos (e*) x xcos(e*) [] 
———— | < —_—— = 


. In xiln (In x) = XInX avec X =Inx —— 0 donc lim In xln (In x) = [o] 
x—1* x—1* 


VE - xl | 2x-1+1 sixeRi 
D D ICE et lim 2x-— ne Jim 2x- + 2[3] 
x 2x—-1-1 SixeRŸ x-0*+ [o} 


: FI On 
= 0 donc par composition de limites : lim 1 In (1 +xe *) = [o] 


V2HXTV2EX (V2+x-V2- x)( V2+x+V2- x) 2x 
‘ x x(V2+x+V2-x) x(V2+x%+ V2) x) +0 
. On reconnaît le taux d’accroissement de x + In(1+x) en 0. Cette fonction étant É. en 0, on ob- 


hn(1+x m(1+x)-In1 
Fe CCR eee Et 
X x—0 x—0 





Exercice 11.5 Q 
Déterminer les limites suivantes : 





se s. 
1. lim ct) 4. lim © 
X— +00 e”* x—0 ZX 
- 1 
2. lim Vx-vx+1 5. im(1+x* 
X— +00 x—0 


3 2 
. X°-2X"-Xx+2 
3. lim cos(7x)e %* 6. DD — 
X— +00 x—1 X°+x—2 


Solution : 


ne. 7. 
”. sin(e *) x=e nt 


CR X x—0 
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PANIER -1 
Luis VE+ VAT es 0 


3% IL 5e 


et e 3 


<cos(7x)e X<e 
lim cos(7x) e * = [o] 
X— +00 


. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0. Celle ci étant dérivable en 0, on obtient : 


. Pour tout xeR, -e 0 donc par application du théorème des gendarmes 


X— +00 


5e Sen AD 
es lee 1 | 


% X—0 »;,9 
OR In (1+ x) | 
ME) ex = & avec X = ———" —— ] donc lim(1+ x) =[e] 
26 x—0 x—0 
2x2 x+2 (x— 1) (x? TX 2) 
ES Re À 


X°+x—2 (x— D) (x+2) x—1 





Exercice 11.6 Q 
Déterminer les limites suivantes : 


. sh{(xe”*) _ x-4x2+x+6 
1 lim = 4. Lin ———— 
x—+00 ex x—-1 x2+3x+2 
Vx-v3 __ 2x3-5x+10 
2. lim ——— 5. lim —— 
x—3 Xx—3 Xx—+00 x2+2x+2 
3. Jim Xx|Vx+Vx+ - Vas ra) 6. lim Vx2+x-1-xvx 
+00 X—+00 





Solution : 
D, rit D À Do 
sh{x‘e sh{x°e sh{x'e X=xe* shX sh{(x‘e 
1. a”) PHP ER lim ht) 
ex xZze”* xZe* X x-0 X—+00  e7* 
2. On reconnaît le taux d’accroissement de x /x en x=3. Cette fonction est dérivable en x = 3 donc on obtient : 
Vx-v3 _| V3 


lim — 
X—3 x-3 6 


+ Vas Vart- Vs Ve) 


(Vx+ X+ = Var Vs) (Va+ RE T+ Ve Va=T) 

L Van en 

- Vx+1-Vx-T _ (Va+I- rt) (Vx+T+ V7) 
Vx+Vi+i+Vx+vx-l (Va+ ET + Va Va 1) (VErT + V1) 


2 
Ve x+1+Vx+ Vx=1) (Vx+1+Vx-1) 


X 


x 4x2 +x+6 : (x+1) (x? -5x+6) 
x2+3x+2  (x+1)(x+2) 


2x5 5x4#10 x 20 > 


x2+2x+2 
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Exercice 11.7 Q 
Déterminer les limites suivantes : 





xx : : 1 
1 lim = 4. lim xsin[=) 
x—+00 (In x) Fe . 
2. Jim VE 5. lim net 69 
Vr+ Viva TNT 
: > 6. lin ——— 
3. Jim, (1 + sin =]nx PT PORTE sn 


Solution : 


In? x 


In x etmx)? 


& : “nl 1 2% Inx 
> = ——— = Den mais —— 0 et Inn x +00 donc —— 
(In x) e*nhnx X  X—+00 X—+00 (nx)" x-+00 


[o] par opérations sur les limites. 


VE Vi 
= 


ee 1 + +5 


1 
. (1+ sin? 1) In x < 21n x donc par application du théorème des gendarmes LE, (1 + sin? =) In x = [-æ|]. 


x 


——. un : _( 
: [xsin(1)| <|x| donc par application du théorème des gendarmes lim xsin (-) = [o] 
X— 


X 

Sin(3xX) x=3x _sinX : .  sin(3x) 

——— 3 — 3 car ÈE —_. 1 donc lim —=|[3| 
x X x-0 X x—0 x—0 ZX 

arccos x — I 


2 


. Comme x est le taux d’accroissement de arccos en x = 0, cette fonction étant dérivable en 0, on 


arccos x — + ; 
à ————© — -] donc in ———— 
X x—0 x—0 arcCcoOS x — 2 





Exercice 11.8 Q 
Déterminer les limites suivantes : 


| Ÿ 1 1 1 
4 dé x+2x 4. lim (2cos?--sin-+3+--—) 
Ÿ x=+oo X2+x+1 x—0+ x x xX x 


2. noue 5. lim x(Vr+3-x) 


x=0 %X X— +00 
3 2 
.. X°—-A4x"+5x-2 . X— VX 
3 im 7 + 5x2 6 Im 27 
x—2  X*—-3x+2 x—+00 In x + x 


Solution : 


2 
A Nr G] 
| Atatl 2% Wire te 


. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction sh en 0. Cette fonction étant dérivable en 0, on obtient : 


Fi] 


3 2 2 

X°—-4x"+5x-2 x—2)(x-2x+1 

: De ee ue me fr) 
x2—3x+2 (x—2)(x-1) 

1 


. Pour tout x € R* : 2cos?L-sinl+3+ l- Fi 6+i- 3 = 6+ OU + Gi Donc par application du 
X— 


PS : 21  L 1 1 
théorème des gendarmes lim (2 cos” ——sin—+3+-——|=[-0c)| 
£ Nous = [-æ] 


X X X 
(V22+3- x) 2+3+x) . 


x2+3+% x2+3+x% 


: x(V2+3- x) = x 


il 


ee 
X—VXx x g: 
AVE ne VE ___{i|carmx= Oo (x) 
Inx+x xlnx 1 x-+00 x—+00 
X 
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Exercice 11.9 Q 
Déterminer les limites suivantes : 





1. lime ..  3x-5 

X— +00 4. jme V5 =1 

1 

2. lim x* . 1 3 

x +00 5. lim —— - —_—. 

i x—11—-X 1—-x 

3. lim xl (1 + =) 6. lim (Inx+2x+1—E(x)) 

x—0 x X— +00 


Solution : 


1. ex > e*°1 donc par application du théorème des gendarmes lim eDe — 
X— +00 


——— par composition et carimx= o (x). 
D. 


X—+00 —+00 


1 1 
X=+ .. In(i+X) . 1 cree EE 
] = BD ef lim ——— = 1 donc lim xin[1+-|= [ ]par utilisation des limites usuelles. 
x X—0 x x—0 x 


x 
__… re) 


1x 1—-x8 x2+x+1 x—1 


. Pour tout xER, x—-1<E(x) < x. Donc :Inx+x+1<inx+2x+1-E(x) etcommelnx+x+1 +00 par 
—++O0 


application du théorème des gendarmes : lim nx+2x+1-E(x)) = 





Exercice 11.10 Q 
Déterminer les limites suivantes : 





1 lim Vx+5-Vx-5 ni x2+2]|x| 
X— +00 . pi 
..  .x—E(x) ; 
2. lim ——— | +x 
Fo Vi 5. Jim > 
: +arct 
3. lim xE [=) se x+ arctan x 
x—0 x X— +00 x 


Solution : 


LVL = VX = ———————_—_——————————2 = —_—_— — 
Vx+5+vVx-5 Vx+5+vVx-5 *7+oœ 


EE mE 
en _—— Vlxl donc par application du théorème des gendarmes, lim re = [o] 


. vrai _Vix 2-0 Vixl 
X—= X 

Mais lim ———— = L 

ais Ji — 


1 
. Pour tout xeR*, x(1/x-—1) < xE (À) < x.1/x donc par application du théorème des gendarmes lim xE (-) — Ni] 
X— 4 


(Vx+5-Vx-5)(Vx+5+ Vx=5) | 10 O 


2. Pour x>0,0< 


2 2 2 
x° +2]|x x° +2X x° +21x 
6 re Bi six<o 2% x 2 7) 


26 x x—0+ x—07 


1+x 1+x l 1 


De de) ee = | 


TT x + arctan x TT re Pr. 
. Pour tout xe R, 1- D £ —— < l+ donc par application du théorème des gendarmes 
x x x 


Pare X+ arctan x = 


X— +00 x 





Exercice 11.11 Q 
Déterminer les limites suivantes : 
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2cos? L_sin +3 .. VIi+sinx-v1l-sinx 





1. lim —— 4. lim 
x—0+ X+ VX x—0 X 
1 
2. lim (sin x) mx 5. lim ee 
x—0 x—0 XX 
3, ,2 
x +x-x—1 1\* 
3. in ————— 6. lim (1+-) 
x—-1 X°—-3x-2 X++00 x 


Solution : 


2 


AL : . PA 
+ —sins +3 donc par application du théorème des gendarmes 


1. Pour tout x € R; : 2 < 2cos 
: 2cos1-sinl+3 
En ——— = +o 


x—0+ x+Vx 


à Sin X sin x 
Insin x In ma In x In a re 


PS a l 
. (snx)hx =e Inx =e In x =e Inx mais SX ___, ] donc 2 __ Oet lim(sinx)mx = 
Lux 0 Inx x-0 x—0 


=1 


P+x-x-1 (x+D(x-1) x-1 


SL 2j ie 


Vl+sinx-vVl-sinx : (Vi+sinx-V1-sinx)(V1+sinx+ V1-sinx) 2sin x 


x x(Vi+sinx+v1-sinx) _ x(Vi+sinx+vl-sinx) *-0 
[1 ]car sin x/x — 1. 
x—0 


5. On reconnaît le taux d’accroissement de la fonction tangente en 0. Cette fonction étant dérivable en 0, on obtient : 
tan x 
lim =tan/0=1 
Xx—0 x 


n(1+1) 


X 


ù 


1 
1 X=L  In(1+X) 
n(+à) =. ZX —g— 


e XX ——e donc lim 
X—0 X— +. 





Exercice 11.12 O 
Déterminer 





2 


| 2 1 
[= lim — ——— 
x—0\sin x 1—-cosx 


Solution : Ona: 


: 1 
d’où| [= -\| 
2 


Exercice 11.13 O 
Soit la fonction g donnée sur R* par g(x) = sin L. Montrer que g n’a pas de limite en 0. 


2) 1 2) 1 1 


sin2x l—-cosx 1—cos2x 1—-cosx 1+cosx 





Solution : Considérons la suite (x) de terme général donné par, pour tout n EN : xn = . Pour tout n EN, on a : 


T 
2 +nn 


£ (Xn) = (-1)”. La suite (g (Xn)) est donc divergente alors que la suite xy mers 0. Donc par le théorème de composition 


d’une suite par une fonction, g ne peut admettre de limite en 0. 





Exercice 11.14 Q 
Montrer que la fonction f définie sur ]0,+oo{ par f(x) = cos(/n(x)) n’admet pas de limite en +co. 


Solution :  Définissons les suites (xn) et (yn) par, pour tout ne N : x = e2"T et yn = e2"+7, Elles tendent toutes 
les deux vers +co. Supposons que f(x) l. Alors f(Xn) l'or pour tout ne N, f(xn) = 1. Donc [1 = 1. Mais 


X— +00 n— +00 
de même, puisque f(yn) = 0, on devrait avoir ! = 0, ce qui rentre en contradiction avec l’unicité de la limite. Donc f 


n’admet pas de limite en +co. 





Exercice 11.15 OQ 
E(1/x) + x 


Calculer lim,_,9+ = 
alculer lim,_.0 EG = x 
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Solution : La fonction 


est bien définie pour x €]0,1[, car E(È) > 1 > x. Encadrons 


1 1 1 
——1<E(-—)<— 
x je à 


et donc 


et par le théorème des gendarmes, on obtient que f(x) rar 
40 





11.53 Comparaison des fonctions numériques 
Exercice 11.16 O 
Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré : 


In (1+ tan x) e 4. f(x) = cos(sin x) en 0. 


n 0* 
sin x 
2 ae 5. f(x)=x*-1en0*. 


Vx2+2 


l 
3. f(xX)=——-tanx en Z. 
f C9 cos X 2 


1. f(x = 


COS (TX) 
6. fx) = ————— en 1. 
x2—2x+1 


Solution : 


In (1 +tan x) tan x 
1° a —— C7 — C7 ——— 
fo sin x x—0+ Vx x—0+ Vx 


1-sinx X=x-35 1-sin(X+3) 2 L=E0USXx 


X 
——= >< =z——— - —--. Doncf(x) -_|- 
cos x cos (X + À) —sinX X-0 2 T 


X—— 


4. = |1 Ï — 1]. 
fx ee car cos (sin X) — 


5. re — XI In x — 
f(H=x e , [nx] car xin x — 


x—0 


1 
6. cos(nx) —- -1etx?-2x+1=(x-1)? donc f(x) - el 
x—1 x—1 BE il 





Exercice 11.17 M 
Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré : 


. x—1 a. 4. f(x) = In (cos x) en x=0 
Ix—2| |x2-4] 


2. f(x) = x2 argsh en +00 


1. f(x = 


5. f(x) =In(sin x) en 0*. 





x° 2+x)In(1+4Vx) 
3. f (0 = CERN en +C0. 6. f Go) = gx — en 0*. 
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Solution : 


SRE 


2% | x-1 15 
—_——— — se 
x — [x — 2] |x+2]/) x-2| 41x21 


2} fo, = —= =[x] par produit d’équivalents. 


— +00 


: 
: ro) +5 EN 


2 
4. f(x) - - car n(cosx) =In(1-(1- cosx)) - 917 C08Xx. - 
x—0 —0| 2 


sin x 


i n 
5. F= nina = RE + x na] æ 
58 In x 


In sin X 


sin x 
+1| - [in x |car —— let 2 0, 
x—0* X x 


Inmx x—0+ 


2 In(1 
D ee DU PAT Pr 


sin x x—0t X2 





Exercice 11.18 © 
Déterminer un équivalent simple pour les fonctions suivantes au voisinage du point considéré : 


1. f(@ =In(cosx) en 7 2x 1, à. 
5. fo) = —————1îIm(1+ en 0 
2. du en 0 f 2x5 + 2 In(1+Vx) 


3. fD = -xen0. 6. f(H=In(vl+sinx) en x=0. 
4. f(x) = vIn(x+1 -In(x) en + 


Solution : 
Sox 


Xx= ; 
1. f(x) = In(cosx) - —X)) = In(sinX) = In SX +InX = In(X) = = +1 rs InX. Donc 


fx eu mf=-x) | 


D) 
2 =In(1+si = si e 
f( =In(1+sin x) ox 


3160) nr Le] On peut aussi remarquer que f(x) = x(( -sinx) !- 1) ae xXsin x ne 


1—sin x +20 


Es 


4 f(=vVm(x+1) -Im(x =;,/In ent = \/In Je 


ee 
ne ue nt Là - 
S jdE ce Mi+Vx) 2 En le car 2x3 +1 FL. fl, 


D: 


- 1 . sin x x 
6. f@=M(Vi+snx)=;MA+sinx) = fl 


0 





Exercice 11.19 M 
Déterminer lorsqu'elles existent les limites des fonctions suivantes en le nombre indiqué : 





1. fœ tan x-sin3x eo: à. ft 2tanx+sh5x o 
; = ———— = (0. . FX = ————— en x= 
In(1+ x) sin x 
chx-1 In (x) 
2. f(x) = en x=0. 5. f(x = en x= 1. 
ft arcsin? x Vx-1 
2x+sin3x arccos x — Z 
: = — =0*. : =In(1 ji — ©? =0 
+) Xsin x . M n( Fe shx ei 
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tan x-sin3x tanx-sin3x tan x . sin3x 
. fa =———— -°- ——— et me =] — 1, e 
nm(1+x) x-0 x x x-0 * x 0 


chx-1 
— ; donc Œ — — 
7 arcsin? x 120 =. f nd 


2x 2x sin3x 3 
+oo et = — +00 donc f (x) = +00 |. 
X— 


© xsinX x—0* X2 xsin x x—0+ 7 X x—0+ 


2tan x 2 sh5x 5 
. Ona: = en eme NS ere = +00 donc f(»9 ——[+œ| 
sin° x 120 x x—0 sin° x x—0 x< x— 


In (x) X=x-1 In(1+X) X 
Eu VIEXx- VTFX-1x-0 € 


arccos x — I 


2 ee _— a — 
ne eo 1. De plus : n(V1+ x) = In (+ = 0 donc f(x) = fi]! 


nr Donc f (9 > 


. fa=—— =2 donc f (9 —[2] 





Exercice 11.20 O 
Déterminer lorsqu'elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes : 


V = 1. 
1. FD = RE en x=0*. 5. f(x)=chxarcsin"x en x=0 
sin xin x “ri 


2. f(=(1+4)" en x= +00 et pour a€R. — 


X  — 
6. FD = 2 T en x = +00 


In(1+ x?) 


X 
3. f(x) = (1+sin Bt) MX en x = +00 


arctan(x—1) sin (et D - 1) 
4. X)= —,;——— - ——— enx=l 
FX PE _ 


Solution : 


vl1+In(i+xl —1 Il 
1. A tn un 0 = ue ns car xIn x = 0 et f(x) e À. Donc f (x) El 
x—0* x—0* x—0* 


sin xIn x x—0+ < sin xin x 


a\* = ,x(1+4) : a) D RTS ANS D [Le] 
2 2) =e mais x(1+ 4) 7, 4 donc par opérations sur les limites : f (2) —— Let | 
zin [1 +sin ma) | 
EN xin [1 +sin mx) xsin LE 
. fX = (1+sin mx) =e In x mais sin 1x O donc — © - —7 - 
1 
I 


X—+00 In x X—+00 In x X—+00 
n x 
a 1 donc f (x) ca [el 


+00 


, arctan(x-1) arctan(x-1) x-,_1 arctanX > Ne sin(e%-D_1) x, 
. D'une part : © = © © > — =, D'autre part : —° =—— 
x2—] (x—1)(x+1) X(X+2)x-02X 2 


sin(e® 1) (e® -1) X sin(et*-D 1) 
| 


In x 


= —° 2 = =] donc — © — 1 et — 
n(1+X) x-0 X X—0 X ds In x x—1 ES) x—1 


; Inch x nm(1+(chx-—1)) 
. fG) = chxarcsinx = earcsin?x — e  arcsin?x et In(1+(chx-1)) . (chx-1) 
X— 
n(1+(chx-—1)) x2 _I Ur 
D On en déduit que f (x) —|[ve] 
x+1 


1 mx Inx 
x X —x xx —] e x —1 Sd In x 


Infi+x)  Infl+x)  “Infl+x) ++ n{l+x) In  né+hfi+d) 


1 1 


mf1+ +) eZ 
Res 


In x 





Exercice 11.21 M 
Déterminer lorsqu'elles existent les limites en le nombre indiqué des fonctions suivantes : 
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arctan x — arctan a 


ES 
Il 
© 


1+x- 


1 
nx 


4. f(x) = enx=aeRi\{l} 


L FO = log, X—1 


: 


2. f(x) = 





L 
— en x= I. argsh x 
Fe. 5. ft) = © 
sin (e*) Il 
3. f(X)=————— en x=-00. 


tan in 1+— 
x 





€n X = +00 











6. f(H=(nx-l){n(x-e))enx=e 


Solution : 


1 
vVl+x-1 5X 3 3 
1 fO=-— - += > donc f (9) — — |. 
VAUT 2 x—0 |2 


In x n(1+h) 
= a——_— =— 1 

x2—1 h+h2 h-0 h-0 E 
sin (e*) e 
x ]n(1+ 1) X——00 


. Posant h = x-—1, f(x) = 
X 


X— —00 


À 
. Comme e* Te 0,ona: f(x) = — = xe* donc f(x) [o] 
ni 


00 


1 
tan in 1+— 
x 


arctan x— arctan a arctanx—arctana x—a 


a ——_——————— — ——— , Mais, en reconnaissant des taux d’accroissements : 
log, x-—1 X—a log, x-—1 


. f (= 


arctan x — arctan 4 1 log,x—1 1 aln a 
a et 2 CONTES RE nes re 
x-—4a x—a a+1l xX—-a x*-4a alna x—a | a{+1 


imfx+ 27+1) Inx+In[1+ 1e Imf1+ 1+L 


2! 
X X 
= ————— = 1 + ———— — [1] car 
X— +00 


In x In x In x 
In2. On peut aussi effectuer ce calcul par un changement de variable 


a 
argshx x=shx X X 
|| 
- 


In x sh Xin[LsA) 


nx-l 
. f(x = Anx-Dlin(x-e) = se . In(x-e). Mais, en reconnaissant le taux d’accroissement de la 
x—e 


Inx-I1 1 ne 
fonction In en e : om ne et(x-e)In(x-e) — XInX —— 0. Donc f (x) —[0| 
x—e ix—e e X—0 X—e 





Exercice 11.22 VO 
Trouver la limite lorsque x — x* de la fonction 


F(X)= a re 


Solution : Par le changement de variables h = x, on se ramène à trouver la limite lorsque h — 0* de la fonction 


1 1 
g(h) = f(x +h)=(1-cosh) Sn = 6° smA MU Cosh) 





1 2) 
Posons a(h) = — nn In(1 — cos h). D’après l’équivalent classique pour le cosinus, on a1-cosh PE donc on peut 
sin se 
2 
écrire 1 -cos h = Ft avec 0 une fonction vérifiant : O(h) — 1. Alors 


h?2 
In(1- cos h) = in[ #0) =2Inh-In2+In6(h) 


et donc 


n(1-cosh) - 2Inh 
h—0 


Par suite, il vient que 
2mh 


D 


h—0 h  h-0 


et par conséquent g(h) — 0 et donc| f(x) —— 0 |. 
xt 
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Exercice 11.23 O 
Trouver un équivalent lorsque x — + de la fonction 
in(_1 
sin( _ | 


GO = x 


Solution : Mettons f (x) sous forme exponentielle : 


sin 1 


fœ=e 


Jia on a : 


1 
En posant a(x) = sin 
i () = 
In x 


RE 
x—0 x2 x—+00 


a(x) 0 


In x 


Et donc on peut utiliser l’équivalent classique pour l’exponentielle et il vient que : f(x) se a(x) le 
X— X— X 





Exercice 11.24 VO 
Trouver un équivalent simple lorsque x — + de la fonction définie par 


f GX) = imfe**+1 _ #) +]In Ge -1) 


Solution : Écrivons : 
® 
24] X 2 
f(x =In Cia h- +In|x 1-—)| 


2 a 1 
=x"+2Inx+1+In|1-— +In|1-— 
e* +1 x2 





l 
x—0 x—0 
Exercice 11.25 OC 


Trouver un équivalent simple lorsque x — + de la fonction définie par 
In(x?+1)-In(2x2-1 
oo = MP +1 1) 
In(x$ +1)-In(x$ 1) 


Solution : Cherchons un équivalent du numérateur n (x) puis du dénominateur d (x) de cette expression : 


1 1 
n(x) = In(x? + 1)-In(2x2 -1) =Inx?+In|1+— -in@x) ni - =, 
x2 2x2 


1 l 1 
—Inf1-—|=-In2+In|1+—|-In|1-—| - -In2 
x2 2x2 ] x—0 


1 
=2Inx-In2-2Inx+In|1+— 
x2 2x2 


x3+1 


d(@ = (x +1) -In(-1)=m|— 
x° —1 
1+L 2! ; 
-n| =)-nfs — = — 
1 1 = x—0 X 


ri 


Par conséquent, on trouve que 
In2 ; 
X) = ——x 
f ae 2) 
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Exercice 11.26 ©Q 
Trouver un équivalent simple lorsque x — x de 


fo = e°* + cos x 


Solution : Effectuons le changement de variables h = x - n. On obtient : 


fCh) = f(x +h) = eh _ cos h = (CE = 1) + (1- cos h) = a(h) +fB(h) 


h? # 
Puisque a(h) A — sin h - —-h et que B(h) . En il vient que B(h) = o(x(h)) et donc que f(h) - a(h) - —-h. Par 


conséquent, | f(X) . (m— x) |. 


Exercice 11.27 VO 
Trouver un équivalent simple lorsque x — 1 de la fonction 





fo = ext?) _ QSin(r») 


Solution : Effectuons le changement de variables h = x —1 : 


ft) = fa + h) = e2U+hn(+h) : e”‘intrh) = a(h) — B(h) 


a(h) = e2U+H(A+h _ = 2h et Bien tie = —sin(rh) - -rh 
h—0 h-—0 h—0 


Montrons alors que fCh) 2. (2+7)h : 


FU) at) BU 
2+m0h (C+mh (2+mh 


ce) - 2 et BU?) er . On a bien que A) 
(2+7)h h-0 (2+7) 2+7)h h-02+7 2+7)h 


f@ - C+m(x-1 
nl 


avec — 1. Par conséquent, 





Exercice 11.28 ©Q 
Trouver un équivalent simple lorsque x — 0* de la fonction 


_ (+2 
: sin(nx*) 


fo 


— 1 et donc e*n* . 1. Par 


— 


In(1+x)e*nx xInx 


Solution : Soit g(x) = (1+ 0° = € . Comme xln x — 0, lorsque x — 0, e 


conséquent, g(x) ar TL, 
X— 





D'autre part, h(x) = sin(nx*) = sin(r(e*"* = 1)+7)=-sin(r(e*"*-1)) r(e*"x_ 1) … r(xIn x). Finalement, 
x— x— 


1 
HER 


x-0 nxinx | 





Exercice 11.29 OQ 


Montrer que la fonction 
X 


: X 
DST 


n’admet pas de limite lorsque x — +co. 
Indication 11.9 : On pourra pour cela introduire deux suites (u,) et (v,) de terme général u, = n et vn = ñn+ an avec 


(Gn) telle que: Vn>1,0< a, < 1 avec an ——— 1. 
n— +00 
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Solution : Soit ne N*. Il vient que f(uh) = 1 et que f(V}) = eUi+am)n(n+an)-ninn = en, Posons à = (+ an)In(n+ 
&n) — nln n et développons cette expression : 


an 
Xn = AnMmn+(n+an)In(i+—) 
n 


a a (A+ 4n)a 
Comme a» 1, 7 0 et donc (ñn+ An) In(1 + =) D autre Part, änn 
n—+00 n n n—-+oo n n—+00 n—+00 


finalement ày — +oco. 


En conclusion, f (un) ps 1, f(Vn) : +oo. Par conséquent, f n’admet pas de limite en +co. 
ñn— +00 n— +00 





Exercice 11.30 O 
Calculer la limite en + de 


fo=Vax+1-(x+1) 
Solution : Ecrivons 


1 
3 
FO = Va+1-(x+D=x 1++ 1) 


1 
: 1 \3 1 
mais lorsque x — +co, Le 0 FO — -1| 


Exercice 11.31 OC 
Soit ae R. Calculer la limite en + de 





f(H=Vx2+2x-3- ax 


Solution : Remarquons que si a < 0, alors f(x) — +oo. Supposons donc a > 0. En utilisant les quantités conjuguées, il 
vient que : 


(= &)x2 +2x-3 
FD = V2 +2x 38 V 2x2 = —— 
Vx2+2x-3+Va2x2 
Si a 1, on a alors : : 
= 
He ( Go) 


X—+0 ]l+4a 


x 
etsia=1, f(x) - — - 1. On peut alors conclure : 
X—+00 2% X—+00 
— sia€]-0o,1[ alors f(x) +00. 
X— +00 
— sia= 1 alors f(x) —— 1. 
X— +00 





— sia>1l alors f(x) —— -co. 
X— +00 


Exercice 11.32 OC 
Soient a, b > 0. Déterminer la limite en + de 


1 
x 


f@=(a*+b*) 


Solution : 
— Si a b. On peut supposer par exemple que a > b. Alors 


f(x = (a + b*)* _ aû+x? = Le) 


1 b D. fb\ 1{b\* e*né 
où a(x) = —In|1+|— . Mais puisque — < 1, (2) —— 0 et donc a(x) — =(2 = 
x a a a 


X—+00 x—+o0 X\a x X— +00 


fo a 


X— +00 


— Sia=b, alors 
1 1 
fH=2*a= aex"? 
X— +00 


fu 


Dans tous les cas, 
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11.54 Continuité des fonctions numériques 
Exercice 11.33 Q 


Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues : 


R — R+ — R 


e*-1 Sn 3.1: LE — pes sixZ0 





1. f: 


1 si X=0 


Solution : 


: : ; : X 
1. f est continue sur R* comme quotient de fonctions continues sur R*. De plus : f(x) es 1 donc f (x) rt 
Xx—0 x X— 


1= f (0) et f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue surR. 


2 

. : : À : X 
. f est continue sur R* comme quotient et produit de fonctions continues sur R*. De plus : f(x) - —=2 donc 
q P P ue 

2 


f(x ee 2= f (0) et f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur R. 
X— 


. f est continue sur RŸ comme produit de fonctions continues sur cet intervalle. De plus, xln x me f (0) donc 
x—0 


f est aussi continue en 0. En conclusion, f est continue sur R;. 


: : ; ) RE — il 
. f est continue sur R* comme composée de fonctions continues. Par opérations sur les limites : e% = de f (0) 
x—0 


1 CT 
ete x = +oo donc f n’est que continue à droite en 0. 


X— 





Exercice 11.34 O 
Déterminer sur quel(s) intervalle(s) les fonctions suivantes sont continues : 





R — R R — R 
1- xt ; si . 
1. f: — sixzl 3. f: 4, — Jsn; sixZ0 
FUN + : 0 si x=0 
n+]l si x=1 
R — R 
M) iii, & si 
si X et x£— 
PO TRE 4. f: 1- x2 
2: sin À si x£0 X à six=l1 
X Be 
0 si X=0 0 si X=-1 


Solution : 


1L 
=1+x+x2 +... + x —— 


1. f est continue sur R\{1} comme quotient de fonctions polynomiales. Si x # 1, 1x : 
X— 


I 
(n+1) = f (1) donc est aussi continue en 1. En conclusion, f est continue sur R. 


. f est continue sur R* comme composée de fonctions continues. f n’est par contre pas continue en 0. Consid- 


érons la suite de terme général : Un = Cr pour ne N. Cette suite converge vers 0 quand n tend vers +oo 
n T 


et pourtant la suite (f (Un)) est divergente car elle admet deux suites extraites qui convergent vers des limites 
différentes. 
. f est continue sur R* comme composée et produit de fonctions continues. De plus, pour tout x e R*, -x< xsin À < 
x donc par application du théorème des gendarmes, f (x) sars 0 = f (0). On en déduit que f est aussi continue en 
X— 


0. En conclusion, f est continue sur R. 


1 
. f est continue sur R\{-1,1} comme quotient de fonctions polynomiales. Mais, si xe R\{-1,1}, f (x) = = et 
5% 


donc f (x) NT à = f (). f est donc continue en 1. Par contre f (x) +0oo et f (x) —co donc f n’est 
X— 


1 Ko — 
pas continue en x = —1. En conclusion, f est continue sur R\{-1}. 
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Exercice 11.35 O 
Pour chacune des fonctions suivantes : 


1. Déterminer où elle est définie. 
2. Déterminer là où elle est continue. 


3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie. 





Vi-x2-1|sinx : xIn x 
1. aie Rp sin x 
arctan x ; . 
1 
2. FUI = Vxcos (+) — 4. POS 


Solution : 


1. f est définie sur 1 = [-1,1]\{0}. f est continue sur I comme produit et quotient de fonctions continues sur I. De 
2 
2 
: —X X or 
plus, sixel:f(x A ser 0. On peut prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = 0. 
X— 5e LES 
. f est définie sur I = R£ \{1}. f est continue sur I comme produit, somme et composée de fonctions continues. 


En appliquant le théorème des gendarmes, on montre que V/xcos( 1) DE 0 et donc que f(x) pr —1. On 
X— X: 


F 
E 


prolonge f par continuité à droite de 0 en posant f (0) = 0. Comme |f (| ni +oo, f n’est pas prolongeable par 
X— 


continuité en 1. 


+) 2 . . 5 : 2, 
. f est définie sur I=R; \nN. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I. De plus anx 
x—0 
xIn x D donc f est prolongeable par continuité à droite de 0. f est par contre divergente en tout x e nxN\*. 
x—0 


. f est définie sur I=R\{0,1}. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I. Pour tout x e I, 


(= re donc f (x) (er 1. On peut alors prolonger f par continuité en 0 en posant : f (0) = 1. 


On a aussi : f (X) se PERTE qui est divergente en 1. f n’est donc pas prolongeable par continuité en 1. 
x=1 (x—1)s 





Exercice 11.36 O 
Pour chacune des fonctions suivantes : 


1. Déterminer où elle est définie. 
2. Déterminer là où elle est continue. 


3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie. 


; fer 3. f&@=(x-D(n(x-1) 
vchx-1 
2. f(x = argth xsin À 4. f GO = arctanh(+ x -—— 


Solution : 


1. f est définie sur R*. f est continue sur R* comme composée de fonctions continues. Par opérations sur les limites : 
fo —. 0. On prolonge donc f par continuité en 0 en posant : f (0) = 0. 
X— 


. f est définie sur I = ]-1,1[\{0}. f est continue sur I comme produit de fonctions continues sur I. De plus : 
f(x ae xsin et utilisant le théorème des gendarmes, on montre que xsin À er 0. Il en est alors de même de 
Le Xe 


f et on prolonge f par continuité en 0 en posant f (0) = 0. On vérifie facilement que f est divergente en 1” eten 
—1*. 


. f est définie et continue sur I = ]1,+œl[. De plus : f (x) en 


XInX a oi donc f est prolongeable par 
X—0 
continuité en 1* en posant f (1) = 0. 


. f est définie sur I = ]-1,+oo[\{0}. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I. Par opéra- 


vch(-1)-1 
tions sur les limites, f (x) - = = Se et donc f est prolongeable par continuité en —-1. De plus : 
+ lt sh (— 
vchx-1 vchx-1 AE 
——— . Donc —— Et —— — 
s 


sh x x—07 


arctanIn(1+x) - In(1+x) - x——0et 
x—0 x—0  x—0 


v2 


—. f n’est donc pas prolongeable par continuité en 0 par contre elle admet une limite à gauche et à droite de 0. 
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Exercice 11.37 O 
Pour chacune des fonctions suivantes : 


1. Déterminer où elle est définie. 
2. Déterminer là où elle est continue. 


3. La prolonger par continuité, quand c’est possible, là où elle n’est pas définie. 








argsh x 
| = 3. = argth x- 
1. f(x — f (x) = argthx —_ 
arcsin x arctan Ce . 1) 
2. X) = 4. = ————————— 
fc argsh x f@œ sh(x-1) 


Solution : 


1. f est définie sur I=R\{0,1}. f est continue sur I comme quotient de fonctions continues sur I. On a : f(x) . 
X— 


—=1 Fer 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 si on pose f (0) = 1. f est par contre divergente en 1. 
0 x 


2. f est définie sur I = [-1,1] \{0}. f est continue sur I comme quotient de fonctions continues sur I. De plus 
x 
f(x re 1 donc on prolonge f par cntinuité en 0 en posant f (0) = 1. 
x—0 X 


3. f est définie et continue sur ]-1,1[. 
4. f est définie sur I = ]1,+co[ (mais aussi sur ]+oo,-1[). Elle est continue sur I comme composée et quotient de 


v2(x-1I 2 
fonctions continues. De plus : f(x) — VER = de 
x—it x-1 VEN x 1 


+oo donc f est divergente en 1. 





Exercice 11.38 © 
Étudier la continuité sur R des applications : 


f:x- Ex) + Vx-E(x g:x E(x) -(x-E(x))? 


Aide : on distinguera les cas: ae R\ZetaeZ. 


Solution : 


1. (a) SiaeR\Z alors il existe ke Z tel que ae]k,k+1[. Par suite, pour x pris dans un voisinage suffisamment 
petit du point a, on a : f(x) = k+Vx-— k qui est continue en a. 


(b) Sia=keZz alors 
i. à gauche de a: f(H =k-1+Vx-k+1 = k= x= f(x) donc f est continue à gauche de a. 





ü. à droite d… a: f(xX)=k+vVx-k k= x= f(x) donc f est continue à droite de a. 


x— at 
En conclusion f est continue sur R. 
2. (a) SiaeR\Z alors il existe k € Z tel que ae]k,k+1[. Pour x pris dans un voisinage suffisamment petit du 
point a, f(x) =Kk+(x- k)? qui est continue en a. 
(b) Sia=keZz alors 


i. à gauche de a: f(x) =k-1+(x-k+ 1)? Te k=a= f(a) donc f est continue à gauche de a. 


ü. à droite de a : f(x) =k+(x- k)? k= a= f(a) donc f est continue à droite de a. 
x— at 


En conclusion f est continue sur R. 





Exercice 11.39 OC 
Soit la fonction 


f: ” 1 sixeQ 
0 sixgQ 


Montrer que la fonction f est discontinue en tout point xo € R. 
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Solution : Soit xeR. Puisque Q est dense dansR, 


Ve>0, 4aeQ : |x-al<e 


. 1 1 nr , : 
Soit ne N*. Pour e = —, on trouve an € Q tel que |x-— anl < —. On construit ainsi une suite (an) de rationnels vérifiant : 
n n 


1 ; 4 : ’ 
Vn>1,1|x-anl< —. La suite (a,) converge vers x. De la même façon, puisque R \Q est dense dans R, on construit 
n 


une suite (b,) de nombres irrationnels qui converge vers x. Mais alors si l’on suppose que f est continue au point x, 
Vn2>1, f(an) = 1 et donc f(an) eu 1, mais puisque f est continue au point x, f (an) es f(x), ce qui montre 
OO TO 
que f(x) = 1. D'autre part, Vn > 1, f(by) = 0 et f(by) rer f(x) ce qui montre que f(x) = 0, une absurdité. Par 
— +00 


conséquent, la fonction f n’est pas continue au point x. 





Exercice 11.40 OVQ 
Soit f : [0,1] R une fonction bornée et continue sur [0,1]. On considère la fonction 


, [0,1] — R 
CU OX > Super, (D 


1. Montrer que est croissante. 


2. Soit x € [0,1]. Montrer que 4 est continue en x. 


Indication 11.9 : Pour la deuxième question, considérer € > 0 et utiliser la continuité de f en x. Il existe à > 0 tel que 
silt-— xol < à alors |f L fGo)| <E€. Supposer que x, < x < X+ à et montrer que SUP;e10,x  (f) < SUP4e10, x]  (P) + E- 


Solution : 

1. Soit0<x<7y<1.Soitte[0,x]. Puisque te [0, y], f(A < SUP; (0, y] f(®). Par passage à la borne supérieure, on en 
déduit que (x) = sup;e1o, x f (0 < SUPseo,n Ÿ (0) = p(y) (le nombre (y) est un majorant de { f(#); t € [0, y]}) 

2. Soit alors xo € [0,1]. Montrons que est continue en x : Soit £ > 0. Comme f est continue en xo, il existe a > 0 
tel que Vte [0,1], |f-xol <a — |f(0 - f(x)| <e. 
Soit alors x € [0,1] tel que |x— xol < à. Supposons dans un premier temps que xo < x. On sait déjà que p(xo) < 
(x). Soit te [0, x], si t € [xo, x], alors f(P) < f(xo) + € < SUP;e[0,x0] Ÿ () +Ee < P(Xo) +€. Et si t € [0, xo], alors 
(D < Sup,e{o,xo] Ÿ () < PO < (D +E. 
On a donc montré que Vt e [0,x], f(f < p(xo) + €. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que @(x) < 
@(Xo) + €. 
Donc, on obtient que 

P(Xo) < px) < px) +E — lp) — p(x)| <E 


Dans le deuxième cas, si x < xXo, on sait déjà que @(x) < p(xo). Minorons alors @(x) : Par passage à la borne sup 
comme précédemment, on obtient que p(x) < p(xo) + €. Donc 


Po) — € < px) < po) — [px -p(xo)| < € 


En conclusion Y est continue en xo. 





Exercice 11.41 OVQ 
2 — 
Soit f : [0,+[— R une fonction continue en 0 telle que f (0) =0 et lim 20700 = 0. Montrer que lim 2 = 
X— X X— X 
0. 
Indication 11.9 : Une des hypothèses fait intervenir f (2x) et f (x). On cherche à obtenir un résultat sur f(x) seulement. 
x 


: rss He ; . X 
Ecrire la définition de la limite : il existe à > 0 tel que pour tout x € [0,a[, ...Remarquer que : < «à et donc se < 


X X : ; X X : ds _ _— : 
f(x - fe) < ES. Ecrire ce que l’on obtient avec 227" Si on additionne ces inégalités et on fait tendre p vers +oo, 


qu'’obtient-on ? 


— 0, il existe à > 0 tel que 


f@x) - f(x) 
X 


Solution : Soit e > 0. Puisque 


—E < DMC) he <E 


X 


VxEe [0,al, 
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X Fe) . "2 + . 
,— € [0, a], on a la série d’inégalités suivantes : 


Soit alors x € [0,a]. Soit p e N. Puisque P 


< = FO) 
 . —… 
HS ÎCz 


= en 


21 
En sommant ces inégalités, on trouve que : 


re + . < f(x) Ne + . 
—€— _ …. ——— < X _— — << E— _ .. — 
2, 2) D Em 2P 2) 2 D Du 


On calcule alors la somme géométrique 


On a donc montré que pour tout pe N, 
1 l e LE l 
—ExXx(1 — 3p) < fx — 1Gp) < EX(1 — 3p) 


Comme ces inégalités sont valables quel dis soit p, on peut passer à la limite lorsque x est fixé et p — +oo. Puisque 


1 . 
ner 0 et que f est continue en 0, FE) a f{0) = 0. On obtient donc que 


—EX< f(x) <EX — 


pal. 
x 


f (2 
On a bien montré que — —— 0. 
À 0 





11.55 Théorème des valeurs intermédiaires 


Exercice 11.42 ©O 
Soit f une fonction polynomiale de degré impair. Montrer que f possède au moins une racine réelle. 


Solution : Supposons que le coefficient du terme dominant de P soit positif. Comme P est de degré impair, on en déduit 
que Jim f (9 = -c et que Jim f (x) = +00. Comme f est polynomiale, elle est continue et donc, par application 
— —00 — +00 


du théorème des valeurs intermédiaires f (R) = R. Il existe donc c ER tel que| f (c) =0 | On raisonne de même si le 
coefficient du terme dominant de P est négatif. 





Exercice 11.43 O 
Soit f :R —R continue telle que Jim fo) =-1et Jim f(x) = +1. Prouver que f s’annule 


Solution : Comme Jim f (2 = —-1, il existe a ER tel que f (a) < 0. De même, comme Jim f (2 = +1, il existe bER 
== — +00 

tel que f (b) > 0. f étant continue, d’après le théorème des valeurs intermédiaires appliqué sur le segment [a, b], on en 

déduit qu'il existe c € [a, b] tel que f (c) = 0 





Exercice 11.44 Q 
Soit f : [0,1] — [0,1] continue. Prouver que f possède au moins un point fixe. 


Solution : Introduisons la fonction g donnée par Vxe [0,1], g(x) = f(x) — x. La fonction g est continue sur [0,1], 





g(0) = f (0) > 0 et g(1) = f(1) - 1 < 0 donc, d’après le théorème des valeurs intermédiaires, g s’annule sur [0, 1]. 
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Exercice 11.45 ©O 
Montrer que les seules applications continues de R dans Z sont les applications constantes. 


Solution : Soit f :R— Z, Suposons que f n’est pas constante. Il existe alors des réels a < b tels que f(a) Z f(b). Soit 


y un nombre non entier strictement compris entre f (a) et f(b). D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe 
x €]a, b[ tel que f(x) = y et donc f n’est pas à valeurs dans Z. f est donc forcément constante. 





Exercice 11.46. ©Q 
On considère un méridien terrestre et l’on suppose que la température au sol varie continument sur ce méridien. 
Montrez l’existence de deux points antipodaux sur ce méridien où la température est la même. 


Solution : À chaque point du méridien, on associe l’angle 8 entre le pôle nord et ce point. Considérons la fonction 
f : [0,2n] — R où f(0) représente la température au point d’angle 6. Par hypothèse, cette fonction est continue et 
f(0) = f (27) =T oùT est la température au pôle nord. Considérons la fonction définie sur [0, x] par g(8) = f(0+n)-f(8). 
Comme g est continue et que g(0) = f(x) — f (0) = f(x) — f(2x) = -g(n), d’après le théorème des valeurs intermédiaires, 
il existe à €]0, nf tel que g(a) = 0, c’est-à-dire f (a+ 7) = f(x). 





Exercice 11.47.  ©Q 
Soit f :R — R continue et décroissante. Montrer que f admet un unique point fixe. 


Solution : 

Introduisons la fonction g donnée par VxeR, g(x) = f(x) — x. g est strictement décroissante et donc injective et ne 
s’annule donc qu’une fois au plus. Supposons que g ne s’annule pas. Alors g est ou strictement positive ou strictement 
négative. 


1. Sig>0alors VxeR, f(x) > xet donc f(x) gs +00 ce qui est absurde car lim f = inff. 


2. Sig<Oalors VxeR, f(x) < xet donc f(x) = —0o ce qui est absurde car lim f = sup f. 
mn CO CO R 


On aboutit dans les deux cas à une contradiction et nécessairement g s’annule une et une seule fois sur R. On en déduit 
que f admet un et un seul point fixe. 





Exercice 11.48 OC 
Soit une fonction f : [0,1] R continue sur le segment [0, 1]. Soient deux réels p, q > 0. Montrer qu'il existe xo € [0,1] 
tel que 


p.f (0) + qf() = (p + q) f (x) 


Solution : Introduisons la fonction définie par @(x) = (p + q) f(x) — pf(0) - qf0Q). 
Cette fonction est continue sur le segment [0, 1] et 


(0) = g(f(0)- (D),  p() = p(f() — f(0)) 


Comme p, q > 0, @(0) et p(1) sont de signes opposés. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe xo € [0,1] 
tel que p(xo) = 0, ce qui prouve le résultat. 





Exercice 11.49. ©Q 
Soit une fonction f :R—R continue et croissante. On suppose qu'il existe un réel a > 0 tel que 


vaner, [f@-fW|>a|x-yl 


Montrer que la fonction f est bijective. 


Solution : 


1. Montrons que f est injective : soient deux réels (x, y) € R? tels que f(x) = f(y). Alors 


1 
x yl<= |FGO — f(y)] < 0 


et donc x= y. 


. Montrons que la fonction f n’est pas majorée. Par l’absurde : si f était majorée alors d’après le théorème de la 
limite monotone, elle tendrait vers une limite finie l lorsque x — +oo. Mais alors, il existerait c > 0 telqueVx> c, 
1—1< f(x) < 1. On aurait alors, 


l 
Vx2c, |f(H-f(0|>zalx-c| — (x el < If — ft < 


ea : 1 : 
ce qui est impossible car pour x assez grand, |x— c| > —. On montre de même que f n’est pas minorée. 
a 
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3. Par conséquent, la fonction f est surjective. En effet, Soit te R. Comme lim; f (x) = + etlimz_._ f(x) = 
—co, il existe (a, b) € R? tels que f(a) < t < f(b). Mais alors d’après le théorème des valeurs intermédiaires, 


Ace [a, b] tel que f(c)=t. 





Exercice 11.50 OC 
Soit f : [0,1] [0,1] une fonction continue. 


1. Montrer que Vn e N*, il existe an € [0, 1] tel que f(an) = aï ; 


2. On suppose maintenant que f est décroissante strictement. Montrer que pour tout n e N°, le réel ay € [0,1] 
trouvé dans la question précédente est unique à vérifier f (an) = a} et étudier la suite (an). 


Solution : 

[0,1] — R 
x — f(x -x" 
&nQ) = f (1) -1 <0. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe an € [0, 1] tel que g»(an) = 0 et donc 
f(an) = ay. 

. Si f est continue et strictement décroissante, alors pour tout n e N*, g, est continue et strictement décroissante 
également. Par conséquent, g, réalise une bijection de [0,1] vers [f (1) — 1, f(0)]. Comme 0 e [f(1) — 1, f(0)}, O 
possède un unique antécédent a, par gn. Calculons gn+1(@n) = f(an) - at? = a — al = a (1 — a) > 0 (car 
Sn(An) =0 — f(an) = aÿ). Comme gn+1 est décroissante, 4n < An+1 (par l’absurde, si an+1 < An, On aurait 
0 = gn+1(Gn+1) > &n+1(An) > 0). (Un petit coup d’œil sur le tableau de variations "évite" un raisonnement par 
l’absurde). 

La suite (a,) est croissante et majorée par 1, elle converge donc d’après le théorème de la limite monotone vers 


un réel LE [0,1]. 


1. Soit n > 0. Posons g» : . Alors la fonction g, est continue sur [0, 1] et g,(0) = f (0) > 0, 





Exercice 11.51 VV 
Soient deux fonctions continues f,g : [0,1] [0,1]. On suppose que fo g = go f. On note K l’ensemble des points 
fixes de f. 


1. Montrer que K est stable par g. 
2. Montrer que K possède un plus petit élément xo. 


3. On suppose que VxeK, g(x) > x. Montrer que la suite définie par x et Vn EN, Xn+1 = g(Xn) ConvVerge vers un 
point fixe commun à f et g. 


Solution : 
1. Soit xe K. Montrons que g(x) € K. Calculons pour cela f(g(x)) = g(f(x)) = g(x). 


2. K est non vide, voir l’exercice 11.44 et minoré par 0 donc K possède une borne inférieure x). Montrons que xo € K. 
En appliquant la propriété de caractérisation de la borne inférieure, on construit une suite (X,) de points de K qui 
converge vers xp. Comme Vn EN, f(Xn) = Xn, et que f est continue au point xo, il Vient en passant à la limite que 
f(%o) = x, donc x € K. 

. Soit ne N. On a Xn+1 = g(Xn) > XA et donc la suite (x,) est croissante majorée par 1. Elle converge d’après le 
théorème de la limite monotone vers L € [0,1]. Comme VneN, f(xn) = xn ( démonstration facile par récurrence), 
et que f est continue au point {, on trouve que f(£) = £. Comme également Vn EN, Xxn+1 = g(Xn), On a aussi 
g(£) = £ et donc £ est un point fixe commun à f et g. 


Remarque : On pourrait se poser la question de savoir si dans le cas général il existe toujours un point fixe commun à f 
et g. Cette conjecture a été émise en 1954. La réponse (négative) a été apportée en 1969. Le lecteur curieux pourra se 
reporter à la (longue) discussion : http ://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php ?4,546479 





Exercice 11.52 OVQ 
Soit f:R—R une fonction continue, ne N* et x1,...,Xn € R. Montrer qu’il existe ce R tel que 


fra = +" + fn) 
n 


Indication 11.9 : Résoudre d’abord l'exercice pour n = 2 en faisant un dessin. Passer ensuite au cas général. 
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Solution : Notons 


e fn) +++ f(Xn) 
n 
Montrons qu'il existe i € [1, n] tel que t < f(x;). Par l’absurde, si Vk € [1, n|, f (xx) < f, en additionnant ces inégalités, 
on aurait , 
nt= > f(xe) <nt 
k=1 
ce qui est absurde. On montre de même qu'il existe j € [1, n] tel que t> f(x;). 
Par conséquent, te [f (x;), f(xi)] et d’après le théorème des valeurs intermédiaires, comme f est continue sur R, il existe 
celx;,xi] tel que t = f(c). 





Exercice 11.53 OVQ 


x 
Soit une fonction f : [0,+co[- R continue telle que Vx > 0, f(x) > 0. On suppose que fœ paru l'avecO<IT<I. 
X — +O0 


Montrez que la fonction f admet un point fixe. 


Solution : Considérons un réel keR tel que l < k< 1. Comme nes) PE 1, il existe À > 0 tel que Vx>A, F0) <Kk. 


x x 

Donc pour x > À, f(x) < kx. Considérons la fonction @ définie sur [0,+oo[ par @(x) = f(x) - x. On a @(0) = f(0) > 0, 

et puisque (x) < (k—1)x pour x > À, et que (k— 1) < 0, (x) in Donc il existe B > A tel que (B) < 0. En 
FO 

utilisant le théorème des valeurs intermédiaires entre 0 et B, on montre l’existence d’un zéro de la fonction @ et donc 


d’un point fixe de la fonction f. 





Exercice 11.54 VV 
On considère une fonction contractante f surR : 
VX, ER?, [FCO -f(]|< KkIx- yl 
avec0O<Kk<]1. 
1. Montrer que VxeR, 
If GI <1f(0)1+ Klxl 
2. On considère la fonction 
JR —R 
8° x — fx -x 


Montrer que g(x) +00. 





—00 et que X 
X— +00 4 A ) X— —00 


3. Montrer que f possède un unique point fixe : 





1x0 ER tq f(x) = xo 
Solution : 
1. Utilisons la minoration de l’inégalité triangulaire et le fait que f est contractante : pour tout xeR, 
lF(HI-If(O) < kix— 0] 
2. En utilisant la majoration précédente, pour x > 0, on obtient que : 
g( <1f(0)1+(k— Detnsre —00 


et pour x < 0, 
gx) >-[f(0)1+(k—1)x +00 


X— —00 


On conclut alors grâce au théorème des gendarmes. 


. Comme g(x) x 7 et que g(x) = +00, il existe À,B ER tels que g (A) < 0 et g(B) > 0. On applique 
— +00 ms C0 

alors le théorème des valeurs intermédiaires à g sur le segment [A,B] et on montre qu’il existe x € R tel que 

g(o) = 0. Le réel x est un point fixe de f. Il est unique car si x, est un autre point fixe de f alors comme f est 


une fonction contractante, il Vient que 


[0 — x6| = | F Gro) — F (x0)| < k|x0 - x] 


ce qui est impossible, à moins que xo = x(, car ke [0,1[. 
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11.56 Continuité sur un segment 


Exercice 11.55 Q 
Soient f,g :[a,b] —R continues telles que Vxe[a,b], f(x) < g(x). Montrer qu'il existe à > 0 tel que 


Vrxela,b], f(x) <g(x)-a. 


Solution : 
Considérons la fonction définie sur [a, b] par 8 = g — f.La fonction 0 est continue et strictement positive sur [a, b]. Elle 


possède donc un minimum strictement positif atteint en un certain point c € [a, b]. Posons : à = @(c) = g(c) — f(c) > 0. II 
est clair que: Vxela,b], f(x) < g(x) - 0. 





Exercice 11.56 ©O 
Soient deux fonctions f,g : [0,1] R continues telles que 


Vxe [0,1], 0 < f(x) < g(x) 


Montrez qu'il existe un réel k > 1 tel que 
Vxe [0,1], g(x) > Kkf(x) 


Solution : Considérons la fonction @ définie sur le segment [0,1] par @(x) = g(x)/f(x). Comme Ia fonction f ne 
s’annule pas, @ est définie et continue sur le segment [0,1] et possède donc un minimum. Il existe x € [0,1] tel que 


Vxe [0,1], p(x) > p(xo). Posons k = p(xo). Comme f(xo) < g(x), k > 1 et alors Vx € [0,1], g(x)/ f(x) > Kk d’où le 
résultat. 





Exercice 11.57 ©O 
Soit une fonction f continue sur R. On suppose que 


fo 





+oo et f(x) 


X— +00 X— —00 





+00 
Montrez que la fonction f possède un minimum. 


Solution : Soit x ER. Posons A = f(xo). Comme f(x) > +00, d’après la définition de la limite, il existe B > 0 tel 
X— +00 


que VxeR,|x\2B — f(x) > A. On a en particulier xo € [-B, B]. La fonction f est continue sur le segment [-B, B] et 
donc possède un minimum sur ce segment : 


Ice [-B,B]|Vxe[-B,B], f(c) < f(x 


Montrons que VxeR, f(x) > f(c) ce qui montrera que f(c) est un minimum de f surR. Soit xeR. Si xe [-B,B|, on a 
bien f(c) < f(x). Si x # [-B,B], alors f(x) > A = f(x) et comme x € [-B, BJ], il vient que f(x) > f(xo) > f(c). 





Exercice 11.58 © 
Soit f:R—R une application T-périodique (T > 0) et continue. Montrer que f est bornée. 


Solution : Considérons la restriction de f au segment [0,T]. Elle est continue sur ce segment, et donc est bornée : 
M>0: VxelO,T], |[fG| < M. Mais alors, si xeR, avec y = EC), onanT<x<(n+1)T et donc f(x) = f(x-nT) 
et puisque x — nT € [0,T], |[f| < M. 





Exercice 11.59 M 
Soit f :R — R bornée et g:R — R continue. Montrer que go f et fo g sont bornées. 


Solution : 
Comme f est bornée sur R, il existe M > 0 tel que pour tout x ER, [FO] < M. En particulier, VxEeR, f(g(x)<M 


donc f ° g est bornée sur R. Par ailleurs f(R) € [--M,M] et g est continue sur [--M, M] donc g est majorée et minorée sur 
[-M,M] et go f est bornée surR. 





Exercice 11.60 OC 
Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [0,1] vérifiant : 


Vxef0,1], 0< f(x) < g(x) 
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On considère une suite (xn) telle que Vn EN, x, € [0,1] et l’on définit la suite (a,) par 


n 
_—_. (ee) 
g(Xn) 





Déterminer la limite de la suite (ah). 
fo 


Indication 11.9 : En utilisant le fait que [0,1] est un segment, montrer que e < k<1 sur [0,1]. 
g(x 


fo) 


Solution : La fonction p(x) = AE est continue sur le segment [0,1]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes sur ce 
g(x 


FO Ë f Co) > 
gx)  g(x) 


segment : il existe xo € [0,1] tel que supp k<]1. Donc 


Vxe [0,1], 


Alors Vn e N, 0 < an < k” et comme k < 1, la suite géométrique (k”) converge vers 0. D’après le théorème des 
gendarmes, la suite (a,) converge vers 0. 





Exercice 11.61 OC 
On considère une réunion de deux segments K = [a,b]UIc,d] avec a< b<c< d. Soit f :K-— K une fonction continue 
sur l’ensemble K. On suppose que V(x, y) € K?, 
x£y — |fXD-f(i<Ix- y 


On considère la fonction @ définie sur K par @(x) = | f(x) — x|. Montrez que la fonction @ possède un minimum sur K. 
Montrez par l’absurde que ce minimum est nul. En déduire que la fonction f admet un unique point fixe xo € K. 


Solution : La fonction @ est continue comme somme et valeur absolue de fonctions continues. Elle est donc continue 
en tout point de l’ensemble K. Comme la fonction @ est continue sur le segment [a, b], elle possède un minimum 
Mi = (x) sur [a, b] avec x1 € [a, b]. De même, elle possède un minimum M; sur le segment [c, d] avec M2 = p(x2) où 
x € [c, d]. On pose m = min{M1,Mh} et on vérifie que M est un minimum de la fonction @ sur K. Donc on a montré que 


3% €EK : VxekK, @p(xo) <p(x) 


Si par l’absurde, @(xo) À 0, en utilisant l’inégalité de l’énoncé, puisque f (x) À xo, et f (xo) € K, on aurait 


LFP 0) — f Go)| < 1 Co) — x 


et donc @(f(x0o)) < p(xo) ce qui est impossible. Par conséquent, (x) = 0 et donc f(x0) = xo. Montrons l’unicité du 
point fixe. S’il existait deux points fixes x e K et x2 e K, avec x1 À x2 on aurait 


1f Ga) — Ge) < 1x1 — 2] 


et donc |x1 — x2| < |x1 — x2| une absurdité. 
Remarque : l'hypothèse f continue est superflue, puisque f est lipschitzienne. 





11.57 Fonctions Lipschitziennes 


Exercice 11.62 VO 
On considère une fonction f :R—R et une constante K > 0 telle que 


VGNER, Ix-y<1 = [f-f(y|<Kix-yl 


Montrer que f est K-lipschitzienne sur R. 


Solution : Soient (x, y) € R?. Supposons que x < y. On peut considérer xo = X, x1 = X+1,..., Xk = x+ K, Xn = y avec 


Y— Xn-1 < 1. Alors 






LfO-f = |fO-fGn-10)+f Gn-1)-f Gn-2)++ fCa)-f D] < [FO -fGn-0|+|fGn-1)-fGn-2)|++] ff | 


et donc 
| FO — FC] < K[G1 2 + (2-41) +++ (y 22)] = K(y- x 
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Exercice 11.63. ©Q 
Soit un réel a > 0 et une fonction f : [a,+œl[- R croissante. On suppose que la fonction f admet une limite finie 1 


lorsque x — +co et que la fonction 
[a,+oo — R 
F6 _ Jæ@-f(@ 


X 
X— a 


est croissante. Montrez que la fonction f est constante. 


Solution : Montrons que f est constante par l’absurde. S’il existe b > a tel que f(b) À f(a), puisque la fonction f est 
croissante, on aurait f(b) > f(a). Soit x > b. Comme la fonction g est croissante, 


FO — f(a) _ f)- fa) 


> 
X—a b-a 


Donc f(x) > (x— DIS Te + f(a). Posons à = Le >0.OnaVx2> b, f(x) > a(x— a) + f(a) Ne +0 et 
donc f(x) ne +oo, une absurdité. 





Exercice 11.64 VO 
On considère des fonctions réelles f et g définies et continues sur [0,1]. On définit une fonction par : 


p(n = sup (f(x) +1g(X). 
xe[0,1] 


1. Montrer que est définie surR. 


2. Montrer que est Lipschitzienne sur R. 


Solution : 


1. SoitteR. Comme f et g sont continues sur le segment [0, 1], la fonction: x f (x)+tg (x) est continue sur [0, 1]. 
8 est donc bornée sur [0, 1] et atteint ses bornes. On note x; un réel élément de [0, 1] tel que 0 (xs) = SUP se(0,1] 6 (#). 
On a alors : @p(r) = 0 (x) et p est définie sur R. 


2. Soient t,t'ER. Ona: 
pp) = tg(x0) — exe) + (f(x) — far) + l'e(xe) — d'e(xt)) = tg(xt) — t'e(xt) 


et de même 
pH) Ep = r'e(xt)- tg(xtl) 
Donc 
lp) — p(E)1= max(|tg(x0) -— r'e(xt)l,1rgCxt) — Eg(xt)1) = Mit- r|. 





On prouve ainsi que Y est Lipschitzienne de rapport M. 


Exercice 11.65 OC 
Soient deux fonctions f,g:[a,b]-R lipschitziennes. Montrez que la fonction f g est lipschitzienne sur [a, b]. 


Solution : Comme les fonctions f et g sont continues sur le segment [a, b], elles sont bornées. Notons My = 
SUP ;e1a,p1l f CI et Mg = SUP,e(a,h 180. Comme f et g sont lipschitziennes sur [a, b], il existe deux constantes KF 
et Kk, telles que 


v(x, y) € la, D, If -fNI< krlx- ylet 1g(0 - gPI< kglx- yl 
Posons alors 
K= M£kf + MKg 


Vérifons que f g est K-lipschitzienne. Soit (x, y) € [a, b\2. Écrivons 


Fe@-frQi= |8 [FC - + FO 8G - 80] 


<|gIF GC - fHI+IfHIIgE - gp 
<MGkflx- yl+M}Kkglx- y 


<K|x-— y 
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11.58 Continuité uniforme 


Exercice 11.66 O 
Soit une fonction f :R—R continue et périodique. Montrez que la fonction f est uniformément continue sur R. 


Solution : Comme la fonction f est périodique, il existe T > 0 tel que VxEeR, f(x+T) = f(x). Considérons le segment 
[0,2T]. Comme la fonction f est continue sur ce segment, d’après le théorème de Heine, elle est uniformément continue 
sur ce segment. Donc il existe n > 0 tel que 


V(x y El0,2T, Ix-y<n — |f()-f{pIs<e 


Posons n = min(n,T) > 0. Considérons maintenant (x, y) € R? tels que |x-— y|<n/, avec pour simplifier x < y. Il existe 
neZ tels que x-nT € [0,T] et y-nT e [0,2T] (il suffit de poser n = E(x/T)). Alors puisque (x-— nT, y - nT) € [0, 2T}2 et 
[(X—nT)-(y-nT)|=|x-y|<n,onal|f(x-nT) - f(y-nT)|<Ee. Mais puisque f(x- nT) = f(x) et f(y-nT) = f(y), 
il vient finalement que | f(x) - f(Y)I< €. 





Exercice 11.67 OC 
Soit une fonction f : [0,+oco[- R continue surR telle que 


FO — 





lER 
+00 
Montrez que la fonction f est uniformément continue sur R. 


Solution : Soit e > 0. Comme f(x) “ans 1, il existe À > 0 tel que Vx> À, | f(x) — I] <e/2. La fonction f est continue 
mn) 


sur le segment [0, A+ 2] et donc d’après le théorème de Heine, est uniformément continue sur ce segment. Donc il existe 
n > 0 tel que 
VGx, PE [0,A+1/ |x-yi<n = |f@-fpI<e 


Posons n! = min(n, 1). Soit maintenant (x, y) € [0,+ool[? tels que |x-y|<n/. Étudions les cas suivants : 

— Ssi(x, y) € [0,A+ 1J2, on a bien puisque |x— y|<n, |f() - f(NI<E ; 

— si par exemple x € [0,A +1] et y € [A+ 1,+o0[. Comme |x- y| < n/ < 1, on a x€ [A,A+1] et yE [A+1,+oo[, donc 
x, y € [A, +ool et donc 


FC) - fI= IF -1+01-fUIIS<IFC-IH+IFON—-1]<e/2+e/2=e 


Donc dans tous les cas, | f(x) — f(y)l< €. La fonction est bien uniformément continue. 





Exercice 11.68 OVOQ 
Soit une fonction f : [0,1] — R. On définit la suite de terme général 


LIT 


or DEf(Ë 


Montrez que cette suite converge vers 0. 


Solution : Soite > 0. Comme la fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément continue d’après 
le théorème de Heine. Donc il existe n > 0 tel que 


V(x y) e[0,1, Ix-yl<n = |fH)-f{pI<eE 


Posons N = E(1/n) + 1. Soit n € N tel que n > N. Écrivons u, en groupant deux termes successifs : Lorsque n est pair 
(n=2p), on peut écrire 
Lie SE «ès 1 +1) 
on k=0 
Or puisque n>N,|(2k+1)/n-2k/n|<n et par conséquent, 
=) 


€ 
lunl<—Ÿe=-<e 
n E=0 À 


Lorsque n est impair, il reste un terme solitaire, que l’on peut majorer en introduisant M = sup,ejo 1,1 f O1 (a fonction 
f est continue sur le segment [0, 1] donc M existe). Notons n = 2p +1. Alors 


2k 2k+1 
 (D-rÉ 
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et donc 


et ici aussi lorsque n > N’, |Un| < €. 





11.59 Equations fonctionnelles 


Exercice 11.69 Q 
Soit f:R—R continue en 0 et soit ke N*, k Z 1 tels que 


VxeR, f(kx) = f(x). 


Montrer que f est une fonction constante. 


Solution : 
Soit xeR. On montre par une récurrence facile que f(x) = f (C5): De plus, comme f est continue en 0, en appliquant le 


théorème de composition d’une suite par une fonction, on montre que : f (à) ee f (0) donc par unicité de la limite 
fn— +00 


f(x) = f (0). On en déduit que f est constante. Réciproquement, on vérifie que les fonctions constantes sont solutions. 





Exercice 11.70 O 
Déterminer toutes les fonctions f :R—R continues telles que 


VxEeR, f2x)=-f(x 


Solution : Soit x e R*. Considérons la suite Xn = _ On montre que Vn EN, f(xn) = (-D" f(x. Mais puisque 
52 0 et que f est continue en 0, f (x) = (-1)" f (Xn) f (0). Donc f (x) = f (0). De plus, comme f (0) = 


n— +00 f— +00 


— f (0) , on a f(0)=0 et f = 0. Réciproquement la fonction nulle vérifie l'hypothèse. 





Exercice 11.71 OC 
Soit une fonction f : [0,+oco[- R continue sur l’intervalle [0, +ool telle que 


Vx>0, f(x2)= f(x) 


Déterminer la fonction f. 
Indication 11.9 : Soit x > 0, considérer la suite récurrente 


Uo=XetVneN, Un+1 = VUn 


Solution : La suite récurrente de l’énoncé s’étudie classiquement : si x > 0, un 1. Comme la fonction f est 
n— +00 


supposée continue, si x >0, f(un) RE fQ). Mais puisque VneN, f(Un+1) = He = f(Un), la suite (f(un)) est 
constante. Par conséquent, f(x) = f (1). 

On a montré que la fonction f est constante sur ]0, +. Ensuite, puisque la fonction f est continue en 0, limz_.o f (x) = 
f(0) et comme Vx > 0, f(x) = f(L), il vient que f(0) = f (1). Par conséquent les seules fonctions vérifiant l'hypothèse 
de l’énoncé sont les fonctions constantes. 


Réciproquement, les fonctions constantes conviennent. 





Exercice 11.72 Q 


1. Soit xeR. Etudier la suite 
Un — 1 


2 





Uo=XetVnEN, Un+1 = 
2. Trouver les fonctions f :R—R continues vérifiant 
VxeR, f(2x+1) = f(x 


Solution : 


: DR : ; x—1 . . 
1. La suite s’étudie classiquement. La fonction h:R—R,x- est strictement croissante, admet comme seul 


point fixe xo = —1 et vérifie h(x) > x si x E ]-o,-1] et h(x) < x si xE [-1,+oo[. Donc si up E ]J—-oo,—-1], la suite 
(Un) est croissante et majorée par —1. Elle converge alors vers l’unique point fixe de h. De même, si uo € [—-1,+oo, 


la suite (u,) est décroissante et minorée par —1 et converge aussi vers —1. En résumé : un ——— -1. 
n— +00 
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2. Puisque f est continue en —-1, f(uh) ft-1. Mais VneN, f(un+1) = f(2un+1 + D = fun) et par con- 


n— +00 
séquent, la suite f(u,) est constante. On en déduit que f(x) = f(-1) et donc f est une fonction constante. Ré- 


ciproquement, les fonctions constantes vérifient la propriété de l’énoncé. 





Exercice 11.73 VO 
On considère une fonction f :10,+œl-- R continue au point 1. On suppose que 


V(x, y) €10,+oof, f(xy) = f(x) + FN) 


Déterminez toutes les fonctions f vérifiant ces propriétés. 


Solution : Considérons une fonction f vérifiant les propriétés de l’énoncé. Définissons alors la fonction 


JR — R 
Pi X —  foexp(x) 


La fonction g est continue au point 0 et vérifie 
VxeER, g(x+ y) = g(x) + g(y) 


en prenant x = y = 0, on montre que g(0) = 0. Si me N* alors, en posant a= g(l),ona : g(m =maet a=gi(l) = 
g(m.+) = mg(+) donc g(+) = Æ et pour tout r € Q+, g(r) = ar. De plus, pour tout x € R, il est clair que comme 
O= g(x- x) = g(x) + g(-x), alors g(—x) = -g(x). Donc : VreQ, g(r) = a.r. Montrons que la fonction g est continue 
sur R. Soit x ER. SoitheR. Puisque g(xo + h) = g(xo) + g(h), on a 


1800 + h) — g(xo)l = 1g(h) — g(0)] 


et la continuité en x, s'obtient facilement de la continuité de g en 0. Comme les rationnels sont denses dansR, sixeR, 
il existe (rn) € Q telle que rh = Mais comme g est continue en X, il vient que g (x) = g(limr») = limg (rh) = 
f— +00 


lim ar, = ax. Par conséquent, Vxe R, g(x) = ax et alors Vy €]0,+ool, f(x) = alnx. On vérifie réciproquement que 
toutes ces fonctions vérifent les conditions de l’énoncé. 





Exercice 11.74 VO 
Soit une fonction f :R—R continue vérifiant : 


VGANER, fx+y = ff" 


1. Montrer que Vx ER, f(x) > 0. 
2. On suppose qu'il existe x eR tel que f(x) = 0. Montrer que f = 0. 


3. On suppose que f n’est pas la fonction nulle. Déterminer la fonction f. 


Solution : 
1. Soit un réel xeR. Puisque f(x) = (FD) > 0, il vient que la fonction f est positive. 
2. S’il existe x ER tel que f(x) = 0, alors si zeR, f(z) = f(x) f(z- x) = 0, et donc f est la fonction nulle. 
3. Supposons donc que f Z 0. Posons alors VxeR, g(x) = In f(x). Alors g vérifie 


VANER?, g(x+ y) = g(0 + g(y) 


On sait alors qu’il existe a € R (voir l’exercice 11.73) tel que g(x) = ax. Mais alors Vx ER, f(x) = e“* = a*. On 
vérifie réciproquement qu’une telle fonction vérifie les hypothèses de l’énoncé. 





Exercice 11.75 OVOQ 
On définit E l’ensemble des fonctions f : [0,1] R continues vérifiant : 


tr) - GO + fr) 


2 
v&peloir, (= = 


1. Montrer que si (f,g)e E° et (A, HER? alors Af+ugeE. 
2. On suppose que fe E vérifie f(0) = f(1) = 0. Montrer que f = 0. 


3. Montrer que les éléments de E sont les fonctions affines. 
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Indication 11.9 : Pour la seconde question, déterminer un ensemble A sur lequel on peut dire que f s’annule. Montrer 
que cet ensemble est dense et utiliser le raisonnement par densité. 
Pour la troisième question, considérer g(x) = f(x) — [f(0) + x(f (1) — f(0)]. 


Solution : 
1. Soit (f,g) € E? et (À, p) € R?, alors 


= LA +f())+u(8 +8 (7) Af+ug) + +8) (y) 
2 


(A f+us) > > 


et donc \f+hgeE. 


1 l 3 
. On montre que fO) = 0, puis que ne = ne = 0, et ensuite, que f s’annule sur l’ensemble 


k 
Z={—ineN*,0<k<2" 
on 


Cet ensemble est dense dans [0,1]. En effet, considérons x, y € [0, 1] tels que x < y. Comme 1/2" —…. 0, il 
—+ O0 


existe n EN tel que 1/2" < y— x. Considérons l’ensemble À = {ke [0,2"] | k/2" > x}. L'ensemble À est non vide 
et possède un plus petit élément ko. Alors 

ko 1 ko—1 

Y——>xX+—-—=x- >0 

gi 21 21) 
par définition de ko. Donc x < sn < y et Z est bien dense dans [0,1]. Si alors x € [0,1], on peut construire une 
suite x, de points de Z qui converge vers x. Mais puisque Vn > 1, f(xn) = 0, et que f est continue au point x, on 
obtient par l’image continue d’une suite que f(x) = 0. Donc f est la fonction identiquement nulle sur [0, 1]. 

. SifEE, alors d’après la première question, la fonction @(x) = f(x) — [f(0) + x(f (1) — f(0))] est encore dans E 
(car une fonction affine est dans E et la différence de deux fonctions de E est encore une fonction de E). Puisque 
#(0) = p(1) = 0, d’après la seconde question, il vient que w = 0, et donc que f est affine. Réciproquement, toute 
fonction affine est bien une fonction de E. 





11.5.10 Bijection continue 


Exercice 11.76 Q 
[2,+0[ — R 
x —— Vx2-4x+8 | 


1. Prouver que f réalise une bijection de 1= [2,+co[ sur son image (que l’on précisera). 


Soit f : 


2. Prouver que la bijection réciproque de f est continue. 


3. Déterminer cette bijection réciproque. 


Solution : 


1. On vérifie facilement que sur [2, +col, la fonction x x2-4x+8 est strictement croissante. Comme f est la com- 
posée cette fonction par la fonction racine carrée qui est elle aussi strictement croissante, f strictement croissante 
sur I = [2,+oo[. De plus f () = [2,+o] = I. On en déduit que f réalise une bijection de I sur I. 


2. La fonction f est polynomiale donc continue sur R. On a montré que f est strictement croissante sur I. Par 
application du théorème de la bijection, on en déduit que f”? est continue sur [2, +col 


3. Soit y € [4,+ool. Ona:y=x?-4x+8— y= (x-2) +4 x=2+ V/y2—4. Si x Ee [2,+oo[, nécessairement 


= [2,+00[ — [2,+oo 
x=2+ Va] fi) , = 





Exercice 11.77 VO 
Soit une fonction définie sur R telle qu’il existe k > 0 tel que 


VANER?, x£4y = |f()-f(pI<kIx- yl 


1. Montrez que f est uniformément continue sur R ; 


2. On définit la fonction @ sur R par @(x) = f(x) - kx. Montrez que la fonction @ est strictement décroissante sur 
R; 
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3. On suppose qu’il existe deux réels a < b tels que 
Vxela,b], ka< f(x) < kb 
Montrez qu'il existe un unique réel a dans [a, b] vérifiant 
fo) = ka 


Solution : 


1. Comme f est k-lipschitzienne (l'hypothèse de l’énoncé est plus forte), on montre facilement (voir le cours) que 
la fonction f est uniformément continue sur R. 


2. Soit (x, y) € R? tels que x < y. Calculons : 


(y) — Go = fn) - FU - K(y- x) 
<|fQN) - fOI- K(y— x) 
< k|y=x| = K(y- x) 
<0 


Donc la fonction est strictement décroissante sur R. 


3. La fonction est continue et strictement décroissante sur l’intervalle [a, b]. D’après le théorème de la bijection, 
w réalise une bijection de l'intervalle [a, b] vers l’intervalle [@(b),w(a)]. Mais (a) = f(a) -— ka > 0 et @(b) = 
f(b) — kb < 0 par hypothèse. Donc puisque 0 € [p(b),@(a)], 0 possède un unique antécédent à par @ dans [a, b]. 
En conclusion, il existe un unique « € [a, b] tel que @(a) = ka. 
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dE 


Dérivation des fonctions à valeurs réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Ce chapitre est une introduction à l’une des plus fabuleuses invention de l’homme, celle du calcul différentiel, dans le cas 
des fonctions d’une variable réelle à valeurs réelles. 

L'histoire du calcul différentiel débute en grande partie avec Galilée et Newton qui avaient besoin de nouveaux outils 
mathématiques pour développer les notions de vitesse et d’accélération d’un mouvement. Mais la possibilité de calculer 
la pente de la tangente à une courbe était essentielle dans d’autres problèmes comme dans ceux d’extremum ou pour 
des questions plus appliquées. Newton et Leibniz furent les premiers à tenter de formaliser la notion de dérivée. Ils se 
disputèrent la paternité de cette invention mais il semble certain maintenant qu’ils l’ont découvert de manière indépendante 
et chacun via des formalismes différents. Comme expliqué dans l'introduction du chapitre 10, la notion de limite n’a été 
développée que bien plus tard, au 19ÈmME siècle par Cauchy et Weierstrass aussi la formalisation de la dérivation par 
Newton et Leibniz souffrait de nombreuses lacunes. Newton refusa d’ailleurs de publier son travail et les écrits de Leibniz 
étaient obscurs et difficiles à comprendre. Lagrange, un siècle plus tard introduit le terme de « dérivée » ainsi que la 
notation f’. 

Après avoir défini ce qu’est une fonction dérivable ainsi que sa dérivée, nous démontrerons les règles de calcul des dérivées 
que vous connaissez depuis le lycée. Nous verrons en particulier que la dérivée permet d’approcher une fonction donnée 
par une fonction affine (voir le théorème 


page 471). Nous nous intéresserons aux propriétés globales des fonctions dérivables. Le théorème de Rolle 12.9 page 475 
et celui des accroissements finis 12.10 page 476 seront d’un usage constant en analyse. L’inégalité des accroissements 
finis 12.11 page 477 qui découle du théorème du même nom est une véritable « machine » à fabriquer des inégalités. 
Des accroissements finis découle aussi le caractère k-Lipschitzien des fonctions dérivables, ce qui permet d’appliquer 
à celles pour qui k € ]0,11[ le très important théorème du point fixe 3.6 page 1224. Le théorème de dérivation de la 
bijection réciproque 12.7 page 474 permettra de justifier les démonstrations effectuées dans le chapitre sur les fonctions 
usuelles. Nous continuerons cette section par une étude des fonctions de classe #”" et @®% et nous la terminerons par une 
introduction aux fonctions convexes. Ce dernier outil servira aussi à construire de nombreuses inégalités. 


12.1 Dérivée en un point, fonction dérivée 


Dans tout ce paragraphe, I est un intervalle de R non vide et non réduit à un point. Les fonctions considérées sont définies 
sur I et à valeurs réelles. 


12.1.1 Définitions 


DÉFINITION 12.1 Taux d’accroissement 
Soient fe F (IR) et ae I. On définit le taux d’accroissement de la fonction f au point a comme étant la fonction A,, f 
définie par 


I\{a — R 
Aaf : D: _ f(x — f(a) 


X— a 


DÉFINITION 12.2 Fonction dérivable à droite, à gauche 
Soient f e.F (LR), ael et A,,f le taux d’accroissement de f au point a. On dit que 
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— f est dérivable à droite au point a si et seulement si À,,f admet une limite finie quand x tend vers a à droite de a. 
— f est dérivable à gauche au point a si et seulement si À,,f admet une limite finie quand x tend vers a à gauche de a. 
On note f; (a) (respectivement f,(a)) la limite à droite (respectivement à gauche) de À,,f quand celle ci existe. 


DÉFINITION 12.3 Dérivée en un point 
Soient f € 7 (IR) et ae I. On dit que f est dérivable au point a si et seulement si son taux d’accroissement À ,,f 
possède une limite finie quand x tend vers a. Cette limite s’appelle le nombre dérivée de f au point a et est noté : 


f'(a ou Df(a) ou die 
dx 





Remarque 12.1 Pour un point a intérieur à I (c’est-à-dire tel qu’il existe à > 0 vérifiant ]a— a, a+ a[ € D) alors f est 
dérivable au point a si et seulement si on a simultanément : 


1. f est dérivable à droite en à, 
2. f est dérivable à gauche en a, 


3. f,(a) = fe (a) 


Exemple 12.1 


- Soient (a,5)eR?et f:{ Ÿ Re 


<S | ! Z 
Re f est dérivable en tout point adeRetVaeR, f'(a)=a. 


/ R — R _ Ne We « ; DA 
— La fonction f : ; Lx est dérivable sur R”, dérivable à droite et à gauche en 0 mais pas dérivable en 0. 
+ 


> 


est dérivable sur R... 


— Par contre la fonction f : 
x ——  |x| 


: D a exp[-=) si x>0 Se 
— la fonction f définie sur R par f(x) = x est dérivable sur R. 


0 si X<0 
; : ; R — R Eu ; ; 
— La fonction racine carrée : f : à Va est dérivable sur RŸ. En effet, si ae RŸ et si xe R; \ {a} alors 


VE-Va_ _ Va-Va 1 1 


za (Vr-Va(Vi+ Va) Vr+ Va r-4 2Va 


par opérations sur les limites. Donc f est bien dérivable en a et f’(a) = 2 Par contre, cette fonction n’est pas 
a 


dérivable à droite en 0. En effet, si xeR,on a 


vx- vo _ 1 
2 —— = — — +00. 
x—0 VX x-0+ 
12.1.2 Interprétations de la dérivée 
Interprétation géométrique 


Soient f € F (LR) et ae I. Le plan étant ramené à un repère orthonormé, pour x € I\ {a}, considérons la droite joignant 


les points A | a etM | a . La pente de la droite (AM) est donnée par 
(x) — f (a) 
A) 
xX-—a 


Si la fonction f est dérivable au point a € I, cette pente a pour limite f/(a) quand x tend vers a. Le vecteur de composante 


dirige la corde (AM) et tend vers La droite passant par A et de pente f”(a) est donc tangente à la courbe 


l l 
Aa(X f'(@) 
d’équation y = f(x). C’est la position limite des cordes (AM) quand M tend vers A. 





Remarque 12.2 
— La tangente en a est horizontale si et seulement si f’(a) = 0. 
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FIGURE 12.1 — Interprétation géométrie du nombre dérivé 


— Si f est continue en a et si A4(x) —— +», les cordes (AM) ont une position limite verticale encore appelée tangente 
X— a 
à la courbe en A. 


— Si f n’est pas dérivable en a mais si A,(x) possède des limites à gauche et à droite en a, A est appelé point anguleux 
de la courbe. C’est un point qui possède deux demi-tangentes de pentes différentes. 


Interprétation cinématique 


Considérant f(r) comme l’abscisse à l’instant £ d’un point en mouvement rectiligne, pour f £ a, A4, F0) représente la 


vitesse moyenne entre les instants f et a et sa limite f’(a), notée aussi f (a) la vitesse instantanée à l’instant a. 


Interprétation analytique 


Le théorème suivant permet de caractériser la dérivabilité en un point sans faire intervenir de division. Il sera généralisé 
en deuxième année pour des fonctions de plusieurs variables. 


PROPOSITION 12.1 © Développement limité à l’ordre 1 d’une fonction dérivable 
Soit f € F (LR). La fonction f est dérivable au point a € I si et seulement si il existe € : I — R telle que e(x) an Oetun 


réel c tel que 
f(x = f{(a) + c(x-— a) + (x— a)e(x) 
 ———” 


o (x-a) 
X—a 


On a alors c = f'(a). 





Démonstration 
fx) — f({a) 
Pour x el\{a}, US = C+E(x) 


X— X— a 

Supposons que f est dérivable en a. Pour tout x € I\ {a}, posons € (x) = Aa (x) - f (a). Comme f est dérivable en a, e(x) rer 
0. Prolongeons alors par continuité € en a en posant e (a) = 0. Pour tout x e I, on a alors bien f(x) = f(a)+ c(x- a)+(x- a)e(x) 
avec c = f' (a). 





c ce qui montre que f est dérivable au point a et que f'(a)= c. 


12.1.3 Dérivabilité et continuité 


THÉORÈME 12.2 « Dérivabilité implique continuité » 


Soient fe.7 (LR) etael. Si f est dérivable en a alors f est continue en a. 
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Démonstration Comme f est dérivable en a, d’après la proposition 12.1, il existe une fonction e :1— R vérifiant e(x) 0 et 


telle que Hé 
Vxel, f(x= f(a)+f'(a)(x-a)+(x-a)e(x. 








Comme € (x) 0, par opérations sur les limites, f (x) f (a) et f est bien continue en a. 


x—0 x—0 
Remarque 12.3 La réciproque est bien entendu fausse (par exemple f : R — R,x— |x| est continue en 0 mais pas 
dérivable en 0). 


Remarque 12.4 

— Si f est dérivable à gauche en ae I alors f est continue à gauche en a. 

— Si f est dérivable à droite en ae I alors f est continue à droite en a. 

— Si f possède une dérivée à droite et une dérivée à gauche en a alors f est continue en 4. 


12.14 Fonction dérivée 


DÉFINITION 12.4 Dérivabilité sur un intervalle 
On dit qu’une fonction f est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable en tout point a € I. On définit alors la 
fonction dérivée 


LE SR 
rs f'O 


df 


La fonction dérivée se note aussi D f ou x 
x 





| Remarque 12.5 Si une fonction f est dérivable sur I alors elle est continue sur I. 
12.2 Opérations sur les dérivées 


THÉORÈME 12.3 © Règles de calcul de dérivées 
Soient deux fonctions f et g définies sur I et dérivables en un point ae I. On a les propriétés suivantes : 
— Soient deux réels a, e R. La fonction af + Bg est dérivable en a et 


(af + Bg) (a) = af’ (a)+fg' (a) 
— La fonction fg est dérivable en a et 
(fg) (a) = f'(a) g(a)+ f (a) g'(a) 


— Si g(a) À 0, alors il existe un voisinage du point a sur lequel la fonction g ne s’annule pas. La fonction 1/g est alors 
définie au voisinage du point a et est dérivable en a avec 


— Si g(a) 0, alors de la même façon que précédemment la fonction f/g est définie au voisinage de a, est dérivable 
en aet 


(£) _J'(@g(@-f(ag'(@ 





Démonstration Soit xeI\{a}. 

— Ona 
(+88) (af +88) © _ fH-f@ , 48-80 ne 

x-—a x-a x-a x—4a 
par opérations sur les limites. 
— Ona 
(x) — (a) — 

(F8) 09 - (f8)(@ | FR Fe nu 


g (x) —-g(a) 
X—a K— X—a 


f(a)—— f'(a)g(a)+ f (a)g' (a) 





par opérations sur les limites et parce que g étant dérivable en a, elle est continue en a et du coup g(x) g (a). 


X—a 
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— Soit V un voisinage de atelqueVxeVnI, g(x)40.Ona 


l 1 
SOS Lies Ca gO-g(@ 1 
= 


x-a g(x)g(a) x-a x-a g(x)g(a) x-a (g(a))? 


par opérations sur les limites et parce que g est dérivable en a et donc continue en a. Du coup, g (x) Pan (a). 


l 
— Il suffit d'appliquer les deux points précédents à F = f et G= —. G est dérivable en a comme inverse d’une fonction dérivable en 


a et qui ne s’annule pas en a et F est dérivable en a car f l’est. FG est alors dérivable en a comme produit de fonctions dérivables 
en a. De plus, 


! ! ! _ ! 
(FG)' (a) = F' (a) G(a) + F(a)G! (a) =  @ | f@£ a) = JF (ag (a) f(a)g (a) 


g(a) g? (a) g? (a) 


COROLLAIRE 12.4 Théorème d’opérations sur les fonctions dérivables 
Soient f et g deux fonctions définies et dérivables sur I. 
— Soit (a,B) € R?. La fonction af + Bg est dérivable sur l'intervalle I et 


(af +Bg) =af'+Bg 


— La fonction f g est dérivable sur l’intervalle I et 


(fe) = f'e+fg 


— Si la fonction f ne s’annule pas sur I, alors la fonction 1/f est définie et dérivable sur I avec 


— Si la fonction g ne s’annule pas sur I alors la fonction f/g est dérivable sur l’intervalle I et 


Démonstration Ces propriétés sont vraies en chaque point de I et donc sur I tout entier. 





THÉORÈME 12.5 © Dérivation des fonctions composées 
Soient deux fonctions f :1— R, g:J —R telles que f(a) € J. On suppose que 


(Cm) La fonction f est dérivable au point a el. 


Cm) La fonction g est dérivable au point b= f(a)e]J. 


Alors la fonction go f est dérivable en a et 


(go f)' (a = g'(f (a) x f'(@ 





Démonstration  Introduisons la fonction 


J — R 
h g(r-gd  . 
h: D 7h Siy£b 
g'(») si y=b 


qui est continue en b car g est dérivable en b. Alors pour tout x e 1\ {a} : 


—— h(b) x f'(a)= gl (f{a)) x f'{a) 


X—a 


(x) - (a) — 
sa) _ 4; LL te 

x—a x—a 
par opérations sur les limites. 
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Remarque 12.6 Dans cette preuve, on pourrait être tenter d’écrire pour xeI\{a} 


gof(-gof(a)_ g(f(@)-8(f(@) f(-f(@ 
X-a L f(-f(a) X-a 


ce qui n’est pas correct car la fonction f peut s’annuler une infinité de fois au voisinage de a sans être constante et tout 
en étant dérivable en a. Un exemple d’une telle fonction est donné par x x?sin1/x en a= 0. 


COROLLAIRE 12.6 
Soient deux fonctions f :1— R et g:J — R telles que f(1) SJ. On suppose que 


Qu) La fonction f est dérivable sur I. 


Cm) La fonction g est dérivable sur J 


Alors la fonction go f est dérivable sur I et 


(gof) =(g'of)x f' 





Démonstration La propriété est vraie en chaque point de I donc elle est vraie sur I. 


THÉORÈME 12.7 Dérivation de la bijection réciproque 
Soit une fonction f :I— R. On suppose que 


Qu) la fonction f est injective sur l'intervalle I. 


Cm) la fonction f est dérivable sur l’intervalle I. 


(3) la fonction f’ ne s’annule pas surl:Vxel, |f'(HÆ0H. 


Alors la fonction f réalise une bijection de l'intervalle I sur l'intervalle J = f(D et son application réciproque, f”! est 
dérivable sur l’intervalle J avec 





Démonstration Comme f est injective sur I, elle est bijective de I sur J et comme elle est dérivable sur I elle est continue sur I et 
J est un intervalle de R. En appliquant le théorème 11.52, sa bijection réciproque f7! est continue sur J. Soit yo € J. Montrons que 
la fonction fi est dérivable au point yo. Soit ye J\{yo}. Écrivons : 
FFT Co) _ 1 . 1 
Y— Yo FC OD- FT O0) Ap-170,f 770) 
1 OT 00) 


Puisque la fonction f est dérivable au point f7 (yo), Af-1(90),f era ff" (y0)). Puisque cette limite est non nulle, par 
à yo 
1/ ff! Go). 


A,” (y) = 





opération sur les limites, A po. f ( un 


Exemple 12.2 
— Soient ne N* et f,:x x”. f, est une bijection strictement croissante de RŸ sur R. Sa dérivée n’est jamais nulle. 


ete ju 5 RO — Ri 4 
La fonction réciproque g,, de f, est donc dérivable sur RŸ et g» : à _… Des vérifie, 





VYERE, ga = —— 
n(yy) 
1222) 11,11 
— La fonction f : 2’2 d est une bijection strictement croissante et sa dérivée n’est jamais nulle. 
x —— sinx 
11,11 Ent 
La fonction réciproque, arcsin : . 22 est dérivable sur ] — 1,1[ et 
y -—  arcsiny 
| 1 
Vye]l-1,1{, arcsin (y) = —— 
1- y2 
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12.3 Étude globale des fonctions dérivables 
12.3.1 Extremum d’une fonction dérivable 


PROPOSITION 12.8 © Condition nécessaire d’un extremum relatif 
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit a un point de I tel que 


Qu) Le point a est intérieur à l’intervalle, c’est à dire qu’il existe à > 0 tel que ]Ja-a,a+alclI. 


(a) Le point a est un extremum local de la fonction f sur I. 


Cu) La fonction f est dérivable au point a. 


alors | 





Démonstration Quitte à changer f en — f, on peut supposer que f possède un maximum local en a, c’est à dire qu’il existe 6 > 0 

tel que Vxe[a-fB,a+$]nl f(x < f(a). Posons r = min (r1,r2). 

e Sia-r<x<a,[f(x)- f(a)]/(x- a) <0. Puisque [f(x) — f(a)]/(x— a) . fg(a), par passage à la limite dans l’inégalité, on 
tire que fe (a) < 0. 

+ Sia<x<a+r,[f(x)- f(a)]/(x- a) > 0 et puisque [ f(x) -— f(a)]/(x-— a) 





fe (a), par passage à la limite dans l’inégalité, on 








X— a 
obtient que fa) > 0. 
Puisque f est dérivable en a, on obtient que Je (a) = a (a) = f'(a)=0. 
> > 
FIGURE 12.2 - Les pentes à gauche sont posi- FIGURE 12.3 — Les pentes à droite sont négatives 
tives 
A\ Attention 12.3 


— La condition f’(a) = 0 n’est pas une condition suffisante d’extremum, (penser à f : x x° en x= 0.) 


— La condition a est intérieur à l'intervalle est fondamentale dans ce théorème. Si le point a est une borne de l’intervalle, 
on ne peut obtenir qu’une inégalité sur la dérivée à gauche ou à droite au point a. 


12.3.2 Théorème de Rolle 


THÉORÈME 12.9 OOQ Théorème de Rolle 
Soit f : [a, b] — R. On suppose que 


Qu) la fonction f est continue sur le segment [a, b], 


Cm) la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert ] a, b[, 


Cm) f@=f&. 
Alors il existe ce ]a, b] tel que L 


Démonstration Comme f est continue sur le segment [a, b], l’image de ce segment, par application du théorème 11.49 est un 

segment [m,M] avec m<M. 

+ Sim=M alors f est constante sur [a, b] et sa dérivée est nulle sur ] a, b[. 

< Sinon, alors m<M. Comme f (a) = f (b) l’un des deux est différent de m ou M. On peut supposer que f (a) Z m. Le minimum 
de f sur [a, b] est donc atteint en un point c € [a, b] différent de a et de b, donc en un point intérieur de l’intervalle [a, b]. D’après 





la proposition précédente, on a f'(c) = 0. 
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Interprétation graphique 











FIGURE 12.4 — Théorème de Rolle 


Interprétation cinématique 


Un point mobile sur un axe qui revient à sa position de départ a vu sa vitesse s’annuler à un instant donné. 
À faire : appendice analyse pour l’utilisation pratique du théorème de Rolle, polynômes, 
extremum d’une bonne fonction auxiliaire 


12.3.3 Égalité des accroissements finis 


THÉORÈME 12.10 ©QQ Théorème des accroissement finis (TAF) 
Soit une fonction f : [a, b] — R. On suppose que 


Qu) la fonction f est continue sur le segment [&, b], 


(a) la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert ] 4, bl. 


Alors il existe un point intérieur c € ] a, b[ tel que 


f@) - f{(a) = f'(c) (b- a) 





Nous allons donner deux preuves typiques dont on s’inspire dans les exercices. L’idée consiste à appliquer le théorème 
de Rolle à une bonne fonction auxiliaire pour obtenir l’existence du réel c vérifiant la propriété qui nous intéresse. La 
première preuve consiste à voir sur un dessin un problème d’extremum. 
Démonstration © En examinant la figure ci-dessus, on voit que le point c correspond au maximum de l'écart vertical entre la 
corde [A, B] et le point (x, f (x)). Définissons donc la mesure algébrique de cet écart : 


[a,b] — R 
| b) — 
x — _ f(x fea+ 1070 (0 


b- 

La fonction @ est continue sur le segment [a, b] (théorèmes généraux), dérivable sur l’intervalle ]a, b[ (théorème généraux sur les 
dérivées) et on calcule @(a) = @(b) = 0. D’après le théorème de Rolle, il existe un point intérieur c e]a, bl tel que æ'(c) = 0, c’est à 
dire f'(c)— 10-10 = 0. 
La deuxième preuve est plus «taupinale » et peu naturelle, mais fournit une recette qui fonctionne bien dans les exercices 
lorsque la formule à démontrer est compliquée. 
— Dans la formule à démontrer, regrouper tous les c à un endroit et les remplacer par une constante K. 
— Remplacer l’une des bornes (par exemple b) par une variable f, ce qui fournit une fonction auxiliaire @ définie sur 

[a, b]. 
— Déterminer la constante K de telle sorte que p(a) = @(b). 
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FIGURE 12.5 — Théorème des accroissements finis 


— Appliquer le théorème de Rolle à cette fonction auxiliaire. 

Démonstration ©  Appliquons cette « recette » à notre problème. La formule à montrer s’écrit f(b) — f(a) — f !(c)(b— a) = 0. 
[a,b) — R 

x —  f(O-f(a) -K(t-a) 


de telle sorte que @(a) = p(b). On trouve que K = [f(b) — f(a)]/(b-— a) ce qui conduit à la fonction auxiliaire de la première preuve. 





où K est une constante que nous choisissons 





Définissons donc une fonction auxiliaire  : 


| Remarque 12.7 Cette méthode d’un usage très courant est employée dans les exercices 12.42, 12.44, 12.45 , 12.46, … 


Remarque 12.8 Quand un mobile se déplace sur un axe et part d’un point A au temps f, arrive en B au temps # et si 
f est la fonction position de ce mobile sur l’axe, alors il existe un instant fe ]f1, f[ tel que la vitesse instantanée en f : 


J @) - f (h) 


f'(®) de ce mobile soit égale à sa vitesse moyenne —. 
2 


12.3.4 Inégalité des accroissements finis 


THÉORÈME 12.11 Inégalité des accroissement finis (IAF) 
Soit une fonction f : [a, b] — R. On suppose que 


Cm) la fonction f est continue sur le segment [&, b], 


(a) la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert ] 4, b[, 


Cu) il existe deux réels (m,M) e R° tel que Vxela,b[, m<f'(x <M. 


Alors on a 
m(b-a)< f(b)- f(a)<M(b- a) 





Démonstration Il suffit d’appliquer le théorème des accroissements finis à la fonction f sur le segment [a, b]. Il existe un réel 
ce Ja, bl tel que f(b) — f (a) = f'(c)(b- a). Puisque m< f'(x) < M, on en déduit que m(b- a) < f(b)-— f(a) <M(b- a). 


THÉORÈME 12.12 Dérivée bornée implique lipschitzienne 
Soit une fonction f : I— R définie sur un intervalle I. On suppose que 


Qu) la fonction f est continue sur l’intervalle I, 


(a) la fonction f est dérivable sur l’intervalle ouvert I, 


Ci) la fonction f est bornée sur l’intervalle ouvert I : 3K > 0, tel que VxelI, |f'(x)| < K. 





Alors la fonction f est K-lipschitzienne sur l’intervalle I. 


Démonstration Soit (x, y) e I avec x < y. Puisque [x, y] € I, la fonction f est continue sur le segment [x, y] et dérivable sur 
l'intervalle ouvert ]x, yl, d’après le théorème des accroissements finis, il existe c e]x, y[ tel que f(y) — f(x) = f'(o) (y — x). On en 
déduit que |f(N- fG1=1f'(oIy- x1 < K|y- xl. 
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12.3.5 Application : Variations d’une fonction 


Le résultat suivant, utilisé depuis le lycée est une conséquence du théorème des accroissements finis. 


PROPOSITION 12.13 Caractérisation des fonctions constantes, monotones 
Soit une fonction f :1-— R. On suppose que 


Qu) f est dérivable sur I. 


Alors on a les résultats suivants : 


1. [Vxel, fH>0]< f est croissante sur I. 


2. [Vxel, f(H>0] — f est strictement croissante sur I. 
3. [Vxel, f'(H<0] f est décroissante sur I. 

4. [VxeI, f'(5 <0] — f est strictement décroissante sur I. 
5 


. [Vxel, f'D=0]< f est constante sur I. 





Démonstration  Démontrons la première équivalence. Les trois suivantes se démontrent de même. 

Supposons que : Vx e]a, bl, f'@ > 0 et montrons que f est croissante sur [a, b]. Soient x1,x2 € [a, b] tels que x1 < x2. 
f est continue sur [x1,x2] et dérivable sur ]x1,x2[. D’après le théorème des accroissements finis, il existe c e ]x1,x2[ tel que 
f (x) — f (1) = 1 (c) (x2 — x1) > 0 et donc f (x2) > f (x1) ce qui prouve que f est croissante. 

Réciproquement, supposons que f est croissante sur [a, b]. Alors, pour tout xo € ]a, b[ le taux d’accroissement de f en xo, 
Àxo,f est une fonction positive sur ]a, b[ \{xo}. Puisque la fonction f est dérivable au point xo, À %0,f © f'G@o). Par 





X—X0 

passage à la limite dans l'inégalité, on en tire que f/ (xo) > 0. 
La dernière équivalence est conséquence du fait qu’une fonction est constante si et seulement si elle est à la fois croissante et 
décroissante. 


Remarque 12.9 La réciproque de (2) est fausse : la fonction x — x est strictement croissante sur R, dérivable et 
pourtant sa dérivée s’annule en O. 


12.3.6 Condition suffisante de dérivabilité en un point 


THÉORÈME 12.14 OQQ Théorème du prolongement dérivable 
Soit une fonction f :1— R et un réel ae I. On suppose que 


Qu) la fonction f est continue sur l’intervalle I, 


Cm) la fonction f est dérivable sur I\ {a}, 


À 
(sw) foie. 


Alors la fonction f est dérivable au point a et f/(a) = L. 





Démonstration Soit x e1\{a}. La formule des accroissements finis appliquée au segment [a, x] nous assure de l’existence de 


f@ - f (a) sh f@ - f (a) 
————— a, on en déduit que — —— 
X—a X— a X-4a X— a 





Cx € la, xl tel que = f' (Cx). Comme Cx+ l'et donc que f est dérivable en 


a et que f'(a) = 1. 


PROPOSITION 12.15 
Soient f:1—Ret ae. On suppose que 


Qu) la fonction f est continue sur I, 
(a) la fonction f est dérivable sur 1\ {a}, 


OC 
f Go) — f(a) U 


X—a 


Alors lim +00. En d’autres termes, la courbe représentative de f possède une tangente verticale au point 
X— a 


a. 





Démonstration  Laissée au lecteur en s’inspirant par exemple de la preuve de la proposition précédente. 
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Remarque 12.10 La réciproque du théorème de prolongement dérivable est fausse comme le montre le contre-exemple 


suivant 
R —  R 


f: x"sin— six£0 
X — x 
0 si x=0 

Cette fonction est dérivable en 0 et f’(0) = 0 car 


a IO) 
X 


1 
|x|[sin —-| <|x| —— 0 
x x—0 


La fonction f est dérivable en tout point x £ 0 avec f'(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x) et f’ n’admet pas de limite lorsque 
x — 0. En effet, la suite ( fa/ (nm))),>1 admet deux sous-suites, une convergeant vers 1 et l’autre vers —1. 


12.4 Dérivées successives 


12.4.1 Dérivée seconde 


Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I de R. 


DÉFINITION 12.5 Fonction deux fois dérivable 
On dit que la fonction f est deux fois dérivable sur I lorsque la fonction f’ est dérivable en tout point de I. Sa dérivée 
est appelée fonction dérivée seconde de f et est notée 


Ge 


"ou D?f ou —+ 
Î Î PTS 





| Remarque 12.11 Si f est deux fois dérivable sur I alors f' et f sont continues sur I. 


Remarque 12.12 Lorsque f(r) est l’abscisse à l'instant f£ d’un point en mouvement rectiligne alors f”(#), si elle existe, 
représente l’accélération de ce point à l’instant f. 


12.4.2 Dérivée d’ordre n 


Soit neN. 


DÉFINITION 12.6 Dérivées successives : 
Étant donné une fonction f :1— R, on pose f\® = f et on définit par récurrence, la dérivée n°M€ de f sur I, notée fl”), 
comme la dérivée de f(-D, si elle existe. On la note 


d"f 


(n) n 
ou D ou 
f ti an 





Remarque 12.13 
— L'existence de f () sur I entraîne l’existence et la continuité, sur L, de toutes les dérivées d’ordre strictement inférieur. 
— Si f est n fois dérivable sur I alors f = f®), f'= FD, ..., f-D Sont continues sur I. 


PROPOSITION 12.16 
Etant donné deux fonctions f et g définies sur I et n fois dérivables sur I ainsi que deux réels « et $. Alors la fonction 
af +Pg est elle aussi n fois dérivable sur I et : 


VxEel, (af +Bg)"” (0) = af (x) + pe? (x) 





Démonstration Par récurrence. 
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B10 10 | Gottfried Leibniz, Né le 1er juillet 1646 à Leipzig , mort le 14 novembre 1716 à Hanovre 


Gottfried Leibniz est un philosophe, scientifique, mathématicien, diplo- 
mate, bibliothécaire et juriste allemand. Il se montre précoce intel- 
lectuellement et possède de fortes capacités d’apprentissage. Il dit avoir 
appris seul le latin et à 15 ans il connaît la littérature grecque et latine. 
Il obtient son baccalauréat à 17 ans et rentre la même année à l’Univer- 
sité de Leipzig où il étudie la philosophie, le droit et les mathématiques. 
Cette université lui refuse en 1666 de lui décerner le titre de docteur, 
sans doute à cause de son très jeune âge et il obtient celui-ci un an plus 
tard à l’Université de Nuremberg. Plutôt que de chercher un poste uni- 
versitaire, il rentre au service du baron von Boyneburg à Francfort qui 
l’initie à la politique. 

Leibniz est, avec Newton, l’inventeur du calcul infinitésimal et fut le dé- 
couvreur des formules de dérivation d’un produit, d’un quotient et d’une 
puissance. Newton était parvenu de son côté, quelques années aupara- 
vant, aux mêmes résultats que Leibniz mais sans publier son travail. Une 
longue polémique s’ensuivit afin de déterminer qui avait la paternité de 
cette théorie. 


PROPOSITION 12.17 Formule de Leibniz 


Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables sur I alors il en est du même du produit f g et on a la formule de Leibniz 
qui permet d’exprimer la dérivée n-ième du produit 


n [n : 
(réa k) 





Démonstration Par récurrence. Voir la preuve de la formule du binôme de Newton 8.34. 


PROPOSITION 12.18 
Soient f :1—Ret g:J—R telles que f(D SJ. Soit ne N*. Si 


Qu) la fonction f est n fois dérivable sur l’intervalle I, 


(a) la fonction g est ñ fois dérivable sur l’intervalle J. 





Alors la fonction composée go f est n fois dérivable sur l’intervalle I. 


Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 1, la propriété a déjà été montrée. Soit n € N*. Supposons qu’une composée de 
fonctions n fois dérivable est n fois dérivable sur I. Montrons que si f et g sont (n+ 1) fois dérivable sur I et J respectivement alors 
go f est n+1 fois dérivable sur I. On sait que f et g sont 1 fois dérivable sur respectivement I et J et que (fog) = f'xg'of. 
D'après l'hypothèse de récurrence, comme f” et g' sont n fois dérivables sur I et J respectivement, g'o f est n fois dérivable sur 
I et d’après le théorème de Leibniz, f! x g'o f est aussi n fois dérivable sur I. Donc (gof)' est n fois dérivable sur I et go f est 
(n+ 1) fois dérivable sur I. La propriété est ainsi prouvée par récurrence. 


Remarque 12.14 Une expression de la dérivée n°M® de la composée de deux fonctions est donnée par la formule de 
Faà di Bruno. Elle est très difficile à manipuler et ne relève pas du programme. 


12.43 Fonctions de classe €” 


Soit neN. 


DÉFINITION 12.7 Fonctions de classe €” 
On dit qu’une fonction f :1— R est de classe €” sur l'intervalle I si et seulement si 


d fest n fois dérivable sur I, 


à la fonction fl” est continue sur I. 


On note 

e €(1 l’ensemble des fonctions de classe €° sur L, c’est à dire l’ensemble des fonctions continues sur I. 
+ Pour n> 1, €" (D l’ensemble des fonctions de classe €” sur I. 

e Æ*®(T) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I. 
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PROPOSITION 12.19 
Soit (f, g) € €” (D? et soit (a, B) € R2. Alors 


— af+fgee”(D 
— fgee"iD 





Remarque 12.15 
— La première égalité et le fait que la fonction nulle est de classe €” permet d’affirmer que €” (D est un sous-espace 
vectoriel de 7 (I,R) (Voir la définition 23.3 page 848). 
— Ona 
Her Des de. Det Der De 7LR 


PROPOSITION 12.20 
Soient f:1—Ret g:J —R telles que f(D SJ. Soit ne N. Si 


Cu) fe@(n, 
(x) geé’0 


alors gofe@”(T. 





R* — 


Exemple 12.4 Soient neZ et fh: .OnapourtoutneZ, fne@®(R*) (On a même f, € ET (R) si 


neN). 


PROPOSITION 12.21 
Soit f € €” (1) ne s’annulant pas sur L, alors 1/f est élément de €” (D. 


THÉORÈME 12.22 Théorème de la bijection de classe €” 
Soit f € E”(D telle que 


Qu) f' ne s’annule pas sur I. 


alors f est une bijection sur son image J = f(D et f”! est de classe €” sur J. 


x — x! 








12.5 Fonctions convexes 


DÉFINITION 12.8 OO Fonction convexe 
Soit f :1— R une fonction définie sur un intervalle ICR. On dit que f est convexe lorsque 


VGNEL,VAELO, 1, f(Ax+(1-dy)<Af(H+(1-Nf(p 





Remarque 12.16 Cela signifie géométriquement que le graphe de f est situé en dessous de toutes les cordes joignant 
deux points de ce graphe. 


Remarque 12.17 On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I est concave lorsque 
VGNEL,VAELO, 1, f(Ax+(1-dy)>Af(H+(1-Nf(y 


La fonction f est concave si et seulement si la fonction — f est convexe. Dans la suite, on n’étudiera que les propriétés 
des fonctions convexes. 


| Remarque 12.18 Les fonctions qui sont à la fois convexes et concaves sont les fonctions affines. 


DÉFINITION 12.9 Fonction strictement convexe 
On dit qu’une fonction f :1— R est strictement convexe lorsque V(x, y) € , x£ y, 


VAEÏO,1, f(Ax+(1—A)y) <Af(H+(1-A/f(y) 
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Y=f® 





 Y=f(R+ x 9101 =1® 
_ Y—Xx 


X X=Ax+(1-À)y y X 


FIGURE 12.6 — Fonctions convexes 


PROPOSITION 12.23 Inégalité de convexité généralisée 
Soit une fonction f convexe sur l’intervalle I. Alors 


n 
Vn>2,V(x,...,x%n) € l”,V(A,..., An) € [0,1]” tels que nt = 
i=l 


FAX ++ An Xn) < M f(x) ++ nf (An). 





Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est la définition d’une fonction convexe. Montrons P(n) —> @(n+1). Soient 


X1,..., Xm Xn+1 EI et À1,...An+1 € [0,1] tels que sue À; = 1. On peut supposer que tous les À; sont strictement positifs, sinon on 
La. si. 2 ir MX : Ài L . 
se ramène à la propriété @(n). Posons y = SEA et pour i € [[1, ñn], Hi; = STE Vi :2;-, Hi = 1. Puisque f est convexe, 
i=1/i 5-1 à n 


FAn+1Xne1 + A n+DN <An+1 fGn+1) + À - 41) F0) 


et d’après P(n), 
FO = fu ++ nn) < bi C1) +++ Un fn) 


En utilisant que 1-41 = >: À;, on obtient 
A—An+1)f 9 < if (1) +22 + An f (tn) 
d’où l’inégalité souhaitée. 
Le résultat suivant est à la base de toutes les démonstrations et est souvent utilisé dans les exercices théoriques sur les 
fonctions convexes. Il est facile à retenir, il suffit de faire le schéma suivant : 


LEMME 12.24 OQQ Lemme des trois pentes 
Soit f :1— R une fonction convexe : 


fO= fc _ f@-fE _ f@-f 


VX Zn X Z—y 


vx, 7,2 eh, X<Y<Z, 





Démonstration Puisque x < y < z, y peut s’écrire comme barycentre de x et z : il existe À € [0,1] tel que y =Ax+(1-À)z. Après 
calculs, on trouve que 





Puisque f est convexe, 


FO) <AFGI+(-N (2) 


On en tire que 


fH-fœ@<A-N(f-fx) 


482 





X y Z 
FIGURE 12.7 - Lemme des trois pentes 


x 
et comme 1—À= 7, que 





Z=X 
fo - fx 2 f@)- fx 
V=X zx 
De même, 
fH-f@<A(FG -f()) 
d’où 
A(FQ) - fG) < FU) - fn 
et donc 
Z— y 
=) - FO) <f()-fm 


d’où l’on tire 
fQO-fX _f@-fm 
Z—X _ Z— y 
Le théorème suivant fournit un moyen très pratique de montrer qu’une fonction est convexe : il suffit de montrer que sa 
dérivée seconde est positive sur I. 


THÉORÈME 12.25 COQ Caractérisation des fonctions convexes dérivables 


1. Sif:I1-—R est dérivable, 


(f convexe ) = ( jf croissante ) 


2. Si f:1-—R est deux fois dérivable, 
(f convexe) => (f” >0 sur I) 





Démonstration 


1. Si f est convexe et dérivable, soient x < y deux points de I. Montrons que f'(x) < f'(y). Soit z e]x, y[, d’après le lemme des 
trois pentes, 


fQ- fx … fn -fx 


Z—X y—x 


En passant à la limite dans l'inégalité lorsque z — x*, on trouve que f'(x) < OF On a également 
y—x 


fo - fx » fo -f@) 
Y=X y-2 

-_ fn-fx 
X 


et en passant à la limite dans l’inégalité lorsque z — y”, 
y= 


fn -fx 
Y—X 


< f/(y). Finalement, 


f'@ < < fn 


2. Supposons réciproquement f dérivable et f' croissante. Soient x < y deux points de I et À € [0,1]. Posons z= Ax+(1—À)y. 
D'après le théorème des accroissements finis entre x et z, il existe c\ e]x, z[ tel que 


fO-fE | 


Zz—X 


f'{c) 
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De même, le théorème des accroissements finis entre z et y garantit l’existence de c2 €] z, y tel que 


JO -fe 
Y=Z 


f'(c2) 


Puisque f' est croissante, f'(c1) < f'(c2) d’où l’on tire 


fO-fx _fn-fR 


<< —_————— 


ZX y—2Zz 
En remplaçant z par sa valeur, on aboutit alors à l’inégalité de convexité 
fAx+(-NY <AfG + (1-2 /f() 
3. Si f est deux fois dérivable, on sait que la fonction f' est croissante si et seulement si la fonction f" est positive. 


THÉORÈME 12.26 ©© Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus de toutes ses tangentes 
Soit une fonction f : I R convexe et dérivable. 


Vxel, Vxel, f(x > f(x) + f'(xo)(x— x0) 





Démonstration 
1. Si xo < x, prenons z e]xo, xl et utilisons le lemme des trois pentes : 
fQ - f (xo) z f GX) — f (xo) 
Z— X0 x X0 
En passant à la limite dans l’inégalité lorsque z — xo, on en tire que 


fG) — f Go) 


X— X0 


f' Go) < 


d’où f(x) > (x— xo) f'(xo) + f(x). 
2. Si x< x, on prend z e]Xx, xol et avec le lemme des trois pentes, 


f Go) — f(x) ; f Go) — (2) 


X0 — X X0 —Z 


En passant à la limite dans l’inégalité lorsque z — xo, on trouve 


f Go) — f(x) 


X0 — X 


< f'(x0) 


et l’on retrouve que f(x) > f(xo) — (xo — x) f'(xo). 





= f(x 
y = fo) + (x — x0) f'(xo) 


FIGURE 12.8 — Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus de ses tangentes 


Multimédia : tangente qui varie, lemme des 3 pentes 
On obtient des inégalités intéressantes, dites « inégalités de convexité » de la façon suivante : 





1. On se donne une fonction f ; 
2. On vérifie qu’elle est convexe sur I en vérifiant que f”>0; 


3. On écrit l'inégalité de convexité (éventuellement généralisée). 


PROPOSITION 12.27 Exemples d’inégalités de convexité 


1. Sia>letx,y>0, (x+y)%<2%1(xt + yo), 


L 2 2 2 
2. Pour n réels x1,...,%n, (41 + °°: + Xn)° < NX ++: + x5). 
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Démonstration 
Des ; J0,+00[ — R nes 
1. Considérons la fonction f : : xa Elle est deux fois dérivable sur 1=]0,+ool et 
Vx > O0, fo) = a(a — 1)x%72 > 0. C’est donc une fonction convexe. En prenant À = 1/2, on en déduit que Vx, y > 0, 
x+y a X+7* 
oo) < —— 
2 2 
2. La fonction x x? est convexe sur R et il suffit d’utiliser l’inégalité de convexité généralisée avec A1 = += Àn = 1/n : 


d’où la première inégalité. 


he x? ++ xË 


n n 


d’où la deuxième inégalité. 
PROPOSITION 12.28 Concavité du logarithme 


1. Comparaison entre moyenne géométrique et arithmétique. Pour tous réels x1,...,Xn > 0: 


X T°" +Xn 
Cri An) 2 


n 


1 . il 
2. Inégalité de Young : pour deux réels a, b > 0 et deux réels p, q > 0 vérifiant — + F = À, 
p 


P pa 
he 
P q 





Démonstration En notant f:x-1nx, f"”{(x) = -1/x? < 0 donc la fonction logarithme est concave sur ]0, +ool. 


1. En utilisant l'inégalité de convexité généralisée avec \1 =-::=n=1/n, 


(An) Inx1+:+Inx» 


In 2 1%" = f(x) /") 


En prenant l’exponentielle (qui est une fonction croissante), on en déduit l’inégalité souhaitée. 


2. Pour € [0,1] etx,y>0, 
In(Ax+ (1-À)y) > Alnx+(1-Ainy=Im(x y À) 


d’où en prenant l’exponentielle, 
x ylÀ <Ax+(1—-À)y 


Il suffit alors de prendre x = aP, y= bf et \ = 1/p pour trouver l’inégalité de Young. 


En résumé 


Les différents théorèmes de ce chapitre doivent être parfaitement connus. Il est du plus mauvais effet d’oublier de vérifier 
une des hypothèses du théorème de Rolle ou de celui des accroissement finis dans une démonstration. A ce stade de 
l’année, les calculs de dérivée doivent être menés sans hésitation et les formules de dérivation doivent être connues à 
la perfection. On complétera la lecture du chapitre par celle du paragraphe C.2 page 1197 de l’annexe C qui traite des 
méthodes de calcul des dérivées. Enfin, il est intéressant de maîtriser la démonstration du théorème du point fixe 3.6 page 
1224. Nombreux sont les exercices qui n’en sont qu’un cas particulier. 
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12.6 Exercices 


12.6.1 Dérivabilité 


Exercice 12.1 Q 
En utilisant la définition, déterminer quand les fonctions suivantes sont dérivables et déterminer leur dérivée : 


1 fix x. + 
x 
2. fix x. 5. fix xl. 
3. fixe Vx. 6. f:x--x'oùnenN. 


Solution : 


1. SoitaeR et soit xeR\{a}. 
— f (a) XX N 
= = 


— 4 X—a 


donc f est dérivable en tout aeR et Fa (a) =1 | 


. SoitaeR et soit xeR\{a}. 


: 22 
A(x) = Lie AC) = Here “ 


— 4 X— a 


donc f est dérivable en tout aeR et a (a) = 2a |. 


. Soita€R, etsoit xER: \{a}. 


=X+a4a—— 24 
X>a 


l 
- ” ne) 0 
nee) EURE ER (7 Die 


x-a x—4a Vi GR 


l 
donc f est dérivable en tout a € RŸ et dans ce cas| f' (a) = Dr . Par contre f n’est pas dérivable en 0. 
a 


. Soitae R* et soit xe R*\{a}. 


_f@-f(@ _ x 


X—a 


1 
donc f est dérivable en tout ae R* et| f' (a) = | 
a 


. Soit aeRet soit xeR\{a}. 


A(x) 


1 1 
x a. À 
Xx-a 


ff (@ | alla 


ME : 
x-a x-—a 


Si a < 0, comme on va calculer la limite de A(x) quand x tend vers a, on peut supposer x < 0 et il s'ensuit que 
A (x) = —1 donc f est dérivable en tout a e R*. De plus| f' (a) = —1 |. On montre de même que si a € RŸ alors f 


est dérivable en a et| f' (a) =1|. Par contre en 0, A(x) PET) —1] et A(x) 1. f est alors dérivable à gauche 
Hé X—4a 
et à droite en O0 mais n’est pas dérivable en 0. 


. Soit aeRet soit xeR\{a}. En utilisant les formules de factorisation : 


— 


X— a X— a 


donc f est dérivable en tout aeR et PROETE 


Exercice 12.2 O 
Soit f :R — R une fonction dérivable surR 


Aa = f@-f(@ _ xt a" _* == UK an nai 
k=0 





1. Si f est paire que dire de f' ? 
2. Si f est T-périodique (T > 0) que dire de f! ? 
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Solution : 


1. Ona:VxEeR, f(x) = f(-x). En dérivant les deux membres de cette égalité, on obtient : VxER,  f'(x) = 
— f'(-2x) et donc f' est impaire. De même si f est impaire, alors f' est paire. 


2. Puisque VxER, f(x+T)- f(x) = 0, en dérivant à nouveau les membres de cette égalité, on obtient que f'(x+T)— 
f(x) = 0 et donc que f’ est aussi T-périodique. 





Exercice 12.3 O 
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 


1. son domaine de définition. 
2. son domaine de dérivabilité. 


3. sa dérivée. 


1. fixe Vas 4, fix ecosx 
arctan x 
2. fixe ——— 5. f:xr1 
f:x PE f:x- nlxl 
3. f:x-In(inx 6. f:x-5* 


Solution : 


1. f est définie sur R} et dérivable sur RŸ comme composée de fonctions dérivables. De plus, pour tout x € RŸ : 


CES 
f@=Ex L 


2. f est définie et dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur 


1-2 t 

R. De plus, si xeR, De ee nee | 
P 2 
(1+x2) 


l 
3. f est définie et dérivable sur ]1,+oo[ comme composée de fonctions dérivables. Si x € ]1,+ool, | f' (x) = ne 
nx 


4. f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Si x ER, Lf' = sin re x | 


5. f est définie et dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables. De plus, si x € R*, f(x) = 


L ix<0 
—— six 
F » l 


= six>0 |[WX 
x 
6. Comme 5*=e*h5, f est définie et dérivable sur R. Si xeR,| f(x) =In5.5* | 


Exercice 12.4 O 
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 





1. son domaine de définition. 
2. son domaine de dérivabilité. 


3. sa dérivée. 


1. f:x- cos’ x 4 f:x- xinlx+1l 
2. x x 5. fixe xle* 
3. f(x) = (xt+1)° 6. f:xargth(sin x) 


Solution : 


1. f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Si xeR,| f ! (x) = -7sin xcos° x | 


2. f est définie et dérivable sur RŸ car x* = e*x, De plus, pour tout x ER :| f'(x) = (1+1nx) x* | 


3. f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Pour tout x ER :| f(x) =6x°Vx4+1| 


4. f est définie et dérivable sur R\{-1} comme composée de fonctions dérivables. Si x € R, 


f (@=Inlx+1l+ Re 
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5. f est définie et dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables. Si x e R*, | f’ (x) = x ex (4x-1)| 


6. f est définie et dérivable sur I = R\ {es | kez} comme composée de fonctions dérivables. Si xe I, 


f' Go) = argth (sin x) + || 
cos x 


Exercice 12.5 Q 
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 





1. son domaine de définition. 
2. son domaine de dérivabilité. 


3. sa dérivée. 


1. f:x-In(in(in(inx))) 4. f:x-In(arccosx) 
1 

2. f:x- argch(2+cosx) 5: Jr 

3. f:x (chx)?* 6. f:x— Vi+thx 


Solution : 


1. f est définie et dérivable sur ]e°,+oo[ comme composée de fonctions dérivables. Si x € ]e*,+oo : 


1 
ECO) 
2. f est définie sur R et dérivable sur R\(n+27nZ) comme composée de fonctions dérivables. Si x À x alors : 
sin x 
VI +cos x3+ cos x 


3. f est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. De plus, 


f'@ = 2 ch?*"! (In (ch x) chx+ xsh x) | 


f'@=- 


4. f est définie sur [—1,1[ et dérivable sur ]-1,1[ comme composée de fonctions dérivables. Si x € ]-1,1[, 


l 
LD = —— | 


5. f est définie sur [-In(1+ V2),0[U ]0,In(1+V2)] et dérivable sur1= ]-In(1+4V2),0[ U]0,Im(1+4V2)[ comme 
ch x 


V2-ch? x(arcsinsh x)? | 


1-th? x 
6. f est définie et dérivable surR et si xER :| f (0) = = 
f Ï 2V1+thx 


Exercice 12.6 O 
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer : 


composée de fonctions dérivables. De plus, si xeI| f(x) =-— 





1. son domaine de définition. 
2. son domaine de dérivabilité. 


3. sa dérivée. 





1. fix DE 4 f:x-(1+x)* 
.y,, xtinx V/argsh x 
ET Co In (ch x) 
arccos x : 
3. fx + SE 
f arcsin x ee (cos x-+2)4 


1. f est définie sur R} et dérivable, par opérations sur les fonctions dérivables sur RŸ. De plus, pour tout x > 0 : 
SE 


(x+1) x 


He 
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(x—1)In2 x-—3xIn x+ x 


2. f est définie et dérivable sur R*. Si x e RŸ alors| f’ (x) = = 
x(x+In? x) 


3. f est définie et dérivable sur ]—-1,-—1[\{0} comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle. De plus, si 
arcsin X + arccos x T 1 


EL UNO à O0 = | > ——_—— 
V1 - x arcsin? x 2 V1- x? arcsin? x 


4. f(x) = e*MU*9 ef donc f est définie et dérivable sur J-l,+oo. Si x € ]-1,+oœl, 


f = (in + X)+ —) {+x* 


— ch xIn (ch x) + 2argsh xsh xv 1 + x? 
2V1+ x2 (In (ch x)? ch x/argshx 


4+2cosx-—3cos x 
6. f est définie et dérivable sur R. De plus, pour tout x ER, f'@) a ——_—_ÂZZ— | 
PIUS, P 5 
(cos x + 2) 


Exercice 12.7 Q 
Pour chacune des fonction suivantes : 


5. f est définie et dérivable sur R* et si x > 0 :| f’ (x) =— 





1. Déterminer son domaine de définition Df. 

2. Prouver que f est continue sur D. 

3. Déterminer sur quel domaine f est dérivable. 
4. Prolonger f par continuité là où c’est possible. 
5 


. Vérifier si ce prolongement est dérivable. 


1. f:x- xsin(À) 3. f:x-(x2-1)arcsin(x?) 
1 


2. f:xr xsin(À) 4. f:x—|x|argthx 


Solution : 


1. f est définie et continue sur R* comme produit et composée de fonctions continues. En appliquant le théorème 
des gendarmes, on montre que f (x) en 0. On prolonge alors f par continuité en 0 en posant : f (0) = 0. Par 
X— 


opérations sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur R*. Reste à étudier la dérivabilité en 0. Pour tout 
Ce). eee 
xeR*, A(x) = jœ-fo L = sin — qui diverge quand x tend vers 0. f n’est donc pas dérivable en 0. 
2 
. On montre comme PA que f est définie, continue et dérivable sur R*. On montre aussi qu’on peut là 
encore prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = 0. Pour ce qui concerne la dérivabilité en 0 on a, pour 


f Go — f (0) 


il 
= xsin — —— 0 donc f est dérivable en 0 et f' (0) = 
x—0 X x—0 


tout xE R*, A(x) = 


. f est définie et continue sur [—1,1]. Par opérations sur les fonctions dérivables, f est dérivable sur ]-1,1[. En 


= Don È 2 
nr ne) 
x—1 = 


f!() = 7. On fait de même en —1. 


= (x+1)arcsin (x?) DT f est donc dérivable en x = 1 et 
mure 


. f est définie et continue sur]-1,1[. f n’est pas prolongeable par continuité en +1. f est dérivable sur]-1,0[U[0, 1] 
f@-f(0) _ Ixlargthx 


comme produit de fonctions dérivables sur ces intervalles. En x = 0, A(x) = 5 
= 





0 donc f est dérivable aussi en 0 et f' (0) = 


Exercice 12.8 Q 
Pour chacune des fonction suivantes : 


1. Déterminer son domaine de définition Df. 
Prouver que f est continue sur D. 
Déterminer sur quel domaine f est dérivable. 


Prolonger f par continuité là où c’est possible. 


& $ © R 


Vérifier si ce prolongement est dérivable. 
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1. fixe À 3. f:x- cos(/x) 


2. fixe x*. 4. fixe VIx-1|sinx. 


Solution : 
4 
: ; 4 X Mn 
1. f est définie et continue sur R*. De plus : — en x ee 0. On prolonge alors f par continuité en 0 
X> pt A 


en posant f (0) = 0. f est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. Si x = 0, alors A(x) = 


— f(0 3 
RS EU) = : = x? —— 0 donc f est dérivable en 0 et f' (0) = 0. 
x—0 e* — 1] x—0 x—0 


. fo = x* = e*MX donc f est définie et continue sur R*. Mais xin x 0 donc par opérations sur les limites 


x—0* 


fo a e° = 1. On prolonge donc f par continuité en 0 en posant f (0) = 1. f est dérivable sur R* comme 
X— 


fx f(0) e*nx_] xlnx 
© = — - =Inx—— -0, 
x—0 x x—0t  X x—0+ 
l'équivalent étant valide car xIn x re 0. f n’est donc pas dérivable en 0 et le graphe de f admet en 0 une 
X— 


composée de fonctions dérivables. En x = 0, on a : A(x) = 


tangente verticale. 


. f est définie et continue sur R;. f est dérivable sur RŸ par opérations sur les fonctions dérivables. En x = 0, on a: 
—X 

x)—f(0) cos(x)-1 72 1 

f@-Fo = SRE NÉ f est dérivable en 0 avec de plus f' (0) =-1/2. 


x—0 x x—0+ x 2 x—0+ 
f@-—f(0)  sinx.vix-1] 


. f est définie et continue sur R. Elle est dérivable sur R\{1} et en x=1 : A(x) = ——— = 


x—0 x—1 Er 
vIx-1 
sin donc A(x) : +oo et A(x) T —00. f n’est donc pas dérivable en 0. 
= 4 le x—1 


A(x) = 





Exercice 12.9 ©O 
Soit f la fonction définie sur R par : 





1—-e* six<0 

f = 0 si x=0 
e*-1 . 
CENT six >0 
e 


1. Prouver que f est continue en 0. 


2. Étudier la dérivabilité de f et calculer f' (x) en tout point x où f est dérivable. 


Solution : 
X 


: PANNE gel : 
1. Il est clair que 1-e* z 0. Donc f est continue à gauche en 0. De plus, — Ut donc f est aussi 
Li ÉRCUN û 
continue à droite en 0. En résumé, f est continue en 0. 


2. f est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. Si x < 0 alors f(x) = -e* et si x > 0 alors 


X 
NS 


FT De plus à 


. l-e . e*—] x 1 
six<0: A(x)= et six>0: A(X)= © > — — - 
X x(e*+1) x—0- 2x x—0- 2 


donc f est dérivable à gauche et à droite en 0 mais n’est pas dérivable en 0. 





Exercice 12.10 ©O 
Soit f la fonction définie sur R par : 


fu e +1 six<0 
X) = 

2+xinx six>0 
1. Prouver que f est continue en 0. 


2. Étudier la dérivabilité de f et calculer f' (x) en tout point x où f est dérivable. 


Solution : 


1. Il est clair que f est continue à gauche en 0. De plus, 2+ xInx = 2= f (0) donc f est aussi continue à droite 
X— 





en 0. En résumé, f est continue en 0. 
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2. f est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. Si x < 0 alors f' (x) = -e"* et si x > 0, f' (x) = 
Inx+1. On vérifie facilement que f est dérivable à gauche en 0. Par contre, comme f(x) =Inx+1 —00, f 


x—0* 
n’est pas dérivable à droite en 0. 





Exercice 12.11 OO 
Soient deux réels a et xo > 0. On définit 


]0,+00[ — R 
f: Le si X< Xo 
ne > 


x2+1 six>% 
Trouver les valeurs de a et x pour lesquelles f est dérivable sur 10, +ool. 


Solution : Par opérations sur les fonctions dérivables, la fonction f est dérivable sur ]0, x[ et sur ]xo, +oo[. Comme 


Vx > xo, f'(x) = 2x 2x0, la fonction f est dérivable à droite au point xo d’après le théorème du prolongement 
X— X0 


dérivable et f, Co) = 2%. 
a COEUR + à a 
Comme Vx < xo, f(x) = SE" il vient que f est dérivable à gauche en x et fo) = a 
0 VX0 
La fonction f est dérivable en x si et seulement si fo) —= F5 Co), c’est-à-dire si et seulement si[ a =4%0V% | Ÿ%o |. 





Exercice 12.12 VO 
Soit une fonction f :R— R. On dit que cette fonction possède une dérivée symétrique en 0 lorsque 


… f@-f(Ch) 
in ———— 


existe et est finie. 
h—0 2h 


1. Si la fonction f est dérivable en 0, montrer qu’elle admet une dérivée symétrique en 0 et la calculer. 


2. Si la fonction f admet une dérivée symétrique en 0, est-elle dérivable en 0 ? 


Solution : 


1. Calculons le développement limité à l’ordre 1 de f en 0: 
fG@ = f(0) + x f/(0) + xe(x) 


avec E(X) er 0. Soit h > 0. En écrivant cette égalité pour x = h et pour x = —-h, en soustrayant et en divisant par 
X— 


2h, on trouve que 
fG)- ft-h) 
2h 
Donc la fonction f admet une dérivée symétrique en 0 qui vaut f'(0). 


fn - ftCh) 


e(h) +e(-h) 


= f'(0) + 0) 


. La réciproque est fausse comme on le voit si f(x) = |x| : Vh 0, = 0 donc f admet une dérivée 


symétrique en 0 mais n’est pas dérivable en 0 car fe (0) =-1et 1 (0) = 1. 





Exercice 12.13 OC 
Soit une fonction f : [0,+oo[— R dérivable sur l'intervalle [0, +ool telle que f(0) =0, f 20 et 


Vx2>0,f'()<af(x (a>0) 


Montrer que la fonction f est nulle. 


Solution : Introduisons la fonction auxiliaire 


[ [+o[ — R 
‘ x — ee Xf(x) 


La fonction g est dérivable sur l'intervalle [0, +oo[ comme produit de fonctions dérivables et V x > 0, g'(x) = e“* ( f'(- 
af (>) < 0. Donc la fonction g est décroissante sur l’intervalle [0,+ool et on a Vx > 0, g(x) < g(0). Mais alors, si 
xE [0,+oof, f(x) = eXg(x) < e*g(0) = e%* f(0) = 0. Comme la fonction f est positive, c’est la fonction nulle. 
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Exercice 12.14 VO 
Soit X ER et f:R—R une application continue en x À 0 et telle que la fonction x xf(x) soit dérivable en xo. 
Montrer que f est dérivable en xo. 


Solution : Soit xe R\{xo}. On écrit que : 


X f (2) — Xo f (Xo) : X[f (0) — f (xo)] + f (xo) [x — xo] = ,107 fo) 


X— X0 X — X0 X— X0 


d’où l’on tire : 


FCO = Fo) | 1 EE — X0 f (0) 


- fi) 


X— X0 X X— X0 


On passe ensuite à la limite dans cette relation lorsque x — xo, et on trouve, en utilisant que x xf(x) est dérivable en 
x et que f est continue en Xo, que f est dérivable en x avec 


1 
F' Go) = —((xf)' (ro) — f (0) 
X0 
Exercice 12.15 OQ 


Soit f:R —R une fonction dérivable et telle que xf'(x 








1. Montrer que f(x) 


X— +00 X— +00 





+O0. 


Solution : Soit 0 <e < 1. Comme xf'(x) RS 1, il existe A € R* tel que si x> A alors 
> +O0 


Mais alors, pour X > À : 


ce qui amène 
(-Ee)(nX-InA) < f (X)- f(A)<(1+e)(InX-InA). 


On en déduit grâce au théorème des gendarmes que f(x) rs +. 
X— +00 





Exercice 12.16 OC 
Soit 


Étudier la dérivabilité de f en xo ER. 


Solution : 
1. Si xo = 0, formons le taux d’accroissement À de f en 0. Pour x Z 0, on a :A(x) = (f(x) — 0) /x et donc |A(x)| < 
x2/x< x. On en déduit que A(x) ni 0 et que f est dérivable en 0. De plus f'(0) = 0. 
X— 


2. Si xo À 0, montrons que f n’est pas dérivable en xQ en montrant que f n’est pas continue en x. Comme Q et R\Q 
sont denses dans R, il existe une suite de rationnels (r,) et une suite d’irrationnels (q,) qui convergent toutes deux 
vers x. Alors, pour tout n EN, f (rn) = rè ——— 4 et f (qn) =0 ——— 0. Donc f n'est pas continue en xo et à 

n— +00 ñ— +00 


fortiori f n’est pas dérivable en xo. 





Exercice 12.17 VO 
Soit f:R—R une fonction dérivable telle que f (0) = 0. Déterminer la limite suivante : 


lim FO f(-x) 


x—0 x2 


Solution : Écrivons le développement limité à l’ordre 1 de f en 0 : 


VXxER, f(x) = xf'(0) + xe(x) avec e(x) =. 0 
X— 
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Alors, pour tout xeR : 


f@Of(-x) 


= = (f/(0)+e(x))(— F'(0) -e(-x)) — -(f'(0))2 
X: x—0 





Exercice 12.18 O00Q 
Soit f :R —R dérivable en 0 telle que f(0) = 0. Trouver la limite de la suite de terme général 


n n 2k 
k=0 h 3" 
Indication : Utiliser le développement limité à l’ordre 1 de f en 0 : f(x) = xf'(0) + xe(x). L'idée est que pour x petit, 
2 
« f(x) ressemble à xf'(0) ». La suite se comporte comme f”(0) es ( Jar = f'(0). 
Solution : Écrivons le développement limité à l’ordre 1 de f en 0 : 


f( = x f'(0) + xe(x) avec e(x) a. 0 
X— 
Alors pour tout neN 


= f! — — —|-=#f! = — — 
Un = f (0) L (] 3n “i( fs) f (0) + vn avec v ÿ (] (E] 
n 


2K=(1+2=3n, 
h (1+2) 


car d’après la formule du binôme Y}_, 
on 
Montrons que Un 0. Soit ui > 0. Il existe a > 0 tel que Vx e [-a, a], (e(x)| < pu. Comme la suite — ——— 0, il 
n— +00 3 n—+0o0 
n k n 
existe N EN tel queVnzN, — < a. Soit alors n > N. Puisque VkEe [0,n], 0<— < — < «, il vient que 
37 3n 37 


2k 
VkeT[0,n], É <H 


Mais alors 


[Unl < ». CE É 


k=0 


Par conséquent, | u, f'(O) |. 
n—+00 


Exercice 12.19 OVQ 
On considère la suite (s,) définie pour tout n > 1 par 





1. Montrez que la suite (s,) est convergente. 


2. On considère une fonction f : [0,1] — R dérivable au point 0 et telle que f (0) = 0. On définit pour tout n > 1 la 
suite (Sn) par 


2n 1 
Sn= > f(}) 
k=n k 
Montrer que la suite (s,) converge. 
3. Étudiez les suites de terme général 
n 


2n 1 
Un = D Infi+-) et Vn= ÿ sin 


k=n k=0 











k+n 
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Solution : 


i * ie 2 re 7e 
1. SoitneN”. Comme Snr1-Sn= 55 +57 7 = A+ DCR D < 0 donc (sn) est décroissante. Elle est positive 


donc minorée par 0. D’après le théorème de la limite monotone, (5) est donc convergente. 

2. Posons À = f'(0). Le développement limité de f en 0 à l’odre 1 est donné, pour tout x € [0,1], par : f (x) = 
Àx + xe (x) où € est une fonction définie sur un voisinage à droite de 0 telle que limp+ € = 0. On a donc pour tout 
keN* : f(1/k)=A/k+er/k où ex = e(1/k). Remarquons que € re. 0. Il vient alors : 


— +00 


2n 1 2n € 
Sn — | = ÀSn + —., 
LL 


Soit e > 0. Il existe un rang N tel que sin > N alors |£,| < € Pour n > N, on a donc : 
(À —E) Sn < Sn < (A +E) Sn. 


Si À #0, on en déduit que S, er ÀS, et donc que S,, converge vers ÀT où 1 = lims,. Si À = 0 alors il vient que 


Sn= O (Sn) et comme ($s,) converge il en est de même de (Sh). 
n— +00 


. Par application du résultat précédent, il est clair que (u,) est convergente. Par ailleurs, pour tout n € N*, Un = 
> sn (À) _ ne sin (à) et donc de la même façon, (vh) est convergente. 





12.6.2 Dérivées d’ordre n, formule de Leibniz 


Exercice 12.20 © 
Soit f la fonction définie sur R par : 


x2In (x? sixZ£0 
FC = | w) 
0 si x=0 
1. Vérifier que f est dérivable sur et calculer f". 
2. La fonction f est-elle de classe €! sur R ? 


3. La fonction f est-elle deux fois dérivable surR ? 


Solution : 
1. La fonction f est dérivable sur R* comme produit et composée de fonctions dérivables. De plus, si x Z 0, f(x) = 


2x(In(x?)+1).En x=0, le taux d’accroissement de f est donné par : 


2] 2, 
T 16 ) = xIn x? — 
x—0 


A(x) = 


donc f est aussi dérivable en 0 et f' (0) = 0. 
. La fonction f' est clairement continue sur R*. De plus f'(x) ren 0 car xln x? ee 0 donc f’ est aussi continue 
X> X> 


en 0. En conclusion, f est de classe €! surR. 


. Pour tout xe R*, f'(2 = 2x(In(x?) +1) donc f' est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. 
Le taux d’accroissement de f' en 0 est donné par, pour tout x e R* : 


NE) OO 


x—0 


et donc f n’est pas deux fois dérivable en 0. 





Exercice 12.21 Q 
Soit f la fonction définie sur R par : 


f a si x>0 
X) = 


1 si X<0 


1. Vérifier que f est dérivable sur et calculer f". 
2. La fonction f est-elle de classe €! sur R ? 


3. La fonction f est-elle deux fois dérivable surR ? 
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Solution : 


2 . Pue » . . Zoé 
1. Pour tout xe RŸ, f (x) = e* NX, La fonction f est dérivable sur R par opérations sur les fonctions dérivables. f 


; — f (0 
est par ailleurs clairement dérivable sur R*. Étudions la dérivabilité de f en 0. Si xe R£ : A(x) = II = 
= 


2 
e* Inx _ 1 


= XInx —— 0 car x?Inx —— 0. Donc f est dérivable à droite en 0 et d. (0) = 0. Il est clair que 
X x—0* x—0* x—0* 


f est dérivable à gauche en 0 et que 2 (0) = 0. f est donc dérivable en 0 et f' (0) = 0. En résumé, f est dérivable 
sur R. 


. La fonction f' est continue sur R* par opérations sur les fonctions continues. De plus, si x € R£ : f'(x) = 


(2xin x + x) e*Inx 


=. Upar opérations sur les limites. Il est par ailleurs clair que si x € R*, f'(x) are 0. f! 
x—0 X—0- 
est donc continue surR et f € Æ1(R). 


. f' est dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables. En 0* : 


2 
OP O | CMD nes Derinr _. 


A = 
Go) x—0 X x—0+ 


par opérations sur les limites et car x?n x mie f n’est donc pas deux fois dérivable en 0. 
x—0 





Exercice 12.22 O 
Soit 





Est-ce que f est de classe €1, €? sur [0, 1] ? 


Solution : La fonction f est de classe €? sur ]0, 1] par opération sur les fonctions de classe €?. Étudions la dérivabilité 
en 0. Soit xe ]0,1]. Le taux d’accroissement de f en 0 est 


xsin 


: 
a = sn 


1 
e + x= : ; : 
LE xe-x = 0. Donc f est dérivable en 0 et f’ (0) = 0. Par ailleurs, toujours pour x € ]0, 1] : 
— +00 


car 


—1/x 


—1/x 
D do co (—)) 
x 


l 
! = lee 
f (= 2 (x sin| 
et il vient facilement que f'(x) Ses LL f' est aussi continue en 0. Calculons f"”. On a: 
1-0 


—1/x —1/x e”1/* —1/x 
f" = ; a -sin| D — (-2x + cos —— 0 
x x x x ] x-0+ 


donc f' est dérivable à droite en 0 d’après le théorème du prolongement dérivable et f” est continue en 0. En conclusion 
f est de classe €2 sur [0,1]. 





Exercice 12.23 O 
Calculer la dérivée n-ième de : 





1 1 13 
1. D ee 3. fixe 5. f:xnx 

: 6. f6:x— sin xcos x. 
2. Rire 4. fix x2e* 7. f:x- e*sin x. 
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Solution : 


n! : 
. Montrons par récurrence que pour tout ne N* et pour tout x À 1 : un (EE TES . La formule est vraie au 
nn: 


! 


= alors pour tout x 1 
— X 


rang 1. Soit ne N*. Supposons que pour tout x £ 1 on aitfi (x) = 


n! | = (n+1)! 
= x" — (1x2 = (= x7*2 


'e (2) = | 


et la formule est encore vraie au rang n +1. On conclut en appliquant le théorème de récurrence. 


n! 
. On montre de même que pe Dee — | pour tout x # —1 et tout n € N*. 
(+2 
l 


1 1 
. On a, pour tout xER\{+1}: = = — + 
“ Eee 1-x2 21-x 


| L le 1 ne) 
1— x2 72 (ec) EL (+xtl FA 2 (ec) EL (+21 f 


. On calcule facilement les deux premières dérivées de f. Sin >3,on applique la formule de Leibniz en remarquant 
que les dérivées d’ordre > 3 de x— x? sont nulles, pour tout x ER : 


n(n-1 
pa (D = 4 2nxeT + 2er = (x +2nx+n(n-1)e*| 


. On calcule facilement les trois premières dérivées de f;. On montre aussi facilement par récurrence que la dérivée 
1 lin 1)! 
CD (n-1)! 
x! 
procède alors comme précédemment. La formule de Leibniz nous permet d’écrire pour tout n > 4 et tout x e R? 

que : 


n° de In est x— . On remarque que les dérivées d’ordre > 4 de x x sont toutes nulles. On 





1% l(n-1)  (-D'(n-2)  (-D"l(n-3)! 
xn-3 u xn-3 ne xn-3 


(D 7 (n-4)(-(n-D(n-2)(n-3)+3n(n-2)(n-3)-3n(n-2)(n-3)+n(n-1)(n-2)) 
(-D'n(n+D(n-2)(n-4)x°7" 


10e) 








. Soit x € R. D'après les formules de trigonométrie, f&(x) = sin(2x)/2 donc pour tout n e N*, 


pe (x) = 2" sin (2x + nx/2) |. 


. Soit xER. On a f(x) = e*sinx = Im (eue) On sait dériver la fonction exponentielle complexe, voir la 
Fe F int : 
proposition 4.41 page 176. Comme (et+5x)09 = (1+iel+x 2 V2"e 4 el+tX, on en déduit que f!” (x) = 


VE sin(x+ —) e* |. 





Exercice 12.24 . ©Q 
Déterminer la dérivée n°M€ de Ja fonction 
fo =É#(-2" 
Indication 12.4 : Écrire G-x"=(-1D"#{x- 1)" pour calculer les dérivées successives : cela évite les problèmes de 
signe ! 


Solution : Utilisons la formule de Leibniz : 


n 


HE )E {] EEE ho 


k=0 


Et puisque les dérivées de x? sont nulles pour k > 3, il ne reste que 3 termes dans cette somme : 


GE a 0400 - Did 0412 


Ensuite, en remarquant que (1-— x)" = (-1)"(x- 1)", on calcule les dérivées de (x-—1)" : 


HE) (ÉcEAl) e 


xD 
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! 
F9 = nx2(-D"+2nx(-D"n!(x- 1) + n(n- DES 1 


et après factorisation et simplification, on trouve que 


! 
re CD" [(n+ D(n+2)x7-2n(n+1)x+n(n-D|]| 


On remarque que f étant un polynôme de degré (n +2), sa dérivée n-ième est bien un polynôme de degré 2. 





Exercice 12.25 OC 
On considère la fonction f :10,+oo[— R définie par f(x) = x" ln x où ne N*. Calculez fe 


Solution : La fonction f est de classe € sur l'intervalle 10,+oo| comme produit de fonctions 6®. Notons g la 
fonction définie par g(x) = x" Let h la fonction définie par (x) = In(x). D’après la formule de Leibniz, pour x > 0, 


n 
fPG=Y LeJetcont bu) 


k=0 
Mais on montre facilement que pour k<n-—1, 


GED! n1-K 


(k) — 
FC (n-k-1)! 


et que gl = 0, puis que Vk> 1, 


de) : Fe (k—1)! 
h°”"(2=(-1 PRES 


—1l 
(n) n|\_&@=D! IE n-k1 (1 k—1)! 
FU = ! (ee ED (el Dee 


Dln-DE 
Lee PE [cu 


_ D" _. 
_ X 
_[@-D|! 
es 


[a-1"-(-n"] 





Exercice 12.26 OC 
On considère la fonction définie sur ] — 1,+ool[ par 


fn = x" lin(x +1) 
Déterminer 1 (x) en effectuant un raisonnement par récurrence. 


n— 1)! 1 
Solution : Montrons par récurrence que pour tout n € N* et x € J-1,+ol, fo = ) TRE 1|. On 
2 x 
vérifie facilement la propriété au rang 1. Soit n e N*. Supposons la propriété vraie au rang n-—1 : aie D(x) = 
(n—2)! l 
x (+x) 1 

]-1,+o et elle est donc 6®°. On peut alors appliquer la formule de Leibniz et en utilisant l'hypothèse de récurrence, 
on obtient : 


1|. Remarquons que : fn (x) = Xfn-1 (x). La fonction f, est un produit de fonctions €® sur 


OM TR tnt 
(n-2)!{ nx+1 : ] n®2%] 1 * | 
x2 {+x” +x)7-1 


x 


| HE n-1 ne n L 
A+x" (+x" (x) el 


x 
1) 





497 


On termine en appliquant le principe de récurrence. 


Exercice 12.27 OC 
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x" (1 — x)". Calculer sa dérivée n 


.É() 


ÊME ef en déduire la valeur de la somme : 


Solution : Posons g:x- x"eth:x on x)" Rappelons que pour tout k€ [0, n], gt HO = Le x!TE, On en déduit 


que pour tout ke [0, n], au 9) (Cie x k et que ht Gi= (-1* Ti (1-x) "TE, En utilisant la formule de Leibniz, on 
trouve alors que : 


. 2 
M) (0 = G-D (5 pd 5 he n! ed 1 k (1 7€ 
FC Ë (ie CO h° (9 = De ) Ê È = = A-x) mi j : 0x) 
Remarquons que fl” est un polynôme de degré n. Le coefficient de son terme dominant est : 
; 2 
n > [e | DÉCDTÉz (D on (e | =(-1'n!S» 
Kk=0 k=0 


Comme la fonction f est une fonction polynomiale de degré (2n) et de coefficient dominant (—-1)", en la dérivant n fois, 
le coefficient de x" dans fo (x) vaut aussi 


2 
On en déduit que s-(”)] 
n 


12.6.3 Applications de la dérivation 


Ce OI SRE CAN A ee 





Exercice 12.28 O 
Soit f : [0,+co[— R une fonction de classe C! telle que f(0)=-1et Jim f(x) = +co. Montrer que si f s’annule au 


moins deux fois alors il en est de même de f'. 


Solution : Si f' ne s’annule pas alors f est strictement croissante et donc injective. Elle ne peut s’annuler alors au plus 
qu'une fois. Si f' ne s’annule qu’une fois, en un réel noté à, alors on en déduit que le tableau de variation de f est un 
des deux suivants : 


Dans les deux cas, on remarque que f ne peut s’annuler qu’une fois. Par conséquent f' s’annule au moins deux fois. 





Exercice 12.29 Q 
IL] — 
Soit f : Dr) ù 


— SiINxX+Xx 
1. Démontrer que f réalise une bijection vers un intervalle qu’on précisera. 


2. Prouver que f-! est continue et dérivable sur cet intervalle. 
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1. La fonction f est bien définie et strictement croissante sur 1 = [0, 7]. Elle réalise donc une bijection de I sur 
J= f @). Mais par opération sur les fonctions continues, f est continue sur I donc J est un segment de R. Comme 
f(0)=0, f(5)=1+7T et que f est croissante, il vient que J = [0,1+ 7]. En conclusion, f réalise une bijection de 
ÉTAIT 


. Comme f est continue et strictement croissante sur I, f”-! est continue et strictement croissante sur J. De plus f 
est dérivable sur ]0, 5] et f'(x) = = +1 > 0. Donc f ! est dérivable sur ]0, {]. Étudions la dérivabilité de f en 


2Vsin x 
0. Considérons h € ]0,1+ 7] et posons x = f=!(h) € ]0, 7]. Remarquons que x = f"}(h) Fer 0. On a: 


— ———— + 


h | fœ & Vsinx+x 1 /s x—0 
Vs SIL PS] 


X 


sin x NS . ne 
car LE 1. Donc f”! est aussi dérivable en 0 et f'(0) = 0. En conclusion f”! est dérivable sur J. 
X x 





Exercice 12.30 OC 
Soit 
TT 
Je 64 . 
1. Vérifier que f réalise une bijection de [?,x| sur [1,+ool. 


2. Sans calculer f 1 déterminer son ensemble de dérivabilité et calculer sa dérivée. 


Solution : 


1. La fonction sin: [£nl — ]0,1] est strictement décroissante et la fonction x 1/x est strictement décroissante sur 
10,1]. Donc par utilisation de la règle des signes pour la composition des fonctions, f est strictement croissante sur 
(ee, |. On en déduit que f réalise une bijection de 1= 10,1] surJ= f (1). Par opération sur les fonctions continues, 
f est continue sur I et donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, J est un intervalle de R. Comme 
fx +0 et que f (x/2) = 1, on en déduit que J = [1,+oœæl. 


X—T 
. f est dérivable sur 1 comme quotient de fonctions dérivables sur I. De plus si xeI, f! (x) = —-cosx/sin? x. On 
remarque que f' ne s’annule qu’en x/2. Donc f”! est dérivable sur ]1,+oo[. De plus, pour tout y € ]1,+oo! : 


1 : sin? f-!(y) 


DE 


Mais comme f” (y) es n/2*, on en déduit que f”!’(y) —— -® 4 donc f”! est, d’après le théorème du 
Vo Ya 


prolongement dérivable, non dérivable en 1. En conclusion f l'est dérivable sur ]1,+oœl. 





Exercice 12.31 VO 
Soit la fonction f :R*—R définie par f(x) = (x+ x2+ 1) 


lt 


. Montrez que la fonction f se prolonge par continuité sur R en une fonction g. 
. Etudiez la parité de la fonction g. 


. Etudiez les variations de la fonction g sur l’intervalle ]0, +ool et déterminez la limite lim; f(x). 


RS À ND = 


. On admet que g'(x) — 0. Qu'en déduit-on sur la dérivabilité de g en 0 ? Tracer la courbe représentative de la 
X— 


fonction g. 


Solution : 


1. Remarquons d’abord que pour tout xER, Vx?+1 > Vx?= |x| et que par conséquent, x+Vx2+1>x+1|x| > 0. 
Donc la fonction f est définie sur R*. Pour x 0, écrivons f sous forme exponentielle : 


L In[x+ 17+1) 


f@=e 


Mais alors, lorsque x — 0, 


In(x+Vx2+1)=In(1+(x+vV1+x2-1)) SG Vire 0 co 
x— x— 
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Donc f(x) rare On peut prolonger la fonction f par continuité en 0 en posant 
X— 


pe si x£0 


e si X=0 


. Soit un réel x > 0. En utilisant les quantités conjuguées, 


1 
X+ =), 


f(x = g +n(Vr#1-x) = tel 


La fonction g est donc paire et on l’étudiera sur [0, +ool. 


. On calcule pour x £ 0 : 


fo) 
1x) = —— |x- Vx2+1In(x+ Vx2+1) 
i ae | | 


a(x) = x- Vx2+1In(x+V x2+1) 


Mais a'(x) = — Te Comme x> 0, Vx2+1+x> 1 et le logarithme est positif. Donc a! < 0 sur ]0,+oo| 
X 
et puisque a(0) = 0, il vient que a < 0 sur ]0,+ool. Par conséquent, g est strictement décroissante sur ]0,+ool[. Par 


ailleurs : 
VI = | | V x ) ___ = i 
g( )=e* Je e — 


> Tr00 
car In x/x——— 0 etin[1+1/1+4 0. 
X— +00 x X— +00 


. Si g'(x ns 0 alors d’après le théorème du prolongement dérivable, g est dérivable en 0 et g'(0) = 0. On en 
X— 


Il faut donc étudier le signe de 


Infx+ 2+1)x 


déduit le graphe de g : 








Exercice 12.32 OC 
On considère un réel M > 0 et une fonction g:R- R dérivable telle que Vx ER, |[g'(x)| < M. Soit un réel € > 0. On 
définit la fonction f:R—R par VxeR, f(x) = x+eg(x). 


1. Trouver une condition suffisante sur £ pour que Vx ER, f'(x) > 0. 


2. Montrez que si cette condition est remplie, la fonction f est une bijection deR versR. 


Solution : 
1. Soit xe R. On calcule f'(x) = 1+eg'(x) > 1-eM. Par conséquent, si M < 1/e, on est assuré que VXxER, f'(x) > 0. 


2. Dans ce cas, la fonction f est strictement croissante sur R, et d’après le théorème de la bijection, elle réalise une 
bijection de R vers J = f(R). Montrons que J =R. Comme VxEeR, f'(x) > 1-eM, en notant k=1-EeM>0,ona 


[f-kx]' > 0 et donc la fonction x f(x)-kx est croissante surR. En particulier, pour x > 0, on a f(x) > f(0)+kx. 


Or f (0) + kx m +00 et d’après le théorème de majoration, on en déduit que f(x) a +00. 
X— +00 X— +00 


De même, puisque VxEeR, f'(x) < 1+eM, en notant k' = 1+eM > 0, on trouve que Vx < 0, f(x) < f(0) + K'/x. 


Mais puisque f(0) + K'x us 7, il vient que f(x) 70: Donc J =]-0c,+00|. 
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12.64 Recherche d’extrémums 


Exercice 12.33 O 
Déterminer les extremum éventuels des fonctions f définies par les expressions suivantes : 


1. f:x- 1/x où xe [1,2]. 2. fix x où x ER. 3. f:x-|x-1loùxeR. 


Solution : 


1. La fonction f est continue et décroissante sur [1,2]. Elle atteint donc son minimum en x =2 et son maximum en 
x= 1. Remarquons que f' ne s’annule pas sur [1,2]. 


. Une étude rapide des variations de f nous montre qu’elle est strictement croissante sur R et que lim_ f = -c, 
lim; f = +co. Cette fonction n’admet donc pas d’extremum sur R. Remarquons que f’ (0) = 0 mais 0 n’est pas 
un extremum de f. 


. On vérifie facilement que f admet un minimum en x = 1. Remarquons que f n’est pas dérivable en x = 1. Par 
contre f n’admet pas de maximum. 





Exercice 12.34 OQ 
Soit une fonction f : [0,1] —R dérivable sur [0, 1]. On suppose que f (0) = 0 et que f (1) f'(1) < 0. Montrer qu’il existe 
c €]0, 1[ tel que f'(c) = 0. 
Indication 12.4 : Faire un dessin, et s'inspirer de la démonstration du théorème de Rolle. 


Solution : f est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes. Supposons par exemple que 

f@ > 0 et f'() < 0. Soit M = f(c) le maximum de f sur [0,1]. Montrons que c est un point intérieur de [0,1]. On a 

fG - f 
x—1 


c£0 car f(1) > 0. Si on suppose que c = 1, alors Vxe [0,1], f(x) < f (1) mais alors >0 et en passant à la 


limite dans les inégalités lorsque x — 1, on aurait f'(1) > 0, ce qui est faux. Par conséquent, c €]0,1[. Alors puisque f 
est dérivable au point c qui est un extrémum local intérieur, il vient que f'(c) = 0. 





Exercice 12.35  ©Q 
Soit une fonction f : [0,1] — R continue, non constante, dérivable à gauche et à droite en tout point. On suppose que 
f{0) = f(1) = 0. Montrer qu’il existe c €]0, 1[ tel que fito fe (o) < 0. 


Solution : La fonction f est continue sur le segment [0,1] donc elle est bornée et atteint ses bornes sur ce segment. 
Les deux bornes de f ne peuvent être atteintes en les extrémités de [a, b] car comme f (0) = f (1), f serait constante ce 
qui est contraire aux hypothèses. Une des deux bornes est donc atteinte en un point c intérieur au segment [0,1]. En ce 
point, les dérivées sont de signe contraire. En effet, supposons par exemple que c est un maximum alors, pour x dans 
f@-f(0 
X=—C 


un voisinage suffisamment petit à gauche de c, on a > 0 donc par passage à la limite dans une inégalité, 


x)— f(c 
! (x) > 0. De même, pour x dans un voisinage suffisamment petit à droite de c, on a f@-fo je < 0 et donc f(x) <0. 
g P LS P ñ 
X—C 





On en déduit le résultat. Si c est un minimum, on procède de manière analogue. 


Exercice 12.36 Q00 
Soit une fonction f :R —R dérivable. On suppose que f(x) 





= +00. Montrer qu’il existe ce R tel que f'(c) = 0. 
X— +oo 


Solution: Soit x) e R. Comme f(x) ar +00, ilexiste A>0telqueVxEeR,|x|>A — f(x) > f (x). En particulier, 


Xo € [—A, A]. Sur le segment [—A, A], la fonction f est continue et admet donc un minimum : il existe c € [—A, A] tel que 


pour tout x e [-A, A], f(x) > f(c). Mais si x ER \[-A, A], on a f(x) > f(xo) > f(c). Par conséquent, la fonction f admet 
un minimum global sur R au point c. On sait alors que f'(c) = 0. 





12.65 Théorème de Rolle 


Exercice 12.37 © 
Étudier la possibilité d’appliquer le théorème de Rolle aux intervalles et fonctions suivants : 


ppt — 8 Dm — R 
1: x — Vx 2. g: nn xsin(À) si x 40 
Osix=0 
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Solution : 


1. La fonction f est continue sur [-1,1] et f (-1) = f (1). Elle est dérivable sur ]-1,1[\{0} par opération sur les 
fonctions dérivables. Par contre, f n’est pas dérivable en 0. En effet, si x € [—1,1]\{0} alors le taux d’accroissement 
de fen0est 


Ve = 


NO 
56 


qui diverge quand x — 0. On ne peut donc appliquer le théorème de Rolle à f. 


2. La fonction g est continue sur ]0,n] par opérations sur les fonctions continues. On vérifie facilement grâce au 
théorème des gendarmes que g est aussi continue en 0. Elle est dérivable sur ]0,n[ et g (0) = g(1/7) = 0. On peut 
donc appliquer le théorème de Rolle à g : il existe c € ]0, nl tel que g’(c) = 0. 





Exercice 12.38 © 
Soit f:R—R dérivable et telle que f' ne s’annule pas. Prouver que f ne peut être périodique. 


Solution : Raisonnons par l’absurde. Supposons que f est périodique et notons T > 0 sa période. Soit ae R et b= a+T. 
La fonction f est continue et dérivable sur [a, b]. De plus f (b) = f (a+T) = f (a). On peut alors appliquer le théorème 
de Rolle à f sur le segment [a, b]. On en déduit que f' s’annule en un point de [a, b] ce qui est en contradiction avec 
l'énoncé. 





Exercice 12.39 © 
Soient (a, b, c) e R°. Montrer que l’équation 4ax° + 3bx? + 2cx = a+ b+ c possède au moins une solution dans [0,1]. 


Solution : Soit F(x) = ax* + bx? + cx? -(a+b+ c)x. Elle est dérivable sur [0,1], F(0) = 0 = F(1). D'après le théorème 
de Rolle, il existe c € [0,1] tel que F'(c) = 0. Mais alors c est solution de l’équation. 





Exercice 12.40 O 
Soit 


f: R — R 
: 5 
X — LE (x—K) 
1. Sans calculer f', montrer que f’ s’annule entre 1 et 2, entre 2 et 3, entre 3 et4 etentre 4 et5. 


2. En déduire que les seules racines de f' sont celles trouvées précédemment. 


3. Tracer le graphe de f. 


Solution : 


. La fonction f est dérivable (et donc continue) sur [1,2] car polynomiale. De plus f (1) = f (2) = 0. D’après le 
théorème de Rolle, f' s’annule entre 1 et 2. On fait de même sur les trois autres segments. 


. Comme f est de degré 5, f' est de degré 4. Donc f' admet au plus 4 racines réelles. Les 4 racines trouvées dans la 
question précédente sont donc les seules racines de f”. On note a; la racine de f' appartenant au segment ]i, i +11. 


. On en déduit facilement le tableau de variation suivant : 


On trace alors le graphe de f sans difficulté. 





Exercice 12.41 OC 


1. Soient a, b deux réels distincts et soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur ] a, b[. Montrer 
qu'il existe ce ] a, b] tel que 


fo (gb)-£8(a))=8"(c)(f(b)- f (a)) 


2. En déduire la règle de l’Hospital : soient à > 0, x ER, V = ]x%o — à, xo + al et f,g:V —R tels que : 
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CH) les fonctions f et g sont continues sur V. Ca) f (xo) = £ (xo) = 0 


Cm) la fonction g ne s’annule pas sur V \{xo}. 
les fonctions f et g sont dérivables sur V\ 


Ce) …. FO 
{0}. Cas) Jim g'(X ris 


. (x 
Alors lim 10 = | 
X— X0 g(x) 





3. En déduire les limites suivantes 


.. 1-cosx . Mm(+x)-x 
Sr QU 
(b) lim —_— (d) lim (1 — cos x) cotan x. 
x—0 X x—0 


4. Une généralisation de la proposition 11.36 page 431 : 


(a) Déduire de la règle de l’Hospital que si f est une application de classe €? dans un voisinage de 0 tel que 
f" (0) À 0 alors 


f (0) 2 
— ! 1 ——— 
f@-(fO+xf" 0) À 


(b) Généraliser ce résultat à une application de f classe €” dans un voisinage de 0 telle que (0) Z 0. 
PP FE q 


Solution : 


1. Introduisons la fonction 


0! [ab] — R 
TU x — fho(gb-g@)-g@(fb)-f(a)) 


On montre que 6 est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ en utilisant les théorèmes d’opérations. On vérifie 
par un calcul simple que 8 (a) = 0 (b) = f (a) g(b) — f (b) g (a). On peut alors appliquer le théorème de Rolle : il 
existe ce ]a, bI tel que 8 (c) = f'(c)(g(b)-— g(a))— g' (c)(f (b) — f (a)) = 0 d’où le résultat. 

. Pour tout xe V\{xo}, f et g sont continues sur [x, xo] et dérivables sur [x, xol. D’après le résultat de la première 
question appliqué au segment [Xx, xo], il existe c; e ] x, xol tel que 


FO _ FO Fo) _ F'(cx) 
g@ 8-80) g'(cx) 


Notons que ce dernier quotient est défini, d’après l’hypothèse 5 si on prend x suffisamment proche de xo. Mais 


(x) 
Cx —— X0 et He) ——— | donc Je en 
X— X0 8x) x—x0 X0 g(x) 


. On vérifie que les fonctions f et g suivantes vérifent les hypothèses de la règle de l’Hospital sur un voisinage 
adéquat V de 0 puis on applique cette règle. 


(a) On pose f : x 1-cosx et g:x— x?. Ces deux fonctions sont définies sur V = R. Pour x € V, on a : 
fl sinx 


ee 0 


(b) On pose f:x-— x-sinx et g:x— x°. Ces deux fonctions sont définies sur V = R. Pour x € V, on a : 


2 
f'( =1-cos x, g' (x) = 3x? et pour x Z 0 fœ@ _ 1=cosx = onde D et 
LS P ? g'(x 3x2 x-03x2 6 x—0  x$ 6 | 


(c) On pose f:x-In(1+x)-xetg:x- x2. Ces deux fonctions sont définies sur V = ]-1,+oo[. Pour xEe V, 


116210 x 


f x 1 
: — 2x et == = -—— © - - 
D ere g&  2(1+xxx-0 


(d) On pose f : x 1-cosx et g:x— tanx. Ces deux fonctions sont définies sur V =R. Pour xe V,ona: 


; fx sin x 
f' (x) = sin x, g' (x) = 1+ tan? x et —— ei —— 0 donc lim ( cos x) cotan x = 0 |. 
g'(X) 1+tanfx x-0 


4. Une généralisation de la proposition 11.36 page 431 : 
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(a) On suppose que f est définie sur un voisinage V de xo = 0. Introduisons les fonctions : 


JV —R BV —R 
Ne fœ@-(fO+xf" (0)  ° PEN 


Comme f est de classe €? sur V, ces deux fonctions vérifient les quatre premières hypothèses de la règle de 
l’Hospital. De plus, si x e V\{xo} alors 


f@ _1fG@-f 0 f"O) 
f 35 x x-0 2 


car on reconnaît le taux d’acroissement de f’ en 0. On en déduit, d’après la règle de l’Hospital, que 


f@ _f@-(fO+xf" 0) fo 

RGO 2 ET TE 

7 , USE 

et comme f” (0) À 0 alors f(x) —(f (0) + xf'(0)) Em 
X— 


(b) On généralise ce résultat en considérant les fonctions : 


V — R 
Te xl 


#2 
ui r@-[Fo+xfo+ Er" +... FR co) 
2 (n-1)! 


et en effectuant un travail identique. On montre alors que : 


2 nl 
= (0)+ 2 f” ue 
fœ [ro +xf PONS 





Exercice 12.42 OVCQ 


Soit I un intervalle et f :1-— R une fonction deux fois dérivable sur I. Soit (a, b, c) € F trois points del avec a<b< c. 
Montrer qu'il existe d e I tel que 


f(a) : f@) F f(o) : f'(d) 
(a—-bj(a-c) (b-c)(b-a) (c-a)(c b) 2 





Solution : Considérons la fonction @ :1-— R définie par 


(a-— b)(b-— x)(x-— CII 


(x) = (x— b) f(a)+ (a— x) f(b) + (b— a) f(x) — =: 


où K est une constante choisie de telle sorte que @(c) = 0. Comme est deux fois dérivable sur I, @ est continue sur 
[a, b], dérivable sur ] a, b[ et @(a) = @(b) = 0. Par conséquent, d’après le théorème de Rolle, il existe d; e]a, bI tel que 
p'(d1) = 0. De même, comme @(b) = (c) = 0, il existe d2 €]b, c[ tel que @'(d2) = 0. Mais pour tout x € I, on calcule 
(a-— b)(a+ b) 
(x = f(a) — f(b)+(b- a)f'(x) +(a-b)Kx- - 


et comme est continue sur [d1, d2], dérivable sur ]d1, d2[ et p'(d1) = @'(d2) = 0, d’après le théorème de Rolle, il existe 
d E]di, d[ tel que @"(d) = 0. Mais Vx EI, 


"(2 = (b— a) f(x) + (a — b)K 


et par conséquent, K = f"(d). Comme (c) = 0, en reportant cette valeur pour K, on trouve que 


= b)(b— = 
(c— b) f{a) + (a- ©) f(b) + (b— a) f(c) = ES f" (a) 


et en divisant cette égalité par (a — b)(b— c)(c — a), on trouve le résultat. 





Exercice 12.43 OC 
Soit f de classe €? sur [a, b]. On suppose que f(a) = f'(a) = f(b) = f'(b) = 0. 
Montrer qu’il existe c €] a, bI tel que f”(c) = f(c). 
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Solution : Considérons la fonction g donnée pour tout x € [a, b] par g(x) = e*[f'(x) — f(x]. Par opération sur les 
fonctions dérivables, g est dérivable sur [a, b] et pour tout x € [a, b] on a g'(x) = e*[f" (x) — f(x)]. On vérifie que g (a) = 


g(b) = 0 Par application du théorème de Rolle, il existe c € [a, b] tel que g'(c) = 0. Comme la fonction exponentielle ne 
s’annule jamais, il s’ensuit que f” (c) — f (c) = 





Exercice 12.44 OVQ 


Soit une fonction f de classe €3 sur le segment [a, b]. On suppose qu'il existe trois points a < aj < a2 < a3 < b tels 
que f(&) = f(a2) = f(a3) = 0. Soit un réel x e [a, b]. Montrez qu'il existe un réel c e] a, bl tel que 


(x- &)(x- &)(x-— a3) 


FO = a (c). 


Solution : Définissons la fonction auxiliaire @ suivante : 


[a,b] —  R 
: = É= 1 
@ : — fo =! a)(t- a)( 43) 
6 
où K est une constante choisie telle que (x) = 0. La fonction est de classe € sur le segment [a, b] comme somme de 
la fonction f et d’une fonction polynomiale. Comme @(a1) = @(a2) = @(a3) = p(x) = 0, en appliquant le théorème de 
Rolle trois fois, on montre qu’il existe trois réels b1, b2, b3 €] a, bI tels que @'(b1) = @'(b2) = p'(b3) = 0. En appliquant 
ensuite le théorème de Rolle à la fonction ' deux fois, on montre l’existence de deux réels c1,c2 €]a, b[ tels que 
@”(c1) = p”(c2) = 0 et en réappliquant le théorème de Rolle entre les points c1 et ©, on montre l’existence d’un réel 
ce]a, bl tel que pS)(c) = 0. Mais on calcule pour t € [a, b], 








p® (# = fo _ 


et donc K = f%)(c). Comme Ia constante K a été choisie pour que @(x) = 0, en écrivant cette condition et en remplaçant 
K par Fe) on obtient l’égalité de l’énoncé. 





Exercice 12.45 OVQ 
Soit f € €3([a, b]). Montrer qu'il existe c €] a, b[ tel que : 


ce _ 


b-— 
fD-f@= [fa +fo])- EF 0. 


Solution : Considérons la fonction auxiliaire 


t— 3 
PO= 0 f@- [ra + fo] + 


définie pour tout t € [a, b] où K est une constante choisie en sorte que  (b) = 0. La fonction @ s’annule aussi en a, est 
dérivable sur [a, b] par opération sur les fonctions dérivables. On applique alors le théorème de Rolle. Il existe c’ € ]a, b 
tel que '(c') = 0. Par ailleurs, pour tout t € [a, b], on a : 


(t-— a)? 


g'O==(f (6 f'(a))- —<F"o+ KE 


l 
2 


On remarque sur @' s’annule aussi en a et qu’elle est dérivable sur [a,c’|. On applique alors une nouvelle fois le 
théorème de Rolle. Il existe ce ] a, c’[ tel que @"” (c) = 0. Mais pour tout t € [a, b], 


nie —K - fŸ (D). 


Comme @" (c) = 0, il vient que K = f (c) et l'égalité est prouvée. 





entre a et b. 
Exercice 12.46 OVQ 


Soit f € €([a, b]). Montrer qu'il existe c e]a, b[ tel que 


(b 


f() = fa+ (fr (a)+ f'(b))— Ed (pr - f"(a)) + 20 ) 
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Solution : On utilise la fonction auxiliaire 


(x- a)° 
720 


= ee 2 
p(X = FU - f(a)- (F0 + f'(@))+ (FC a) 


où K est une constante choisie en sorte que 4 (b) = 0 et l’application successive du théorème de Rolle permet de conclure 
comme dans l’exercice précédent. 





12.6.6 Théorème des accroissements finis 
Exercice 12.47 O 
Montrer que pour tout ne N*,ona: 


1 
— <in(n+1)-In(n)< 
n+1 


sI1+ 


nn+1] — R 


. La fonction f est dérivable sur [n, n +1] 
x — Inx 


Solution: Soit ne N*. Considérons l’application f : 


donc d’après l'inégalité des accroissements finis : 


m((n+l1l)-n)<In(n+1)-Inn<M((n+1)-n) 


où Mm= infinn+1 f' et Où M = SUPyn+1 + Comme pour tout te R£, f’(f) = 1/t, f' est décroissante, et m = 


, 


n+1l 


l 
M = —. On en déduit alors les inégalités. 
n 





Exercice 12.48 O 


1. Montrer que pour tout x e [0, 2 0O<sinx< x. 


2 


2. En déduire que pour tout x € [0, 2L —x" <cosx—1<0. 


Solution : Si x = 0 les inégalités sont trivialement vraies. Supposons que x € |0, 3]. 
1. On applique l'inégalité des accroissements finis à sin sur le segment [0, x] et on obtient le résultat. 


2. On applique à nouveau l’inégalité des accroissements finis sur le segment [0, x] mais cette fois ci à la fonction cos- 


inus. On obtient : x.infseo,x] (— Sin f) < cos x—1 < x.sup te[0,x (Sin Ÿ) ou encore, d’après la question précédente : 


x? <cosx-1<0. 





Exercice 12.49 Q 
Soient a, b des réels positifs tels que a < b. 


1. Montrer que 


b-a b-a 
< arctan b— arctan a < 
1+ b2 1+a2 








4 :. T 3 4 I 1 
2. En déduire 3 T3 <aictanz <7 +8 


Solution : 


1. Le résultat de la première question découle directement de l'inégalité des accroissements finis appliquée f : 
[ab] — R 


x ——  arctanx 


. AE De 2 2 s Le nl , : 
2. On applique l'inégalité précédente à a = 1 et b= + et le résultat s'ensuit directement. 





Exercice 12.50 Q 
On prend 100 comme valeur approchée de V10001. À l’aide du théorème des accroissements finis, majorer l’erreur 
commise. 
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Solution : Soient 0 < a < b. D’après le théorème des accroissements finis appliqué à la fonction racine carrée sur le 
segment [a, b], il existe c €] a, bI tel que 


Vb=Va=(b-a) 


1 
2VC 


En prenant a = 10000 = 10* et b = 10001 = 10 + 1, on trouve que 


1 
|V10001 — V10000| < ——— 
2 x 100 


donc l'erreur est inférieure à 5.107. 





Exercice 12.51 Q 
Soit une fonction f :]0,1[— R. On suppose qu'il existe k > 0 et a > 1 tels que V(x, y) €]0, 1, 


If - FOIS klx- y. 


Montrer que la fonction f est constante. 


Solution : Soient x € ]0,1[. Pour y € ]0,1[ tel que y Z x. On a PE 


| < dre et comme à— 1 > 0, 


[a 1 


0. D’après le théorème de majoration, on en déduit que le taux d’accroissement possède une 
Joe 


8(y) =1y-x 
limite nulle lorsque y — x. On a donc montré que la fonction f est dérivable et de dérivée non nulle en tout point 


xe]0,1[. La fonction f est donc constante sur l’intervalle ]0, 11. 





Exercice 12.52 OC 
Soit une fonction f : [a,b] — R continue, ne s’annulant pas sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Montrez qu'il existe 
ce]a, bl tel que 
f'(c) 
J@ _ br 
f() 


Solution: Introduisons la fonction 6: 


CON À . Comme f ne s’annule pas sur [a, b], 6 est bien définie 


— n| Î | 
et continue sur [a,b]. Par opérations sur les fonctions dérivables, 8 est dérivable sur ]a, b[. On applique le théorème 
des accroissements finis : il existe c € ]a, b[ tel que 6(b) —- 6 (a) = 8’(c)(b-— a) ce qui amène In|f (a)| = n|f (b)| = 
(a— b) f'(c)/f(c). On obtient la formule proposée en passant à l’exponentielle : ae = ee-bfQ/fo (on peut sup- 





primer les valeurs absolues car f (a) et f (b) sont de même signe. 


Exercice 12.53 VO 
Soit une fonction f :R—R dérivable. Montrer que si f'(x) 








+0oo alors f(x) 


+co. La réciproque est-elle 
X— +00 X— +00 


vraie ? 


Solution : Puisque f'(x) mr +0, il existe À > 0 tel que Vx > À, f(x) > 1. Soit alors x > À. D’après le théorème des 
— +00 


accroissements finis, il existe c €]A, x[ tel que f(x) — f (A) = f'(c)(x— A). Par conséquent, f(x) > f(A) + x — A et d’après 
le théorème des gendarmes, f(x) ER +00. 

—+00 
La réciproque est bien entendu fausse, comme on le voit sur la fonction définie par f(x) = x. 





Exercice 12.54 OVQ 
Soit un réel a €R et une fonction f : [a,+oo[- R dérivable sur [a, +ool telle que f'(f) ae 0. 


t 
1. Montrez que j® 
LA 1— +00 


t 
2. En déduire ensuite que si f'( —— IER, fu ——— |, 
t— +00 LA t— +00 


Solution : 


1. Soit e > 0. Comme f'(f) - 0, il existe A1 > 0 tel que Vx > A1, [fo < €. Soit alors x > À,. En utilisant le 
—+00 
théorème des accroissements finis entre A1 et x, on peut affirmer qu’il existe c; €] A1, x[ tel que f(x) = f (Ai) + 
f'{cx)(x— A1). Alors 
f(x _ f(An 


=) 
x x 


x 


+ fc) U- 
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A 
—— 0, il existe À) > 0 tel que Vx > A), f'An) <E. 
X— +00 5e 


Comme 1 


A A 
Comme 1 — 1, il existe A3 > 0 tel que Vx > A3, 1 < 1. 
X X—+00 X 


Posons À = max(A;,A», A3). 
Si x > À, on obtient l’encadrement suivant : 


US) 
X X 


A 
+r@lf-2 <E+Eex1<2E 
x 


: > = .E ; ; — 
Il suffit alors de reprendre la démonstration avec au départ £ = 5 pour avoir | fx! xl <E si x > À. On prouve ainsi 


que FO /x 0: 


. Définissons une fonction g par g(x) = f(x) -lx. Elle est dérivable sur [a, +ool et Vx > 0, g'(x) = f'(x)-1 ee 0. 


Donc d’après la première partie, se ne 0. On trouve alors que ji = ce 0 ce qui prouve que 
X X—+00 x —+00 
f(x 


CR 5 


X  X—+00 





Exercice 12.55 OVOQ 
Soit une fonction f de classe €2 sur le segment [a, b] avec a < b. Montrez qu’il existe un réel c e]a, bI tel que 


(b- a)? 
8 


a+b 


f@+F _ | | 


2 





+ 


f"(o). 











Solution : Définissons la fonction auxiliaire suivante : 


[ab] — R 
: Ye 
“ t — JOIE PKA e" CE -& a) K 
2 2 8 


où K est une constante choisie telle que @(b) = 0 (c’est possible car a < b). Puisque la fonction est continue sur [a, b], 
dérivable sur ]a, b[, et que (a) = @(b) = 0, d’après le théorème de Rolle, il existe c1 €la, bI tel que @'(c1) = 0. On a 
donc 

fl) 1 (= Ci 


PUS 2 


J=Kk =. 


a+ Ci 


Appliquons ensuite le théorème des accroissements finis entre les points et ©. Comme la fonction f' est continue 


sur [(a+ c1)/2, ci] et dérivable sur ](a+ c1)/2, c1[, il existe un réel c e](a+ c1)/2, c1[ tel que 


a+ Ci 


= (a e —)f'o. 


—) 


f'en-f"| 
On trouve donc que 
C-a K(c1 — a) 
4 4 


et donc que K= f”(c). Puisque la constante K a été choisie pour que @(b) = 0, on trouve donc que 


f"(o) _ 


f)+f(@  ,fa+b\. (b- a)? 
2 2 8 


0 = p(b) = M(C): 





12.6.7 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de 
raccord des solutions 


Exercice 12.56 ©Q 
On considère l’équation différentielle : 


(Œ): G-x)y+xy+( -D=0 


1. Déterminer toutes les solutions de (E) sur ] —1,1[. 
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2. Existe-t-il une solution sur 1 =] - 1,1] ? (On admettra que x/2 — arcsin x . V2(1— x) ). 
X 


_ 


Solution : La quantité (x2—1) ne s’annule pas sur L =]-1,1[. Résolvons l’équation d’abord sur I,. La solution générale 


de l’équation homogène est 
ot) =CV1-x2 où CER. 
En utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particulière de la forme ÿ(x) = C(x)V1- x2. 
1 
Il suffit que C'(x) = et donc par exemple C(x) = arcsin(x). La solution générale s’écrit donc 
V1-x2 


yG0 = (arcsin x+C)V1- x2. 


Soit maintenant y une solution sur I. Pour que l’équation soit vérifiée en 1, il faut que y(1) = 0. Comme Vx < 1, 
yG9 = (arcsin x+ C)V1- x2, cette fonction se prolonge par continuité en 1 avec y(1) = 0. Étudions la dérivabilité en 1 
de la fonction ainsi prolongée. Puisque y vérifie l’équation différentielle, on en tire que Vx<1, 


arcsin x + C 


(ele; 
4 V1-x2 


À RTS : : . T É T à 
Pour que y’ ait une limite finie en 1, il faut que C = — arcsin 1 = -—. En effet, si C # = alors y'(x) FE © et d’après 
x—1- 


la proposition 12.15 page 478, y ne serait pas dérivable en 1 ? 


SiC= AE alors 
2 


; arcsin x — 1/2 arcsin x — r/2 vV2(i-x) v2 
VDO El x ———_—_—_—_—— 2 ————  - —————-- —_— |] 


V1 x2 x—1 V1-— x2 x 1e V1-— x2 Vx+1 xl 


et donc d’après le théorème 12.14, y est dérivable en 1 avec y'(1) = 2. Réciproquement, on vérifie que la fonction 


: TT 2 
X— (arcsin x - :) 1- x 





est solution de (E) sur ] — 1,1]. C’est la seule solution de cette équation sur ] — 1,1]. 


12.68 Études de suites réelles 


Exercice 12.57 O 


On considère la suite (un) définie par : 


uo € [0,4/3] 


(4-u;) 


ol 


VnEN, Un:] = 


1. Montrer que :Vn2>0, unel[0,4/3]. 
2. Si (Un) était convergente, quel serait sa limite L ? 


3. Montrer que pour tout ne N*,|Un+1 — [| < ë lun — l| et conclure. 
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D+ 
LU UAMWysUz U 





R — R 
Introduisons la fonction f : ne =) 
montre facilement que f est strictement décroissante sur 
[0,4/3], que f (0) = 4/3 et que f (4/3) = 20/27 > 0. L’inter- 
valle [0,4/3] est donc stable par f. Remarquons aussi que 
f admet 1 comme unique point fixe sur cet intervalle. . 


. On 


1. Montrons la propriété par récurrence. Par défini- 
tion üuo € [0,4/3]. Soit n e N. Supposons que Un € 
[0,4/3]. Alors comme [0,4/3] est stable par f, il 


Exercice 12.58 OC 


On considère l’application f et la suite (u,) définies par : 


R+ RES R 
FE e* 


X —> 
x+2 





1. Montrer que l'intervalle ]0, 11 est stable par f. 


2. En déduire que VneN, 


s'ensuit que Un+1 = f (Un) € [0,4/3]. La propriété est 
alors prouvée par récurrence. 


. Si (Un) était convergente, comme f est continue sur 
R, on aurait f (lim wÿ) = lim f (un) ce qui amènerait 
1 = f (D. La limite de (u,) serait donc un point fixe 
de f dans l'intervalle [0,4/3]. On en déduit que 1 
serait égal à 1. 


. Soit n EN. La fonction f est continue sur [u,, 1] et 


dérivable sur ]un,1[. Donc d’après le théorème des 
accroissements finis : 


sup |f'(©| lun — 1 
Jun,1[ 


sup |f" (| lun —1l 
10,4/3[ 


lUn+1 —1| 


8 
—|Un—1l 
9 


car pour tout x€ R, f(x) = -2/3x. Par une récur- 
rence facile, on en déduit que : 


8g\n+l 
ln 11<(S) lui 


et donc d’après le théorème des gendarmes, il 


vient que |[Un+1-1ll ——— 0. En conclusion : 
n— +00 


Un 1 |. 
n— +00 





re 


VneEN, uns = f (Un) 


Un € ]0,1[ (et donc que (u,) est bien définie). 


3. Montrer que f admet un unique point fixe à dans l'intervalle ]0, 1. 


2e\" 
4. Prouver que: VneN, [un+1 -al< 5 |: 


5. Conclure. 


6. Donner une valeur approchée de à à 1073 près. 
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1. La fonction f est dérivable sur R; comme quo- 
tient de telles fonctions. De plus, pour tout xeR;,, 
: e*(1+x) : ; 
f' GC = 7 donc f est strictement croissante 
(2+x 
sur R;. Comme f (0) = 1/2 et que f (1) = e/3 < 1 on 
en déduit que f (10,1) €]0,11. 

. Par définition, ug € 10,11. Soit ne N. Supposons que 
Un € ]0,1[. Comme ]0,1[ est stable par f, il vient 
que Un+1 = f (Un) € ]0,1[. On prouve ainsi la pro- 
priété par récurrence. On a de plus clairement pour 
tout n EN, Un Z —2 donc (u»h) est bien définie. 


. Introduisons la fonction 


CURE 
i x — e*-x(x+2) 


Par opérations sur les fonctions continues, 8 est 
continue sur [0,1]. De plus, f (0) = 1 > 0 et f (1) = 
e—3 < 0 donc d’après le théorème des valeurs in- 
termédiaires, 0 admet un zéro sur ]0,1[. On montre 


Exercice 12.59 Q 


facilement que pour tout x € [0, 1], 8 (x) = e*-2-2x 
et 0" (x) = e* —2. Donc sur [0,1], 0” est strictement 
négative et 6’ est strictement décroissante. Comme 
6" (0) = —1, sur [0, 1], 8’ est strictement négative et 6 
est strictement décroissante. On peut alors affirmer 
que le zéro de f sur ]0,1[ est unique. On le note a. 


. Soit ne N*. La fonction f est continue sur [uy-1,] 


et dérivable sur ]un-1,a[. D’après l’inégalité des ac- 
croissements finis : 


lun—oal < sup |f'(|lun-1- al 
xe]0,1[ 


—| — a 
Un- |. 
9 n-1 


car f' est strictement croissante sur [0,1]. Par une 
récurrence facile, on en déduit que 


lun — àl < F) |uo — à|. 


Mais comme uo,a € ]0,1{, on a : [up — al < 1 et on 
obtient l'inégalité proposée. 


. On déduit facilement de cette dernière inégalité et 


du théorème des gendarmes que ES 
n— +00 


. On utilise l’inégalité précédente. On cherche pour 


quels valeurs de n, (2e/9)" < 107$. On passe au 


; 3In10 
logarithme et on trouve n > = 15,7. 
. 2In3-In2-1 | 
Donc il suffit de calculer u14 pour connaître « à la 


précision requise. On trouve a = 0.789 à 10% près. 
Ceci est valable quelque soit la valeur prise au départ 
pour uo ! 





1. Pour tout x > 0, déterminer un encadrement de sh (x+ 1) — sh x. 


2. En déduire que: VneN, ch0+ch1+...+chn<sh(n+1l). 


3. On considère la suite (u,) de terme général : 


Un =Sh(n+1)-(ch0O+ch1+...+chn). 


Montrer que (Un) est croissante. 


4. On considère aussi la fonction f : x sh(x+2)-sh(x+1)-ch(x+1). 


(a) Prouver que f (x) et f' (x) sont positives pour tout x > 0. 


() Montrer que: Vx20, f(x)> f(0). 


5. En déduire que (u,) diverge vers +oo quand n tend vers +oo. 


Solution : 


1. Soit x > 0. La fonction sh est continue sur [x, x+ 1] et dérivable sur ]x,x+1[. D’après l’inégalité des accroisse- 
ments finis : infjx,x+11 Ch < Sh(x+1) -shx < SUP) x,x+1[ CD: Mais comme ch est croissante sur R}, il vient : 
chx<sh(x+1)-shx<ch(x+1). 


2. On a alors, pour ne N : 


n n 


(sh(Kk+1)-shK) > 5 chk=ch0+ch1+...+chn. 
k=0 k=0 


sh(n +1) = 


3. Soit ne N. On calcule uy+1-un =Ssh(n+2)-sh(n+1)-ch(n+1). Cette quantité est positive d’après la première 
question appliquée à x= n+1. Donc (u;) est croissante. 
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4. La fonction f est définie sur R. 


(a) D’après la première question, on a : chx < sh(x+1) -shx donc ch(x+1) < sh(x+2)-sh(x+1) et f 
est positive. De plus, f est dérivable sur R par opérations sur les fonctions dérivables et pour x e R+ : 
f'@=ch(x+2)}-ch(x+1)-sh(x+1). On montre facilement en appliquant l'inégalité des accroissements 
finis à ch sur le segment [x + 1,x+2] que cette dernière quantité est positive. Donc f' > 0 sur R:. 


(b) Comme f' est positive surR;, f est croissante surR, et Vx>0, f(x)> f(0). 


5. Soit ne N. On à Un+1 — Un = f (n) > f (0) + wo. Donc un > nf (0). Comme f (0) > 0, d’après le théorème des 


n— +00 


Exercice 12.60 Q 











1. Étudier la fonction f : IEEE Le 
X 7  xinx 
2. Démontrer que pour tout entier n > 2, on a : 
1 
—————— <n(In(n+1)})-In(Inn) < ; 
(n+1l)In(n+1) nn 


3. En déduire que la suite (u,,) de terme général 


l l l 


= ee. 
2In2 31n3 ninn 





Un 


définie pour tout entier n > 2 diverge vers + quand n tend vers +oo. 


Solution : 


1. La fonction f est dérivable sur ]1,+co par opérations sur les fonctions dérivables. De plus, pour tout x e ]1,+ool, 
1+Inx 


Dre 

x In x 

son domaine de définition. On montre par ailleurs facilement que f (x) +0 et que f(x = 0. 
x—1 X— +00 


on a f'(x) =- . La fonction f' est strictement négative sur ]1,+ool[ et f est strictement décroissante sur 


n,n+1] — R 
x — In(Inx) 
et donc In x > 0. La fonction 6 est donc bien définie. Elle est de plus dérivable sur son domaine de définition 


. Soit n > 2. Introduisons la fonction 6: .Soitxeln,n+1]. Commen>z2,ona:x>2 


: : . 1 £ : a : 
par opérations sur les fonctions dérivables et 6" (x) = me) D’après la question précédente, f! est strictement 
xinx 


décroissante, d’après l’inégalité des accroissements finis appliquée à 6 sur le segment [n, n + 1], il vient que 


<in(n(ñn+1))-In(Inn)< 


(n+1)In(n+1) nn 


. Soit n > 2. D'après la question précédente, on a : 1/(2In2) > In(In3) - In (In2), 1/(31n3) > In (In4) - In(In3), 
…,l/(nlnn)>ln(n(n+1))-In(inn). On somme alors ces n— 1 inégalités et on trouve par télescopage que : 


l 1 1 
Un ne en 


2In2 3ln3 Der 
(n (In3) — In (In2)) + (In (In4) -In(In3))+...+(n(In(n+1))-In(Inn)) 


hn(in(n+1))-In(In2). 


On conclut en appliquant le théorème des gendarmes : | u, ss tæ| 
n— +00 





12.69 Convexité 


Exercice 12.61 
Soit f :1—R une fonction à valeurs strictement positives. On suppose que VaeR, fx : x e% f(x) est convexe sur 
R. 
Démontrer que g : x In(f(x)) est convexe surR. 
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. Sion suppose f deux fois dérivable surR, on a f(x) = (af(x)+ fl(x)e%* et fl (x) = (a? f(x) +20 f/(x)+ FH) ex. 
Par hypothèse, on a f(x) > 0 ceci pour tout «. On en déduit que le discriminant du trinôme en « est négatif. Donc 
(f') — f" (x) f(x < 0 et ceci pour tout x réel. 

FCO FC 

NICE 
. Si on ne suppose plus f deux fois dérivable sur R, la démonstration est plus acrobatique : 
In(f (x) —In(f (x) 


Pour x £yette [0,1], on pose à = ———. Par hypothèse, f, est convexe sur R donc 
X— y 


Or g est deux fois dérivable et g”(x) = . On en déduit que g est convexe. 


exp(a(tx+(1-t)y)f(tx+(1-0p) <te*f(x)+(1-0e%f(y), 


fUx+ (1-0 7y)< texp(a(x- y)(1-— 2) f(x) + (1- P'exp(—-a(x- y) (y) 
< texp((ln f(x) —In f(y)( — #)) f(x) + (1 — 5 exp((in f (x) — In f(P) 9 f (y) 
=. pe) 
<|—— +(1-0|[—— 
EE SU En 
= 100 On 


En prenant les logarithmes, on obtient la convexité de g surR. 





Exercice 12.62 O 
On considère une fonction f deux fois dérivable sur I =]0, +ool et une fonction g:1—R définie par : 


Vrel, g(@=tf(1/#. 


Montrer que f est convexe si et seulement si g est convexe. 


Solution : 


1. La fonction g est deux fois dérivable sur I par opérations sur les fonctions deux fois dérivables sur I. Pour 
tout tel: : 
(1/5) 

g'@ =fa/5- ï - 


1 
g"® =-f"4/020 


On en déduit que g est convexe. 


23 Soit xe I. Posons t = 1/x. On a f(x) = xg(1/x) et on montre facilement que f"(x) = 1/x°g/(x) > 0 ce qui 
montre que f est convexe. 


Remarque 12.19 On peut également montrer ce résultat avec comme hypothèse que f est uniquement continue 
(utiliser qu’une fonction continue est convexe si elle vérifie le lemme des trois pentes) 





Exercice 12.63 Q 
En utilisant la fonction définie par f(x) = In(In x), montrer que 


b 
Va,b>1, in[ >?) > VInalnb. 


Solution : La fonction f est deux fois dérivable sur l'intervalle I =]1,+oo![ et pour tout x > 1, on calcule f”(x) = 
1 1 1+Inx 


—————© — ——— = —-——— <0,. La fonction f est donc concave et pour a, b>1et XE [0,1] : 
x2Inx x2(Inx)2 x21n? x f ‘ Le 


nln 


À 1-À1)b 
pu, >Alnlna+(1-A\)lnina. 


Donc en prenant À = 1/2, il vient que : 


nl nl 
> nn =In((Inalnb)//?) 


b 
5 


In In 


En prenant l’exponentielle qui est croissante, on en déduit l’inégalité de l’énoncé. 
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Exercice 12.64 VO 
Montrer que 


1 
Vxel0,1, x'(-x*>2, 


D 


Solution : Comme la fonction In est concave sur ]0, 1[, 


V(a,b)€]0,1P,VA€(0,1], In(AÂa+(1-À)b)>Alna+(1-A)Inb. 


Soit x e]0,1[. En posant a = x€e]0,1[, b=1-xe]0,1[ et À= xe]0,1[, on trouve que 
xinx+ (1- x)In(1- x) <In(x? + (1- x)?) 


R — R 


En étudiant la fonction  : , an 20 


l il 
on montre qu’elle admet un minimum en 5 qui vaut Par 
conséquent, 
l 
xinx+(1-x)In(1- x) > HER 


On applique alors l’exponentielle à notre inégalité et comme cette fonction est croissante, on obtient le résultat de 
l'énoncé. 





Exercice 12.65 ©QQ 
Soit f:R—R une fonction convexe majorée. Montrer que f est constante. 


Solution : Prouvons le résultat par l’absurde. Si f n’est pas constante, alors il existe deux réels x < y tels que f(x) Z 
fo). Étudions deux cas : 


1. | si f(x) < f(y) :| Soit z > y, d’après le lemme des trois pentes, on à : 


fO=f@ _ f@- fx 


< 
y—x Z=X 


FO - FD 


d’où en notant À = = > 0, 
y=x 


fD2(z-xA+ f(x RER 
ce qui est impossible car f est majorée sur [x, +ool. 


2. | si f(x) > f(y) : | Supposons cette fois-ci que z < x. D’après le lemme des trois pentes, on a : 


f@-fœ <1M=fG 


Z=X y—x 


ME Le 


et en notant À = < 0, il vient : 


fQ > f(x +(z-7A ae 


ce qui est impossible car f est majorée sur ] — co, x]. 





Il ne peut alors exister x < y tels que f (x) # f(y). On en déduit que f est constante. 


Exercice 12.66. ©QQ 
Montrer qu’une fonction convexe sur un intervalle I est continue sur l’intérieur de l'intervalle I. 


Solution : Soit xel, un point intérieur. Il existe donc deux points (Z1, 2) € I tels que z < x < 22. Soit y € [x, z]. En 
utilisant le lemme des trois pentes, on trouve que 


f Go) — fa) . FO) - FX) (a) - f(x) 
X—2Z1 ù Y—Xx _ Z2 — X 


f@) — fa) 


Notons pour i = 1,2, À; = ————-., L'inégalité précédente devient : 
X = Z; 





A(y— 2x) < f(y) - f(2 < A(y-x) 


514 


et d’après le théorème des gendarmes, f(y) f(x). Par les mêmes arguments, en prenant y € [Z,x], on montre 


sa 





également que f(y) PA f Go), et donc que f(y) Fu f(x). On à alors montré que f est continue au point x. 
= y 


Exercice 12.67 OVQ 
Soit une fonction f : [0,+oo[— [0, + dérivable et concave sur [0,+oo[. Montrez que 


V(x, y) € [0,+00Ù, f(x + y) < f (0 + f(N). 


Solution : Comme la fonction f est concave et dérivable, on sait que la fonction f' est décroissante sur 1 = [0,+ool. 
Soit y e I. Considérons la fonction définie sur 1 par g(x) = f(x+ y) — f(x). Elle est dérivable sur I et pour tout xelI, 
comme x+7y2> x, ona : g'(x) = f'(x+ y) — f'(x) < 0. Donc VxE I, g(x) < g(0) = f(y) — f(0). On a alors montré que 
V(x, y) € É, f(x+ y») < f(x + f(y) — f(0) et comme par hypothèse, f est à valeurs positives, f (0) > 0 et donc 


VOIE fCevIE (Aie 0 





12.6.10 Équations fonctionnelles 


Exercice 12.68 OVQ 
Déterminer les fonctions f :R —R de classe €! surR telles que pour toute suite arithmétique (xn), la suite (f(xXn)) 
est une suite arithmétique. 


Solution : Soit f une fonction vérifiant la propriété. Considérons (a, b) € R2. II existe alors («, B)e R? tels que 
VneN, f(a+bn)=a+fn. 
Si on pose n = 0 puis n = 1, on trouve que 
VneN, f(a+bn)= f(a)+{[f(a+b)-f(a)]n 


En particulier si ñn = 2, on trouve que 
fta+2b)=2f(a+b)- f(a). 


et cette relation doit être vraie pour tout (a, b) € R2. Avec a = 0, on trouve en particulier que 
VbEeR, f(2b)=2f(b)- f(0). 


R — R ; Sn 
Posons g:| a 0 . Cette fonction doit vérifier 


VxER, g(2x) =2g(x). 


La fonction g est dérivable surR car f l’est et en dérivant cette dernière relation, on trouve que 


VxeER, g'(2x)=g'(x. 


Comme g' est continue en 0, on montre facilement que g' est constante. Par conséquent, g est linéaire, et f est affine. 
On vérifie réciproquement que toute fonction affine convient. 





Exercice 12.69 MN 


1. Trouver toutes les fonctions de classe €! sur R vérifiant 


VxeR, f(2x)=2f(x) 


2. Si l’on ne suppose pas f dérivable, construire une fonction différente de celles trouvées vérifiant la propriété. 
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1. En dérivant, on trouve que 


VxeR, 2f'2x)=2f'(x 


Donc Vx ER, f'(2x) = f'(x). Soit x £ 0. Il s’ensuit par une récurrence facile que Vn € Nx, fn) = f'(x). Mais 

f' est continue en 0 donc f(%) un f'(0). La fonction f' est donc constante et f est affine de la forme 
—+ +OO 

f(x = ax+b avec a,bEeR. Mais f (2x0) =2 x f (0) et nécessairement f (0) = 0 ce qui amène b= 0. La fonction 


f est donc linéaire. Réciproquement, toute fonction linéaire convient. 


rw= si xER\Q 


si XE Q 


2. La fonction donnée par 


vérifie la propriété et n’est pas linéaire. 





Exercice 12.70 VV 
Soit f:R—R une fonction de classe €}. On suppose que : 


VxeR, fof(n= 2 +3 Le: 


1. Montrer que: VxeR, f(3+3)= re . 


2. Montrer que la fonction f' est constante. 


3. Trouver les fonctions f vérifiant la relation (1). 


Solution : 
1. Soit xeR. En appliquant f à (x), on trouve que f(f° f(x)) = ft +3) et comme fo(fof)= (fofo f, en utilisant 
l’expression de fo f donnée par (x), on obtient que 1® +3= f(5 +3). 


. Soit xER. En dérivant l’égalité précédente, on obtient que 


Ce, 
2 il | 
On définit alors une suite (un) par 
Uo 


VneN,Un+ 


Cette suite est arithmético-géométrique donc 


l 
VnenN, de 6 COS. 


Comme f' est continue au point 6, on obtient que f'(un) es f'(6) et que finalement f'(x) = f'(6). Par con- 
n— +00 
séquent, f' est constante. 


. Comme f" est constante, il existe (a, b) € R? tels que 


VxEeR, f(x) =ax+b 


2) 2 
Cherchons les réels a, b tels que f vérifie (x). Après calculs, on trouve a = 2) b=6-3V2 ou alors a = — 2 b= 


6+3V2. 
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Lie 13 


Intégration sur un segment des fonctions à 
valeurs réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Les mathématiciens se sont intéressés très tôt aux problèmes de calcul d’aires et de volumes. Ainsi Eudoxe de Cnide, math- 
ématicien grec du 4* siècle avant note ère, parvient à calculer le volume d’une pyramide. Cent ans plus tard, Archimède 
généralise son procédé et invente la méthode d’exhaustion. Il s’agit d’approcher l’aire ou le volume à déterminer par des 
aires ou des volumes élémentaires, par défaut et par excès. La notion de limite est alors encore bien loin d’être découverte 
et le calcul est généralement terminé par un raisonnement par l’absurde. La « révélation » est venue de Newton et de 
Leibniz lorsqu'ils inventèrent le calcul infinitésimal : l’opération d’intégration est une opération inverse de celle de la 
dérivation et, pour calculer une aire, il suffit de calculer une primitive. C’est « le théorème fondamental de l’analyse » 
13.29 page 531. Il faudra attendre néanmoins le 19° siècle pour que la notion d’intégrale soit bien formalisée grâce aux 
travaux de Cauchy et surtout à ceux de Riemann. Celui-ci s’intéresse à fonction f donnée sur un segment [a, b] et essaie 
d’approcher l’aire sous le graphe de f par les aires Z7 et Z* de deux familles de rectangles qui approchent par défaut 
et par excès Z comme dans les dessins ci-dessous. 


VX 


KE 


NS 






































X0 x X X3 X4 Xs X6 


& 








FIGURE 13.1 - Somme inférieure : 27 FIGURE 13.2 - Somme supérieure : Z* 


Une fonction est intégrable au sens de Riemann si et seulement la différence des aires Z* et Z7 tend vers 0 quand le pas 
de la subdivision, c’est-à-dire la largeur des rectangles considérés, tend vers 0. La méthode d’exhaustion est sous-jacente 
à ce procédé. 

Nous travaillerons dans ce chapitre sur une classe de fonctions beaucoup plus simples que celles étudiée dans l’intégrale 
de Riemann : les fonctions continues par morceaux. Ce sera amplement suffisant pour pourvoir traiter une large variété de 
problèmes. Vous généraliserez ces résultats en spé lors de l’étude des intégrales impropres à des fonctions pas forcément 
continues par morceaux. 

En particulier, pour un segment [a, b] et une fonction f : [a, b] — R* positive, nous nous attacherons dans ce chapitre à 
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répondre aux deux questions suivantes. 


a 





FIGURE 13.3 — Aire sous une courbe 


1 Quelle condition imposée à f pour que l’aire délimitée par sa courbe dans un repère orthonormé soit bien définie ? 


2 Comment calculer cette aire ? 


13.1 Fonctions en escaliers 


13.1.1 Subdivision d’un segment 


a b 
To T1 To LTn—1 Ln 


FIGURE 13.4 - Subdivision d’un segment 


DÉFINITION 13.1 Subdivision d’un segment 
On appelle subdivision du segment [a, b] toute famille t = (xx)1<r<n de réels tels que 


a= Xo < X1 < + < Xn-1 < Xn = D 


Le pas de la subdivision + est donné par maxiejo,n-17 lXi+1 — Xil. Une subdivision de [a, b] est régulière si tous les 
Xi+1 — Xi SOnt égaux. 


DÉFINITION 13.2 Subdivision plus fine qu’une autre 
Considérons + et t’ deux subdivisions d’un segment [a, b]. On dit que +’ est plus fine que + si et seulement si tout 
élément de la famille + est élément de la famille +’. 


Plus précisément, une subdivision est une famille. Une famille est une application. Il vaut mieux dire que l’image de + est incluse dans l’image de t' 


PROPOSITION 13.1 
Soient + et t” deux subdivisions d’un segment [a, b]. Il existe une subdivision de [a, b] plus fine que + et T’. 





Démonstration Il suffit de considérer la famille 1” = (xy), Len dont les éléments sont ceux de + et ceux de 1’ ordonnés dans 
l’ordre croissant et où N est le cardinal de la famille ainsi construite. rt” est plus fine que + et t’. 


13.1.2 Fonctions en escaliers 


DÉFINITION 13.3 Fonction en escalier 
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bressee L 
Én=1 7 —+ 





fGra) 4 
| 
| 

















FIGURE 13.5 — Fonction en escalier 


— Une fonction  : [a, b] — R est une fonction en escalier sur le segment [a, b] s’il existe une subdivision + : a = xo < 
-..< Xn = b du segment [a, b] telle que est constante sur chaque intervalle ]xy, xx+1[ 


VKEÏ0,n—1], CHER Vxelxe,xeul, (X= x 


— La subdivision + est dite subordonnée à la fonction w. 
— On notera € ([a, b],R) l’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] à valeurs réelles. 





Remarque 13.1 
— Sir est une subdivision subordonnée à 4 alors toute subdivision plus fine est encore subordonnée à . 
— Une fonction constante est une fonction en escalier. 


PROPOSITION 13.2 
Toute fonction @ € € ([a, b],R) est bornée sur [a, b]. 


Démonstration Soient une fonction en escalier et T = xo < --: < xn = b une subdivision qui lui est subordonnée. On a donc : 
VkEe[0,n-1], CHER, Vxelxpxpul, @(x) = cy. En posant m= max [cy| puis M = max(m,|f(xo)l,.….,1f(xn)l), on a 
0 1 


<k<n- 
Vxel[a,b], (xl <M. 


PROPOSITION 13.3 


— L'ensemble des fonctions en escalier & ([a, b],R) sur le segment [a, b] est un sous-espace vectoriel de l’espace des 
fonctions (7 ([a, b],R), +,.). 
— L'ensemble € ([a, b],R) est aussi un sous-anneau de l’anneau des fonctions (Z ([a, b],R),+, x). 





Démonstration La fonction constante égale à 0 sur [a, b] est élément de € ([a, b] ,R) . On montre facilement (en utilisant une 
subdivision plus fine que les deux subdivisions subordonnées aux deux fonctions) que € ([a, b],R) est stable par combinaison 
linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de 7 ([a, b],R). On montre de même qu’un produit de fonctions en escalier est encore 
une fonction en escalier, ce qui prouve que & ([a, b] ,R) est un sous-anneau de 7 ([a, b] ,R). 


13.13 Intégrale d’une fonction en escaliers 


DÉFINITION 13.4 Intégrale d’une fonction en escaliers 
Supposons que a < b. Soit une fonction en escalier @ € € ([a, b],R) et t : a = xo < +: < x, = b une subdivision subor- 


donnée à w. Soient co,...,Cn-1 € R tels que : VKEe[0,n—-1] Vxelxy,xg:1l (x) = cx. On définit l’intégrale de la 
fonction en escalier @ entre a et b comme étant le nombre réel 





n-1 


p= Ÿ cri — XE). 
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Ce nombre ne dépend pas du choix de la subdivision + subordonnée à 4. 


Démonstration  Prouvons que cette définition ne dépend pas de la subdivision choisie. Soient t1 et T2 deux subdivisions subor- 

données à w. Notons I. l’intégrale calculée avec la formule donnée dans la proposition pour une subdivision + de [a, b]. 

+ Supposons que T1 est plus fine que T2. Si t1 et T2 ne diffèrent qu’en un point, T2 = 4 = X0 < X1 << Xj < Xjÿ41 <... < Xn = D 
EtTI=4A=X) <X1 << Xj <A< Xi << Xp = D. On a : Pjjx;,x;,11 = Ci Par conséquent Pjx;,a[ = Ci Plla,x;1l = Ci Et 


Er, = (Xi -X0o) + C1 (X2 —x1) +... + Ci] (x; =Xj-1)+ 
cfa x;)+ ci (Xiti —@)+ci+1 (xi+2 — Xi+1)+ 
=Ci(Ki+1— Xi) 
+ Cn-1 Xn = Xn-1)= 


Le cas où T1 et t2 ne diffèrent que d’un nombre fini de points se traite de même. 
- Étudions maintenant le cas général. Considérons la subdivision + = t1 UT2 qui est plus fine que T1 et T2. En appliquant le point 
précédent, on a Ir = Ir, etIx = x, et par conséquent Ir, = Ir, . 


13.14 Propriétés de l’intégrale d’une fonction en escaliers 


PROPOSITION 13.4 L'intégrale est une forme linéaire sur € ([a, b],R) 


Soient (1,(p2 € & ([a, b],R) deux fonctions en escalier sur le segment [a, b]. Pour tout a fe R, on a 


Î apr + Byz= a | 1 +6 2 
[a,b] [a,b] [a,b] 


Autrement dit, si 
0: &([a,b],R) — R 


P — Jan 
alors on a 
8 (api + Bwp2) = «8 (p1) +68 (2) 


On dit aussi que 6 est une forme linéaire sur € ([a, b],R). 





Démonstration Soient t\ une subdivision subordonnée à 1 et T2 une subdivision subordonnée à 2. Soit t une subdivision plus 
fine que T1 et T2. Elle est donc subordonnée à la fois à w1 et à p2. Supposons que + : a = xp < x1 < ... < xn = b et que 


VielOn—1l, Piprsxut = CG € Palxsxint = die 


On a alors 


n-1 
Î ap + Bwp2 D (ac; +Bd;)(x;:1-xi) 
[a,b] i=0 


n-1 n-1 
= « Se Ci (xiæi — xi) +6 y dj (xiæ1 — xi) 
i=0 i=0 


= «à + 
1 Le Lu ie 


PROPOSITION 13.5 L'intégrale d’une fonction en escalier positive est positive 
Soit pe € ([a, b],R) une fonction en escalier sur le segment [a, b]. Si @ est positive sur [a, b] alors Ji ab? 0. 





Démonstration Soit t:a = xo < X1 < ... < Xn = b une subdivision subordonnée à @ : Vie [0,n-1], Pix xt = G ER. 


Comme est positive, pour tout i € [0,n—1], on a c; > 0. Par conséquent, V4 HP = Es Ci (xi+1 — Xi) > 0. 


COROLLAIRE 13.6 
Soit (1,42) € (& ([a, b] ,R))=. On a 


1 <P2 —> 1 < 2 
[a,b] [a,b] 





Démonstration Il suffit d’appliquer le résultat précédent à la fonction en escalier @ = p2-1 et d’utiliser la linéarité de l’intégrale. 
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PROPOSITION 13.7 Relation de Chasles 
Soit @ une fonction en escalier sur le segment [a, b] et ce ]a, b[. Alors 


DR SIP, 
[a,b] [a,c] [c,b] 


Démonstration Soit t: a = xp < X1 <... < Xn = b une subdivision subordonnée à 4. On peut supposer, quitte à considérer la 
subdivision t' = TU {c} qui est plus fine que + que c est un point de +. On suppose de plus que c est le m-ième élément de +. Si pour 
toutie[0,n—-1], P1lxs, = c; alors 





Xi+1l 


n-]1 
Lu = Lalun-x) 
m1 n-]1 
= Ci (xi41 x) + C(Xi+1 — x) 
i=0 i=m 


Ra 
a,c] [e,b] 


13.2 Fonctions continues par morceaux 


13.2.1 Définition et propriétés 








b=x7h 




















FIGURE 13.6 — Fonction continue par morceaux 


DÉFINITION 13.5 Fonction continue par morceaux sur un segment 


— Soit [a, b] un segment. On dit qu’une fonction w : [a, b] — R est une fonction continue par morceaux sur [a, b] lorsqu'il 
existe une subdivision T : 4 = xp < ::: < x, = b du segment [a, b] telle que 


1. Pour tout Ke [0,7 — 1], la restriction de à ]xyx, xx+1[ est continue. 


2. Pour tout ke [0,7 —1], Y restreinte à ]xy, xx+1[ admet une limite finie strictement à droite en x£ et strictement 
à gauche en x},1. Autrement dit, la restriction de 4 à ]xx, xk41[ est prolongeable par continuité sur [xg, xx+1]. 





— Une telle subdivision est dite adaptée ou subordonnée à 4. 


Remarque 13.2 

— Toute fonction en escalier sur [a, b] est continue par morceaux sur [a, b]. 

— Comme pour les fonctions en escaliers, si t est une subdivision de [a, b] subordonnée à @ continue par morceaux sur 
[a, b] et si t’ est une autre subdivision de 4 de [a, b] plus fine que + alors +’ est aussi subordonnée à . 
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PROPOSITION 13.8 
Si est une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] alors 4 est bornée sur [a, b]. 


Démonstration Soit @ une fonction continue par morceaux sur [a, b] et soit + : a = xg < ... < xn = b une subdivision subordonnée 
à @. Pour tout i € [0,n—1], la fonction fix; x;,,1 est Continue et se prolonge en une fonction f; continue sur le segment [ri xis1]. 
En appliquant le théorème 11.48, f; est bornée sur le segment [x;,x;+1]. Posons M = maxicyo,n-11 Mi, lf (xi)l} U {If ()I}. Alors 
Vxe [a,b],|f(x|<M. 


PROPOSITION 13.9 
Soit I un intervalle. 


— L'ensemble des fonctions réelles continues par morceaux sur [a, b] est un sous-espace vectoriel de (Z ([a, b],R),+,.). 
— L'ensemble des fonctions réelles continues par morceaux sur [a, b] est un sous-anneau de (% ([a, b],R) , +, x). 





Démonstration  Montrons le premier point, le second se prouve de même. Il est tout d’abord clair que l’ensemble des fonctions 
réelles continues par morceaux sur [a, b] est non vide. Soient «, 5 deux scalaires réels et soient 1 et p2 deux fonctions continues 
par morceaux sur [a, b]. Soient t\ une subdivision de [a, b] subordonnée à ®\ et soit t2 une subdivision de [a, b] subordonnée à 2. 
Soit T: 4 = Xp << Xn = b une subdivision plus fine que 1 et 2. + est donc subordonnée à la fois à @1 et à @2. De plus, pour 
tout i € [0,#—11, (api +BP2) hr xt = QP1 x xt + PP2Ux,x,,11 Qui est continue sur ]x;,x;,1 | comme combinaison linéaire 
d’applications continues sur ] x, x;41 [. De plus, par opérations sur les limites, (op1 + BP2) hr xnt admet une limite stricte à droite 
de x; et une limite stricte à gauche de x;,1. 41 +fBwp2 est donc bien une fonction continue par morceaux sur [a, b]. 


13.2.2 Approximation des fonctions continues par morceaux par les fonctions en escalier 


THÉORÈME 13.10 © Approximation d’une fonction continue par une fonction en escalier 
Soit f une fonction continue sur le segment [a, b] et € > 0. Alors, il existe une fonction en escalier w telle que 


1f-plo = sup |f(D—-p(HI<e. 


x€[a,b] 





Démonstration Puisque la fonction f est continue sur le segment [a, b], elle est uniformément continue sur ce segment (théorème 
de Heine, 11.51). Il existe donc n > 0 tel que V(x, y) € [a, b?, Ix—-yl<n — {f(x - f(yl<e. Considérons alors un entier 
n suffisamment grand pour que (b-— a)/n < n et définissons la subdivision de pas constant h = (b- a)/n <n, x; = a+ih pour 
ie [[0,n—-1]. Définissons ensuite la fonction en escalier @ en posant Vi e [[0,n—1]], Vxe [x;,x;+11, px) = f(x;) et @p(b) = f(b). 
Soit x € [a, b, il existe i € [[0,n — 1] tel que x; < x < x;,1 et comme |x-x;|<n,1f(x)-@(x)l =1f(x) - f(x;)l<e. Six=b,ona 
également | f (b) — p(b)| = 0 < €. En passant à la borne supérieure, on a bien || f —-llæ < €. 





Multimédia : animation, n augment t les aires des rectangles sous le graphe de f 
se rapprochent de l'intégrale 
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FIGURE 13.7 — Une approximation grossière FIGURE 13.8 — Une approximation plus fine avec 
avec € assez grand e plus petit 


LEMME 13.11 Une fonction continue par morceaux est la somme d’une fonction continue et d’une fonction en 
escalier 


Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Il existe une fonction g continue sur [a, b] et une 
fonction wy en escalier sur [a, b] telles que f = g+w. 
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Démonstration Considérons une subdivision a = xg < ++: < Xn = b subordonnée à la fonction en escalier f. Comme f est continue 
par morceaux, sa restriction à ]xo, x1[ possède une limite finie à droite en x, et une limite finie à gauche en x1, f(x) let 


fx) Es 


f(x1) —-L. On a bien g continue sur [xo, X1], W en escalier sur [xo, x1] et Vx € [xo,x1], f(x) = g(x) +w(x). On recommence ce 
procédé sur [x1,x2] ... pour définir les fonctions g et y sur [a, b]. 





+ 
0 


L. Posons Vx e]xo, xl, g(x) = f(x), g(xo) = L et g(x1) = L et w(xo) = f(xo) — L, Vx elxo, xl, w(x) = 0 et wy(x1) = 


X—X, 








FIGURE 13.9 - Toute fonction continue par morceaux est somme d’une fonction continue et d’une fonction en escaliers. 


COROLLAIRE 13.12 Approximation uniforme d’une fonction continue par morceaux par une fonction en escalier 
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et € > 0. Il existe une fonction en escalier sur [a, b] 
telle que || f —pllo < €. 





Démonstration D'après le lemme précédent, il existe une fonction g continue sur [a, b] et une fonction w en escalier sur [a, b] 
telles que f = g+1w. D’après le théorème précédent, il existe une fonction en escalier X sur [a, b] telle que |g—xll < €. Posons 
alors @ = wy+ 7%. C’est une fonction en escalier et on a bien || f — ll = 118 — XI < €. 


COROLLAIRE 13.13 Encadrement d’une fonction continue par morceaux par deux fonctions en escalier 


Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] et € > 0. Il existe deux fonctions en escalier, @,w € 


€ ([a, b],R) vérifiant 





Démonstration D’après le corollaire 13.12, il existe une fonction en escalier x sur [a, b] vérifiant V x € [a, b], -e/2 < f(x) —x(x) < 
e/2. Définissons les fonctions en escalier @ = x—e/2 et y =x+e/2. Elles vérifient bien @ < f <wy ety-Wp=e. 


13.2.3 Intégrale d’une fonction continue par morceaux 
PROPOSITION 13.14 Intégrale de Riemann d’une fonction continue par morceaux 


Soit une fonction f continue par morceaux sur un segment [a, b]. On considère les ensembles 


#={| | @ est en escalier sur [a, b] etp<f} 
[ab] 


#5=|| | @ est en escalier sur [a, b] et f < q) 
[a,b] 


On a les propriétés suivantes, 

e Fe f admet une borne supérieure. 
ee F. f admet une borne inférieure. 
+ sup.Zer=inf. 7 f. 
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On définit alors l’intégrale de Riemann de la fonction continue par morceaux f sur [a, b] par 


Î f=sup.Zcr=inf.Z y 
[a,b] 





Démonstration On définit les ensembles €. fetes f par 
Ex f = {+ est en escalier sur [a, b] et p < f} 


et 
Es f = {+ est en escalier sur [a, b] et f < w} 

+ On a prouvé que si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b] alors elle est minorée par un réel m et majorée par un 
réel M sur [a, b]. Par conséquent, les fonctions en escalier sur [a, b] définies par x m et x M sont éléments respectivement 
de 6. et de & f. 6 et & f sont donc non vides. 

+ Montrons que Pef est majorée. Soit @ € é<f. On aw< f < M. Par conséquent, Jia,bl p< Jah M=M(b-a). Cette majoration 
étant valable pour toute fonction en escalier @ € 6e f on en déduit que Fe f Sst majorée. 

+ D'après l’axiome de la borne supérieure, on en déduit que Fe f possède une borne supérieure f. 

+ De même, on prouve que #. f Sst non vide minorée et possède une borne inférieure «. 

+ Onaa<$f. Montrons que a =f. Soit e > 0. Appliquant le théorème précédent, il existe des fonctions en escalier @ et y définies 
sur [a, b] telles que 

@<f<WY et W-p<E 
On a donc : pe écf et WE 6; f ce qui donne 


Î p<a<f< y 
[a,b] [a,b] 


ce qui s'écrit aussi : 


p-a< vf p= W—-wp<Ee(b-a) 
[a,b] [a,b] [a,b] 


Cette inégalité étant valable pour tout € > 0, on en déduit que : a =f. 


Remarque 13.3 Cette définition généralise la définition de l’intégrale d’une fonction en escalier. Si f est une fonction 
en escalier, son intégrale de Riemann est égale à l’intégrale de la fonction en escalier précédemment définie. 





Pour montrer qu’une fonction f est intégrable sur un segment 
Il suffit de montrer que f est continue par morceaux sur ce segment. 


B10 11| Bernhard Riemann, né le 17 septembre 1826 à Breselenz(Allemagne), mort le 20 juillet 1866 à Selasca, Italie 


Mathématicien Allemand. Bernhard Riemann est le deuxième enfant 
d’une famille de six. Il reçoit de son père, pauvre pasteur luthérien, une 
éducation stricte et rigoureuse. Bien que très tôt il montre des talents 
intellectuels exceptionnels, il souffre d’une grande timidité, de dépres- 
sion nerveuse et hypocondrie. Ses problèmes d’expression le poursuiv- 
ront toute sa vie et l’empêcheront d’être reconnu à sa juste valeur de 
son vivant. À 19 ans, il s’établit à Hanovre pour étudier la théologie et 
la philosophie, mais ses goût s’orientent vite vers les mathématiques. 
Il rencontre Gauss à l’université de Gôttingen qui sera son directeur de 
thèse. Celle-ci porte sur les fonctions complexes et il y introduit les sur- 
faces qui portent maintenant son nom et qui sont d’une grande impor- 
tance dans la recherche mathématique actuelle. Quelques années plus 
tard, il jette les bases de la géométrie différentielle. C’est aussi lui qui a 
finalisé le travail de Cauchy sur les fonctions intégrables et qui a, le pre- 
mier, produit une théorie rigoureuse de l’intégration. Il est le découvreur 
de la fonction & qui est au carrefour de nombreuses théories mathéma- 
tiques modernes. La position des zéros de cette fonction est l’objet d’une 
célèbre conjecture qui n’a toujours pas été prouvée et qui permettrait de 
mieux comprendre la répartition des nombres premiers. Bernhard Riemann est mort à 40 ans de la tuberculose. 





13.2.4 Propriétés de l’intégrale 
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PROPOSITION 13.15 L'intégrale est une forme linéaire sur l’espace vectoriel des fonctions continues par 
morceaux 


Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment [4, b] et a, Be R. Alors 


Î (af +Bg= a ] f+BÎ & 
[a,b] [a,b] [a,b] 





Démonstration Comme f et g sont des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b], il en est de même de af +fg et 
cette fonction est donc intégrable sur le segment [a, b]. Posons 1 = Jia,bl af +Bg, l1 = Jia,b f etl= Jah g. On veut donc prouver 
que I1= al +fl>, ce qui revient à montrer que pour tout € > 0, on a —e <1-—(aly +fl2) < €. Soit e > 0. D’après le théorème 13.13, il 
existe des fonctions en escalier 1,2, W1,Ww2 définies sur [a, b] telles que 


PISFf<WI Wi-Pi<e et PI<g<W2, W2-P2<E 


On a donc 
api +Byp2 < af +Bg<awyi+By2 et ai +Bw2 — (api +Bp2) <e 


II vient alors 


ji ap +Bvz-a vi-6| w2 <I- (ali +Bl2) <[ oy1 +Bve-a | v1-6f w2 
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b] 


» , » 


donc Î . a(p1 -w1)+B(p2-1W2) <I- (ali +Blo) < L a(Ww1 -p1)+B(W2 42) par linéarité de l’intégrale des fonctions en escalier 
[a,b] [a,b] 


donc Î —e(a+$8) <I- (ali +Bl2) < Î e(a+f) car w1 —wp1 <e et w2 — 2 <E et par application du théorème 13.6 
[a,b] [a,b] 


» 


donc —e(a+f)(b- a) <1- (ali +Bl2) <e(a+$)(b-— a) 


ce qui prouve le théorème. 


PROPOSITION 13.16 L'intégrale d’une fonction continue par morceaux positive est positive 


Soit une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. On a 


Vrxela,b], @(H>z0 — p>0 
[a,b] 





Démonstration La fonction nulle sur [a, b] est en escalier et vérifie 0 < f. Elle est donc élément de € f ©t par définition de 
l'intégrale d’une fonction continue par morceaux, on a far f> ee 0=0. 


COROLLAIRE 13.17 
Soient (p1 et 2 deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b]. On a 


P1<P2 o< | 2 
[a,b] [ab] 





Démonstration En appliquant le théorème précédent à la fonction positive g-— f, on obtient J| (a,b] 8 = f > 0 et on conclut en 
utilisant la linéarité de l'intégrale d’une fonction continue par morceaux. 


PROPOSITION 13.18 Relation de Chasles 
Soit @ une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Soit ce ]a, b[. Alors : 


Î p — / @ + p 
[a,b] [a,c] [c,b] 
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Démonstration Soit pe Ecf- On a Yija,c]  fita,cl Et Piie,b] < fife,bj- Par conséquent, 
L @ = Î p+ # par application de la relation de Chasles pour les fonctions en escalier 
[a,b] [a,c] [c,a 


< Î f+ Î f par application du théorème 13.17 
[a,c] [c,a] 


Notons y cette dernière quantité. y est donc un majorant de Fi = {fab pipe Ecr} Par conséquent, Y > Jah f. On peut 


faire le même raisonnement avec une fonction € 6, f et on aura alors Y < Ji ab f- Donc Y = J ah J et la relation de Chasles est 
démontrée. 


13.2.5 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle 


I désigne ici un intervalle de R. 


DÉFINITION 13.6 Fonction continue par morceaux sur un intervalle 


On dit qu’une fonction définie sur un intervalle I est continue par morceaux sur I si et seulement si elle est continue par 
morceaux sur tout segment de I. 





S Notation 13.1 Soit f une fonction continue par morceaux sur I. Soit (a, b) € 2. On note 
- Siasb, f’ftodx=fuf 


— Sib< a, Piode=-ff 
_ Sia=b, f? f( dx=0 


Remarque 13.4 Dans cette notation (comme dans les calculs de sommes), la variable x est muette, on a défini l’intégrale 


b b 
d'une fonction. | f(x ax= | FC) dt =... 
a a 


PROPOSITION 13.19 Relation de Chasles 
Soit une fonction f continue par morceaux sur l’intervalle I et trois réels a, b,ce I. Alors 


b ë b 
Î fœdx= | fe dx+ | f (x dx 
a a C 





Démonstration 
+ Sia<c< b, par application du théorème 13.18, 


b ë b 
Î rœdx= f f=| s+f r=| fœdx+ | f C9 dx 
a [a,b] [a,b] [c,b] a c 
+ Sia<b< c, par application du point précédent, 
€ b c c b 
[ro ax+ [ rœax= | fœax- | rœax= [ f Go) dx 
a c a b a 
. Les autres cas se démontrent de même. 
13.2.6 Nullité de l’intégrale d’une fonction continue 


THÉORÈME 13.20 O00 Si l'intégrale d’une fonction continue positive est nulle alors cette fonction est nulle 
Soient [a, b] un segment et une fonction f : [a, b] — R vérifiant 


Qu) la fonction f est continue sur le segment [a, b], 


Ci) elle est positive : Vxela,b], f(x)>0. 
Cu) son intégrale est nulle : ne (x) dx = 0. 


Alors la fonction est nulle :|Vxe[a,b], f(x)=0 
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Démonstration Par l’absurde, supposons que la fonction f n’est pas nulle. Alors il existe c € [a, b] tel que f (c) Z 0. Pour simplifier 
la rédaction, supposons que c € ]a, b[ et f(c) > 0 (les autres cas se traitent de la même façon). Posons € = f(c)/2. Puisque la fonction 
f est continue au point c, on peut trouver un voisinage |c—n,c+n[ de c avec n > 0 inclus dans [a, b] tel que Vxe ]c-n,c+nf, 
—Ee< f(x) -f(c)<Ee c’est à direVxe lc- nCc+ n[ f(x) > €. On a donc par la relation de Chasles, 


b 
Î f Go dx 
a 


cn c+n b 
Î fn dx+ | fu dx+ | f (x) dx 
a c—n c+n 


c+n 
f Go) dx car f>0 
cn 


c+n 
Î edx=2ne > 0 
cn 


V 


V 


ce qui est en contradiction avec la troisième hypothèse. f est donc nulle sur [a, b]. 


Remarque 13.5 

— La réciproque de cette propriété est clairement vraie : [Vxe[a,b], f(x =0] = /. : f(2 dx=0. 

— Ce théorème est bien entendu faux si l’on ne suppose pas f > 0 sur [a, b] ou si la fonction f est uniquement continue 
par morceaux : une fonction nulle partout sauf en un point est d’intégrale nulle. 


13.27 Majorations fondamentales 





FIGURE 13.10 - Encadrement d’une intégrale 


THÉORÈME 13.21 OVOQ 
Soient f une fonction réelle continue par morceaux sur le segment [a, b]. En appliquant la proposition 13.8, il existe 
des réels m et M tels que Vxe[a,b], m< f(x) <M. On a alors 


b 
mb-a< | f(x dx<M(b- a) 
a 





Démonstration En appliquant la proposition 13.17, on obtient 


b b b 
Î max< fœ ax< Mdx 
a a a 


ce qui donne le résultat. 
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THÉORÈME 13.22 OQQ 
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] alors f est bornée sur [a, b] et 


b b 
jl f (x dx </ |f (| dx<(b-a)sup|f| 
a a [a,b] 





Démonstration  Remarquons tout d’abord que comme f est continue par morceaux, utilisant les théorèmes d’opération sur les 
limites et les fonctions continues, il en est de même de fl et donc fl est intégrable sur [a, b]. De plus, on a — | <f< lf|. Par 


conséquent, d’après le théorème 13.17, 
: < < 
la If 1e À La I 


ce qui donne le résultat. 
THÉORÈME 13.23 Inégalité de la moyenne 


Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b] alors on a l’inégalité de la moyenne 


\frel<supls fl el 
a, b] 


[a,b] [a,b] 





Démonstration Comme f est continue par morceaux sur le segment [a, b], appliquant la proposition 13.8, f est bornée sur 
[a, b] et il existe donc un réel M > 0 tel que SUP{4,b] < M. On a donc : Vxe[a,b], |f (0) g | <M |g | et donc, appliquant le 
théorème 13.17 et le théorème précédent, 


Le fe «|, a «|, Miel «M le 


THÉORÈME 13.24 OQOQ Inégalité de Cauchy-Schwarz 
Soient f et g des fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b]. On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 








le Fer \ Loi Los 





Démonstration  Introduisons la fonction polynomiale P de la variable «à définie par 


el (f+a8)? = f g+2a | fg+ 2 
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] 


Remarquons que comme VaeR, (f+ ag)? 2 0, P est positive ou nulle. 

° Sif [ab] g2 = 0 alors P est une fonction affine. Vu qu’elle est positive ou nulle, il est nécessaire que le coefficient de son terme de 
degré 1 est nul, c’est à dire || a,b] 8 = 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors démontré dans ce cas particulier. 

- Sinon, P est un trinôme du second degré. Comme P > 0, ses deux racines sont ou confondues ou complexes. Par conséquent son 


discriminant réduit À est négatif ou nul 
2 
2 2 
see 
[a,b] [a,b] [a,b] 


On en déduit alors l’inégalité souhaitée. Dans le cas où f et g sont continues (et plus seulement continues par morceaux), 
remarquons qu’il y a égalité dans cette inégalité lorsque g = 0 ou alors lorsque le trinôme P possède une racine double. C’est à 


dire qu’il existe ae R tel que Î + ag)? = 0. D’après le théorème 13.20 page 526, on doit avoir f + ag = 0, c’est à dire que 
(a, b] 


les deux fonctions f et g sont proportionnelles. Réciproquement, si les deux fonctions sont proportionnelles, on vérifie qu’il y a 
égalité dans la majoration de Cauchy-Schwarz. 


THÉORÈME 13.25 Inégalité de Minkowski 


Soient deux fonctions continues f et g sur le segment [a, b]. En notant | ff > =\/J “ f2(x) dx, on a l’inégalité suivante 


IF +82 <1fÎ2 +18 
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Démonstration  Développons et utilisons Cauchy-Schwarz 


J'ouse-f Pal fes] 
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] 
2 2 2 2 
+21 If 4 /f + 
at [a, . Le Le 
-[\. V Ji [a, “ 1 [a, n° E] 


= (1 fll2 + Igl2)* 


On en déduit l'inégalité souhaitée. Remarquons qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement si L fg= 





[aa F 


1 f ? 1/ Î g. D'une part, il y a égalité dans Cauchy-Schwarz donc les deux fonctions f et g sont proportionnelles et d’autre 
[a,b] [a,b] 


part, puisque [ fg > 0, le coefficient de proportionnalité doit être positif ou nul. On vérifie facilement la réciproque. 


13.28 Valeur moyenne d’une fonction 


DÉFINITION 13.7 Valeur moyenne d’une fonction 
Soient [a, b] un segment et f une fonction continue par morceaux sur [a, b] à valeurs réelles. On appelle valeur moyenne 
de f sur le segment [a, b] la quantité 


1 b 
| f (x) dx 





13.2.9 Invariance de l’intégrale par translation 
PROPOSITION 13.26 Invariance de l’intégrale par translation 


Soient f une fonction continue par morceaux sur le segment [ab] à valeurs réelles et T € R. Soit fr : 
[a+T,b+T]) — R 


: en ie Alors fr est continue par morceaux sur le segment [a+T, b+T] et 


b+T 
pe. fr (x) dx = [ f (x dx 
a+ 





Démonstration 
+ Supposons que f est une fonction en escalier sur [a, b]. Soit + : a = Xp < X1 <... < Xn = b une subdivision subordonnée à f. Il 

existe donc C1,...,Cn ER tels que fx;,x;,,1 = Ci. Posons tr : a+T = xp+T < x +T <...< x +T = b+T. Ty est une subdivision 

subordonnée à fr. De plus : friix;+Tx,,,+71 = Ci. Par conséquent : 

n n 
Î fr = À cree +T- (x +T))= D œ(xeu-x)= | 
[a+T,b+T] k=1 k=1 [a,b] 

Le théorème est alors démontré pour les fonctions en escalier. 

+ Supposons que f est une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b]. Par définition de l'intégrale, on a : 


a+ 


b+T 
Î fr (oO dx = sup{ | w | @ est en escalier sur [a+ T, b+T] et p < fi 
T [a+T,b+T] 


sup @_T | est en escalier sur [a+ T, b+ T] et p < fi} 
[a,b] 


sup if | @ est en escalier sur [a, b] et p< s} 
[a,b] 


b 
Î f (x) dx 
a 


13.3 Primitive et intégrale d’une fonction continue 


Dans toute cette section, I désigne un intervalle de R non trivial. 
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DÉFINITION 13.8 Primitive 


Soit :1— R. On dit qu’une fonction F:1— R est une primitive de f sur l’intervalle I si et seulement si 


Gui) la fonction F est dérivable sur I, 


Cm) sa dérivée est égale à f: Vxel, F'(x)= f(x 


PROPOSITION 13.27 Deux primitives d’une même fonction diffèrent d’une constante 


Soit une fonction f : I — R définie sur un intervalle I. Si F et G sont deux primitives de f sur I alors il existe ce R tel 
que : G=F+c. 





Démonstration Comme F et G sont des primitives de f sur I, on a (G—F)' = f— f = 0. Par conséquent G-—F est une fonction 
constante sur I, c’est une conséquence du théorème des accroissements finis ( 12.13 page 478). Il existe donc ceR tel que G=F+c. 


Remarque 13.6 Le fait que I est un intervalle est fondamental. Si par exemple I = [0,1] U [2,3] la fonction G définie 
par G(x) = 0 sur [1,2], G(x) = 1 sur [2,3] est une primitive de la fonction f sur I. La fonction F nulle est également une 
primitive de f sur I et ces deux fonctions ne diffèrent pas d’une constante. 


Considérons une fonction f continue par morceaux sur un intervalle I et un point a € I. Alors, pour tout réel x e I, le 
segment [a, x] est inclus dans l’intervalle I ce qui nous permet de définir la fonction suivante : 


I — R 
X 

X — [ro 
a 











FIGURE 13.11 - Théorème fondamental de l’analyse 


LEMME 13.28 La fonction F est continue sur I 


Si la fonction f est continue par morceaux sur l’intervalle I, alors la fonction F est continue sur I. 





Démonstration Considérons un segment [a, b] inclus dans l’intervalle 1. Comme la fonction f est continue par morceaux sur le 

segment [a, b], elle est bornée sur ce segment. Notons Mia,b] = SUP f(x). Soient (x, y) € [a, bl?, avec x < y. En utilisant Chasles 
xe[a,b] 

et la majoration classique 13.21 page 527, 


y x y y 
IF(y) — F(x)| = Ïl f® ar-f f® ar = f f( dt <[ If] dt < Mi4,5ly — Xl 
a a x % 





Nous avons montré que la restriction de F au segment [a, b] était lipschitzienne, donc continue. La fonction F est donc continue en 
tout point de tout segment inclus dans I ce qui montre qu’elle est continue sur l’intervalle I. 


Le théorème suivant permet de relier calcul différentiel et calcul intégral. Les anglo-saxons lui ont donné le nom de 
« Fundamental Theorem of Calculus »que nous traduisons par : 
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THÉORÈME 13.29 OO0Q Théorème fondamental de l’analyse 


(Cm) Soit I un intervalle de R. 
(a) Soit f une fonction continue sur I. 


Soit a € I alors la fonction 


ER 
MX sr JÉT(Odr 


est de classe €1 sur I et est| la seule primitive de f quis’annuleen a F'=f et F(a)=0 


Démonstration Soit xo € I. Pour simplifier la preuve, supposons que xo n’est pas l’extrémité droite de l’intervalle I. Nous allons 
montrer que la fonction F est dérivable au point xo. Soit h > 0 tel que x + he I. Puisque la fonction f est continue au point xo, 
lorsque h est petit, pour t € [xo, Xo + À], f(#) est proche de f(xo). Effectuons cette approximation : 





Xo+h 


Xo+h X0 Xo+h Xo+h 
Ftro+= | radr= | f@ dt+| fo dr= Faut | (f Go) + [F0 — f Gxo)]) dr=Ftxo)+hftro)t | [f( — fGo)] dt 


a a X0 Xo X0 


Nous avons fait apparaître un reste de notre approximation 
Xo+h 
R(H) = Î LCD = fUo)] dr 
X0 
Soit € > 0. Puisque la fonction f est continue au point xo, il existe n > 0 tel que Vt e [xo, xo +1], |f (0 — f(xo)l < €. Soit h e]0,n], 


IR(h)| = 





Xo+h xo+h 
Î [FE - fGo)] dt <f |f(@ — f(o)| dt <eh 
X0 X0 





Par conséquent, |R(h)|/h < e. Nous avons montré que R(h)/h ee. 0, donc que R(h) = o(h). La fonction F admet un développement 


— 


limité à l’ordre 1 au point x et d’après le théorème 12.1 page 471, elle est dérivable à droite au point x avec F (to) = f(xo). On 
montre de la même façon (en prenant h < 0) que F est dérivable à gauche en xo avec Fe (2x0) = f(x). Puisque F' = f est continue 
par hypothèse, la fonction F est de classe €! sur l'intervalle 1. 


Le théorème fondamental garantit l’existence de primitives d’une fonction continue sur un intervalle. 


COROLLAIRE 13.30 Une fonction continue sur un intervalle possède une primitive 


Qu) Soit I un intervalle de R. 


Cu) Soit f une fonction continue sur I 


alors | f possède une primitive F sur I 


Jusqu’à présent, nous avons construit de façon théorique l’intégrale d’une fonction continue par morceaux, mais nous 
sommes pour l'instant incapables de calculer la moindre intégrale ! Le théorème fondamental permet d’effectuer ce calcul 
si l’on connaît une primitive de notre fonction sur le segment [a, b]. 





COROLLAIRE 13.31 Calcul d’intégrale 
Soit f :1 — R une application continue sur le segment [a, b] € I. Soit G une primitive de f sur [a, b] alors l’intégrale de 
f sur [a, b] est donnée par 


b 
L f(@ dt = G(b) -G(a) 
a 





Démonstration Comme la fonction f est continue sur l’intervalle I, elle admet comme primitive sur 1 la fonction F du théorème 
fondamental. Soit G une primitive quelconque de f sur I. Il existe c ER tel que G=F+ c. Par conséquent 


b 
(i f@dt=F(b)-F(a) =1[G(b) + c]-1[G(a)+ c] = G(b) - G(a) 
a 
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THÉORÈME 13.32 QQQ Théorème fondamental (deuxième forme) 


Soit f une fonction de classe €! sur un intervalle I de R. Soit ae I. On a 


b 
fD - ft@) = | ft 
a 





Démonstration Comme f est de classe €! sur I, f' est continue et est donc bien intégrable sur tout segment [a, b] de I. De plus 
f est une primitive de f' sur I. Appliquant le résultat précédent, on a bien jf f'@dt= f{b)- f(a). 


Remarque 13.7 Pensez à utiliser cette formule lorsque vous avez une hypothèse sur f” et vous voulez obtenir une 
propriété sur la fonction f. 


Exemple 13.2 Onnote E=f{fe Æ1([a, b]) | f (a) = 0}. Nous allons montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que 
VfEE, [lfll: <CIf'I2 (c’est l'inégalité de Poincaré). 

Nous voulons majorer une quantité faisant intervenir f (| f|l2) en fonction d’une quantité faisant intervenir f” (| fI12). 11 
n’y a pas à hésiter sur l’outil à utiliser : c’est le théorème fondamental. 

Soit f € E. Puisque f est de classe €! sur l'intervalle [a, b], d’après le théorème fondamental deuxième forme, pour 
xe [a,b], 


X X 
fu = f@+ | r'oar= | f' dt 
a a 


Alors en utilisant Cauchy-Schwarz, 


x 2 x x b 
fuo=[| 1x Jde} <| dr| g'oar<(x-a] fo dr 
a a a a 


Avec la majoration classique 13.21 page 527, 


b b b (b- a}? b 
['rwar< | r'odr| (x— a) dx = ['rwar 
a a a 2 a 





Il suffit de prendre C = (b-— a)/ V2. 


S Notation 13.3 

— On note [F(x)]2 = F(b)-F(a). 

— Si f est une fonction continue, la notation f f (x) dx est utilisée pour représenter une primitive quelconque de la fonction 
f. Avec les notations précédentes : 


X 
[rc ax= f (D dt+c'° 
a 
THÉORÈME 13.33 OOQ Dérivée d’une fonction définie par une intégrale 


Qm) Soit une fonction f continue sur un intervalle I, 


Ci) Soient 4, L :J— I deux fonctions dérivables sur l'intervalle J. 


Alors la fonction 


E — f( dt 


u(x) 


J — KR 
G: HE) 


est dérivable sur l’intervalle J et 


VxeJ, |G'(x=v'(dflv(x]-u/( flu(x)] 





Démonstration Soit un réel a el et F la fonction du théorème fondamental. Il suffit de remarquer que pour x € J, avec la relation 


de Chasles, 
v(x) u(x) 
G(x) = -f = F(v(x)) -E(u(x)) 
a a 
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Puisque G=Fov-Fou et que la fonction F est dérivable sur I (théorème fondamental), que u et v sont dérivables sur J à valeurs 
dans I, d’après le théorème 12.5 page 473, la fonction G est dérivable sur J et Vx eJ, G/(x) = F' (v(x)) x v'(x) —F' (u(x)) x uw! (x) d’où 
la formule du théorème puisque F' = f. 

Exemple 13.4 Étudions les variations de la fonction 


]1,+0[ — R 
£g: # dt 
X 


X > 
2-1] 





La fonction g est définie et dérivable sur l’intervalle I =]1, +ool[. Notons J =]1,+ool et définissons les fonctions 


_— — I — R 
uit; , vil > rl 1 


X —— x 
x2=1 





Les fonctions u, v sont dérivables de J vers I et la fonction f est continue sur l’intervalle I. D’après le théorème précédent, 
g est dérivable sur l’intervalle J et pour xe J, 


2 
ea 2 __ 2x1 
g @=2xf(x) - f( = DID 


Le trinôme x? —-2x- 1 s’annule sur I en xo = 1+ V2 et on en déduit que g est croissante sur ]1, xo] puis décroissante sur 
[Xo, +ool. 
13.4 Calcul de primitives et d’intégrales 


13.4.1 Intégration par parties 


PROPOSITION 13.34 Méthode d'intégration par parties 


Soit I un intervalle de R. On suppose que : 


Qu) u et v des fonctions de classe €! sur I. 


alors 


b b 
['uovwar-tuovto- | u(é) v'(t dt 
a a 





Démonstration Par opérations sur les fonctions de classe €! sur I, la fonction uv est de classe €! sur I. D’après le théorème 
fondamental deuxième forme, 


b 
(u'v) aar+ | (uv!) (9 dt 


a 


b b b 
(uv) (b) — (uv) @= | au oat= f (ao) + (uv')}ar= [ 
a 


a a 
Remarque 13.8 Application au calcul de primitive. Dans un calcul de primitive, la formule d’intégration par parties 
s'écrit 


(l u'(t)u(n dt=u(r) v(r) - u(t) v'(r) dt 
| Remarque 13.9 On consultera la partie C.6.8 page 1236 pour apprendre à utiliser cette technique. 


13.4.2 Changement de variables 


PROPOSITION 13.35 Changement de variable 


Soient I un intervalle de R et f :1— R une application continue sur I. Soient (a, B) € R? tel que a < B et : [a,B] — I de 
classe €! sur le segment [a,B] alors 


w(B) p ; 
ni roar= | f(p()) + (u) du 
(Q a 


(œ 
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Démonstration Comme f est continue sur I, elle possède une primitive F sur I et pour tout Xp,x1 EL on a de f (6) dt = 
F(x1)-F(xo). En particulier, comme w (œ ,w(8) € L on a jo f@ dt = F(w(B)) -F(p(). Par ailleurs, Fow est de classe @1 
sur [a,B] comme composée d’applications de classes €1 sur [a B]. En appliquant le théorème fondamental deuxième forme, on 
obtient 


p(B) B B B 
le f@ dt=F(p(8B))-F(p(o) = [ (og) ao du= @’(u) F(p(u)) au= | @’ (u) f (p(u)) du 
(a a a a 


PLAN 13.2 : | Changement de variable dans un calcul d’intégrale 
Pour calculer f : f(O dt, 


1. On vérifie que w : [a,B] — I est de classe €! sur le segment [af] et que @ (o = a, p(B) = b. 


X=(t) 
dx=®'(# dt 


2. On pose 


3. On écrit [P f (w) du = fl f(p(H)@/ (0 dt 


Ne pas oublier de transformer les bornes 





Exemple 13.5 
— Calculons 1= fo V1-t/df en utilisant le changement de variable # = sin u : 


1 I 
2 
= Vil-tfdt = L V1-sin? ucosudu 
0 0 


LS 


D 2 si T 
cos” udu car cos est positif sur [o, =] 
0 


. Le 
u sin2u|2 


2 4 


TT 





I 
35 l+cos2u 
[ #4 
0 2 








o 4 


N’aurions-nous pas pu obtenir ce résultat sans calcul ? (Représenter la courbe d’équation y = V1-— x? ...) 





x 
— Calculons J = js - dx en utilisant le changement de variable u = e* (on a donc x =Inu). 


L 1+e2x 
nv3  @x BT Gp ST 
= | ie A | SR 
0 1+e2* 1 l+wu 
ev3 1 
nes 
1 l+u 
TI OT 
— farctan u]Ÿ? = 2-2 = — 
4 12 


d 
Remarque 13.10 Pour calculer une intégrale du type f. 7 ff") Eu effectuer le changement de variables y = x”. 
x 


13.43 Changement de variable affine 


L'utilisation d’un changement de variable affine permet souvent sans calcul d’intégrale, de prouver des propriétés graphique- 
ment évidentes. 


PROPOSITION 13.36 Intégrale d’une fonction périodique 
Soit f une fonction continue par morceaux sur R, T-périodique. Soit (a, b) € R? tel que a < b. Alors : 


a+T b+T 
Î f (9) dx = f ( dx 
a b 


b b+T 
Î f Go dx = f (x dx 
a a+T 
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Démonstration 


E «HT ot CO+T sp __ pb ja 
- Avec le changement de variables d ” , on obtient foÿr f (0 dt= f, f(u-T) du== f, f (9 dt car f estT périodique. 
U = 


* Avec la relation de Chasles, Te dt = 10 dt + SET fo de+ fi f dt. En appliquant l'égalité précédente, on 


obtient DICO) dé+ ff dt = 0 d’où le résultat. 
Dans le cas où la fonction f est continue sur R, on peut retrouver ce résultat à l’aide du théorème fondamental. Considérons 1a 
fonction 


R — R 
: X+T 
PEN nie, Î f() dt 
X 
Elle est dérivable surR et pour xeR, g' (x) = f(x+T) -— f(x) = 0. La fonction est donc constante et on retrouve le résultat. 
PROPOSITION 13.37 Intégrale d’une fonction paire ou impaire 


Soit a > 0 et f une fonction continue par morceaux sur le segment [— a, a]. 


— Si f est paire, 
0 a 
Î fœdx= | f (x) dx 
0 


—4a 


En particulier 


a a 
Î fœdx=2] f (x) dx 
—a 0 


— Si f est impaire, 


0 a 
f fœdx=- | f (x dx 
a 0 


En particulier 





Démonstration Par application de la relation de Chasles, on a TE f Go) dx = TE f Go) dx + rs f(x) dx Par le changement de 
variable , : ea , on obtient Pfœ dx = SRE u) du = Jo ftu du 
u =-dx 
+ Supposons que f est paire. On a alors Jo fu du = Jo f Go) du et donc ff dx = 2/6 f dx. 
+ Supposons que f est impaire. On a alors fé f (-u) du = — ff f (u) du et donc [%, f (9 dx = 0. 


[O, 1] 7 [a, b] 


Remarque 13.11 Le changement de variable : : bé bent 


permet de transformer une intégrale sur 


le segment [a, b] en une intégrale sur le segment [0, 1] : 


b 1 
Î fudu= &-a | f(a+(b-a)t dt 
a 0 


134.4 Étude d’une fonction définie par une intégrale 


Nous allons résoudre l’exercice suivant, très typique des concours : 


Exercice 13.1 M = 


Soit f la fonction donnée par x ea dr. 
1. Montrer que f est définie sur R*. 
2. Prouver que : 
VxeR, e *In2<f(x<e “In2 
Établir une inégalité analogue sur R*. 


3. En déduire que l’on peut prolonger f par continuité en 0 et étudier le comportement de f à l’infini. On appelle 
encore f la fonction ainsi prolongée. 


4. Montrer que f est dérivable sur R* et calculer sa dérivée. 


5. Étudier la dérivabilité de f en 0 et déterminer la position de son graphe par rapport à la tangente en ce point. 
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6. Étudier les variations de f et tracer son graphe. 


1. Notons h : et . Soit xe R*. h est continue sur le segment [x,2x] et par conséquent admet une 


É EN 
t 
intégrale sur ce segment. On en déduit que f est bien définie sur R*. 


. Soit x . La fonction t- e ! est décroissante sur RŸ. Par conséquent : x,2x], e “*<e "<e”* et donc: 
Soit xe R*. La fonction t l'est d te sur R*. P: t:Vtel[x,2x] PR ee er etd 


PRES 200 oi DRE Xe 
e e e 
LL are Lace far 
Be t % (A x t 


2x] 2x et 2x] 
ex | sar< | ar<e* | dt 
X t 55 t x t 


2x et 
e [In 1e < Î pas <e *[In 1 
X 


ce qui s'écrit : 
ou encore : 


d’où il vient : 
2x et 
e#in2< | dis e*In2 
X 


On montre de même que si x e R*, alors : 


2x et 
e*in2< | dre e2*In2 
X 


. On a: lim en In? lim e *In2 = In2. Utilisant les deux inégalités précédentes et appliquant le théorème des 
LES x 


gendarmes, on en déduit que : lim f(x =In2 |. f est donc prolongeable par continuité en 0. On a de plus : 
X— 
— Jim e *In2=lime *In2= 0, donc, toujours d’après le théorème des gendarmes,| lim f(x)=0 |. 
X— +00 x—0 X— +00 


— Jim e *In2= +0, donc, d’après le théorème des gendarmes, | lim f(x) = + |. 
X—=CO X— —00 


. La fonction h est continue sur R* et admet donc une primitive H de classe €! sur R* . On peut alors écrire,pour 
tout xe RŸ : f (x) = H(2x) -H(x) et on en déduit que f est de classe €! sur R} comme différence et composée de 
fonctions de classes €! sur R*. De plus, si xe R*, on a : f(x) = 2H’ (2x) — H' (x) = 2h (2x) - h(x donc : 


m2 X mit 


On prouve de même que f est dérivable sur R* et que si xe R* alors f' (x) = PE De plus : 
x 





x D 


= 1 4ER Ont te — 24 | — ee — 1e <0 — f'(x)<0. 


: - ; L e 
- sixeR*,ona:2x<x = -x<-2x = et<e XX = ee) = 2 <0 = f'(x1<0. 
Se 


. Montrons maintenant que f est dérivable en 0 ; Soit te R*. On a, par produit et quotient d''équivalents : 


At mi 


; e “le _ 
1) = ——— = — 
f © = F 


par conséquent f' (t) par —1. Comme f est continue sur R, que f est dérivable sur R* et que f'(#) Fans —1, on peut 
appliquer le théorème du prolongement dérivable 12.14, et affirmer que f est dérivable en 0. De plus :f' (0) = -1. 
Une équation de la tangente au graphe de f en 0 est donc : y=-x+1n2. De plus : 


2 = = 
f@-Cx+h2= | —— à 
X 


et une étude rapide montre que t— UT est positive si t > 0 et négative si t < 0. Par conséquent, si x > 0, 


f(x) -(-x+1n2) > 0 et la tangente au graphe de f est en dessous du graphe de f si x > 0. Si x < 0, on obtient le 
même résultat. 
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6. On en déduit les variations de f surR ainsi que son graphe : 








Lil wiritrrrrtrnrutrrrrtrrrrtirrrt 


FT TT TT 
-2 1 








13.5 Formules de Taylor 


13.5.1 Formule de Taylor avec reste intégral 


Soit f une fonction de classe €! sur un intervalle I et un réel a € I. Partons du théorème fondamental deuxième forme 
pour écrire pour xelI, 


X 
fo = fa [| fo 
a 
Si la fonction f est de classe €? sur I, on peut effectuer une intégration par parties 
u(o = fo uw f"( 


v'(x) =1 v(x)=t 


u, v sont de classe €! 


fG = f(a) + tro f LCA dr = fta)+xf to afta- | tf" (0 dt 
a a a 


On se rend compte qu’il est plus intéressant de considérer la primitive de 1 qui s’annule en x de telle façon à ne faire 
intervenir que les valeurs de f en a: 


u(xo = fl  u'(x) = f"(0 


v'(x)=1 v(x)=-(x—#) 


u, v sont de classe € 


k 4 X 
FU = f(a) + [or + [ (x- of" ar= fa+(x- fa + | (x nf" (0 dt 
a a 


Si la fonction f est de classe €"*!, on peut effectuer n intégrations par parties successives pour trouver la formule 
suivante. 


THÉORÈME 13.38 Formule de Taylor avec reste intégral 
Soit f une fonction de classe €"*1 sur un intervalle I de R. Si (a, x) € 2. Alors : 


(&) 
fœ = À a (x- a a)* + (x GED 4040 (9 de 


— Le polynôme 


Tn (x) = 


(&) 
DE ET - a} = f(a)+ 9 j'a) + 
=) 


est appelé polynôme de Taylor de f de degré n. 
— La fonction définie sur I par 


BR [= ÉE GED" mn () dt 


est appelée reste intégral. 
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Démonstration C’est une simple récurrence. Pour n = 0, la formule est le théorème fondamental deuxième forme et pour passer 
de n à n+ 1, il suffit d’effectuer une intégration par partie de Rh-_1(x) en primitivant (x—t)"/n! en -(x- D+1/(n+ D. 


Remarque 13.12 Lorsque nous demandons à nos étudiants l’idée de la démonstration de la formule de Taylor intégrale, 
toute la classe s’exclame : « par récurrence » ! Une récurrence n’est pas une idée de démonstration, simplement une 
technique de rédaction. Ici, les idées sont : 


1. Le théorème fondamental deuxième forme. 
2. Intégrer par parties en primitivant 1 pour que les primitives successives s’annulent en x. 


Les examinateurs de concours se plaignent chaque année des candidats qui sont incapables de retrouver cette formule 
sans se tromper. En cas de doute, faites le calcul de l’introduction en intégrant par parties le théorème fondamental, 


X 
fG = f(a)+(x- a) f'(a) + (x—a)f"(0 dt 
a 


et à partir de là vous retrouvez sans problème la forme générale. 


Exemple 13.6 
— Formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction cosinus à l’ordre 2 en 0 





x 4 2. 
Œ 2 sin (f) dt 


x 
VxEeR, cosx= + f 
2 0 
— Formule de Taylor avec reste intégral pour la fonction exponentielle à l’ordre n, ne N, en 0: 
2 


x x! X (x =, ty" 
VxER, exprx=1+x+—+...+— + —— exp(f) dé 
2! n! 0 n! 


Remarque 13.13  Effectuant le changement de variable f = a+ (x-— a) u, on peut exprimer le reste intégral de la façon 
suivante 


Rn (x) 


[= (x— GED" mn bd 


nn 
f (x a)"*1 2 jo (a+(x— a) u) du 
0 n: 


1 3 n 
œ= at [ fe (a+(x- a) u) du 
0 ! 


13.5.2 Inégalité de Taylor-Lagrange 


THÉORÈME 13.39 OQ0Q Inégalité de Taylor-Lagrange 


Soit f une fonction de classe €/”*! sur un intervalle I de R et soit ae I. Si xe I, on peut, d’après le théorème précédent 
13.38, écrire f (x) sous la forme 


n f(&) 
HUE Sa Q _ ot [= 2 FU4D (y) dr 


&o K! 
Tn (x) +R (X) 


On a alors 


| _ a+} 


Lf GO = Ty GO] = IRn GI < Mn 


où Mn+1 est un majorant de | f(*1] sur [a, x] (qui existe car f(*D est continue sur le segment [a, x]) 
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Démonstration Par application de la formule de Taylor avec reste intégral 13.38, on a, pour tout a,xelI, sia< x, 


l (x— p" pere (# ae 


a n! 


* _#\n 
sup Let wo [ xt + 


tel[a,x] nl 


X(x-t)" 
Mn | n! dt 


a 


IRn (D 





IN 








IN 


IN 


Me 


pti 


œ-n1t1 | 





|x— a 


< RE 
(n+1)! 


n+1l 


La démonstration est similaire lorsque x < a (ne pas oublier d’inverser les bornes). 


B10 12 | Brook Taylor, né le 18 août 1685 à Edmonton en Angleterre et mort le 29 décembre 1731 à Londres 


Mathématicien Anglais. Brook Taylor est issu d’une famille aisée. Il reçoit sa pre- 

mière éducation de précepteurs puis intègre l’université de Cambridge dont il ressort 

diplomé en 1709 après des études en mathématiques. C’est à John Machin, dont il fut 

l’élève, qu’il doit son entrée en 1712 à la Royal Society. Son premier travail concer- 

nait l’étude de la deuxième loi de Kepler sur le mouvement des planètes. Il devient 

secrétaire de la Royal Society en 1714 et participe au comité chargé de départager 

Newton et Leibnitz à propos de la paternité de l’invention du calcul infinitésimal. On 

mesurera l’impartialité de ce comité à l’admiration que Taylor portait à Newton … 

Il publia deux livres de mathématiques la même année 1715 “ Methodus incremen- 

torum directa and reversed”et ” Linear Perspective”. On trouve dans le premier la 

formule qui porte son nom mais sans mention du reste et sans que ne soit abordé les 

problèmes de convergence. Bien que Taylor ait découvert cette formule de manière 

indépendante, d’autres mathématiciens l’avaient mise en évidence auparavant comme 

Grégory, Newton, Leibniz et Johann Bernouilli. L'importance de cette formule ne fut 

perçue que bien plus tard, en 1772 par Lagrange qui la promulgua comme principe de base du calcul différentiel. 
Dans ce même livre, Taylor découvre la formule d’intégration par parties et invente le calcul aux différences finies. 
La vie de Taylor ne fut pas heureuse. Son premier mariage, désapprouvé par son père, se termine par la mort de son 
épouse lors de sa grossesse et de l’enfant qu’elle portait. Son second mariage se termine de manière identique si ce 
n’est que le bébé survivra. Taylor, très ébranlé, ne survécut que deux ans à sa seconde femme. 

Ces différents problèmes, ajoutés à l’aridité de ces textes mathématiques, ont fait que le génie de Taylor n’a pas été 
perçu à sa juste valeur par ses contemporains. 





13.5.3 Formule de Taylor-Young 
THÉORÈME 13.40 OO Formule de Taylor-Young 


Soient f une fonction de classe €” sur un intervalle I de R et ae I. Il existe une fonction € définie sur I telle que 
Vxel, f(H=T;,(H+(x-4a)"Ee(x 


avec € (x) es 0. Autrement dit, 


n (k) 
frel JOEY F8 


ko K! 


-a)*+ o ((x-— a)°) 
X— a 





Démonstration Supposons dans un premier temps que la fonction f est de classe €"*1 sur I. Considérons un segment inclus 
dans l'intervalle 1 contenant le point a, a € [af]. La fonction f U+D étant continue sur ce segment, elle est bornée. Notons 


M= sup |f UD Go]. D'après la formule de Taylor-Lagrange, on majore alors 
xel[a,f] 


IR Go) <|x- al" 





et on a bien E(x) 0. 


X—a 
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Dans le cas où la fonction f est uniquement de classe €”, la démonstration est plus technique. Utilisons la formule de Taylor avec 
reste intégral à l’ordre n —1 : 


: x (x 971 (n) 
FOI =Ty-1 00 +Rn-1(2 où Ry-1 (x) = | ——— f"" (5) dt 


a (n-D! 


Lorsque x est proche de a, pour te [a, x], f(#) est proche de f(a). Mettons en évidence cette approximation : 


is Ne (œ-a)" 
Rn-1 =} 2 (a) ar+ CD pen ta] àr= ET fo +80 
a (n-l)! a (n-1l)! n! 
Il ne reste qu’à vérifier que 8(x) = o((x- a)”) au voisinage du point a. Soit > 0. Puisque ft est continue au point a, il existe 
n > 0 tel que pour tel, |[t-al<n — |f(f - f(a)l<e. Soit xelI tel que |x— al < n. Puisque Vte [a,x], |f- al < n, on majore 
l'intégrale (prenons x > a pour simplifier) 


x(y- pn-l x pn-l Lon 
ecoI< f fie ar<e | DOS * 0 A 
a 


n=D! = ni 





Nous avons donc montré que |O(x)/(x-— a)"|< € et donc que O(x)/(x— a)" —— 0. 


Exemple 13.7 Cette formule, appliquée à l’ordre 5 en 0 pour la fonction sin permet d’écrire 


3 5 
: X X 5 
VxER, sinx=x-—+—+ 0 (x) 
6 120 x-0 


On approxime ainsi, dans un voisinage de 0 la fonction sin par un polynôme de degré 5. Plus l’ordre utilisé est élevé, 
meilleure est l’approximation obtenue. On s’en convaincra en étudiant les graphes ci dessous. 


ya 











Multimédia : Tracé de sin, des polynômes de Taylor T, en fonction de n et voir que 
l'approximation est locale en 0. 


13.5.4 Utilisation des trois formules de Taylor 


Il est important dans les exercices de savoir choisir son outil. Quand utiliser une formule de Taylor- Young ? Une inégalité 

de Taylor-Lagrange ? 

— La formule de Taylor-Young fournit une approximation locale d’une fonction f au voisinage d’un point a par un 
polynôme T», le polynôme de Taylor. 

— L’inégalité de Taylor-Lagrange fournit une majoration globale du reste R,, de cette approximation sur un segment [a, x], 
même lorsque x est éloigné de a. 

— La formule de Taylor-intégrale est la plus précise et donne explicitement le reste R;, sous forme d’une intégrale. Les 
deux autres formules en sont une conséquence. En première année, on ne l’utilise pas beaucoup, maïs elle est importante 
en deuxième année. 


sh(x) — sin(x) 


Exemple 13.8 Déterminer lim;_o . Les équivalents usuels ne suffisent pas ici puisque sinx - xet 


x3 x—0 


sh x “ et on ne peut pas sommer ces équivalents. Nous avons besoin du comportement local des fonctions sh et sin 
X— 
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au voisinage du point 0. Utilisons la formule de Taylor- Young à l’ordre 3. Les dérivées successives de ces fonctions en 
zéro sont simples à calculer et on obtient 


sh(x) = x+ 29/1314 o(x) sin(x) = x— 29/1314 o(x) 
Ces formule sont des égalités et on peut les sommer pour trouver que 


sh(x) — sin(x) = 2/3+ o(x) 


d’où [sh(x) - sin(x)]/x% = 1/3+0o(1) rer 1/3. 
X— 


Exemple 13.9 Soit une fonction f de classe 8% sur R telle que 
VOheER,  fx+h)f(x-h = (FO 


Montrons qu’alors Vxe R, f”(x) f(x) = (f'(x))2. 
Écrivons la formule de Taylor- Young pour la fonction f entre x et x+0. 


2. 
f(x+06) = f(x) +0 f/(x) + "0 +02e(0) (e(8) us 0) 
Si h Z 0, en prenant 0 = h et 0 = —h, on trouve que 
h?2 
f@ - hf + {0 + h'e(-h) 


2 
FC = f(x+h) f(x h)= | ff + hf! + f"00 + h'e(h) 











En développant et en ordonnant par rapport aux puissances de h, on trouve que 
o= 2 |- (00 + FCO f" 0] + Rp0 


avec @(h) rer 0. En divisant par h? et en faisant tendre h vers 0, on obtient le résultat. L'idée était d’utiliser la relation 
—0 


de l’énoncé en faisant tendre h vers 0, d’où l’utilisation de la formule de Taylor-Young. 


Exemple 13.10 Étudier la limite en 0 de la fonction définie par 


1 f*1-cost 
Fc == | dt 
XJx 





12 


Il nous faut une approximation de la fonction définie par f(f) = cost au voisinage de zéro. Utilisons une formule de 


Taylor à l’ordre 2. 
2 


£ 
ue 


On en tire que (1—costf)/ t2=1/2-R(0/t. Puisque R2(f) = cost-1+ 1212, la fonction R> est continue sur [x, 2x] et on 


peut intégrer : 
1 2x 1 fXR(t 
re] ar-— HU 
2XJx XJx t 
———— —+— 


=1/2 (x) 


Il nous faut traiter le reste O(x) de notre approximation. Avec l’inégalité de Taylor-Lagrange, on sait que 
Ê à F 
IR(I<— sup If (1 < — 
3! uel0,r1 6 


(puisque 1f9 (0) = |cos ft} < 1). Alors, 


1 f2X|Ro(t 1 f2x x 
cote = [ IR2 Ie tdt=——0 
XJx 12 6x x 4 x—0 





Par conséquent, F(x) ne 1/2. 
X— 
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Exemple 13.11  Trouvons deux réels (a, b) e R? tels que 
: 2\1/n b 1 
Un = (1+x°) dx=at+-—+0(—) 
0 n n 


De. de 2 . , 2 
Écrivons pour x € [0,1], (1 + x2)l/n = enna+x) Lorsque n devient grand, le terme dans l’exponentielle tend vers 0 


à x fixé. On pourrait utiliser une formule de Taylor- Young pour l’exponentielle, mais le reste s’écrirait à l’aide d’une 
fonction € qui dépendrait à la fois de x et de n sur laquelle nous n’avons pas d’information suffisante pour l’intégrer. 
Utilisons plutôt l’inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle à l’ordre 1 entre 0 et X : 


x” x? 
eX=1+X+R1(X) avec [R1(X)|< — sup e/ < —e* 
2 te[0,x] 2 


On en tire que 


1 1 1 1 1 
un = | ax+— [ Int + x) dx+ f R[+in( +) dx 
0 n Jo 0 n 


RE —.…———] _aZ—_— 
a=l b 07 





On calcule b par parties 


1 1 2 1 4 
= IQ + xhdx= [xint+ x], 2 f L dx=in2-2+ | 7 lin 24 
0 o 1+x2 o 1+x2 4 


et il nous reste à majorer grossièrement le reste. 


ln? 2 1172 
lBnl < | RIRE) CURE ent+x)/n dx< | re 2 ne) < ei 
n? Jo 2 m Jo 2 n2 





Exemple 13.12 Soit une fonction f de classe @® sur R. On suppose qu’il existe deux constantes C, & > 0 telles que 
1. VneN, f0 (0) = 0, 
2. VxeR,VnenN, [f(x] <Ck'n!. 


Montrons que f est la fonction nulle. 
— Nous pouvons écrire une formule de Taylor à tout ordre n : f(x) = Rh(x). Notre hypothèse permet de majorer | f"*!|, 
utilisons donc l’inégalité de Taylor-Lagrange : 


| pr+1 





If = IRh I < sup LÉ EC 
] 


(+ Lie,» 
— Sixe]—-1/k,1/k[, en notant K=|xkl|, |K| < 1 et VneN, | f(x] < CK” 
l'intervalle ]—1/Kk,1/kl. 
— Considérons la fonction translatée, définie sur R par g(x) = f(x-1/k). Puisque f ainsi que toutes ses dérivées s’an- 
nulent en 1/K, pour tout n, f/ (0) = 0 et comme gl (x) = fl (x-—1/%), la fonction g vérifie les mêmes hypothèses 


que f. Elle est nulle sur ] —-1/k,1/k[ ce qui montre que f est nulle sur ] —-1/Kk,2/k[. On recommence avec d’autres 
translatées pour prouver que f est nulle sur R en entier. 





0. On en déduit que f est nulle sur 
n— +00 


13.6 Méthode des rectangles, Sommes de Riemann 


THÉORÈME 13.41 Méthode des rectangles 


Soit une fonction f de classe €! sur le segment [a, b]. On effectue une subdivision du segment [a, b] de pas constant 


b == 
h=(b- a)/n. On pose pour un entier Ke [0, n], xx = a+ k— = a+ kh. Posons pour un entier ne N, 


b- n-1 
Rn= LS » J (xx) 
M x=0 


On obtient une majoration de l’erreur commise en approximant l'intégrale I de la fonction f sur [a, b] par R, : 


NT 
Re 
2n 
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où M1=|f'llo = sup |f/(#)| (la fonction f’ étant continue sur un segment, elle est bornée). 
xe[a,b] 





Démonstration Commençons par estimer l’erreur sur un petit segment [x4,, Xg21] : 


Xk+1 b- 
enk=|| fœ di — f(x) 
k 





= Ia [FO - f@x)] dt 





Xk+1 
<[ FO - fœp dt 
Xk 


Puisque la fonction f est de classe €], on peut utiliser le théorème fondamental deuxième forme. Pour t € [xy,xg+11l, 





t t 
Fo-ret|f f'@ dt <f |f'@I dt < Mit xy) 
Xk Xk 


En intégrant cette inégalité, on trouve que 





Xk+1 (41 xx)? (b- a)? 
ln l< M f to dv EE k =M: e 
Xk 2 2n 


On en déduit une majoration de l’erreur globale en sommant ces erreurs €, x 








n=l Pxpy n=1 Pxps n-1l b- 2 
I Ryl = | S ro-fenle À ya faote Les e 222 
k=0°Xk k=07 Xk k=0 2n 


Dans le cas du segment [0,1], on obtient le résultat suivant, intéressant pour étudier certaines suites. 


THÉORÈME 13.42 OQOQ Convergence d’une somme de Riemann 


Soit une fonction f continue sur le segment [0, 1]. On définit les suites de termes généraux 


 Lopjer Life 


n n 


1 1 
10 f(x dx etTh Î f(x dx 
0 0 


n— +00 
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Démonstration 

— Si la fonction est de classe €}, le théorème précédent donne le résultat. 

— Supposons que la fonction f est uniquement continue. On remarque que R, représente l’intégrale de la fonction en escalier 
@n définie par Vxe[k/n,(k+1)/n[, pn(x) = f(k/n) et @(1) = f(). Le terme T,, représente l'intégrale d’une autre fonction en 
escalier Yn définie par Yn(x) = (k+1)/n lorsque xe [k/n,(k+1)/n[ et wh() = f(Q). 

— Montrons que || f — Pnllo —. 0. Soit e > 0. Puisque la fonction f est continue sur le segment [0,1], elle est uniformément 





continue (théorème de Heine). Il existe donc n > 0 tel que V(x, y) € [0, 1}, Ix-yl<n = |f(x)-f(yl<Ee. Posons N =E(1/n)+1. 
Alors pour n > N, si x € [0,1[, il existe ke [[0,n—1] tel que k/n < x < (k+1)/n et alors | f(x) —- @n(x)l = 1f(x) — f(k/n)l < € 
puisque |x-— k/n|< 1/n<n. De même, on montre que || f —-Ynllo 0. 





— Alors, II—R}h| = 
Thl 0. 





1 1 
L LA Ent0)] di] < [LPC no dt < 1 Pnloo = 


0. La même majoration montre que |I— 











n— +00 


Remarque 13.14 Plus généralement, si f est une fonction continue sur le segment [a, b], et si 


= a) 





à FE 


Un — 





b 
où les points &; sont dans l’intervalle [a+ kh,a+(k+1)h], avec h = 


On se sert en pratique uniquement des sommes de Riemann du théorème précédent pour une fonction f continue sur le 
segment [0,1] pour étudier la limite de certaines suites. 


PLAN 13.3 : | Pour étudier la limite d’une suite (4) faisant intervenir une somme et le groupement k/n 





n-1l 
Essayer d'écrire u, sous la forme un = — >: f(Kk/n) et utiliser les sommes de Riemann. 
M x=0 
7. ue ni +p? >: 
Exemple 13.13 Considérons la suite de terme général uy = p=0n- Er + On peut faire apparaître le groupe- 


ment p/n dans w, en factorisant par n°? dans la racine : 
121 
= — on \/1+(p/n)? = NL) 
[0,1] — R 


où la fonction $ est continue sur le segment [0,1]. D’après le théorème précédent, 
re. RUE p 


1 
Un ——1= Î V1+2x2 dx. Le plus rapide pour calculer cette intégrale consiste à intégrer par parties. 
0 


n— +00 


1 flx2+1-] 1 
nr De = _ 
[= [x 1+x L, : ES: dx=v2-1+ fargsh(o] 


d’où l’on tire I= V2/2+1In(2+1)/2. 


2n-1 
Exemple 13.14 Considérons la suite de terme général u, = >: cr Avec le changement d’indice k= p-n, 
p=n <P 
n-1 1 1 n-1 1 


Re Lx m+1. an T4 (&/n)+1/(2n) 


On n’obtient pas exactement une somme de Riemann, mais cela y ressemble fort ! Lorsque n est grand, on se dit que le 
terme 1/(2n) devient négligeable. Encadrons uw, par deux sommes de Riemann : 





1 # n-1l 1 12= l 
TT Écne Dre cl 
1 
Les deux suites (a) et (BA) sont des sommes de Riemann qui convergent vers la même limite, I = L er = In(2). 
D’après le théorème des gendarmes, on en déduit que Une SR mt@)/ 2: 
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En résumé 


Ce chapitre doit être bien maîtrisé et il sera important de faire un maximum d’exercices pour assimiler les différentes 
techniques nouvellement introduites. Plus particulièrement : 


D vous devez être à l’aise avec le calcul de primitives. Vous pourrez consulter les sections 


— C.6.3 page 1229 pour apprendre à calculer les primitives des fractions rationnelles 
—  C.6.4 page 1230 pour apprendre à utiliser les règles de Bioche (qui permettent de calculer des primitives 
de la forme Î F(cos x, sin x) dx) 


— _C.6.5 page 1233 pour les primitives de la forme [ren x, ch x) dx 

—  C.6.6 page 1233 pour les primitives de fonctions contenant des racines 

—  C.6.7 page 1235 pour les primitives de la forme fra 

— _etenfin C.6.8 page 1236 pour bien comprendre le cadre Re de l'intégration par parties. 


2 Les majorations fondamentales du paragraphe 13.2.7 page 527 seront d’un usage constant aussi il faudra s’en- 
traîner à les utiliser. Les exercices des sections 13.7.9 page 566, 13.7.10 page 569 et 13.7.12 page 580 constitueront 
un excellent terrain d'entraînement. 


3 Il faudra avoir bien compris le pourquoi des formules et inégalité de Taylor et savoir utiliser, pour un problème 
« global », la formule de Taylor avec reste intégrale et pour un problème « local », la formule de Taylor-Young. 
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13.7 Exercices 


13.7.1 Calcul de primitives 


Exercice 13.2 © 
Déterminer les primitives suivantes : 





1. IE dx 4. f cosxsinxdx 
l 
—? a 
2, Fa dx 5. dx 
3. JV1-xdx 6. [xv1+x2dx 


AHLC siaeR\{-1 
Solution : On utilise à chaque fois, là où elle est valide, la formule : Î ulu=4 a+1 É _ Î } 
In|ul+C sia=-1l 


ff dx = Lin(1+ x$) +C'° sur ]-1,+oo| 4. f cos xsin xdx = à sin? x+ Cie sur R. 


1 


+C'€ sur R\{-1/2} Si 
xIn x 


nn = ——— _ te * 
2} sd APRETE dx=In|In x|+C'€ sur R£ \{1}. 


2 3 
3. IVe 060 +C'€ sur ]-0, 1]. 





Exercice 13.3 © 
Déterminer les primitives suivantes : 


1. ftanxdx 4. [xe* dx 
f x sin2x 
—— dx s 
id ‘ Pécos 
nx 
3. [—dx 6. [thxdx 


Solution : 
1. ftanxdx= -In|cos x| +C'° surR\?Z. 4. [ xe* dt = Le” +C'e sur R. 


2 f D ner & f don 


1+ x2 1+ x2 1+ x2 A+cos?x 
arctan x+C'€ surR. C'E surR. 


3 ae 


+ x 1 sin2x 2sin xcos x < 
——— x=-In(1+cos x) 
1+cos x 


1 h 
dx = ; (in x)? + C'e sur R*. 6. fthxdx= fr dx=Inchx+ C'€ surR. 





Exercice 13.4 © 
Déterminer les primitives suivantes : 


4. f cos xsin* xdx 


x(Inx* 
1 x 
5. [Hd 
dr Jrdr 
l 
= 1 
HT 6 ford 


Solution : 


2 ‘14 
I _—— au +C' sur R* \{1}. 4. [ cos xsin xdx = ce sur R. 
x (In x) 4 
2/ In (1+ x?) 


dx=tanx+C'*surR\27. 5 dr +C' surR. 


cos? x 1+x 


1 chx 1 
3. Jde JS dx=Inishxl +C'* sur R*. 6. er sur R\{1}. 
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Exercice 13.5 © 
Déterminer les primitives suivantes : 


sin x 


LT 
2 Ed 


HE Etre 


1 + cos? x 





Solution : 


sin x _. 
. f—dx=-arctancos x+C'° surR. 
1+e* 


D 
= 
a rer 
n(1+e*)+C'€ surR. 


3. J = dx 1+x2+C'€ surR. 


13.7.2 Calcul d’intégrales 


Exercice 13.6 © 
Calculer les intégrales suivantes : 


2 
Tu xdx 


2 ho 7 
4 FZ 








Solution : 


- 2 
fl, JéTcos xdx= JT Ltcos2x qx = s-sux)"2[x] 


1 
[arcsin x| - 


2: = 
3. JA == [an] [1 


2) 
1 _ parctan x” ]1 
# Jo ment ere 


2 


13.7.3 Linéarisation 


Exercice 13.7 © 
Déterminer les primitives suivantes : 


1. f sin? xdx 
2. fcos*xdx 
3. [sh xdx 


Solution : 
tout xeR: 


— 1—cos2x X — sin XCOS X 
1. sin x = ——— 


2 
4 cos4x : cos(2x) 3 


2. cos x = 
8 
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et f sin? xdx= TRE + C'e 


4. [tan? xdx 
2 Je 


6. f(2x—1)2(x+ 1) dx 


4. ftan?xdx=tanx-x+Cf sur R\2Z. 


SR J di = Farctan x? +C'€ surR. 


3 
6. f(2x-1)?(x+1) dx=xt- 7% +x+C* surR. 





1 X 
4. Jo ua 


2 


e 1 

5. Je x(In x)2 
1+2e Eu 

6. ur dx 


sp 


e Ho 


-[-Rf- 


12 1 © —] 1 1 x2 
6. D dx = f 5 dx + Jo pare a 


1+2e 3 2 
mo =|2e+-—-e+In2 
l+e 2 





4. [cos xsin2xdx 
5. J'ch?xsh° xdx 
6. fshxchxdx. 


On utilise le procédé de linéarisation des expressions trigonométriques B.3.2 page 1165 et on obtient, pour 





1 1 3 
+= et f cos xdx =-—sin4x- -sin2x+-x+CÎe 
8 32 4 8 


. ch? xsh? x = 


l 5 5 1 5 5 
. sh x=—sh5x- mir î sh x et f sh° xdx = 0 7 nn r chx+C!° On peut aussi remarquer que 


16 
sh x = sh x(ch? — 1)? et que fehrcux = à (ch? —1)$+C. 


1 1 1 1 
: COS AIN 4— 3 sin4x+ 3 sin2x et f cos? xsin2xdx= — 16 cos4x — 3 cos2x+C!€, On peut aussi remarquer que 


: : ; 1 
cos? xsin2x = 2sin xcos° x et donc f cos? xsin2xdx= > cost x+C. 


sh4x 1 
et f ch? xsh? xdx = —=x+C' 
92 8 


ch4x-1 


h? x 


. Inutile de linéariser... [ sh xch xdx = = 5 +C'. 





13.74 Intégration par parties 


Exercice 13.8 O 


Déterminer les intégrales suivantes : 


1. ffmxdx 4. fo (x+2)e*dx 
1 I 
2. J, arctanxdx 5. [2 xsin° xdx 
T 
3. Je e* cos xdx 6. Jo (x— 1) cos xdx 


Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classe €! sur les intervalles considérés et on effectue 
des intégrations par parties, on trouve : 


1. 


2 


Inx=In xx 1, on trouve Finxde= [mx] ff du [El] 


= . fl _ 1_ pl _x . fl_x = [fi 2111 
arctan x = 1 x arctan x. On a alors : f, arctanxdx= [xarctan x] — J, Ti dx Mais Jo Tudx= [5 In[1+x IIS = 


Tel 
2in2. Donc fi arctan xdx = (5m) 
À à 


. On effectue deux intégrations par parties successives et on retrouve l'intégrale de départ : Notant 1 = 


6. 





I I I I I T 
Le? e* cos xdx, ona:I= e*cos x]? + eonide e*cosx]Ÿ + e*sinx]” - f? e*cosxdx=-1+ 62 -1. 
2 
De 
Donc|I= 


) je (x+2) e* dx = [ex +2) æ| -f e*dx=[2e-1] 


3 8sinx-sin3x 


; ’ 3 1 To 3 
. Comme sin° x = mr [ sin$ xdx = ri 1 055% et 1 xsin xt — 7, 20087 + 


1 3 .3( 3 1 3 1 3 17 
—xcos3x| . — [2 [-Scosx+ 7 cos3x) dx = -[-Zsinx+ —sin3x| = 
12 0 4 12 4 36 0 9 


TT T T x 
Jo (œ-Dcosxdx= [an six] - f, sinxdx= [cos] 


Exercice 13.9 O 


Déterminer les primitives suivantes après avoir déterminé sur quel intervalle elles sont définies : 


1. fInxdx 4. f(x+1shxdx 
2. f'arcsinxdx 5. f'argsh(3x) dx 
3. [ xarctanxdx 6. [in(1+x°) dx 


Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classe €! sur les intervalles 1 considérés et on effectue 
des intégrations par parties, on trouve : 


I. 
2 


Suri=R? : finxdx=xinx- f1dx=xInx-x+0C'"° 


: ; X ; 
Sur1=[-1,1] : f arcsinxdx= xarcsinx- f = dx= xarcsin x+V1-—x2+C'° 
1 x 
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x2 


CHEN 
1+ x2 


nu 
dx|. Mais [ di — 
1+x 


l 
. Sur I=R : f xarctanxdx = -|x?arctanx- f — —— 
2 1+x2 


1 1 
arctan(x) + C!® donc : f xarctan xdx = : (x? arctan x— x+ arctan(x)) + C!° = : ((x2+1)arctanx- x) +C'e. 


. SurI=R:f(x+lDshxdx=(x+1)chx-/f chxdx=(x+1)chx-shx+cC'° 


3 V1+9x2 
. SurI=R: f'argsh(3x) da = argsh (329 — f dx = rangs (BD = + CE 
1+9x 
2 


‘ SurI=R:fIn(1+x?2)dx=xIn(1+3x2)- /f 2% 


dx=xln(1+x?)-2x-2arctanx+C'e 
1+ x2 





Exercice 13.10 © 
Déterminer les primitives suivantes après avoir déterminé sur quel intervalle elles sont définies : 





1. f xch? xdx 4. fchxcosxdx 
* 

2. f xin(x+1) dx 5. f ne UE 

3. J'argthxdx. 6. [ xin? xdx 


Solution : On vérifie que les fonctions considérées sont bien de classe €! sur les intervalles I considérés et on effectue 
des intégrations par parties, on trouve : 


ch2x+1 #  xch2t 
——, f ch? xdx +C et f'xch?xdx = ro - 


1. Sur I = R : Comme ch°x = 2 


sh2x x2  xsh2x ch2x _ x2 ch2x 7. 
dx =—+ GEST HE LEA 
4 2 4 8 4 8 


l 2 x2 l 2 x2 à 
. SurI=]-1,+00[ :Jxm(x+Ddx=; x m(x+D-f——dx = x n(x+D--+x-In(x+1) +C'e. 
x 


l 
. Surl=]-1,1[: f'argthxdx= xargthx- f S Le dx= xargthx+ Sm(i-x)+ce. 


m2 
. SurI=R : on effectue deux intégrations par parties successives : [ chxcosxdx = cosxshx+ f shxsinxdx = 


cosxshx+sinxchx- f cosxchxdx. On en déduit que : f cosxch xdx = = (cos xsh x+ sin xch x) + C'* 
x 
. Surl=]-5,5| : f —5dx= xtanx- f tan xdx= xtan x+1n|cos xl +C'° 
cosi X 
. Fe > . : D) 1 2h?) 1 277 
. Surl=R* : on effectue deux intégrations par parties successives :f xin° xdx = 57 Inf x— f xin xdx = In° x- 


L 2 1 Ne 2 … te 
=xInx+-/fxdx=-|x"In"x-x#nx+—|+0c 
2 2 2 2 





Exercice 13.11 O 


Calculer I = LS t2sin?(#) df. 


: x 3 
Solution : PourtoutteR, sin? ft = . Donc I = _ 1 ue t2cos(2t)dt. Pour calculer ne 2 cos(2t)dt, on 


effectue deux intégrations par parties successives, les fonctions considérées étant bien de classe €! sur [0,x/2] : 


T/2 2 in (2f 12 x/2 
Î fcos(2ndt = = -[ tsin (2t) dt 
0 a 0 0 


t 2t)yn/2 1 fr/2 
ES} -; | cos (2f) dt 
0 


1-cos(2f) 
2, 


T 1 n/2 
—— + = [sn] 
4 4 0 


T 
4 
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Exercice 13.12 O 
Soit une fonction f de classe €2 sur le segment [a, b]. Montrer que 


b b-a 1 fr 7 
Î fo dx= [fo + fb]+3 | (x— a)(x- b) f" (2 dx 
a a 


Solution : On effectue deux intégrations par parties successives à partir de la seconde intégrale : 


b b b 
['œ-ax-Df"cax [a-@ 6-0 ft] -| (2x— (a+ b)) f' (x) dx 
a a a 
a — 
=0 


b b 
-[ex- (a+ ps] +2/ fG dx 
a 


b 
-b-a(r@o+f&)+2/ f (C9 dx 
a 





et on trouve la formule proposée. 


Exercice 13.13 O 
On définit la suite de terme général 


. =f dx 
Jo A+x2 


Soit neN. Trouver une relation de récurrence simple entre I, et 1n+1 puis calculer L et 12. 


Solution : Soit neN. On effectue une intégration par parties : 


ï, 1 2 1{1 2 _] 
of) +[ Eh an | CR 
Geek 0 2 


1+ x2 ñ lo 1+22)"1 G+x2)"* 


use 
donc|Iy:1 = —|— r +(2n— Di) . Il est par ailleurs clair que l1 = [arctan x] L= (T Jane u-3+5l 


Exercice 13.14 MN 





+ 1 
1. Soit ne N*. Trouver une relation entre ru Su et mor dx. 
2. En déduire : [ —— dx et f 


x e. +1) md 


Solution : 


1. On effectue une intégration par parties : 


1 2nx2 
I De ñ* (+1) Se 
de 
an | dx 
(x°+1) 
an | : adx-2n [ ax 
(+1) (2+1)* 


2 —= 
= rer rl . D [4 1)A 


et on en déduit que 


2. Il s’ensuit que que I2 = 1/2(arctan x + x/(x2 + 1)2) + CÉ€ car Li = arctanx+C{®. On en tire finalement que I3 = 
1/4(3arctan x + 3x/(x2 + 1)? + x/(x? + LS. 





Exercice 13.15 ©Q 
Calculer pour un entier n e N, l'intégrale 


1 
L= f x"V1-xdx 
0 
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Solution : Soit n> 1, en intégrant par parties (dériver x”), on trouve que 


o 1 lo 2n [! 2n 
I, = = 2x" (1 972] +[ T1 (1 — 38/2 a+ | on pe 1) 
3 0 Jo 3 3 Jo 3 


d’où la relation de récurrence : 
2n _ (2n)(2n—-2)...2 


(n+3)Qn+1)...5 
2) 
et puisque lo = = on obtient finalement 


222 nl(n + 1)! 


EE — 
“ (2n +3)! 





Exercice 13.16 OC 
Pour un entier ne N, on pose 





2 sinnx 
In = - dx 
o sinx 


1. Justifier que pour tout entier n > 0, l'intégrale I, existe. 
2. Calculer pour n > 2, 1n —-1n-2, lo et. 


3. En déduire la valeur de I, pour tout entier n. 


Solution : 


ue : ; Da ; : Sin 71X Abe . 
1. L'intégrale I, est clairement bien définie. Soit n € N*. La fonction f : x— — est définie et continue sur ]0,x/2] 


par opérations sur les fonctions continues. De plus, par équivalents usuels sin nx/ sin x a Donc f (x) —. 
x— x—0 


On prolonge alors f par continuité en 0 en posant f (0) = n. La fonction ainsi prolongée est continue sur [0,x/2] 
et l’intégrale 1, existe. 


pr ES 


. Soit n > 2. On utilise la formule valable pour tout p, q ER : sin p — sin g = 2c0os —— ei > q . Elle livre : 


(re 1) x) 17/2 _ 2sin((n- 1)x/2) 
n-1 0 n-1 


2si —1)x/2 
donc| In = 1n-2 + a —— . Par ailleurs lo = 0 et I1 = x/2. 
7e 


. On utilise les résultats de la question précédente. Si n = 2p où p € N* alors 


n/2 
l-lne= | 2cos((ñn—1)x) dx= 
0 


Sin=2p+1 avec pe N* alors [ln = 7/2 | 





13.75  Fractions rationnelles 


cette section sera complétée à l’occasion du chapitre sur les fractions rationnelles. 





Exercice 13.17 
Calculer : 

3 1 1 1 1 
L hp xx-5 dx 4. [2 FT 7. Jo en dx 
2. 3 2 + dx 1 1 8. _— 

BR 5. Jo (2+2x+5)(x+2) dx fr ( Lu) 

| 2 É 2 _— 

3. Jo Éd 5 6. Jo (2+x+1) (+1) dx 9. hi (2 A Fe je 


Solution : 


ER 
DETTE: 





3 
+ + donc Poeme [mx +In|x- 1] = m(À) 
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2. f Bdx=3f; dre ff dx= 1[8inix- 1+Inlx+ 11} = 1 (3In2+In4—In3) 


ET M ee Le—4mix+ 51] = 1-4In6+4In5. 


x2+4x-5 X+5 


D [imix- 2° -3 ne 
0 es +1)(x—2) 590 x-2 590 x2#1 5 5J0 x2+1 
1 
1 fè dx = À Sn ()+[-$ml+1]-Larctan x]? = 3m()-$ In(3)- darctan(d) 
1 _ A  Bx+C 
GES EPS 


En multipliant les deux membres par x+2 et en faisant x = —2 on trouve À = = 
1 


En multipliant les deux membres par x2+2x+5 et en faisant x=—1+2i on trouve B(—-1+2i)+C= me = 
— i 
1—2i 


5. On écrit la décomposition a priori 


l 
Dose et C=0. 


1 dx _1 1 dx cf dx 
o (x+2)(x2+2x+5) 50 x+2 5Jo x2+2x+5 
1 
nada. 


l 
= — RÉ S 22 me 05) 


45 
32 
36 E A Bx+C 


6. On écrit la décomposition à por > 2 — + ————. 
(x+D(x2+x+1) x+1 x2+x+1 


—] ,: 
LT 
SR RICÉUR- 
TARDE ED 


En multipliant les deux membres par x+ 1 et en faisant x = —1 on trouve À = 


En multipliant les deux membres par x?+ x+1 et en faisant x= j on trouve Bj+C = 


D'oùB=1etC=Il. 


[ xdx 2 dx cf 2x+1 cf dx 
—_—_——————...  — — — + — ————_—_—— | —_—— 
o (x+1)(x2+x+1) o X+1 2Jo x2+x+1 2/0 x2+x+1 


RE IN OR 
= TRE SE +x+1) +: — > 
0 


D 2 

dx 
2x+1)2 
+1 


(x+h2+3 
1 1 4/f2? 
=-Ins+in74 xs | 
2 3 Jo 
2dx 


du = —, 


: 
le dx Aie du 
2300 


On pose u = 2 


Maintenant 


tan farctan (=) — arctan | ] ] 
v3 v3 
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Donc arctan ( 
arctan | +) < 
v3 


3 
donc arctan | <7 d’où k=0et 


2 
ll ———————— = -n3+ SIn7+ EE ; 
0 X+D+x+D 6 En 


[ dx -f dx 
2 2 1 312 
o (x +x+1) 0 ((x+h)2+5) 
= ef dx 
9 Jo (et) 


m1C du 


(&2+1)2 1)2 


du 
u2+1° 


1 d 84/3 farctan 
Î : = 2E | PE 
0 


2+x+12 9 arctan( 


En posant u = tan, dp = 


arctan 


3 Il; 
= p+ sin) 


arctan| 


4v3 
9 

4V3 

79. 


(arctan( = 5 ]-arctan = =) 
v3 v3 


2 (sn(earcan( 2) -sn(zarean( 2) 
+—— |sin|2arctan —sin|2arctan| —|||. 
9 V3 v3 


PES le 
RD CG 2) 





En élevant au carré, 
1 1 1 2 1 1 À 2 
© à —————@9© — ——— ———Ù = © + ———— — —— + — 
x2—3x+2)2 (x-2)}2 (x—-1)}2 (x-2)(x-1) (x-2)2 (x-1)2 x-2 x-1 





=} 


al dx 1 1 
Î me  — —— — — —In(2- x) +In(1- x) 
o (x2—-3x+2)2 LD] & 


1 1 l 
=, me Sir 





2 
=—-—+21In2. 
3 


9. Le lecteur vérifiera que 
ja (x- Ddx o, (a+ 2) + À i, e, ee — 1x+3, 

= og(|x —In(x — —arctg (x 
(2 +1)2(x+2) 725 ë 50 # 10 21° 


L' (x-1)dx 3 1 
moe —In2- , 
o (X2+1)2(x+2) 25 50 200 10 
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Exercice 13.18 
Calculer la primitive (préciser l'intervalle ) 


x 


(x+1)2(x2 +1) “ 


Solution : C’est une fraction rationnelle. Après décomposition en éléments simples, on trouve 


L 
2 


3 — 
——In|x+1|--In(x +1)+C 
(x+1) 2 4 





où C est une constante qui dépend de l’intervalle (| — co, -1[ ou ] — 1,+l) considéré. 


13.7.6 Changement de variable 
Exercice 13.19 O 


Déterminer les primitives suivantes en utilisant le changement de variable précisé : 


e Inx _ I 
L Ji pa en posant u = Inx 4. [tant xdx en posant u = tan x. 





. LA VAE 5. Je V1-x7dx en posant x = cos u. 
3. f2 sin xcos? xdx en posant u = COS x. 6. LE Lx {x en posant u = Vx. 


Solution : 
1. On pose u = In x. u est bien €! et JŸ Lx dx = fa udu = | : 


Point n’est ne de changement de variable puisque 
I 
Î —_ dx = — he x+C. 
x 2 


u=Vx+1 2er 


= D = ele 
. On pose _ dx etx=u?-1.Ona:f, ad fi 
2Vx+1 


U = COS X . Te 1 
. On pose : , on obtient : f? sin xcos? xdx= fudu=|-| 
du=-sinxdx 3 


u=tanx 

du=(1+tan? x) dx= ne dx 
l 
+ 1+w2 


x 
, on obtient : fi tan4 xdx 


. On pose a 


Jo 


3 | : 
du= fj (u2-1)du+ jf, —> Te —du=[S-u+arctanu] = -5+5 | 


x=cosu 2. 
. On pose . , on obtient : fj V1-x2dx = — /3 VT- cos? sin udu = join vd 


dx=-sinudu 
5 1-cos2u 


 — 


Ve 
. On pose a , on obtient : ff DE dx = V2 du= fÿ"4amudu=4[umu-u|""= 
= — 





Exercice 13.20 O 
Déterminer les primitives suivantes en utilisant un changement de variable adéquat : 


1 


1 | —— dx 4. [ ——dx 
Rte D 
sin x 
2. | —— 
rer ” JE 
3. JvVx2+1dx 6. JA 
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Solution : 


u=Inx 
1 1 
1. On pose dx ,onobtient: f————ax= f = ; du = arctanu+C'° = arctanin x+C'° | 
u 


du = — x+ xin? x 1 
x 


uU = COS X : sin x il 
22 On pose , On obtient : f dx = [ 7 du = -arctan u+C!® =[- arctancos x+ C"] 


du = -sin xdx cos? x 1+ u2 


= sh 1 
3. On pose { : . ol obtient : [Vx#?+14x = f Vsh?x+1chudu = f'chudu = J =(1+ch2u) du = 
u=shxdx 


u ]l l l 
Hi gsh2u+Cc" = 7 argshx+ 2° 1+x2+ç'° 


e* 


. Un grand classique. Cette fois les différentes méthodes sont instructives : 
— pX 
u=e : : . 2 » 
, on obtient : fax es = f de J = du = 2arctanu+ 


On pose 
.  . 


Changement en u = shx. 


l+u 


[= [== 
chx a 
[= 1+u2 


= arctan u +C 
= arctan(argshx) +C. 
Changement en t = th(>). 
2dt 
_ fie 
chx x Le ie 
= 2arctan{t+C 


= zarctan(h(£)) + c 


Les trois fonctions sont définies sur R et ne diffèrent donc que d’une constante ! 


= l+u, 1 
, on obtient : —— du = du =u+ln|l1+ul]+C'e= 
u=e*dx SE dx = J UT - f +u | 


* à + 
À In POSE 
oo 


e*+In(1+e*)+C'° 


u=Vx+1 


6. On pose 2 dx dx ,on obtient : 


2VXFI 2u 


cs = fuë-nau 
vVx+1l E 


u 
=—-u+C 
3 


2 
di 1(x—2)+C. 





Exercice 13.21 O 
Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable adéquat : 


1 us 1 
D dé 4 [LE dx 
L 1+e* L cos? xV/tan x 
É 9 TE 22 l 
2. ne x2dx 5. ren 





. f? Er | 
0 _ ” à 
Ÿ Jo 1+x+ x2 ” 
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Solution : 


1. On pose 
. ee. 


m(1+u)| = In2-In(e+1)+1| 


U = COS X 


= e* 1 1 1 1 
Fa , on obtient : fj ——dx = f* du = ff—- 


= mes du — [In u - 
l+e u(1+u) u u+1 


: 12 3 D 2, 2 3 l—cos4u 
| , on obtient : f, x*V1-x2dx= ff cos” usin” udu = ff ———du= 
du=-sinxdx 8 


. On pose 


du = 1— x2 


u = arcsin x 1 - T T 

arcsin x z u - z 

. On pose dx , on obtient : [? dx = ff /—Vvi-sinudu = ff /udu = 

1-sin?u 
V1-x2 


3 
nr? V6 
54 


u = Vtan(x) 
On pose 1 


EX 
2cos2 xvtan x 


do JP 2du=[2} 


z 
, on obtient : fi” 


1 
cos? xv/tan x 


u= VX | nl 7 2 3 
. On pose _. dx ,onobtient: f, me ci ——du=|[2nQ+w|. = 2In Zi} 


1 à 1 7 1 

On 8 dr = dr = = —dx On pose 
here Jo 125 DE ne J 

x+=| +- —|x+=|| + 
JU 7-0 

1 2V3 3 1 V3 |7rv3 

Eros (Pl = 3 25 = 

tient : Jo md = Jeu = : [arctanu] a = ae 





Exercice 13.22 O 
Soit a,beRŸ et neN. Calculer à l’aide de changements de variables, les intégrales 


t [' dx : [' dx ; [' 4 
= ——; _ ——, L x-— a) dx 
oh Va * here" Je 


= x/a 
Solution : Pour les deux premières intégrales, on effectue le changement de variable d . . On obtient alors : 
u= dx/a 


l  adu 


ï f dx 1 du 
nl | 
0 Vai-x2 Jo Va-aæu? Jo V1-1w2 2 


; U dx [ adu p du arctanl T 
2 — —_————— —_———————————_ — — — — 
o a+x2 Jo a +au2 ao 1+u2 a 4a 


=X—-a 


Pour la troisième, on pose 
du = dx 





b b-a b- n+l 
a 0 n+1l 
Exercice 13.23 MN 


En utilisant un bon changement de variables, calculer pour 0 < a < b, l'intégrale 


b 
i- (x a)$(b- x)*dx 
a 
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=b- 
Solution : Effectuons le changement de variables F ; . On trouve que : 
VER 


b-a 
=} (b-a- y) y" dy 
0 


y 
7 — 
On fait ensuite le changement de variables b-a , et on trouve que 


dy=(b- a) dz 


1 
I=(b- aÿ | z'(1- 2) dz. 
0 


a 
7 280 é 
Exercice 13.24 OC 


Soit un réel a > 0. Calculer en utilisant un bon changement de variables, l'intégrale 


I in xIn x d 
= —— dx 
1/a (1+ x2)2 


Indication 13.14 : Comment laisser les bornes invariantes ? 


En développant, on obtient alors 





Solution : On effectue le changement de variables 


1/a tin À a 
Fee ne 
a  (1+#) 1/a (1+ #2) 





et de ce fait bu) 


Exercice 13.25 ©Q 
Calculer en utilisant un bon changement de variables l'intégrale 


ï ; 
xsin x 
o 1+cos<x 
Indication 13.14 : Comment laisser les fonctions sin x, cos? x et les bornes invariantes ? 


t=T- 
Solution : On effectue le changement de variables ce je . . On trouve que 
= - dx 


T(-r+fsint 
o l+cos’t 


: ; u= cost 
dt. On effectue ensuite le changement de variables , et on trouve 
du=-sintdt 


Tsint 

et donc que 21 = f} ——— 

q Jo 1+cos?f 
finalement que 

T 


— au 
1 + u2 


T —]l 
= [arctan u| 
2 1 





13.7.7 Calcul de primitives et d’intégrales - Techniques mélangées 


Exercice 13.26 
1 [A 
Calculer I = £ (+17 dt. 
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Solution : En posant t? = x, 


[ t° dt : cf x2 dx 

o (4+12 2/0 (x2+12° 
u(x) x u/(x) 1, 

En intégrant par parties, x 1 


v'(x) v(x) 


(x2 + 1)2 "2@2+1) 


[ t° dt >| x l cf dx T 
| Re 
o (t4+1)2 Alx2+1l0 4Jo x2+1 16 





Exercice 15.27 


1 
Calculer f, rer) df. 


Solution : En posant t? = x, 


[ tdt ef dx 
o (+241 2Jo (x2+1)2° 


il 


2xX+1 
] 2Xx+1 2 (2 7 - T 


U dx : 2arctan | 2#+ u L 
o (2+12 303 3(x2+x+1) , 33 


3 6 


A 





Exercice 13.28 
Calculer l'intégrale 


2 





Solution : On peut écrire x(1 — x) = -(x 


AT l 

= || ——(x--)2dx 
0 4 2 
1/f3 [I 

le 2 
UE 1000) 

2 
Z 


d 
Par le changement de variables z = 2y, dy = … 


1 1f2 T 
I=- Vi-æas=; | cos? tdt =| — 
4 J-1 4 J_Z 8 


2 


l 
et en posant y = x— s dy= dx, 





l l 
On peut retrouver ce résultat en étudiant la courbe y = V x(1 — x) : a = x(1- x) donc x? + V4 —x=0,(x- nie + y = … 
l 
C’est le demi-cercle centré en G, 0) de rayon 2. L'intégrale cherchée est donc la demi-aire d’un disque de rayon 5 qui 
T 
vaut —. 
8 
Exercice 13.29 
Calcul f! x +x+1 
alculer [, —— dx. 
0 (x2+272 


Solution : 


1 a+xtl, 1e a+2x =x+l | [ xdx f 2x dx +f dx (3: en. 1 L 
— x = © + ——_—— OX = ———— — — — — = | -n{x — 
o (x2+2)2 o (xX2+2)2 (x2+2)2 o X2+2 2Jo (x2+2)2 Jo (x2+2)2 2 2(2+2)/l0 


1 l 
Le terme tout intégré vaut 5 In TE et, en intégrant par parties, 
1 dx x 1 1 (x2 +2) dx 1 dx 1 1 dx 1 dx 
=| | RD 2 +4 , 
o x2+2 Lx2+210 0  X2+2 o X2+2 3 o x2+2 o x2+2 
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x2+2 2u2+2 2 


[ dx ER = arctan( À] 
0 0 2 


On trouve que 





1,3 V2 v2 
I=-In-+—arctan| — 
D À 2 2 
Exercice 13,30 
x 
Calcul —————— dd 
durs x 


Solution : x—1/2(x+1) !—3/2In(x+1)-1/4In(x2+1)+C 


no à 13.31 
Calculer Î= 





arctan x dx. 
e ; : 2 ; — : ; nn X 
Solution : Pour faire disparaître l’arctangente, on intègre par parties. Pour cela, il nous faut une primitive de — 
x? + 


x{ x 
5 = — — x+arctanx+C 
x“ +1 3 


VS x 
— x+arctan «| arctan x — = — x+arctan «| 
3 x2+1 
E +x)dx 1 1} 4x dx Î arctan x dx 
x2+1 3J x2+1 x2+1 


(x+1)2(x2 +1) 


— X+arctan ‘ arctan x — 


2 
x 
(arctan x)? + 3 + arctan x — ete 2 +1)+C 





Exercice 13.32 


Calculer f dx surR (justifier l’intervalle). 


+ cos? x 


Solution : Séparer en deux primitives pour appliquer la règle de Bioche à chacune. En posant u = cos x et v = sin x, 


cos x — sin X cos X sin x dv du 
— dx= | —— dx- | ————— dx = + | ———. 
1+cos2 x 2— sin? x 1+ cos? x 2-— v2 1+u2 
En posant v = V2w dv= v2dw, on a 


IE © “fu. 2 += (em) .c 


— v? 1-w V2-sinx 





in V2+ sin x 
+ arctan cos x + C 
Den sin x 
Exercice 13.33 
sh x 
Calcul de f ——- dx. 
3+sh°x 


Solution : En posant ch x = V2u, 


h h 
Jr 
3+sh°x 2+ch°x 








Exercice ve 34 
Calculer f dx surI=[0,1[. 





à 


[x (re 1 2tdt 
Solution : On pose t= | ——, = Er — , AX= ——. 
1—x 1+ #2 1+2 (+ #2)2 


x >. 2tdt 
REC [y +) =2t-2arctanf+C 
(1-05 De) ee (1+ #2)? 


x x x 
Î ——— dx =2,/ —— -2arctan1/ —— +C 
V G-x5 V 1—x V 1—x 





Exercice 13.35 
x 
Calculer [ — sur I=]1,+00l. 
rs 


Solution : Multiplier par les quantités conjuguées et se ramener au calcul de deux primitives simples. 


x2+1+Vx2-1 1 : 2 
= — à - [a udu+ > [sh v dv 


en posant x = sh u puis x = ch v. Maintenant 


2 _ fch2u+1 1 u = 1 u il - 1 
Jen udu= | DE FN EC SE PCUEE EnC +1+5in{x+ Vx +1]+0C 


2 


h2v-1 l l 1 l 
favav= [RE av= sh2v-2+C = chusho- 2 + C2 Va T-Sin(re Va-1)+ 0 


2 4 2 2 2 


Finalement, 


== _—_— = (ver L+nfx+ Va2+1 +xV x2- 1-In{x+ V2 - 1)}+C 
x x 





Exercice 13.36 
2+V l 
Calculer Je nee 


+Vx+2 


Solution : Poser t= Vx+2, et ensuite un changement de variables en ch. 
t=x+2,2tdt= dx, x+1=12-1. 


2+sh 2+sh 
chushu du=2 | sa EG+chuwshudu-2 | ns Ep 
1+chu ] 


2+Vx+1 2+Vr2-1 2+shu 
[= => rare 2 | 
+chu 


1+Vx+2 1+5 1+chu 


hu d hud hu-1)d 
=4 fshudu+2 | sh?uau-4 [ À és 2 [ achu+chushu-u-Ain(1+ch 1 -2 ÉREENR 


1+chu 1+chu 1+chu 
=4chu+chushu-u-—-Aln(1+chu)-2shu+2u+C 


=4Vx+2+1V(x+2)(x+1)-4In(1+Vx+2)-2Vx+1+In(Vx+2+Vx+1)+0C, 
puisque u = In(w + V w? — 1) avec w = Vx+2 et donc Vw?-1=Vx+1. 





Exercice 13.37 
Calculer 


1 
Î arctan(Ÿ/x) dx 
0 
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1 
Solution : Par le changement de variables t = x3, et par parties. 


5 dt t? RS 1 
oil arctant— + SIn(1+ É) =—-—+—-]n2. 
FE 5 CRAN NS 


1 1 1 
1 
Î arctan(Ÿx) ax= f 312 arctan t dt = [éarctan 1] | 
0 0 0 





Exercice 13.38 


Calculer 
x2+x+2 


———— À x 
(x2 +2x + 3)3 


Solution : En écrivant x? +2x+3 = (x+1)?+2 


1 l 
Re 
x2+2x+3 2 

+1 


een Xx+1 er 2x+2 l 
RORG PPT (x2+2x+3)2 7 2 x2+2x+3 
et donc 
1 1 
= ——— + 
2x2+2x+3 





Exercice 13.39 


Calculer 
2x2 +3 


——— dx 
(x2 +1)? 
Solution : Écrivons 

2x2+3 2 1 


a  —— ——  —_— 
(x2+1)2 x2+1 (x2+1)2 


dx 
En intégrant | —————— par parties, on trouve finalement 
grant J Grip PAP 


5 1 
I = — arctan x + - —— 
2) 2x2+1 





Exercice 13.40 
Calculer 


i- | dx 
7 J 5+4sinx 


Solution : Par le changement de variables t= tan *, 


= || 2 _ 10 dt 
2 5 42 
5É+Bt+5 9 (&r+4)2+1 


finalement, 





Exercice 13.41 
Calculer 
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1 
Solution : Par le changement de variables y = x, on trouve 


2. 
14 2 22y +ayainiy-11+c 
= 


1 1 1 
I=2x2 +4x4 +4In|x4 -1|+C 





Exercice 13.42 
Calculer 


x+5 3 
Solution : 11 faut éliminer les racines : x2+4x-5=(x-— D Donc (5-4x- x2)2 =(1- x)? 
FE 
1 1 
x+5/(x+5\2 x+5)\2 2-5 12 
(le x) = «Posons y= [= Pr y 
— X 


= ——— dyetl-x= 
LRAUIEEC y2+ de (1+ y2)2 ae # 


et finalement 


Exercice 13.43 
Calculer 


1- | dx 
xV6+x-— x2 


Solution : En écrivant x? x-6=(x+2)(x-3), 


et finalement, 


Exercice 13.44 
Calculer 
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one 


3 
x+5)2 
1-x 


Alors 








2 
x 

= [ax 
x2+2 


par le changement de variables y = x?, 


1 y 4 Î dy 1 3 
I= - dy=-| /7y+2- =-(y+2)2-2/y+2+0C 
ES 4 2 À Vy7+2 3V # 


finalement, 


l 3 
I= (+22 -2Vx2 +240 





Exercice 13.45 
Calculer 


= [ dx 
2 X+Vx-1 
Solution : Par le changement de variables y = Vx-—1, 
3+ V2 


2 3 — 
I=in — — arctan 


2V2 
3 V3 v3 





Exercice 13.46 
Calculer 


b 
) xV(x-a)(b- x)dx 
a 





SRE On écrit (x-— a)+(x-b)=2x-(a+ pb). 
b b 
or | Ge 0 +G-0) Va dx= | (x a) 2(b- x) 2x Le a) /2(b- xÿ/2 dx = 0. 
a a a 


b b b— 7) 
D'où 2 xV(x-— a)(b- x) dx = (a+ » | xV(x-— a)(b- x) dx = (=) grâce à l’aire du demi-disque. Le résultat 
a a 





202 


= He Re 
IE ee a) 


en découle. 





Exercice 13.47 
Calculer 


tan x 
1+sin< x 





sin x dx sin x cos x dx 
Solution : On écrit il nn Î —; cet là le changement de variable u = sin? x parait 
cos X(1 + sin‘ x) (1— sin x)(1 + sin” x) 
naturel, 
1 du 1 l1+u 1 1+sin? x 
= | ————— = -Mm +C=-In| ———|+c 
2J G-wG+u 4 \1-u 4 (1-sin?x 
Exercice 13.48 
Calculer 


1 
i- [ (x-2)Vx2+2xdx 
0 


Solution : Par les changements de variables y = x+1 et y = chz, 


1= = Int + V5 -2V8 
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Exercice 13.49 
Calculer une primitive de 


F= [a+ 1) V-22-2x+14dx 


(préciser l'intervalle ) 


Solution : La fonction à primitiver est continue sur le l’intervalle 1 = [—1 — V2,V2-1]. On cherche une primitive sur 
cet intervalle. C’est une primitive d’une fraction rationnelle en x et la racine d’un trinôme. On commence par réduire le 
trinôme sous forme canonique : 


2 
D) 0 Le ) 


v2 


x+1 
et après le changement de variables y = en on se ramène au calcul d’une primitive sur J = [-1, 1] : 


G-af y 1-y2dy 


En posant alors y = sinf, (pour éliminer la racine), on se ramène au calcul d’une primitive sur l’intervalle J! = 
[-x/2,7/2] : 


H=4 | sinf tcos? rdt= | sin?@ndr 


qui se calcule en linéarisant. Remplacer ensuite en fonction de x. Terminer le calcul ! 
Une autre méthode consiste à écrire (a et b sont les racines du trinôme avec a < b) : 


V-x2-2x+1=1V/(x- a)(b- x) =(x- a) me 
V x-a 


et à se ramener au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle en x et en la racine d’une homographie. Poser alors 
t la racine de l’homographie. 





Exercice 13.50 
Calculer l'intégrale 


Phyeie 


Solution : C’est une fraction rationnelle en t et en la racine n-ième d’une homographie. Posons donc u = 


2 
u° +1 Au 
tr dt=————du 
—u2+1 (1- u2) 


se 2 
Ne ns, 
0 (1- u2)(1 + u2) 


et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle, 


Au? 1 1 2 


TA MS OTEu UCI ei 


on trouve finalement : 


RE) ; 


Es 0e 





13.7.8 Propriétés de l’intégrale 


Exercice 13.51 O 


On considère une fonction f : [a, b] — R. On suppose que f est continue sur [a, b]. Montrer que les deux propositions 
suivantes sont équivalentes : 
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1 





Je rod] = fe 1r@dr 
à f<0ouf>0. 


Solution : Le sens indirect est trivial. Pour le sens direct, supposons que f’fwdr > 0. Alors [’fwdr = 1e |[fO| dt 
et donc 1 ([FE| — f(9) dt = 0. La fonction fl — f est continue et positive. On sait que l’intégrale d’une fonction 


positive est nulle si et seulement si cette fonction est nulle. Donc fl — f est nulle et f est positive. Le cas [’f@ar <0 
se traite de la même façon. 





Exercice 13.52 © 
Considérons une application continue f : [0,1] — R. Montrer que f admet une et une seule primitive F vérifiant 
S'EF@dt=0. 


Solution : 

Supposons qu’il existe deux telles primitives F et G. Alors F = G+ C'e. Comme le F(t) dt = ne G(f)dt = 0, 
on a nécessairement C!° = 0. 

Soit H(x) = Fe f(@dt. La fonction F: x H(x) — fe H(r) dt répond au problème 





Exercice 13.53 Q 
On considère une fonction f : [0,1] — R continue sur [0, 1] et telle que jh fo dt = 2. Montrer que f admet un point 
fixe. 


Indication 13.14 : Introduire la fonction ®: > . . us 

Solution : Ona fe p(?) dt = à = 1 = 0. Si @ ne change pas de signe sur [0, 1] alors d’après le cours @ = 0, Sinon, si 
change de signe sur [0,1], comme est continue sur [0, 1], d’après le théorème des valeurs intermédiaires, elle s’annule 
sur [0,1] et donc f admet un point fixe. 

On peut aussi proposer la solution suivante. Comme 1 f(® dt = 1/2 il vient que de (t) dt = 0. D’après le théorème 
de la moyenne, il existe c € [0,1] tel que g(c) = 0 et par construction, c est un point fixe de f. 





Exercice 13.54 O 
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]. Montrer que : 


b 
Sbelé bi, — | fdr= f(o 
b-a a 
Indication 13.14 : Poser à = 5 f’fwdt et introduire la fonction @:t f(t)- a. 


Solution : Posons à = = ide et considérons @:t— f(t) - a. La fonction est définie et continue sur [a, b] et 
[’odr= [?fodt-a(b- a) = 0. Donc  s’annule en un point c € [0,1] et on a f(c) = JE fwdr. 





Exercice 13.55 Q 
Soient a,b ER tels que a < b. Trouver les fonctions f continues sur [a, b] telles que 


b 
Î f(x dx=(b-a) sup | Fc) 
a 


x€[a,b] 


Solution : Soit f une fonction vérifiant l'égalité ci dessus. Alors : 


b 
Î [apr ru) dx=0. 
a \[a,b] 


Mais sup;,n f — f est une fonction continue et positive sur [a,b]. Comme son intégrale sur [a,b] est nulle alors 
SUP 4,0  — f est nulle et donc f est constante. On vérifie réciproquement que les fonctions constantes satisfont l’é- 
galité de l’énoncé. 





Exercice 13.56. ©Q 
Soient f,g:[a,b] — R deux fonctions continues. On suppose que g > 0. Montrer qu'il existe c € [a, b] tel que 


b b 
Î fogtodr= fo | g(dt 
a a 
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Solution : Si g est identiquement nulle sur [a, b], la propriété est trivialement vérifiée. Supposons que ce ne soit pas le 
cas. Comme g > 0, on peut affirmer que feat Z 0. De plus : 


| b 
_ inf fJe 8(00t Je fOg(Odr supanffe ga 


ab f’g(par fPetoar fPendt tab 


[’fHgtwar 


On en déduit que = 
Ja gt dt 


€ [infian f, SUP 4,b] ]. Comme f est continue, d’après le théorème des valeurs inter- 


L'fHgodt 


médiaires appliqué sur le segment [a, b], il existe c € [a, b] tel que f (c) = 7 
L güdt 


et l’égalité est prouvée. 





Exercice 13.57 QQQ 
Soit f une fonction continue sur [a, b]. On suppose que Vk € [0, n1, Li tE f(#) dt = 0. Montrer que f s’annule au moins 
n+]1 fois sur [a, b]. 


Solution : Si f est la fonction identiquement nulle sur [a, b] alors le résultat est évident. On suppose dans toute la suite 
que f n’est pas identiquement nulle sur [a, b]. 

Remarquons que l’hypothèse de l’énoncé est équivalente au fait que pour tout polynômes P de degré < n alors 
LPO f@dr=0. 

On va montrer par récurrence la propriété P, suivante : 


b 
1026 | Vke[0,n], Î eE f(E) dt=0| — f change au moins ñn +1 fois de signe sur [a, b]|. 
a 


Le résultat découle de cette propriété par application du théorème des valeurs intermédiaires. 

Montrons Po. Si f ne change pas de signe sur [a, b] alors f est positive ou négative sur [a, b] et comme f n’est pas 
identiquement nulle sur [a, b], on ne peut avoir Ace dt =0. Donc f change de signe au moins une fois sur [a, b] et 
Po est vraie. 

Soit ne N*. Supposons que P,_1 est vraie et prouvons que P, est vraie. On suppose donc que pour toute fonction 
polynomiale P de degré<n , Pb (t) f(® dt = 0. D’après l'hypothèse de récurrence, on sait que f change au moins n 
fois de signe sur [a, b]. Notons &1,...,an € [a, b] les points de [a, b] en lesquels f change de signe (ce sont des zéros 
distincts de f). Notons aussi à = a et An+1 = b. Par l’absurde, supposons que f ne change pas n + 1 fois de signe sur 
[a, b]. Considérons une fonction polynomiale P du signe de f sur chaque intervalle [a;,a;,1] pour i € [0, n]. Une telle 
fonction existe, il suffit par exemple de considérer P (f) = (f-a1)...(f— a) si f est positive sur [ao, 1] ou son opposé 
si f est négative sur ce segment. La fonction P f est alors positive sur [a, b]. Mais par hypothèse, son intégrale est nulle 
donc on devrait avoir P f = 0 ce qui n’est pas possible car ni f ni P ne sont nuls. Donc f change au moins n +1 fois de 
signe sur [a, b] et la propriété est prouvée par récurrence. 





13.7.9 Majorations d’intégrales 


Exercice 13.58 © 
Soit 0 < a < b. Montrer que 


le ax : b-a 
a  X vab 
Peut-il y avoir égalité ? 


Solution : On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions f :x-— letg:x-— 1/x sur le segment [a, b] : 


b q b b q 
Æ<( ao2(| je = re 
a XX a a À 





On a égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles sur le segment [a, b] ce qui n’est évidemment pas le cas. 


Exercice 13.59 Q 
Soit deux fonctions continues et positives f, g : [0,1] — R. On suppose que Vxe [0,1], f(x)g(x) > 1. Montrer que 


[fra [fear 


21 





Étudier le cas d’égalité. 
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Solution : D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquées aux fonctions Vf et /£ sur [0,1], on a: 


1 1 il 
1< t)dt< t) dt t)dt 
[ vrecw | fo [ sc 


ce qui prouve l'inégalité. Si cette inégalité est une égalité, alors il y a égalité dans Cauchy-Schwarz, et il est 
nécessaire qu’il existe À € R+ tel que g = Àf (ou alors f = Ag). De plus, pour avoir 1 = 1 V fg(®) dt, il faut que 
je [Vf gt —1] dr = 0. Comme la fonction intégrée est continue et positive, et que son intégrale est nulle, d’après le 
cours la fonction est nulle. Par conséquent, les deux fonctions f et g doivent être constantes et inverses l’une de l’autre. 
On vérifie la réciproque facilement. 





Exercice 13.60 Q 
Soit une fonction f continue sur le segment [0,1]. Pour un entier k e N, on note 


1 
u= | | fo) dx 
0 
Montrer que pour (p, q) € N£,ona bu < Ipl2q. 


Solution : Soit (p, q) € N?. On utilise l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


1 2) 1 2 1 1 
= ll xP*4] | dx) -[[ xP41/|f |x1 [rca <[ | cl ax | 224] f (| dx = Lplq 





Exercice 13.61 O 
Soit l’ensemble E = {f e €([a,b]l)|Vxe [a, b], f(x) > 0}. Déterminer 


spu(f'ro)(f 4) 


Solution : Soit fe E. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a : 


(fe reoa(f )> fu ce 


donc (b- a)° < a. Mais la fonction Jo constante égale à 1 sur [a, b] est élément de E et vérifie : 


['aou)(f 8) 0-0 





Exercice 13.62 OC 
Soient a,b ER tels que a < b. Déterminer les fonctions f : [a,b]-R continues vérifiant 


b b b 
FL fx ax= | fx ax= | fo dx 
a a a 


Solution : Soit une telle fonction f. Utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


[rc ax) : LP'rcopt00 ax| > (fr a)" {[" r'00 an)" 


En notant 1 = ie f2 0 dx = 1 Hire f*( dx, on trouve donc le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz : 1= VIVI. 
On sait alors qu'il existe une constante À ER telle que 1° = Àf. Donc Vxe [a, b], f(x) =0 ou bien f(x) = À. Supposons 
qu'il existe x € [a, b] tel que f(x) = 0 et qu’il existe x1 € [a, b] tel que f(x1) = À. Si À Z 0 d’après le théorème des 
valeurs intermédiaires, il devrait exister c € [xo, X1] tel que f(c) = À/2 ce qui est impossible. Par conséquent, la fonction 
f est constante sur [a, b]. On voit que cette constante vaut 0 ou 1. La réciproque est immédiate. 
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Exercice 13.63 OC 
Soient deux fonctions strictement positives f,g € Æ9([0,1]). Montrer que 


1 
['(L2+80) are 
o Lg(é) f(E) 


Solution : On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 


(x) dx 


TR 


4 Ne “LE ee | 
ee [L Pie E (ex 


fe 


Le résultat s’en suit. Pour avoir égalité, il faut qu'il y ait égalité dans Cauchy-Schwarz, donc que f/g et g/f soient 
proportionnelles, donc que f et g soient proportionnelles, et ensuite que À = 1, c’est-à-dire que f = g. 





t 
Remarque : Pour u>0,u+ 1 > 2, d’où le résultat en prenant u = me. Le cas d’égalité est simple. 
8 


Exercice 13.64 VO 
Soit une fonction convexe continue sur R. 


1. Si f est une fonction en escalier sur [0,1], montrer que 


1 1 
e(| fo dx] < | @o f(x) dx 
0 0 


2. Si f est une fonction continue sur [0,1], montrer que 


1 1 
e(| fo dx] < | @o f(x) dx 
0 0 


1. Considérons une subdivision © : x = 0 <... < x = 1 subordonnée à f. Pour tout i € [0,n—11], il existe c; ER 
ï = * 
tel que fixi,x;s1t = Ci et Jo f (x) dx = Des Ci (Xi+1 — Xi). Remarquons que ire (Xi+1 — Xi) = 1. Comme 4 est 
convexe, on peut alors écrire : 


Solution : 


1 n-1l n-1 1 
e[[ he dx) D it 35) <Y Gin -apot= [ @o f(x) dx. 
i=0 


i=0 


. Comme f est continue sur [0, 1], il existe une suite ( ni de fonctions en escaliers sur [0,1] qui converge uniformé- 
ment vers f sur [0,1]. Donc : 


1 1 1 1 
of roa)=e(f im oa)-ef im, ff rtwax)- im off rcodx] 


car @ est continue sur R. Mais d’après la première question, pour tout ne N, e(l fn(X) dx) < pe fat dx 
donc par passage à la limite 


1 1 
lim [[ fn (© à) < jm [ @o fn(x) dx. 


n— +00 


Comme (f;) converge uniformément vers f sur [0,1] et que est, d’après le théorème de Heine, uniformément 
continue sur [0,1], (po fn) converge uniformément vers @o f sur [0, 1] et : 


1 1 1 
lim Î @O fn(x) ax= lim wo fn(x) ax= | @o f(x) dx 
ñ— +00 0 0 ñ— +00 0 


ce qui prouve la propriété. 
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Exercice 13.65 OVQ | 
Pour f :[a,b] — R, on note f = a Pré dt sa valeur moyenne. Montrer qu’il existe une constante C ne dépen- 
— a 


dant que de a et b telle que pour toute fonction f € Æ1([a, b)), 
b _<59 b 
Î |FG0 -7] ax<c f (FCO)? dx 
a a 


Solution : D’après le théorème de la moyenne, il existe c € [a, b] tel que 1 = f(c). Pour tout x e [a, b], on a f(x) = 
f(o)+ JE f'(D dt. Donc, d’après l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


= à “ 
\-7 = [ f'odr<t-0 ] (FO ar 


On intègre par rapport à x entre a et b cette inégalité : 


['ire-7f ax [ (x Ù One 


ax+ fl of" (FH) ar] dx 


b b 
ax+ [ (b-— o[f (f'@) ar)ax 
b 
ax+ [” &-a[[ (FO) ar] dx 
re 
b 
((c— a)? +(b- Me | Î Par 
a 


Enfin la fonction (convexe) c- (c-— a)? + (b- c)? prend son maximum aux bornes a et b et l’inégalité est prouvée avec 
C=(b- a}. 





13.7.10 Limite de fonctions définies par une intégrale 


Exercice 13.66 Q 
Soit une fonctionf : [0,1] R continue. Trouver la limite de la suite de terme général 


+ Fo 


o 1+nx 





Solution : En notant M = sup,ejo nl f (|, 


dx 1 dx In(1+nx)]! In(n +1) 
Il<M il = je ee SR eee 
0 


< 
o l1+nxl l+nx n n 





Exercice 13.67 © 
A l’aide de majorations simples, trouver les limites des suites suivantes : 





LI = fax; 4. In = De (14 x) dx; 
os. ee nx 7 

: l 
dl É- = di dx ; 5. 1: = = Jn'arctan xdx ; 
3. I = fe x  . 6. =) RE 


Solution : SoitneN. 


1. Pour tout x € [0,1], 0 < Er < x" donc par passage à l’intégrale : 0 < In < + et d’après le théorème des 


n— +00 


—nx 


2. Pour tout x € [0,1], 0< — < e7"* donc par passage à l’intégrale : 0 < In < — 2 et d’après le théorème des 


n— +00 
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. Comme arctan est croissante, pour tout x e [n,2n], arctann 


. Pour tout x € [0,1], 0 < x" sin(nx) < x" donc par passage à l’intégrale : 0 < 1, < nt et d’après le théorème des 


— +00 


—2 
. Pour tout x € [0,1],0 <e-"*(1+x") < 2e7"* donc en passant à l’intégrale, 0 < In < — (e”" +1) et par le théorème 
n 


des gendarmes Es 
n— +00 


< arctan x < arctan(2n) et il vient que : narctann< 
< 1, < arctan(2n) et d’après le théorème des gen- 


Le arctanxdx < narctan(2n). On en déduit que arctann 


T 
darmes :|]; — |, 
n—+00 2 


. Comme x In(1+ x?) est croissante sur [0,1], on a : 


1 
o< «In + x)dx <In2 
0 0 


donc par le théorème des gendarmes, [In —0| 


Exercice 13.68 OC 


Déterminer les limites suivantes : 








2X j 2x 
1. lim cos{t”) df : 
lim |. (r) 5. Jim] dt 
— 2x cos (+) - 
im t 2x 
x—+00 J, 2 RE cost 
3x et X—+00 J + t 
3. lim — dt 
X—+00 J x 
| x? Indication 13.14 : Pour la dernière, penser à une intégra- 
4. Jim” TT: d tion par parties. 


Solution : 


1e 





. Soit xe RŸ. Pour tout te [x,2x], — 


. Soit x e R*. Pour tout te [x,x?|, 


j RS : ; co 
. Soit xe R°.En effectuant une intégration par parties, on obtient : a ge dt = 


Soit xe R. Pour tout t € [-2x,2x], -1 < cos(r*) < 1 donc JE —dt< 3 cos(1) dt < Éd ce qui amène : 


2x 
—2X< E 5. cos(r{) df <2x et par application du théorème des gendarmes, lim cos (1) dt=0 
X0J-2x 


1 1 
1 _cos() 1 1 1 2,600) 1 à 
— <— donc —-—< ——— dt < —- — et par application 
2 t2 12 2x x f 2 x 2x PAT PP 
; 2x cos() 
du théorème des gendarmes, lim = dt=0 
X—+00 Jr t 


< 


m3 nt mn X = 


. e e e e Ha 
. Soit xe RŸ. Pour tout te [x,3xl, e < = £< —— donc e-*In3 < nr e-*In3 et par application du 


3% 
théorème des gendarmes : lim —df=0 
X—+00 J x 
1 1 xx 
— < — donc —— 
mx? Int In x2 


l 
< es Te ni et par application du théorème des 


x2 


1 
gendarmes : lim — df = +oo 
x—+oo), Inf 


1 
e2x 


xeTt 1 
. Soit x € R*. Pour tout tE [x,2x], En < donc InDe2x — En mais < In2e* et par application du 


2% 


et 
théorème des gendarmes : Jim = dt=In2. 
co], 


sin f Fe sin 
cs eu —— É4 t. Il est clair 


sin2x sinx ; i Ê 2x Siné 
que : — 0. Par ailleurs, pour tout te [x,2X], -— < < — ——< fe un 
2x X X—+00 t t ur t 
sint 2% cost 


l Dee : : 
—-—— et d’après le théorème des gendarmes, li —— dt 0. On a ainsi montré que: lim dt=0 
Xa2T 12 X— +00 x—+oo J. 


dt < 
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Exercice 13.69 OC : ; 
Soit la suite de fonctions (g») définies sur [0, 1] par g,(x) = 0 si x e]—, 1] et g,(x) = n si x € [0, —]. Soit f une fonction 
n n 


continue sur [0,1]. Trouver la limite de la suite de terme général 
1 
= | fogtwoar 
0 
Solution : Soit e >0. Comme f est continue en 0, il existe n > 0 tel que Vxe[0,n], |f (D = f()| < €. Il existe aussi 


NeNtelqusin>N alors l/n<1n.Soitn>N.Ona: 


l/n 


1 
og Dar+ [| og war= | nf (0 dt. 
n 


l/n 


1 
In= | (D gn (D dé = 
0 0 


l/n 


l/n l/n 
ro-e= | n(fO-edr< | nrwdr< [ n(f(0)+e) dt= f(0)+e 
0 0 0 


Exercice 13.70 MM 


1 
On définit une fonction 1 en posant, pour tout x € R*, I(x) = — fo sin(x? sin t)dt. Trouver la limite de I(x) lorsque 
x 





x— (. 


Solution : Soit x un réel appartenant à un voisinage épointé de 0 inclus dans |-Vx/2, Vx/2|. Sur ce voisinage, sin est 
strictement croissante. Pour tout t € [0,7], on peut écrire : —x? < x? sin f < x? ce qui amène : sin (-x?) < sin Le sin t) < 
sin (x?) et donc en passant à l'intégrale et en divisant par x en obtient : 


sin (x?) 
GE. 


sin(-—x?) 
I——— <I(x) <7xr 


: 2) 
sin | x 
Mais comme ) s: x, d’après le théorème des gendarmes, il vient : | I(x) —. 0 | 
X X— X— 


Exercice 13.71 OVQ 
Soit une fonction f : [0,1] — R continue. Trouver la limite des suites de terme général : 


1. Hy= fo x" f Go dx 
2. 1, = A] x" f(x dx 





Solution : 
1. La fonction f est continue sur [0,1] et est donc majorée sur [0,1] par M = SUP eo, nl (I. On a alors 


lon lon _ M » à £orè ——— 
Lo x" f(x dx <MJj, x"dx=-* Een 0 et donc d’après le théorème des gendarmes, H; En 0. 


2. Remarquons que l, = n fs sa [Go — f@| dx + nf, x" f (1) dx. Par ailleurs : 
ds | n 
(a) na); +71f0) ie Te fo. 
(b) Comme f est continue sur le segment [0,1], f est bornée. Notons M = SUP;e0,1] |f (OI. Soit e > 0. Comme 
f est continue au point 1, il existe c €]0, 1[ tel que Vxe [c,1], | f(x) — f(DI<E. Alors 


1 1 
in [ x" (f GO — f(D) x|<n | x"|f GO — f(DI dx 


G 1 
<nf x"2M dx+ n | x'e dx 
0 (e 


n n n n 
<2M C'+——(1-c')e 

n+l n+l 
<2Mc"+e 


Comme |c| < 1, la suite géométrique (c”) converge vers 0. Par conséquent, il existe NE N tel queVn>N, 
In fe x" (f(x) — f (D) dxl < 2e. Donc, la première suite tend vers 0. 


En conclusion, |]; fo 
n—+00 
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Exercice 13.72 OVQ 
Soit une fonction f : [0,1] — R continue et un réel a € [0,1]. Trouver la limite de la suite de terme général 


1 
= f fax”) dx 
0 


Solution : Soite > 0. Comme f est continue en 0, il existe n > 0 tel que si |x| < n alors |f - f(0)| < €. Pour tout 
ce]0,1{,ona: 


G Il 
-rol< | I(ax")- ro ax+ | [f(ax")- f (0)| dx 


— Ilest clair quelim,_.o+ 12 lt 20 — f()| dx = 0. On peut alors fixer c € ]0, 1[ en sorte que hi lie — f()| dx<e. 
— Comme c” press 0, il existe NE N tel que pour tout n> N, ona0< ac" <n.Comme0<x<c,onaax"e{0,n].11 
—+00 


vient alors : [ftax")- f(0)| <eet Jo |f tax") - f (0)| dx<ce<e.carce]0,1. 
Au final, pour n > N, on a :[1, — f (0)| < 2e et donc I — f L 


Exercice 13.73 Q0OQ 
Soit une fonction f continue sur R. Déterminer la limite lorsque x — 0 de la fonction définie pour tout xeR par 





X x 
I(x) = —— f (5) dt. 
(© | 2e) ) 
Indication 13.14 : Faire un changement de variables qui fera apparaître la variable x à l’intérieur de f. 


Solution : Par le changement de variables t = xu, on trouve que 


l f(xu) 


du 
o 1+u2 


I(x) = 
Montrons que I(x) se f(0)x/4. Soit e > 0. Comme f est continue au point 0, il existe un réel à > 0 tel que Vx € [0, al, 
X— 
|f (x) — f(0)| < €. Soit alors x € [0, a], 
1 du L|f(ux) — f(0)| 
I(x) — f(0 —|< =—— 
G) ro | 1+u2 : 0 1+u2 
|f(ux) — f (0)| 


En effet, siue [0,1], ona0<ux< x< a et donc + 
u 


< €, ce qui permet de majorer l'intégrale et d’aboutir 


au résultat. 





13.7.11 Théorème fondamental, étude de fonctions définies par une intégrale 


Exercice 13.74 Q 
Soit f:R— R une fonction continue. Montrer que les fonctions g :R — R suivantes sont de classe €! sur un intervalle 
à déterminer et calculer leur dérivée en fonction de f : 





Lg = fX fdr 3. gQ0 = fé ft+ dt 
(In ft) 
2. go = fé shrf(chodr 4. 8 = o- a dt 


Solution : 
Comme f est continue sur R, elle admet une primitive F sur R d’après le théorème fondamental de l'analyse. 


1. Pour tout xeR, g(x) = E(x2) - F(2x). La fonction g est donc de classe €! surR par opérations sur les fonctions 
€! surR et g'(x) =2xf(x?)-2f(2x). 


2. La fonction t F(ch#) est une primitive de t— shtf(cht) donc, pour tout x€e R, g(x = F(ch{x?))-F(1). 
La fonction g est donc de classe €! sur R par opérations sur les fonctions €! sur R. De plus pour tout xeR, 
g' (9 = 2xsh(x?) f (ch(x?)). 


3. Pour tout xER, ft — F(f+ x) est une primitive de t— f(t+ x) donc la fonction g donnée, pour tout xeR, par 
g (x) = F(2x) —-F(x) est de classe €1 surR par opérations sur les fonctions de €1. De plus g'(x) =2f (2x) -— f (x). 
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fn ft) 
t 


4. La fonction t— F(In f) est une primitive de t— donc la fonction g donnée, pour tout xEe R par g(x) = 


1 
F(In x) — F(0) est de classe €! sur R par opérations sur les fonctions €!1. De plus g'(x) = Ho 
x 





Exercice 13.75 Q 
Soit une fonction f continue et positive sur le segment [a, b]. En utilisant la fonction F(x) = rc df, montrer que si 


[? f( dt =0, alors Vxe [a,b], f(x) = 0. 


Solution : Comme f est continue sur le segment [a, b], d’après le théorème fondamental, f admet une primitive EF sur 
[a, b] s’annulant en a et donnée par : F(x) = ft dt. Comme f est positive, la fonction F est croissante. Mais d’après 
l'hypothèse F(b) = [°f& dt=0=F(a), donc F est nécessairement constante. On en déduit que f est identiquement 
nulle sur [a, b]. 





Exercice 13.76 MN 
Soit une fonction f continue sur [0,1], dérivable sur ]0, 1[ à valeurs dans R telle que f (1) = A f(®) dt. Montrer qu’il 
existe un réel c €]0, 1[ tel que f'(c) = 0. 


Solution : Considérons la fonction 


F:| [0,1] — R 
UÙ x — f{fm-fo]dr 


Comme f est continue sur [0,1], F est bien définie d’après le théorème fondamental. Pour tout x € [0,1], F(x) = 
1 0 dt - xf(1) et donc F(0) = 0 = F(1). Donc d’après le théorème de Rolle, il existe «à €]0,1[ tel que F'(x) = 0, 
mais puisque V x €]0, 1[, F/(x) = f(x) — f (1), on en déduit que f(x = f(1). Alors en appliquant le théorème de Rolle à f 
sur le segment [a, 1], il existe c e]a, 1[ tel que f'(c) = 0. 





Exercice 13.77 ©O 
Montrer que la fonction définie par 








A dt ne dt 
21 Pl Ji Yi 


est constante. 


Solution : D’après le théorème fondamental, est définie et dérivable sur les intervalles 1] =]—oo,-1[, I2 =]-1,0[ et 
]0,+oof[. On calcule sa dérivée sur chacun de ces intervalles : 


1 1 1 4x 
———————— —_—_ — — — + — 
ER ENT EAU TT 


1 l 4x 


= ——_—_——— — — + — 
2x2+2x+1 2x2-2x+1 A4xt+1 
—AXx Ax 


= —— + = 
4x4+1 A4xt+1 


p'(x) = 


On obtient donc la formule 
x x—1 2 T 
arctan(—) — arctan(—) + arctan(2x°) = e- 
x+1 58 2 


avec ee {—1,1}. 





Exercice 13.78 © 
Déterminer la parité de l'application 


3x 
ex | e' dt 
X 


œi 


Solution : Soit xeR. On effectue le changement de variable ; : _ ‘ 
u =-— 


3x , 3x  , 
ec» | e! ar=- | e“ du=-g(x). 
= X 


X 


Donc g est impaire. 
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Exercice 13.79 OC 
M si r0 


ne Soit f:R—R définie par VxeR, f(o=/f"p(Hdt. 
si t= 


On considère @ :R — R définie par @(®) = 


. Déterminer l’ensemble de définition de f. 
. Montrer que f est impaire. 
. Déterminer la dérivée de F et en déduire ses variations. 


. Déterminer la limite de f en +oo. 


OO OR © ND = 


. Tracer la tangente à l’origine, puis la courbe représentative de f.. 


Solution : 


} sh x ; ; te DR 
1. @ est continue sur R*. De plus, —— ES 1 donc est aussi continue en 0. Par application du théorème fonda- 
LR 


mental de l’analyse, on en déduit que admet une primitive F sur R. Pour tout xeR, f (x) = F(2x) —- F(x). f est 
donc définie et de classe €! surR. 
_,sht _ h 
. f est impaire : soit xeR, f(-x) = f," —— dr ne ‘ un — f () par imparité de sh. 
u 
sh2x-shx 
. f est strictement croissante. Pour tout x ER, f' (x) = 2F' (2x) —F' (x) = 29 (2x) (x) = x ; 
0 si x=0 


sixeR* 


Comme sh est croissante sur R, f est strictement croissante sur R. 


: : sht shx . sht 
. Soit x>0etsoitte[x,2x]. On a: ES > —— car est croissante sur RŸ. Donc : f (x) = —, dé >shx 7 
X X— +00 
+00. On en déduit que f (x) = +oo. Par symétrie, on a aussi : f (x) —00. 
X—+o0 HE ERS) 


. On montre de plus facilement que f admet la bissectrice principale comme tangente en 0. 











Exercice 13.80 ©Q 
Soit g:R — R une fonction continue. On pose, pour tout xER, 


X 
fx | sin(x—#f)g(f)dt 
0 
1. Montrer que f est dérivable sur R et que 
X 
f'œ | cos (x— t) g(f)dt 
0 


2. En déduire que f est solution de l’équation différentielle y" + y = g(x). 


3. Résoudre cette équation différentielle. 
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Solution : 


1. Soit x,tER. On a: sin(x- ft) g(t) = sin xcostg(f) — cos xsin fg (f). Les fonctions t— cos fg(f) et t— sintg(f) 
sont continues sur R par opération sur les fonctions continues. Par application du théorème fondamental, elles 
admettent, respectivement, des primitives G1 et G2 sur R. On peut supposer de plus que ces deux primitives 
s’annulent en 0. On a alors d’après les formules d’addition : 


X 
fx = || sin (x— ?) g(f) dt = sin xG1 (x) — cos xG> (x) 
0 


G1 et G2 étant de classe €}, il en est de même de f et pour tout x ER : 


a (x) cos xG1 (x) + sin xcos xg (x) + sin xG2 (x) — cos xsin xg (x) 


cos xG1 (x) + sin xG» (x) 


x 
Î cos(x—f)g(t)dt 
0 


. En effectuant des calculs analogues au précédent, on obtient : 


f"@) — sin xG1 (x) + cos? g (f) + cos xG2 (x) + sin? xg (x) 
g (x) — sin xG1 (x) + cos xG»2 (x) 
g@-f(x 


f est donc solution de l’équation différentielle donnée. 


. Les solutions de y” + y = 0 sont les fonctions : x acosx+fsin x où a, f sont réels. Les solutions de y” + y = g 
sont donc les fonctions : 
x f(x) +acosx+fsin x 


avec af eR 





Exercice 13.81 OC 
Ax 72 


On considère la fonction f donnée par f (x) = f;" e"" dt 


1. Déterminer l’ensemble de définition de f. 
2. Montrer que f est impaire. 
3. Déterminer la dérivée de F et en déduire ses variations. 


4. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine. 


Solution : 


1. La fonctionw@:t- e7 F est continue sur R. D'après le théorème fondamental de l’analyse, on peut affirmer qu’elle 


admet une primitive F sur R. 4 étant de classe 6*®, il en est de même de F et pour tout x€R, f (x) = F(4x)-F(x).. 
2. SoitxeR. f(-x= fe dt 


= - JE e-Ÿdr=-f(x). f est donc impaire. 
3. D’après la première question, pour tout xER, f' (x) = 4f (4x) — f (x) = 4e 16% _ e-**, On vérifie facilement que 


2In2 2 
f' (x) = 0 si et seulement si x = + Te qu’elle est positive entre ces deux valeurs et négative ailleurs. On en 


2. NT 2In2 . 2In2 /2In2 LL à 
déduit que f est décroissante sur | -co, De , CrOissante Sur | — TE et décroissante à nouveau 


2In2 
sur —— ,+00 |. 
15 


à 2 # 2 2 
4. étant décroissante, pour tout x > 0, ettout te [x, 4x], ona et <e”* et f(x) < se e* dt=3xe * run 0 
X— +00 


donc, d’après le théorème des gendarmes, f (x) mes 0. Par symétrie, on a aussi : f (x) ——— 0 
X— +00 X=co 
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Exercice 13.82 VO . 
Pour tout xeR, on pose = f (x) = _ df 
f: vi1+ti 


1. Montrer que f est bien définie. 





l 
2. En effectuant un changement de variable, montrer que, pour tout xe R* : f(x) = f =) 
x 


3. En déduire un équivalent simple de f en +co. 


Solution : 


1. La fonction @:t- est continue sur R par opérations sur les fonctions continues. Par application du 


l 
V1+r4 
théorème fondamental, on en déduit qu’elle admet une primitive F sur R et pour tout xeR, f (x) = F(2x) —-F(x). 
f est donc bien définie sur R. On remarque de plus que étant de classe € sur R, il en est de même de F. 
2. SoitxEeR*.On a: 


1 


1 + 1 
sl) = Last (13.1) 


u=} # il 1 
 — (lu 
2x W fi+L 
u 


[ 1 
dt (13.3) 
x Vl+u 


un (13.4) 


32) 


1 
3. Chercher un équivalent de f(x) en + revient à chercher un équivalent de f Ë en 0. D’après la question 
2 


précédente, f (À) = f(#). D'après la première question, on peut affirmer que x f (#) est de classe € sur R et 
admet donc un développement limité à l’ordre 1 en 0. Au voisinage de 0, on a donc : 


X _ ie 1 
fÉ)=rO+5f + 0,00. 
Mais, d’après la première question, f' (x) = 2@ (2x) — @(x) donc f'(0) = 1. Il est clair d’autre part que f (0) = 0. 


X 1 
On a donc : f(5)= + + 0,09 ce qui amène f (>) nn il vient| f(A =. el 


Exercice 13.83. ©Q 
Soit f:R— R une fonction de classe €! et g:R* — R définie par : 





X 
VxZ0, ae f (D dt. 
2x J-x 
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1. Montrer que g peut-être prolongée par continuité en 0. On appellera encore g la fonction ainsi définie sur R. 
2. Montrer que g est dérivable sur R* et calculer g' (x) pour tout x € R*. 
3. Montrer que g est dérivable en 0 et calculer g' (0). 


Solution : 


1. Comme f est continue sur R, elle admet, d’après le théorème fondamental de l’analyse une primitive F sur R. 
Comme f est €! surR, F est €? surR. De plus, pour tout xe R*, 


_F@-FC» _1{fF@-FO, FC2-FO) 


8 2x 2 X —X 


—— F'(0) = f (0) 
x—0 


car F est dérivable en 0 de dérivée f (0). Donc on peut prolonger g par continuité en 0 en posant g (0) = f (0). 
. En utilisant ce qui a été fait dans la question précédente, on peut écrire pour tout x e R* : 


a F(x)—F(-x) 


8 2% 


avec F qui est de classe €? surR. Donc g est de classe €? sur R* par opération sur les fonctions de classe €? sur 
R*. En particulier, g est dérivable sur R* et si xe R* : 








2:(MA PC D) 2EF0 FC 0) ren EEE) of 20) 


! 
Xl 
£ @ 4x2 2x2 2x 


. Calculons le taux d’accroissement À de g en 0. Soit xe R* : 


_8@-8(0) _ 1fF@-FC» 


ci x 2x 


— f (0)|. 


Comme F est de classe €? sur [-—x, x], d ‘après le théorème des accroissements finis, il existe c; € ]—x, x[ tel que 
F(x) —F(-x) =2xf(c;). On obtient alors : 


nu) 
X 


On utilise alors le fait que cx Eu 0 et que f est dérivable en 0. On trouve limz_oA(x) = f'(0) donc 
X— 


éo-ro} 


Exercice 13.84 OQ00Q : 
t 
On se propose d’étudier la fonction définie par g(x) = J - . 7-4 [. 
1. Montrer que le domaine de définition de g est R*. 





2. Etudier la parité de la fonction g. 
3. Calculer la dérivée de la fonction g et dresser son tableau de variations. 
4. Calculer la limite de la fonction g en 0 et en +co. 


Solution : 

1. La fonction donnée par f(f) = che est définie et continue sur les intervalle RŸ et RŸ . D’après le théorème fonda- 
mental, f admet une primitive sur chacun de ces deux intervalles. On note F une fonction définie sur R*, primitive 
de f sur RŸ et R* . Pour tout xe R*, on peut alors écrire g(x) = F(2x) — F(x). La fonction g est donc définie sur 
R*. 

. Par le changement de variables u = —t, on montre que pour tout x e R*, g(—x) = le it dt = = f(-0 dt= 
—g(x) car la fonction f est paire. La fonction g est donc impaire. On ne fera donc son étude que sur I=10, +. 
. Remarquons tout d’abord que comme F est dérivable sur R*, il en est de même de g par opérations sur les 
fonctions continues. Soit x €]0,+oco[. On a : 
2 Co 2 20 een 2ch2x-2chx-1 
X) — Ve X) = X) — A 
8 (2x)2 x2 x2 
Pour trouver les valeurs x > 0 telles que g'(x) = 0, on résout une équation du second degré en ch x et l’on trouve 
LS VEYS V2V3 . Finale- 


1+V3 ,  - : 
que chx= a On résout ensuite une équation du second degré en e* et l’on trouve e* = 


ment Xxo = In — V2V3 .La fonction g' est négative sur l’intervalle ]0, xol et positive sur l’intervalle ]xo, +. 
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h h(2 
4. Soit x > 0. Puisque Vte[x,2xl], _— < f(P < È a 
x 


des gendarmes, on obtient que limx_.o g(x) = +c et limz_.+00 g(x) = +00. 


, chx ch x 
, On en déduit que LPS < g(x) < —— et d’après le théorème 
x x 











Exercice 13.85 ©Q00Q 
Soient deux fonctions f et g continues et positives sur l'intervalle [0,+oof[. On suppose que 


X 
Vx2>0, fu <C+ | fOg( dt 
0 


où C est une constante strictement positive. 
1. Montrer que 
X 
Vx2>0, f(x) <Cexp [[ g(®) as. 
0 
C’est le lemme de Gronwall, très utile pour étudier des équations différentielles. 
2. Que peut-on dire si f(x) < f'fOgE dt ? 


Indication 13.14 : Introduire la fonction @(x) = C+ fe f(Og(®f df et calculer sa dérivée. 


Solution : 


1. Introduisons la fonction @ donnée pour tout x € [0,+o[ par @(x) = C + f'fOgE dt. D’après le théorème 
fondamental, la fonction est dérivable et en utilisant l'hypothèse, pour tout x > 0, il vient que 


p'(0 = FE < gp 


Introduisons alors la fonction w(x) = e7 Jo 80 dtp(x). On a 


pl = eh 80 dE (D'(x) - gp) < 0 


Donc y est décroissante sur [0, + et donc puisque wy(0) =C, 


Vxz0,w(x <C — f(x) <p(x < Celo 8 di 





2. Lorsque C = 0, on trouve que f est nulle sur [0, +ool. 


Exercice 13.86. ©0 
Étudier la fonction définie par 


x St 
gu= | Pas 
x L 
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Solution : La fonction f : x el/t est définie et continue sur R* par opérations sur les fonctions continues sur R*. 
f diverge en 0. SixeR-, alors 0€ [x, «| et donc on ne peut intégrer f sur ce segment. On en déduit que g est 
définie sur 10, +ool. De plus, d’après le théorème fondamental, f admet une primitive F sur RŸ. Donc, pour tout xe R*, 
g(x=EF (4°) — F(x). On en déduit que g est de classe €! sur R* et que pour tout x € R* : 


Pour tout x € ]0,1[ et tout te [x,x?], el/t < e*Ix? donc g(x) < (xx) = e*(1- 1) ——— -c donc d’après le 
x—0 


théorème des gendarmes, g (x) > —00. 
x—0 


De même, pour tout x > 1 ettout te [x,x?], e‘/t>1/t et g(x) >In(x?)-In(x =In(x +oo. Donc g (x) 
+00. ; 
Afin d'étudier les variations de g, résolvons l’équation : 2e* —e* = 0 sur R : 


X— +00 X— +00 


x2+In2 2 


2 
2e -e-0—e =e" = x°-x+In2=0 
mais le discriminant de ce trinôme est négatif donc l’équation n’admet pas de solution sur R*. On en déduit que g' est 


strictement positive sur RŸ et que g est strictement croissante. Remarquons que l’unique zéro de g est en x=1. 


a 
o 











Exercice 13.87 OC 
Soient deux fonctions continues f et g sur [0,1]. On suppose que Vxe [0,1], 


X X 
fs | gwdret gt= [ f( dt 


1. Montrer que f et g sont @® ; 
2. Montrer que f = g=0. 


Solution : 


1. Comme f et g sont continues sur [0, 1], d’après le théorème fondamentale, elles admettent des primitives F et G 
sur [0,1]. On peut de plus supposer que ces primitives s’annulent en 0. Remarquons que F et G sont éléments de 
Æ1([0,1]). II vient alors pour tout x € [0,1] : 


f(H=G(xX et g(x)=F(x). 


Mais alors f et g sont aussi éléments de €! ([0,1]). Comme f’ = g et que g’ = f, on montre par une récurrence 
facile que f,ge€®%([0,1]). 


. Comme f'= g et que g'= f, f est solution de l’équation différentielle : y” — y = 0. Donc il existe a,f ER tels 
que f:x— ae*+fe *. Mais comme f (0) = 0 et que f'(0) = g(0) = 0, il vient que a =$ = 0. Donc f = 0. Comme 


= g, il est clair que g = 0 aussi. 





579 


Exercice 13.88 ©0 
Soit la fonction définie par 





2x t 
= Î cos _. 
x t 


Montrer que la fonction g est définie et dérivable sur R*. 
Étudier la parité de g. 

Montrer que pour tout x € [0,x/2], 1 — x? <cosx< 1. 
Prolonger g par continuité en 0. 


Montrer que g ainsi prolongée est dérivable en 0 ? 


DS 8 & R = 


Trouver limx_+00 8(X). 


Solution : 


É cie est continue sur R* par opérations sur les fonctions continues. D’après le 
—> 


théorème fondamental, elle admet une primitive F sur R* et pour tout x e R*, g(x) = F(2x) —-F(x). On en déduit 
que g est définie et dérivable sur R*. 


2 
=. 


1. La fonction f + 


. Pour tout x E R*, g(—x) = *cost/tdt = ns cos (—-u) /udu = g(x) donc g est paire. On étudiera donc g sur 


R. 
. Soit xe ]0,x/2]. La fonction t— cost est dérivable sur [0, x] donc d’après l'inégalité des accroissements finis : 
Xinfsejo,x[ (— Sin £) < cosx 1 < XSUP4e10,x (- Sin #) soit : x? <cosx-1<0 


. Soit x € [0,x/2]. D'après la question précédente, on a : = < cet < 1 donc In 2 — 2x? + x?/2 < g(x) < In2 et 


d’après le théorème des gendarmes g (x) In2. On prolonge g par continuité en 0 en posant g (0) = In2. 
x—0* 


. Pour tout xe RŸ 


’ ; cos2x cosx cos2x—-1 cosx-1 
g' (2) =2F (2%) -F (x) = = EE —— 
x x x x 
mais cos2x—1 - —2x? donc SS221 0 et 1-cosx x2/2 donc ——— 0. On en déduit que 
x—0* x—0+ x—0* x—0* 
g' (x) = 0 et donc que g est dérivable en 0 de nombre dérivé g' (0) = 0. 
X— 


. Voir l’exercice 13.68. 


cosx—1 
ñe 





13.7.12 Suites dont le terme général est défini par une intégrale 


Exercice 13.89 O a 
On considère la suite de terme général In = [à — dx. 
1. Calculer Lo, L et L. 
2. Étudier la monotonie de (In). 
3. En déduire que (1) est convergente. 
4 


. Prouver que : 


5. En déduire la limite de (1}). 


6. En déduire un équivalent de la suite 


Solution : 
T T 
1. On trouve : I, = gh=mv2eh= Le 


n 


2. Pour tout xe[0,1]etneN,ona:x"*tl< x" ce qui amène : eee < Te et donc In+1 < 1}. On en déduit que 
x x 


(Ih) est décroissante. 


’ X _ 9 : 2 
3. Comme la fonction x+- Fe est positive sur [0,1], on a : I, > 0 pour tout ne N. La suite (1;) est donc minorée 
+ X 
par 0. On a montré qu’elle est décroissante. On applique le théorème de la limite monotone, on en déduit qu’elle 
est convergente et que sa limite est positive. 
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n 


l 
< x". Donc : ln < je x" dx = = On a de plus montré précédemment 
n 


5% 
. Pour tout x € [0,1] etneN,ona: à 
1+x 


que I, > 0. 
. D’après le théorème des gendarmes, on en déduit que I} cs 0. 
dun e.°] 


6. SoitneN. Une intégration par parties livre : 


X= RD | LL 


= In 1+x)| 
In n ( DP n+l1l1l+x2 n+l n+1 n+1 In2 


+1 


ne In2 
Comme In+2 ——— 0, il vient que DRE 
n— +00 n—+00 fn + l 


Exercice 13.90 Q 
On considère la suite de terme général 1, = 1; x" (1- x)" dx. 


soil 1 1e xl 2x In2 2 In2 2 | 
| : 





1. Étudier les variations de f:x- x(i- x) sur [0,1]. 
2. En déduire celles de (1;). 
3. En déduire que (1) est convergente. 


4. Montrer que : 


5. En déduire la limite de (1;). 


Solution : 


1. L'étude des variations de f permet de dresser le tableau suivant : 


. On déduit de l’étude précédente que : Vxe [0,1], x(1-x) € [0,1]. 11 vient alors, pour tout n e N : 
xl xl < x (1- x)" et In11 < 1h. On en déduit que (1h) est décroissante. 


. La fonction f étant positive sur [0,1], il en est de même de (1,). Appliquant le théorème de la limite monotone, 
on en déduit que (1,) est convergente et que sa limite est positive. 


l 
. f est majorée par ñ sur [0,1] : Vxe [0,1], f(x) < 1. Il en découle que pour tout ne N et tout x € [0,1], 


1 1 
x"(-x"< 7 et In < Fi On a par ailleurs montré dans la question précédente que 1, > 0. 


l l 
. La suite (x) est géométrique de raison ï donc elle converge vers 0. D’après le théorème des gendarmes, (1) 


converge vers 0. 





Exercice 13.91 M 
Pour tout n e N, on considère la suite de terme général 


e 
I, | (in x)" dx 
1 


1. Calculer I et H. 
2. Trouver une relation de récurrence entre ],:1 et I. 


3. En déduire que 


VnenN, TE 
n+1l 


puis la limite de (1). 


4. En déduire un équivalent de 1;.. 
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Solution : 
. Lb=e-letl; =1. 


. On effectue une intégration par parties : 
e e 
Int = FPE -f (n+ 1 (nx)” dx 
1 
e—-(n+l)l» 


0 Int | e 
(n+1) (n+1l 


. SoitneN.Ona:Vxell,e],0<({nx)" Donc 0 <]I,. On en déduit que : I} = 


. En appliquant le 


théorème des gendarmes, on en déduit que I» RARES 0. 
— +O0 


. D’après la relation de récurrence, pour tout ne N, on a : 


e I 1 e 
In = a (—Iy+1). 
n+l n+1 


: Re e 
Mais comme Iy+1 ——— 0, il vient que :|ln — Ë 
n—+00 n—+0 n +1] 





Exercice 13.92 OO 
On considère la suite de terme général 1, = : x2 (In x)" dx où ne N*.. 


1. Étudier la monotonie de (In). 
2. En déduire que (1,) est convergente. 
3. Trouver une relation de récurrence entre ],+1 et I. 


4. En déduire la limite de (l,) ainsi qu’ un équivalent simple de I. 


Solution : 


1. Pour tout ne N° et xe [Le], nxe [0,1] et In”*! 


In+1 <In. (In) est donc décroissante. 


x < In” x. On passe à l’intégrale et cette inégalité amène 


2. Comme, pour tout ne N*, x x2In" x est positive sur [1,e], la suite (1,) est positive. Elle est donc minorée par 
0 et on a montré qu’elle est décroissante. D’après le théorème de la limite monotone, elle est convergente et sa 
limite est positive ou nulle. 


3. On effectue une intégration par partie, on montre que pour tout ne N* : 


e 
Pr [l x In"+1 xdx 
1 


3 e 3 n 
x e Xuln ex 
[mt x] -f (n+ 1) — dx 
3 il 1 3 X 


se - (n+D1) 


4. On sait que (1,) admet une limite { > 0. Supposons que © Z 0. Alors, en passant à la limite dans la relation de 
récurrence, on obtient une contradiction. Donc £ = 0. Toujours d’après la relation de récurrence, pour tout n e N*, 


l e° 
on a : In = (e3 31541). Comme I»+1 0,ilvient:|1, — | 
n+l n— +00 n—+00 n+]l 





Exercice 13.93 OC 
Pour tout n e N, on considère la suite de terme général : 





1. Montrer que 





1 y" ha. 1 À 
VneN*, Î . dx" | n(1+ x”) dx 
0 0 


1+x/7 n n 


2. En déduire que 
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Solution : 


1. Soit ne N*. En effectuant une intégration par parties, on obtient : 
1 n il xx" 1 
Î 4x Î dx 
0 1+x” o 1+x7 
1 1] fl 
Zn (1+x)] = [ In(1+ x”) dx 
n 0 nJo 


1 
=: | n(1+ x") dx 
0 


n n 


2. On en déduit que : 


1 
1 
Î dx 
0 1+x/” 


1 1 n 
x 
Î dx- jl dx 
0 0 1+x/” 


In2 î 
TE nm(1+x”) dx 
n n JO 


In2 
Donc:n (, —1+ . — É In (1+ x”) dx. Mais, d’après l'inégalité : Vxe]-1,+o0[, In(1+x)< x, on obtient : 
n 


1 1 1 
['uarx)axe | ed —— 0 
0 


0 n+l n-+00 


ce qui prouve que : 





Exercice 13.94 ©Q 
Soit ne N. On pose 


1 rt 
1, = À et dt 
o A! 
1. Déterminer limy_1001n ; 
2. Trouver une relation de récurrence entre 1,11 et In : 
3. En déduire la limite de la suite de terme général 


Solution : 


ti e 
1. Pourtoutte [0,1],ona 6 < — Donc : 
n! n! 


le e 
o<n< | — dt=—. 
o n! n! 


Par le théorème des gendarmes, In ——— 0. 
n— +00 


2. On effectue une intégration par parties : 


gti 


1 rt gt 1 1 1 
= | — el tar= el”'] +[ nl 
o A! (n+1)! 0 Jo (n+1)! (n+1)! 


1 
donc|I =]; - k 
n+l n (n+ 1)! 


3. Par télescopage, on en déduit que 


s 1 
— =I0-1n +1 
ko K! 


et donc que Sy I +1. Comme lo = el, Fe] 
n—+00 n—+00 
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Exercice 13.95 OC 


Pour tout ne N, on pose : 
T 


2. 
Î:= L sin” tdt. 
0 


Une telle intégrale est appelée intégrale de Wallis. 


1. Montrer que 
I 


2 , 
VnenN, = f cos” tdt. 
0 


2. Calculer I et H. 


3. Montrer que 


n+1 
VnEN,Iy+2 = —J]; 
n+2 


4. En déduire, pour tout p € N, une expression de L, et 12,+1 à l’aide de factorielles. 


5. Montrer que (1) est décroissante et positive. En déduire que (1;) est convergente. 


6. En déduire que pour tout ne N : 


JDE I; 








< < . 
In+2 In+2 


7. Montrer quel — In+1. 
n— +00 


8. Établir que pourtoutneN, (n+1)ln+11n = = 


9. En déduire que:lh, es _— 
+00 V 2n 


Solution : SoitneN. 
1e 


T 
2. On vérifie facilement que lo = 3 etli =1. 


3. En effectuant une intégration par parties, on montre que : 


TT 
D 2 
To — jl sin f.sin"*l sdt 
0 


T T 
2 
= [cos Line 1° +(n+ D cos? t.sin” tdt 
0 


TT 
2 
= + D | (1-sin? f).sin" rdt 
0 


donc : Iy:2=(n+1)l1-(n+1)ln:2 d’où : Iy+2 = ot, 


. D’après les deux questions précédentes et grâce à un raisonnement par récurrence, on montre que, pour tout 

pEN: 

| 2P (pl? 
_Erlr , ,, _2?() 
2p = = 2p+1 = Ê 
P_ 22P 2 PT (2p+1)! 

. Pour tout te [0,7], sin”r> sin"*1 # donc I, > ln+1 et (ln) est décroissante. Par ailleurs : sin” t > 0 donc I, > 

0. La suite (1,) est donc décroissante et minorée. Par application du théorème de la limite monotone, (1;) est 

convergente. 


ÿ . . . 5 . In+1 In 
. (n) étant décroissante, il vient que : 1h42 < 1n+1 < 1, Ce qui s’écrit aussi : 1< < 


< : 
n+2 In+2 
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. D'après les questions 3 et 5, on obtient : 


I I n+2 
_ ntl L mn = 


< < — 
Iur2 Ins2 n+1 


. n+2 ns ANS In+1 
mais ——— 1 donc, par application du théorème des gendarmes, ——— 
n+l n—-+00 In+2 7—+00 


letdonc':ly:2 — TIy 
ñ— +00 
n+ 
ou encore :In — In+1. 
n— +00 


. En utilisant les expressions trouvées dans la question 4, on montre que : (n+1)In+11n = … 


9. Par application des deux questions précédentes et par opérations sur les équivalents : 


D CR me EL ” PLIS 
Heu ee Int = 2(n+1) [VE] 


Exercice 13.96 OVQ 
Soit f une fonction de classe €2 sur le segment [0,1] vérifiant f (1) = f'(1) = 0. Étudier la suite de terme général 





1 
= [ x" f(x) dx 
0 


Solution : Soit ne N. Par deux intégrations par parties, on trouve que 


I = app a 
7 (n+D(n+2) Jo 
2 


n 

Mais puisque Pie - 1, en posant M2 = sup,;cço nlf"(#| (qui existe puisque f” est continue sur le segment 
n n à 

[0,1]), on obtient la majoration suivante : 


1 1 1 M 
if x fodrxle Î 10 older M “Hits 
0 0 0 n+3 


Alors d’après le théorème de majoration, FE x Cf (dx er 0 et donc 
TO 


In ——— 0 
n— +00 





Exercice 13.97 OVQ 
Soit deux réels a,b ER tels que a < b et une fonction f :[a,b]-— R continue et positive. Déterminer la limite de la 
suite de terme général 


b ñ 
In = (f f"œ dx 
a 


Indication 13.14 : On étudiera d’abord le cas où f est une fonction constante. 





Solution : Si f est une fonction constante de valeurs c ER alors 1, = (c" (b— a = c(b-— af ere C. 

Montrons que si f n’est pas constante sur [a, b] et si M = sup, y f alors In cn M. Raman Que M existe bien 
car f est continue sur le segment [a, b]. Ce maximum est de plus atteint en un point x € [a, b]. Soit € > 0. On suppose 
que € < 1. Il existe n > 0 tel que pour tout x € |xo-n,xo+n[nla,b], M-Ee < f (x) < M. Comme f est positive sur [a, b], 
il vient pour tout ne N : 


oen-um(f'(rcoy"as] <-(f 


l/n 
fx)" ax] 


Xo—n,Xo+n[n[a,b] 


<M-(M-e)(2n) "=M{1- (20) /")+e(2n) !" 


Comme Pr) ss 1, On peut supposer qu’à partir d'un certain rang N, on a pour tout n>N :1- (nat <e/(2M) 
ROC 
et Be < €/2. On obtient alors : 0 <M-—u, < e/2+e2/2 <e/2+e/2 =e car 0 <e < 1. En résumé, on a montré que 


pourn>2zN,|M-unl<Ee et) 
n— +00 
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Exercice 13.98  ©Q 
Trouver la limite de la suite de terme général 


1 1 
a — [ (arcsin x)" dx 
n! Jo 


T 1 
Solution: Soit n eN. Pour tout x € [0,1], 0 < arcsin x < : donc 0 < In < 27. Mais pour tout a > 1, par croissance 


comparées, a” = ue (n!) donc C2)" en 0. Par conséquent, 


Exercice 13.99 OC 
k+1 


1. Soit un entier k > 1. Encadrer l'intégrale 1; = [} Imtdt. 





2. En déduire un équivalent de la suite de terme général u, = nn!. 


Solution : 
1. Soit ke N*. Comme la fonction logarithme est croissante sur R*, pour tout te [k,k+1], on a: Ink<In 
In(k+1) et il vient que pour tout k>1,Ink<I£<lIn(k+1). 


2. Soit ne N*. En sommant ces inégalités pour 1 < k< n, on trouve que 
n n+1 
Î inrdr<innt< | nftdt 
1 2 


et puisque x— xln x-— x est une primitive de In sur [1,+ocof, on obtient l'encadrement suivant : 
nhn-n+1<inn'<(n+l)in(n+1)-(n+1)-2In2+2 


et l’on démontre ensuite facilement en divisant cette inégalité par nln n que (nn!)/(nln n) est encadrée par deux 


suites qui convergent vers 1. Par conséquent, |In(n!) - nlnn| 
n— +00 


Exercice 13.100 MN 


On considère la suite de terme général 








1 rt 
In = dt 
ju Î 1+i 


2. Trouver une relation de récurrence simple entre 1, et 1h-1 pour n> 1. 
On considère ensuite la suite dite de Mercator et de terme général 


1. Trouver limy_+0 In 


1 ds 2 sh 


Sn=1 Le Li 
FU 55 ae 


3. Exprimer pour n > 1,S, en utilisant I}. 


4. En déduire que la suite (S,) converge et préciser sa limite. 


Solution : 
1. Soit un entier n e N. Puisque pour tout t € [0,1], on a la majoration Te < 1”, on peut encadrer l’intégrale I} 
+ 
ainsi : 
: 1 
0O<I,< Î t'at= : 
0 n+1l 


Par le théorème des gendarmes, on en déduit que è 
n— +00 


2. Écrivons pour n> 1, 


l 
n 


L(t+1-1)8 1 ; 1 
In = a | Hd Le D. 
0 l+t 0 n 
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3. En exprimant], en fonction de I, on trouve que 


1 1 1 ni Œ : 
In=—-In1=—-——+lp2=..=—- He + —— + (D "To 
n n 


n-1 n n-l l 


En multipliant par (— 1) 1, on trouve alors que (— LU, =S» lo. Finalement|S, = lo + (— er. L 


4. Puisque |[(-1)"11,] = 1, = 


converge vers In2. 


dt 
0, il vient que Sy ——— Jo. Mais lo = 15 —— = ]n2 et donc la suite (S;) 
où n—+00 l1+t 





Exercice 13.101 OVO 
Étudier la suite (Un) de terme général : 


nT sin f 
un= | + 
TI t 


Indication 13.14 : On commencera par déterminer le signe de Un+1 — Un, PUiS Un+2 — u,, et l’on s’intéressera ensuite 
aux deux suites extraites U2n et U2n+1. 


Solution : Soit ne N. On calcule grâce au changement de variables u = t-— nn, 


G+DT sin ft T sinu 
unit | ee dr = (-0" | du 
nt a 0 u+nT 


Cp" a Tsin u 
U — Un = |\— ————————————————_—_—_—_—_—_— 
FE o &w+nm(u+(n+Dn) 
sin u 


? (u+nn)(u+(n+DT 
(u2p) est croissante et (u2,+1) est décroissante. Comme de plus, 


Puisque pour tout u € [0,7] > 0, on en déduit que U2n+2 — Un > 0 et U2n+3 — Uon+r1 < 0. Donc 


T |sinul 
lnt Mn | — 
o u+2nT 
en en déduit que les deux suites extraites (U2n) et (U2n+1) Sont adjacentes, et donc qu’elles convergent vers la même 
limite l. D’après un théorème du cours, la suite (u,) converge alors également vers I. 





Exercice 13.102 VV 
On note pour un entier n non-nul : 


n-1n-1 1 n n dy 
= Dern | ([ rs à 


1. Calculer l'intégrale I, pour n > 0. 


2. Déterminer un équivalent de la suite (1h). 


Indication 13.14 : On pourra utiliser un développement limité à l’ordre 1 de In en 0. 
3. EncadrerS, à l’aide de I, pour n > 0. 


4. En déduire un équivalent de (S;). 


Solution : 


1. Une première intégration suivant la variable x conduit à I» = je In(x+n+1) dx- Ji In(x+ 1) dx. En intégrant par 


parties, on trouve finalement|1, = (2n+1)In(2n+1)-2(n+1)In(n+1) | 


2. Pour tout x E ]-1,+0c0o[, on a : In(1+ x) = x+ 0, © donc si (un) est une suite réelle convergeant vers 0 alors 
X— 
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N(Îl+un)=uUn+ O (Un). Écrivons 
n— +00 


Ih (2n+1l)In(2n+1)-2(n+1)In(n+1) 
@n+1)(n(2n)+In(1+1/2n))-2(n+1)(nn+In(1+1/n)) 


l 1 1 l 
@n+1l)|In(2r)+—+ o L))-20+0 nn+—-+ 0o (=) 
2n n-+o\2n n n-+o\n 


3 
(2n+ D o (1) 


n n-+00 

néon 0 AU) 

2h02 | 1+ ————— 
2nln2 


——— ] 


. 


n— +00 


3. Comme x: 1/x est décroissante, et que 


on en tire l’encadrement 


d’où 1, <S, et en sortant les termes de la somme à gauche : 


n+1 
In < Sn <In+ = 
j=2 J 


; : À dt …. 
Mais toujours en comparant cette somme avec une intégrale, Die =. Hd = Finalement, 
ur 


In <Sn<ln+In(n+1) 


4. On tire facilement des deux questions précédentes que|Sh 2nln2 | 
N— +00 


Exercice 13.103 OVQ 
Pour ne N, on pose 





1. Justifier l'existence de I, pour n> 1. 


2. Déterminer la limite de la suite (1h) 1. 


Solution : 
1. Soitte [0,1[. Puisque 1-1"=1+1t+...+ pic 
2n-1 
SU EN 
1=? k=n 
Donc à n fixé, la fonction à intégrer est continue sur le segment [0, 1], donc l'intégrale T, existe. 


2. D’après ce calcul, on peut exprimer 1, à l’aide d’une somme : 


En encadrant pour i > 2, 1/i par deux intégrales : 


Fe) 
i t 1 i-1 É 


1. Une autre solution de cet exercice utilisant les sommes de Riemann est proposée dans l’exercice 13.120 page 594 
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on obtient un encadrement de I, : 


2n+1 dt 2n dt 
ni 
n+1l t n [A 


et donc 


n 
D'après le théorème des gendarmes, [in —In2 | 





13.7.13 Algèbre linéaire et intégration 


Exercice 13.104 VO 
Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues deR dansR. Si feE, on note T(f) = g l’application définie par 


X 
VxER, gu= [ tf(0 dt 
0 


1. Montrer que T est un endomorphisme de E. 


2. Déterminer KerT et ImT. 


Solution : 


1. La linéarité de T provient de la linéarité de l’intégrale. Si f € E alors par opérations sur les fonctions continues, 
la fonction t+- t f (t) est continue sur R et admet, d’après le théorème fondamental, une unique primitive F sur R 
qui s’annule en 0. Donc, pour tout xER, g (x) = F(x). Comme F est continue sur R il en est de même de geton a 
bien ge E. L'application T est bien à valeurs dans E. 

. Soit f e KerT et F la primitive surR de t— tf(t) qui s’annule en 0. Alors F=0 et F'=0. Donc pour tout t ER, 
tf (9 = 0. On en déduit que f est identiquement nulle sur R*. Comme f est continue en 0, on a aussi f (0) = 0. 
Donc f = 0 et KerT = {0}. L’endomorphismeT est injectif. Montrons que ImT est l’ensemble des fonctions 
définies sur R de la forme x xF(x) - G(x) où Fe €L(R) etoù G:xr JF dt. Soit feE. Notons F la 
primitive de f surR qui s’annule en 0 et G celle de F sur R qui s’annule en 0. Une intégration par parties livre : 


x x x 
r(9)= [ tf(9 dt= tro F(f dt=xF(x)-G(x) 
0 0 


donc T (f) € F. Réciproquement, si H= x xF(x) -G(x) € F alors H est de classe €! surR et pour tout tER, 
H'(D=F(9+1F(9-G'(9=tF (0 carG'=F. Donc H=T(F'(f) etHelmT. 





Exercice 13.105 ©Q 
Soient le R-espace vectoriel E = &® (R,R) et les applications : 


re ” ee 
POUF ee f Vlr — frwod 


1. Prouver que Y et y sont des endomorphismes de E. 
2. Calculer @owy et yow. 


3. Déterminer les noyaux et images de et w. 


Solution : 
1. La linéarité de @ provient de la linéarité de la dérivation et celle de y de la linéarité de l'intégration. 


2. Soit fe E. Comme f est de classe € sur R, elle est continue sur R et, d’après le théorème fondamental, elle 
admet une primitive F surR.Ona:VxeR, (wy(f))(x =F(x-F(0). Par conséquent : powy(f) = F'= f et donc 
wow = idg. De même, f' est de classe € sur et une primitive de f' surR est bien entendu donnée par f. Donc, 


pour tout wop(f)=w(f)=f-f(0). 


. Comme wow = ide est bijective, nécessairement @ est surjective et y est injective. Donc Imw = E et Kery = {0}. 
Par ailleurs, Ker est donné par les fonctions constantes sur R et Imw = {f € EP(R,R) | f (0) = 0}. En effet, si f 
est élément de ce dernier ensemble alors w(f') est la primitive de f' qui s’annule en 0. Il en est de même pour f 
et donc f = w(f'). Réciproquement, toute fonction de la forme x Ed f (® dt s’annule en 0 etest 6® si f l’est. 
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13.7.14 Formules de Taylor 
Exercice 13.106 O 


1. Montrer que pour tout ne N et pour tout xeR, on a: 


n ok 
D 


k=0 E 


pxpr+i el 








(n+ 1)! 
n xk 
2. En déduire lim ÿ—. 
n—+00 + k! 


Solution : 


1. Soit xe R*. On applique la formule de Taylor avec reste intégrale sur [0, x] à la fonction exp qui est 6® sur ce 


n. X£ X (x— te 
D + f ———— dt. 
&o* Jo n! 


segment : 


x UT Ixl _#In ot Ixl n+1 ,|x| 
Î see <[ LEURS ar< | lé He 
0 n! 0 n! 0 (n+1)! 


et on en déduit l’inégalité annoncée. 


[xJ#T ex Re x 
2. Comme SG Se 0 par le théorème des gendarmes |e*-Y" Fan _ rm) et De = as 


Exercice 13.107 © 
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale à la fonction x In (1+ x) entre 0 et 1, montrer que : 





1 1 1 (-1)"1 
——+,,,+ 


ne In2 
2 3 4 n n—+00 








Solution : La fonction x — In(1+x) est de classe 6% sur [0,1]. On montre facilement que Vne N*, Vxe 
(1) l(n-1)! 
{+x" 


n 
In2 > 


[0,1], In" (1+x = . On applique alors la formule de Taylor avec reste intégrale : 
DT E-D!, fa -9" CD"! 
(+2 nm (+ a+om 
1 . 18 Sntee 
+ 
0 


+...+ —— ——— 
A+n"(1+# 


1 — = 
4 n 


a 
De 
21e 


1-1" -#" IT OI) 1 1 
o A+n"(1+9 o 1+t\i+t o (+n"tl 


et on conclut comme dans l'exercice précédent. 





Exercice 13.108 © 
Soient f :R— R de classe €? et ae R. Montrer que : 


.. fta+h)-2f(a)+f(a-h) 
LD — 


h—0 h ni "(@ 


2cos(x)—-2 





En déduire lim 
x—0 x 


Solution : On utilise la formule de Taylor- Young à l’ordre 2. Pour tout h ER : 
h?2 
fta+h)= f(a)+f'(a) h+ f"(a) os (h?) 
—0 


et on remplace : 


f(a+h)-2f(a)+f(a-h) 
h2 


a 0 (0) te) 


: _ * ; : : : , : 2cos(x)-2 
On applique ce résultat à la fonction cosinus qui est bien de classe €2 surR en a = 0. On obtient : lim —_—_ 
x 5a 
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Exercice 13.109 Q 


Trouver 
.…. x(e*+1)—-2(e*—1) 
Lin — 
x—0 x3 


Solution : Utilisons la formule de Taylor- Young pour l’exponentielle en 0 à l’ordre 3 : 


X X X 3 
e=1+x+—+— + x E (x) avec E(x) —— 0 
> 6 x—0 


“il < 1 
Alors le numérateur s'écrit A + o(x) Le 7 et par conséquent, la fonction tend vers (el 
X— 





Exercice 13.110 O 
Soit f une fonction de classe 6 sur [0,1]. On pose pour x €]0,1[, 


GO — f(0) — x(f (D) — f(0)) 


8) = sin(Tx) 


Montrer que l’on peut prolonger g par continuité en 0 et 1. 


Solution : On écrit la formule de Taylor- Young pour f en 0 à l’ordre 1 pour tout x € [0,1] : f(x) = f (0) + xf’ (0) + 
o (x) et on remplace dans g (x) : 
x—0* 


xf'O+ 0,@-x(fH-fO)  fO+ 0,0-(fH-f0) 1 
ap ——_—_]—_—————— 00) 


sin (TX) x—0+ T x—0+ 


l 
et on prolonge f par continuité en 0 en posant f (0) = —(f'(0) — f (1) + f (0)). La formule de Taylor- Young appliquée 
T 


aux fonctions f et x sin(nx) en 1 à l’ordre 1 donne pour tout x € [0, 1] : 
f=fD+(x- 1) f' (1) + o (x—-1) et sin(nx)=-7T(x- 1) + a (x—1) 
X—17 x—1- 
et on procède comme précédemment : 


CfH+fH-fO)x-D+ 0 (x-1 -fO+f@-fO+ 0 (1 


: es 
se at (Cm 1) ts De (x-—1) _ milan o_( x-17 T FO-f +70). 
X— X— 





1 
On prolonge alors f par continuité en 1 en posant f (1) = —(f (1) — f' (1) + f (0)). 
T 


Exercice 13.111 OC 


1. Écrire l'inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle entre 0 et X € R. 


2. En déduire l’existence d’une constante C > 0 telle que : 
VneN*, Vxel[0,1], (a+ 7" 1 =in(1+) < _ 
3. Trouver alors deux réels a,beR tels que 
VneN*, f'urr)"are er? 
0 nn 


OÙ En —— 0 
n— +00 


Solution : 


1. On écrit l’inégalité de Taylor-Lagrange pour l’exponentielle entre 0 et X e RŸ : 


2 
IX -a+x/<% 


car SUP eo x] le" = €. 
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He 


2. Soient xe [0,1] et ne N. Comme (1+ x? = exp (£ina + x2)), avecX= Lin( + x?), on trouve que : 


In? (1+ x? 
+)" 1+=n(1+) ne 


In? (2) 
n2 


car 1+x2<2 


3. Posons a= fà dx= 1 et b= [y In(1+ x?) dx. On a alors : 


1 ï ï 
: 21/n b\_ D 1/n 1 5) C C 
en=|[ (1+x°) dx-a-— =|f (1+x°) 1-=hm(i+x) dx <[ adr< 72 


Donc fà (1+ 22)" 


n—+ 


b C 1 
dx=a+—+enet|nenl <— doncey = 0 =): Il ne reste plus qu’à calculer b par parties : 
n n œo\n 


1 1 1 x2 1 1 T 
= [ In(1+ x?) dx= [xin (1 + x2)] -2f —— dx =In2- 2+ | —— dx=In2-2+-. 
0 0 o l1+ 1+x2 4 





13.7.15 Sommes de Riemann 


Exercice 13.112 Q 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement k/n : 





Exercice 13.113 Q 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement k/n : 


1 


2n 1 n 1 
= at 
n 


me) ne) 


p=0 pP+ n p=1 l 


1 1 : 
On reconnaît une somme de Riemann :— 1 a Le — 0e In2. On en déduit que| uy ——— In2 |. 
p= Tan +] 7—+0 n—+00 


Exercice 13.114 Q 
Étudier la suite de terme général 





Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement k/n : 
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Exercice 13.115 Q 
Étudier la suite de terme général 


Solution : Soit ne N*. On met en évidence le groupement k/n : 


1 2 
F2 


K=T 


1 
On reconnaît une somme de nn © un À —— re D 0 2(V2-1) donc Un ——— VE 1) | 
ñ 


Exercice 13.116 © 
Déterminer la limite de la suite de terme général 








Solution : Soit ne N*. On écrit : 
MrÈ Te, 
k=1 
ï e”1/x e”1/* 
et on reconnaît une somme de Riemann. L'intégrale à calculer est J, —;— dx. La fonction f : x —— est prolonge- 
x x 


able par continuité en 0 en posant f (0) = 0 donc cette intégrale est bien définie. Une primitive de f sur R* est x— e-l/* 


donc l'intégrale vaut -1/e. En conclusion Fe © 
n— +00 


Exercice 13.117 Q 
Trouver la limite des suites de termes général 





n k2 
2 8k3 + n° 


Solution : Soit ne N. En mettant en évidence le groupement k/n, on reconnaît une somme de Riemann : 
JL _ x? dx 
Un — =) n— +00 —[ 8 3 + 1. = 
nK 18 (£) x 


On calcule la limite 1 = 34 In9 = m In3. 





Exercice 13.118 © 
Soient deux réels à > 0,f > 0. Déterminer la limite de la suite de terme général 


= D BE ENT 


Solution: Soitn> 1. Écrivons 
1% 1 


CS nm na+Bk/n 


[0,1] — R 
x —  l/(ax+fx) 
segment [0,1] et donc us Rare Je f(x dx. Reste à calculer cette intégrale : 
— +00 


On reconnaît alors une somme de Riemann. Posons f : . Cette fonction est continue sur le 


1 
Î f( dx = [n(a+px]} = In(1 + a/f) 
0 
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Exercice 13.119  ©Q 
Étudier la suite de terme général 


Solution : On reconnaît une somme de Riemann : 


= 21 (5) où 


n 
k=1 1+xV 1+x 


avec la fonction f qui est continue sur le segment [0, 1]. Par conséquent, la suite (u,) converge vers 


L x 
= || ne. 
o 1+XV 1+x 


C’est une intégrale d’une fraction rationnelle en x et en une racine n-ième d’une homographie qui se calcule grâce au 


x 
changement de variables t= {[——. On trouve alors : x= 2, =-1+-L,, dx= 219 et 
Ex 16 1-t (1-1) 
1/V2 2 UV2 °p2qt UV2 dr LUV2 qf 
= 1- P)t———— = —— > = 2 ne — 
J EDG 27 [ HE 7 +] 1=t +] 


Exercice 13.120 MN 


Pour ne N, on pose 





1. Justifier l'existence de I, pour n> 1. 


2. Déterminer la limite de la suite (1h). 


Solution : 


1. Soit te [0,1[. Puisque 1-#"=(1+6+...+1"1)(1-5, 


tt 2n 2n-1 
2. Lo 
l-t x—1- 


Donc à n fixé, la fonction à intégrer se prolonge par continuité sur le segment [0, 1], donc l'intégrale 1, existe. 


2. D'après ce calcul, on peut exprimer 1, à l’aide d’une somme : 


On reconnaît une somme de Riemann : 
Fm = — In 
ê À n+k > 1 nn 2h" ) 


LL) 
k=1 kT 


est une fonction continue sur le segment [0, 1]. donc 


= frac 


1 
né 





Exercice 13.121 VO 
Étudier la suite de terme général 


D 
> 


de 


Un = (n° +k 


Cou 
Il 
en 
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Solution : Comme les termes de u, sont strictement positifs, nous pouvons transformer le produit en somme en 
utilisant le logarithme. Posons pour ne N, v, = Inu,. On calcule alors 


1 £x à By. à 1 £a Do 
Vn=-4nn+—) In[n(+kf/n )J=-Y mA+k"/n) 
n = n E=1 


On reconnaît alors une somme de Riemann, associée à la subdivision du segment [0, 1] en 2n intervalles en écrivant 


2n 


1 k2 
ex — ÿ In 1+4 
On) = (Qn) 


[0,1] — R 


Comme la fonction f : : I 4) 


est continue sur le segment [0,1], vy ne PT — ae f(®) dt. En 
— +00 


1 1 1 >2u du 1 
intégrant par parties cette intégrale, on trouve I = 5 Jo In(1 + uw?) du = = [uin(1+ le T5 mens = Sas —2+ 
u 


5 
2arctan2 et donc finalement,u,, = e°n ———+ —e2arctan2 
n—+o0 e4 





Exercice 13.122 VO 
Trouver un équivalent de la suite de terme général 


1 /n(k2+ n?) 
He) = — 


k=1 n 


Solution: Soit neN. Écrivons u, en faisant apparaître le groupement k/n : 
l n 
Un = Vn= S V&/n}?+1=Vnvr 
k=1 
où v, est une somme de Riemann qui converge vers I = 1h Vx2+1 dx. Pour calculer I, le plus rapide est d’intégrer par 


parties : 
lin — 
faveur) f ARPlelee 
0 


x2+1 


ll 
d’où l’on tire 21 = V2+ [argsh x], et comme argsh x = In(x+ Vx2+1), on tire I= 2 + 5 In(1+ V2). Par conséquent, 


Un L + 2nû+ V2) vr| 


n— +00 





Exercice 13.123 VV 
Déterminer la limite de la suite de terme général 





ous 


Un = 
É nn" 


1 
Solution : Considérer v, =Inun = —[In(2n!)-In(n)-ninn]. On a 
n 


1 2n 
Un==[ ÿŸ Ink-nlnn] 


M EEn+1 


p+1 


121 
=— ) In(1+— 
5 2 ni nn 


Par conséquent, v, est une somme de Riemann qui converge vers I = x In(1 + x) dx (la fonction est continue sur [0, 1]). 


ne ; _ 4 
Grâce à une intégration par parties, on calcule| 1=21n2 —1 |. La limite de u, est donc —. 
e 
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base 14 


Développements limités 


Pour bien aborder ce chapitre 


On a mis en évidence dans le chapitre précédent les formules de Taylor. Celle de Taylor-Young, en particulier, permet 
d’approximer dans un voisinage d’un point donné, à la précision voulue, une fonction par un polynôme. Cette approxima- 
tion, comme nous l’avons expliqué, sera d’un grand intérêt pour connaître localement le comportement d’une fonction. 
Le problème est cependant de déterminer le polynôme de Taylor. En effet, à l’exception de quelques fonctions simples, 
la formule de Taylor- Young, pour être appliquée, demande de connaître les différentes dérivées de la fonction étudiée et 
celles-ci, en général, sont difficiles à calculer. 

Pour répondre à ce problème, nous allons introduire dans ce chapitre différentes techniques qui permettront, à partir des 
polynômes de Taylor des fonctions usuelles, de calculer le polynôme de Taylor pour une large classe de fonctions. 


14.1 Développements limités 


Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle de R non trivial (non vide et non réduit à un point). 


14.1.1 Définitions 


DÉFINITION 14.1 Développement limité 

Soient une fonction f : I — R et un point adhérent x € I. Soit n e N. On dit que f admet un développement limité à 

l’ordre n au voisinage de x s’il existe un polynôme P de degré < n, une fonction € : 1 — R vérifiant € (x) ——— 0 tels 
X— X0 


que 
Vxel, f(x =P(X+(x- 2x0)" E(x) 


— Le polynôme P est appelé partie régulière ou partie principale du développement limité de f en xo. 
— La fonction x (x- x0)"e (x) est appelée reste du développement limité de f en x. 





Remarque 14.1 
— Avec les notations précédentes, 
(x-x)"e(x)= 0 ((x-x)") 
X— X0 
— Par le changement de variable 
h=x-Xx) SixeR 
a Si Xo = +00 


on peut toujours se ramener à un développement limité en xo = 0. 


On se limitera désormais à l’étude des développements limités en 0 


14.12 DL fondamental 


1 
THÉORÈME 14.1 DL de er 

— X 
La fonction 


R\{} — R 
rl 





admet, pour tout ne N un DL à l’ordre nenOetona 


1 
VxeR\{1}, =l+x+x+..+x4 0 (x!) 
1— x x—0 





Démonstration Soit xE R\{1}. On a, par application de la formule donnant la somme des n premiers termes d’une suite 























géométrique 
n+1l n+1 n+1 
1 _1-x x # 2 n, X 
— = —— + =l+X+X ++ x + 
l—x l—x l—x l—x 
n+1 
mais = x" et — 0 et donc : =1+x+x +++ o (x). 
l—x 1x  1—-x x-0 l—x x—0 


COROLLAIRE 14.2 


1 
—— =1-x+x2-..+(-1) xt+ o (x') 
1+x x—0 





Démonstration Il suffit de remplacer, dans la formule précédente, x par —x pour obtenir la première formule ou de remplacer x 
par x? pour obtenir la seconde. 


14.1.3 Propriétés 


PROPOSITION 14.3 © Unicité du DL 
Soit une fonction f admettant un DL d’ordre n en 0. Alors la partie régulière du DL d’ordre n en 0 de f est unique. 
Autrement dit, s’il existe des polynômes de degré n P1 et P> tels que 


GI = P1(x) + o(x”) = P2(x) + o(x”) 





alors P; = P2. 


Démonstration Notons P1 = ag+ax+...+anx" et Po = bo+bix+...+bhx". Il existe donc une fonction € :1— R telle que, 
pour tout x EI, P1 (x) — P2 (x) = xle (x) et e(x) 0. On peut ainsi écrire 





x—0 
(ao — bo) + (a -b1)x+...+(an —Dn)x" = x'e(x) 
En passant à la limite lorsque x — 0 dans cette égalité, on obtient ao — bo = 0 et donc ap = bo. On a donc 


n-1 


(a -b)+..+ (an bn) le x le (x) 


En appliquant ce procédé n — 1 fois, on prouve que a1 = b1, …, An = bn et donc que P] = P2. 


PROPOSITION 14.4 Troncature d’un DL 


Soit une fonction f admettant un DL à l’ordre ñ en 0. Soit un entier naturel p < n. Alors f admet un DL à l’ordre p en 
0 et celui ci est obtenu en ne gardant que les termes de degré inférieur à p dans la partie principale. 





Démonstration Comme f admet un développement limité à l’ordre n en 0, il existe P = ap+a1x+...+anx" € Ra [X] ete:I—R 
telle que £ (x) 0 et f(x) = P(x) + x"e (x). Par conséquent 





x—0 


fo 


a+ x+...+ app + ap+1x Pl +. + anxl + xl (x) 


= ag+ax+...+apx) +xP (aps1x +... +anx" P + x Pe(x) 


ao+a1x+...+apxP + xPe] (x) 





Où €] (X) = Ap+1X+...+ anx"P + x" Pe(x) vérifie bien, par opération sur les limites e1 (x) - 0. 


X— 


PROPOSITION 14.5 Utilisation de la parité 


Soit une fonction f admettant un DL d’ordre ñn en 0. Si f est paire (impaire) sur un voisinage symétrique de 0, alors la 
partie principale de son DL à l’ordre n en 0 ne contient que des puissances paires (impaires). 





Démonstration  Effectuons la démonstration dans le cas où f est paire. Le cas impair se démontre de la même façon. Comme 
la fonction f est paire, on a VxEeR, f(x) = f(-x). Si f(x) = ap+ ax +...+ anx" + o (x) alors f (—x) = 49 -a1x+...+ 
X— 


an(-L'x"+ 0 . (x). Par unicité du développement limité de f en 0 à l’ordre n, on a donc, pour tout k e [1,n] impair ay = -ay 
X— 


ce qui n’est possible que si ay = 0. 
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14.14 DL et régularité 


THÉORÈME 14.6 © DL et dérivabilité 
Soit une fonction f :1— R définie sur ]0, a]. On suppose que 


Qu) La fonction f admet un DL à l’ordre 1 en 0 f(x) = ap + ax +o(x) 


Alors la fonction f se prolonge en une fonction 


[0,aJ — R 
Fe six£0 


a si X=0 


X 


dérivable en 0 avec f/ (0) = 4. 








Démonstration Puisque pour x Z 0, FCO = 4) +41X+ XE(X) . ao = fo). la fonction f est continue en 0. Le taux d’accroisse- 


X— 
ment de f en 0 s'écrit pour x £ 0, 
fo - (0 aix + XE(X 
fx) FO) _ 1 sn 
x—0 x x— 





a 
0 1 


ce qui montre que f est dérivable en 0 avec f (0) = a. 


THÉORÈME 14.7 © Une fonction €” admet un DL d’ordre 7 
Soit f :1— R une fonction définie sur un intervalle avec 0 E I. On suppose que 


(Cm) fee" 


Alors la fonction f admet un développement limité en 0 à l’ordre n donné par 


jo (0) 


o de eo) oo) 
2! n! 


ÉARÈPE x" +o(x") 


FH = f(0)+ f'(O)x+ 





Démonstration C’est la formule de Taylor- Young (13.40 page 539) 


Remarque 14.2 Cette formule permet de justifier l’existence d’un développement limité. Elle a donc un intérêt 
théorique. Pour calculer effectivement les coefficients de ce DL à l’aide de cette formule, il faut pouvoir calculer les 
dérivées successives de la fonction en 0 ce qui n’est possible que pour des fonctions simples. 


Remarque 14.3 La réciproque du théorème précédent est fausse comme le montre l’exemple fondamental suivant. Soit 


n 22. Considérons la fonction 
R — R 


SH xtlsin(1/x") six£0 
X E—> 
0 si X=0 


Cette fonction admet un développement limité à l’ordre n en 0 puisque 
f(x =0+0x+-..+0x" + x"Ee(x) 


où e(x) = x" sin(1/x") pour x Z 0, avec [e(x)| < |x|” er 0. La fonction f est bien continue en 0 puisque f(x) _. 0 = 
X— X— 


f (0). Elle est également dérivable en 0 puisque |f(x)/x| < |x|” pars 0. Elle est dérivable en x Z 0 avec 
X— 
f@=(n+1Dx"sin(/x")- ncos(1/x") 


et f' n’admet pas de limite lorsque x — 0 ce qui montre que f n’est pas de classe €! sur R. 
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B10 13| William Young, né à Londres le 20 octobre 1863, mort à Lausanne le 7 juillet 1942 


Mathématicien Anglais. William Young, issu de parents épiciers, montre dès le pri- 

maire un fort potentiel pour les mathématiques à tel point que le directeur de son 

école, Edwin A. Abott, auteur d’une célèbre livre de mathématiques, ” Flatland”, 

l’encourage à poursuivre ses études dans cette direction. Young entre à l’univer- 

sité de Cambridge en 1881. Il est assez probable qu’il ne se serait pas intéressé à 

la recherche s’il n’avait pas rencontré sa futur femme, Grace Chisholm, elle même 

tout juste docteur en mathématiques suite à une thèse avec Félix Klein. Young s’est 

intéressé à la théorie des fonctions réelles et a découvert, de manière indépendante 

de Lebesgue et avec un autre formalisme, la théorie d’intégration dite de Lebesgue, 

qui généralise celle de Riemann. Il s’est intéressé aux séries de Fourier et aux séries 

orthogonales. Sa contribution majeure est sans doute celle apportée au calcul dif- 

férentiel pour les fonctions à plusieurs variables qui inspira de nombreux livres 

d’enseignement consacrés à ce sujet. Young fit de nombreux voyages et visita de 

nombreuses universités en Europe, Amériques, Asie et Afrique. En 1940, alors que la seconde guerre mondial a 
éclaté, il se retrouve coincé à Lausanne et ne peut rejoindre sa femme et ses cing enfants. Il passa ainsi les deux 
dernières années de sa vie dans la détresse de cette séparation. 





14.2 Développement limité des fonctions usuelles 
14.2.1 Utilisation de la formule de Taylor-Young 


PROPOSITION 14.8 DL classiques à partir de Taylor-Young 

On obtient les DL classiques suivants en 0 en calculant les dérivées successives en 0 et en appliquant la formule de 
Taylor-Young. 

— Fonctions exponentielle et hyperboliques : 


— Fonctions trigonométriques : 
2n 


y x 2n+1 
Mol map ) 


2n+1 


co 
+ (=D =———> + 0 (272 
D Qn+1)! il ) 
— Fonction logarithme : 
In (1 + x) 


In (1— x) 


— Fonction x (1+ x)* avec a ER : 


(4) 
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l 
Remarque 14.4 Cette dernière formule appliquée à «à = 5 et n = 2 donne 


2 


ice ques (x) 
2 8  x—0 
2 
TE (x) 
2 8  x—0 


Remarque 14.5 Parmi ces DLSs certains s’obtiennent de manière plus rapide qu’en appliquant la formule de Taylor- 
Young grâce aux théorèmes que nous allons maintenant introduire. 


14.3 Opérations sur les développements limités 
14.3.1 Combinaison linéaire et produit 


PROPOSITION 14.9 Combinaison linéaire et produit de DLs 
Soient deux fonctions f et g réelles définies sur I admettant en 0 des DL d’ordre n 


Vxel, f(x =P(x+ 0, () et g(x)=Q(x+ o (+) 
Xe XL 


où P et Q sont des polynômes réels de degré n. Soient (a,f) € R2. Les fonctions af + Bg et f x g admettent des DI 
d’ordre ñn en 0 et ces DLs sont donnés par, pour tout xeI 


(af +8) = (aP+BQ)G+ 0 (x°) 
(Fx8)@ = R@+ 0 (7) 





où R(x) est égal au produit P (x) Q (x) auquel on a retiré tous les termes de degré > n. 


Démonstration Pour i = 1,2, il existe des fonctions €; : I — R telles que f (x) = P (x) + x"e1 (x), g (x) = Q (x) + x/e2 (x) et 
€; (X) 0. 





x—0 
+ Ona donc : 


af (x) +Bg (x) = aP (x) + BQ (09 + x”! (acer (x) + Be2 (x)) = aP (x) + BQ (0 + x/e (x) 


avec E (x) = ae (x) + Be2 (x) 





. 0 par opérations sur les limites. Par conséquent af +fg admet un développement limité à 
X— 
l’ordre n en 0 de partie régulière a«P +f$Q. 


* Pour le produit, 

P (x) Q (x) + 2/7 Q (0 € C0 + x P (0) €2 C0 + 27 lex (10 € (x) 
RGO + 27 (xS (19) + Q (0 ex (9 + P (9 €2 (0) + x e1 (0e2 (0) 
R(x) + x"e (x) 


f gx 


Il 


où 
A Rest un polynôme de degré n et S un polynôme de degré n - 1 tels que P (x) Q (x) = Rx) + x"+15 (x) 
A E (x) = xS (x) + Q (x) € (x) + P (x) €2 (x) + Xe (x)e2 (x) pars 0 par opération sur les limites. 

x— 


14.3.2 Composée 


PROPOSITION 14.10 Composée de DLs 
Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de 0. On suppose que 


QH) La fonction f admet un DL d’ordre ñn en 0, f (x) = F(x) + Le (x) où F est un polynôme de degré n. 
es 


Ci) La fonction g admet un DL d’ordre n en 0, g (x) = G(x) + “A (x”) où G est un polynôme de degré n. 
= 


Su 


Alors la fonction composée go f admet un DL d’ordre ñn en 0 de partie régulière obtenue en ne gardant que les termes 
de degré < ñn dans le polynôme GoF. 





Démonstration Admise 
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14.3.3 Quotient 


PROPOSITION 14.11 
Soit une fonction u définie au voisinage de 0. On suppose que 


Cm) lim u(x) = 0 
x—0 


Ci) u admet un DL d’ordre ñ en 0 de partie régulière un polynôme P. 


l 
Alors la fonction x— TES admet un DL d’ordre ñ en 0 de partie régulière obtenue en ne gardant que les termes de 
— u(x 
degré inférieur à n dans le polynôme 1+P+P2+:..+pP7. 





Démonstration Appliquer le théorème de composition de DL à la fonction définie par g(y) = 1/(1-— y) (qui admet un DL à tout 
ordre) et à la fonction f = u. 


PROPOSITION 14.12 Quotient de DLs 
Soient deux fonctions f et g définies au voisinage de 0. On suppose que 


Qu) Les fonctions f et g admettent des DL d’ordre n en 0. 


oo 


alors la fonction : admet un DL d’ordre n en 0. 
8 





Démonstration Puisque ! Z 0, nous pouvons écrire pour x EI, 


fG __f@ _1 fx 


go 18 11-ux 
l 








0. 11 





où u(x) = 1-g(x)/l. La fonction u admet un développement limité à l’ordre n (combinaison linéaire de DL) et u(x) : 
X— 
suffit d’appliquer la proposition précédente. 


Ce théorème permet de déterminer les DLs suivants : 


: | Pour calculer le DL à l’or de n de E 
8 


On suppose que g(x) = 1+4x+...+anX" + 0,7). Alors : 
X— 


1 
avecu=-|ax+...+anx"+ o (x”) 
—u x—0 


1+u+u+...+u"+ 0 (u”) 
x—0 


Last... Fat) tlaxs. ra) + CD ant. a)" 4 0, (#7) 
X— 


qu’on développe et tronque en ne gardant que les termes de degré < n. 


COROLLAIRE 14.13 
On a : 





14.3.4 Développement limité d’une primitive 


THÉORÈME 14.14 Primitivation d’un DL 
Soit I un intervalle de R tel que 0 el et f :I1 — R. On suppose que 


Cm) la fonction f est dérivable sur l’intervalle I. 
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P'(x) 
——— 
Ci) la fonction f’ admet un DL d’ordrenen0,Vxel, f'(x)= a0+@x+...+anx"+ 0, 
a 


Cu) fO)——1eR. 
x—0 


alors la fonction f admet un DL d’ordre n+ 1 en 0 obtenu en primitivant la partie régulière du DL de f’ et en ajoutant 


la limite de f en 0: 
a a 
f = L+ ax + Ptit nd + 0 (ui) 


P(x) 





2 n+1 
> : nn x x 
Démonstration Pour fixer les idées, supposons que 1=]0, al. Posons, pour tout xe I, F(x) = f (x) —| aox + a1 +...+4n 





n+1 
et F(0) = Z. La fonction F ainsi définie est continue sur [0, al et dérivable sur ]0,a[ avec 


Vxe]l0,al, F'(=f'(x)-(a0+a1x+...+anx") = 0 (7) =x"E 0 
X— 











où E(x) : 0. Soit xe]0,al. La fonction F est continue sur [0, x], dérivable sur ]0, x[. D’après le théorème des accroissements 
X— 
finis, il existe 0 (x) € ]0, 1[ tel que F(x) —-F(0) = xF'(B(x)). Remarquons que la fonction 8 ainsi définie vérifie 0 (x) 0. On a alors 
X— 
2 xt 
fG)-1- | apx+a —+..+an = XIE (6 (x) = o(x"*1) 
2 n+1 





En effet, par composée de limites, & (8(x)) . 0. 


X— 
Ce théorème permet de déterminer les DLs suivants : 


COROLLAIRE 14.15 


n(1+x) 
arctan x 
argth x 


arcsin x 


& 
4 


1 
2 
1 
2 


argsh x 


= 
| 





arCCOS X 





; | TT 4 
Remarque 14.6 Le dernier s’obtient en remarquant que arccos x = 2 arcsin x. 


Remarque 14.7 Attention : On peut primitiver les DL mais pas les dériver. L'existence d’un DL à l’ordre ñn pour une 
fonction f dérivable n’implique pas toujours l’existence d’un DL à l’ordre n—1 pour la fonction f”’. Pour s’en convaincre, 
reprendre l’exemple 14.3 page 598 où la fonction f possède un DL à l’ordre n > 2, alors que f” n’était pas continue en 
0 donc ne possédait même pas un DL à l’ordre 0! 


On peut tout de même dériver des DL dans certains cas, maïs il faut le justifier en utilisant les propriétés du cours. 


Exemple 14.1 On suppose que 
Gui) la fonction f est de classe €” sur I. 


Alors la fonction f’ admet un DL à l’ordre (n— 1) sur I de partie principale le polynôme P' où P est la partie principale 
du DL de f. C’est une conséquence de la formule de Taylor-Young. 
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I=]-x/2,x/2] — R 


. Elle est dérivable sur I et vérifie une équa- 
x —— tanx 


Exemple 14.2 Considérons la fonction f : 
tion différentielle. 
Viel, fH=1+/f°( 


Utilisons cette équation différentielle pour déterminer le DL à l’ordre 5 de f en 0. 
— Puisque f est de classe €° sur I, d’après Taylor- Young, elle possède un DL à l’ordre 5 en 0. De plus, comme f est 
impaire, on peut écrire 
GI = ax + a3x° + a5x° + o(x°) 


— Par opérations algébriques sur les développements limités et en utilisant l’équation différentielle, la fonction f’ admet 
donc un DL en zéro à l’ordre 4 donné par 


2 
f'@) =l1l+x & + ax + o()] =l1l+x [a +24] ax + o(x?) =1]1+ a +24 a3x* + o(x*) 
— Par primitivation de DL et puisque f(0) = 0, on obtient que 


2 
a 244 
FX = x+ rh + —— 6 +o(x°) 


— Par unicité du DL de f, on en tire que & = 1, di 13 = a3 et 24a1a3/5 = as d’où par résolution de ce système, & = 1, 
a = 1/3 et a5 = 2/15. 


L'intérêt des développements limités est essentiellement pratique. Il faut savoir calculer rapidement des développements 
limités simples. Vous pouvez consulter maintenant l’appendice C.4.5 page 1210 pour apprendre à calculer efficacement 
les DL et étudier leurs applications en analyse. 


En résumé 


d Les calculs de développements limités sont avant tout des calculs sur les polynômes. Afin d’être efficace dans ces 
derniers, une lecture du paragraphe B.4.2 page 1170 s’impose. 

2 Pour apprendre à prévoir l’ordre d’un développement limité et savoir les utiliser pour déterminer des équivalents 
ou des limites on pourra consulter le paragraphe C.4.5 page 1210. 

3 Vous devrez prendre de l’aisance dans les calculs de développements limités, il serviront souvent aussi il con- 
viendra de les manipuler avec efficacité et sûreté, ce qui demande au départ de pratiquer un assez grand nombre 
d'exercices calculatoires. 
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14.4 Exercices 


14.4.1 Calcul de développements limités 


Exercice 14.1 ©O 
En utilisant la formule de Taylor- Young, trouver les développements limités en 0 à l’ordre n des fonctions suivantes : 


1. fixer e* 4. f:xe- chx 
l 
2. fix sinx fixe — 
f l— x 
3. f:x-— cosx 6. f:x-In(1-x) 


Solution: SoitneN. 
1. f est de classe €" sur R et pour tout ke [0,n], f(® (x) = e* donc, par application de la formule de Taylor- Young, 
n 


fx) PSE eee (6) 
X) — Gr A PO EL Xe 
Tr n! x 20 


. f est de classe €" sur R et pour tout k € [0, n], fe (x) = sin (x+ k=) donc, par application de la formule de 
3 x2P+1 


Taylor- Young, f (x) = TL Re (—-DP ETES 


nt lu 
3! (2p+1) se) | 


x—0 2 


. f est de classe €” sur R et pour tout k € [0, n1], lo (x) = cos (x+ k=) donc, par application de la formule de 


DA 2p 
Taylor- Young, f (x) = 1- ts | Creer o (rlous— [5] 


2! 4! (2p)! x-0 


ch x si k est pair 


. f est de classe €" sur R et pour tout k € [0,n], f® (x) = donc, par application de la 


sh x si k est impair 
2 2p 
formule de Taylor- Young, f (x) = 1+ _. + _. +...+ Er 0 [Sri Où p = [5] 


. f est de classe €" sur R et pour tout k € [0,n], f(x) = — donc, par application de la formule de 


a-xf 
Taylor- Young, f (x) = esse ar ans ont 0, (x). 
X— 


(k—1)! 


. f est de classe €” sur R et, utilisant le calcul précédent, pour tout k € [0, n], Fe Cie ü JE 
— X 


donc, par 


2 n 
application de la formule de Taylor- Young, f (x) = -|x+ — SP 080 ne |}ar a (Eco) 
n}) x- 





Exercice 14.2 Q 
Soient f :R— R définie par : 


fo = six £0 


Osix=0 


Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0 mais que f n’est pas deux fois dérivable en 0. 


Solution : On a: LD = xsin (À) Ar 0 d’après le théorème des gendarmes. Donc f admet un développement limité 
X— 


ECS 
X 


d’ordre 2 en 0 donné par f(x) = 0, (x2). D'autre part _ 
X 


= 


=: sin )—0et 
X— 


ES R0) 3x2 sin(1/x) — xcos(1/x) 
x se 


= 3xsin(1/x)-cos(1/x) 





qui diverge quand x tend vers 0. Donc f n’est pas deux fois dérivable en 0. 


Exercice 14.3 Q 
Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xo = 0 à l’ordre indiqué : 
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1. sin xcosx à l’ordre 5 4. sh xcos x à l’ordre 5 


1 
2. (1+x) 2 à l’ordre3 5. e*V1-— x à l’ordre 4 
3. arctan x à l’ordre 5. 6. e* à l’ordre. 


Solution : 
1. Par produit de DLs : 


sin X COS x 


On retrouve ce résultat en écrivant sin x cos x = à sin (2%). 


. Appliquant les formules usuelles : 


SE Tu: ; 
A+x) 2 = me" *,2,) 


_. 1 Ron 
. Utilisant les formules usuelles, on à : ee 1-x2+x4 OA (x*) et donc par primitivation : 
X Xx— 


1 3 1 5 
arctanx=x--x +—x + 0 


5 


. Par produit de DLs : 


sh xcos x 


. Par produit de DLs : 


. Par composition de DLSs : 





Exercice 14.4 O 


Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xo = 0 à l’ordre indiqué : 





1. (e*—-1)(sinx- x) à l’ordre6 4. tan x à l’ordre 5 

2. à l’ordre 6 5. arcsin x à l’ordre 5 
Et | 6 In(1+ x) one 

3. In(%%) à l’ordre 4 x à l'ordre 
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1. Par produit de DLs : 


(e*—1) (sinx- x) 


2. Par composition de DL : 


3. Par quotient de DLs : ee 


=D 


ne (x*) et donc par composition de DLs, on a : 
X— 


130 


inf1- — + —+ 
6 130 


o ()) 


x—0 


2 4 \2 
| 2 a) ob 
6 180 x—0 





l 
4. On a prouvé dans la question 2 que 
C 


Voir aussi l’exercice 14.14. 


5. Utilisant les formules usuelles : 


1-— x2 


6. Par quotient de DLs : 


In(1+x) 
e*—1 


X a 
=1+ cd FA + 0 1) et donc par primitivation : 
X— 


x 


: 3 
arcsinx=x+—+"—x+ 0 (4) 
6 40 x—0 


= 
| 
+ 


= 
| © 
[=] 


ns 
= 

5 

7 


FRIRI 


= 
+ 
+ 
© 
Cu 
& 
ÈS 
— 


# 
Î 
So 


= 
| 


em 
+ 
Dix IDIs D 
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Exercice 14.5 © 


1. (1+2x)* à l’ordre5 
2. In(1+sh x) à l’ordre 4. 


3. In (cos x) à l’ordre 6 


Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xo = 0 à l’ordre indiqué : 


4. /cos x à l’ordre 4 
5. el à l’ordre 3 


6. th x à l’ordre 3 


Solution : 


1. Par produit et composition de DLs : 
(+ 2x)” e*nA+2x) 


8 
x[2x-2x2+—x$-4xt+ o (xt) 
e 3 x—0 


8 
2x2-2x3+—x4—4x5+ o (x5) 
e 3 x—0 


14 
1x 2x0 L*-8x + 0 (64) 


x—0 


2. Par composition de DLs : 


In(1+sh x) 


3. Par composition de DLs : 


In (cos x) n(1+(cosx-1)) 


2 A 6 
EC x 
ifi-(e-se + o () 
2 24 720 x-0 


1 6 
— =] + o (xf) 
12 45) x-0 


2 


SE GE 5 
4. Comme V1+x=1+ Are Da 0 (x{), par composition de DLs : 
X— 


v cos x V1+(cosx-—1) 
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6. Par quotient de DLs : 





Exercice 14.6 O 


Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xo = 0 à l’ordre indiqué : 








1. In [#) à l’ordre 3 4. a+? à l’ordre 3 
; à l’ordre 3 5. In{shx) à l’ordre 4 
thx tanx 
3. V1+cosx à l’ordre 5 6. n(1+V1+x) à l’ordre 3 


Solution : 


1. Utilisant les formules usuelles : 


Int) nue 


x 2 5 
2 CORNE + 


X 2 
o (x°) etquethx=x-—+—x+ 
15 x—0 3 


15 x—0 
l l l 


thx t OL TDTEONS 
re ue Ée) re. ve) 
3 15 x—0 


2) 4 


Vl+cosx Fe o (x 
À 


24 x—0 


A Cri CE, 5 
re mn 


: 
1-—+——|+ 0 (x) 
8 384) x-—0 


sb In(1+x) 
(1+x)x e x 


DT + 0, () 


x 
D 2 (4) 
6 120 x-0 


x2 x 


HHDRNE SERRE" 4 
mA) 


2 x 


SE 
mf1+VT+x) mi2+—--—+—+ 0 
2 8 16 
x 2, x 
m2|1+--—+—+ 0 {x 
4 16 32 x-0 
x BP 
m2+In|1+--—+—+ 0 [x 
4 16 32 x-0 





Exercice 14.7 O 


Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en xo = 0 à l’ordre indiqué : 


1. x sin(tan(x)) à l’ordre 7 4. V3+cos x à l’ordre 3 
2. eYX à l’ordre 3 5. x sin$(x) à l’ordre 9 
3. (n(1+x))? à l’ordre 4 6. In(3e* + e7*) à l’ordre 3 


Solution : 


1 17 
1. Comme tan x = x+=x%+—x+——x7+ 0 (x/),ona: 
3 15 315 x—0 


1 l 
+ — 2 - — x + 0 (x°) 
120 5040 x—0 


sin (tan x) 


1 
à 
6 40 1008 
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1 
1+—x-— + — x 


e 2 2 16 
IL Al 


—x——x2+— x 


e.e2 2 16 


3 3 
+ 0 (x 
oil ) 


3+ o (x) 
x—0 


1 1 1 
CR 
2. 2 


(In(1+ x)? 


l 
In A+ 2x +227 + mx + Oo) 


x—0 


1 De 
In4+In|1+-x+-x+— x + 
2 2 12 


l 
a À 
8 


l 3 
2In2+-x+-x 
2 8 





Exercice 14.8 O 


Déterminer les développements limités des fonctions suivantes en x à l’ordre indiqué : 


In x 
. — en X = 1 à l’ordre 4 


1. sin(x) en xo = ? à l’ordre 3 4 
_ 


Ii à TT, 
2. cos(x) en xo = 3 à l’ordre 4 5. sinxcos3x en xo = : à l’ordre 2 


3. e* en xo = 1 à l’ordre 4. 6. arctan x en x = 1 à l’ordre 3 
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T T 
1. Posons t = x- 2 Chercher le DL(2,3) de sin x revient à chercher celui de sin(t+ 2) en 0 : 


” T 
sin(1+ =) 
4 


2) 
on (sin {+ cos f) 


a _ à TT 
2. Comme précédemment, on se ramène en 0 en posant {= x——. 


T 
cos(r+ =) 
3 


3 . 
—Ccos{-—sint 
2, 


2 
Ve Rs 
1-— tr + — 
12 48 





3. On se ramène en 0 en posant ft = x— 1. Il vient: 


e 


e.e! 


LT à 
e[1+t+—+—+—+ 0 (r) 
2 6 24 1-0 


Le Co: -n*)) 
e[l+(@-D+S D + G-D + G-D +0, (@ 1)°) 


4. On pose t=x-1: 


n(1+5) 
(1+ 1)? 
n(1+5) 
1+21+1r2 


BE Ep 4 2 3 3 
D cr PC (£ )}(1-2r+36 -4t"+ o (f) 


4 1-0 1—0 


5 13 
Poe 
2 3 12 


D one D _ 114 
GONE ON ne EU +.0,(@ 1)°) 
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T 
5. Posons t = x- = 


: : T 
sin XCOS3X sin (1+ ZJcost+x 


: T 
=sin(s+ ZJeost 


1 3 
— ee cost 


2 2 4 


V3 1 


———— 


(Se ; 


6. Utilisant directement la formule de Taylor- Young, on trouve : 


arctanx = LR 0 ((x— 15) 
4 2 4 12 x—1 





Exercice 14.9 OC 
Trouver le DL(0,2) de la fonction définie par 


Solution : Écrivons la fonction sous forme exponentielle et utilisons les DL classiques : 


es He) 
X 


Sinfi-vér1n20xt 0 (xt) 
ex x—0 
3 2 4 A 
=1/6%=1/180%" 0 (x 
à 220 ) 
—1/2-1/60x?+ o (x?) 
e x—0 


2. 2 
Per iOUe +0, (x ) 
nn Ë — 1/60x? + 0 (2°) 
Su 


l l 


Ve 60e 


5 2 
x +0, (x ) 





Exercice 14.10 OC 
Déterminer le DL(0,4) de la fonction définie par : 


(cos x)! +sinx 


Solution : On met la fonction sous forme exponentielle et on utilise les DL classiques : 


(cos x)! *Sinx _— et sin x) In(cos x) 


(1+x-1/6x%)(—-1/6+x2-1/180x4)+ 0 (x) 
e x 


—1/2x2-1/2x$-1/12x#+ o (xt) 
e x—0 
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Exercice 14.11 VO 
Déterminer le développement limité à l’ordre 4 en 0 de la fonction définie par 


x etcosx 


4-1/2x2+1/24x{+ o (xt) 
e x—0 


e+cosx 


4 —1/2x2+1/24xt+ o (x*) 
e e x—0 


1 l 
_ éfi-séraxts 0 () 
2 6 x—0 





Exercice 14.12 AV] 
Déterminer le DL(0.,4) de la fonction définie par 


(+V1+3x2)72 


1 
Q+vi+x2)/2 = |2+1/2x2-1/8xt+ 0, (x) 
X— 


1/2 
= V2|1+1/4x7-1/16x* + o (x) 
X— 


= V2|1+1/8x7-5/128x% + o,(#)) 
X— 


= RCE o (x) 


128 x—0 





Exercice 14.13 OC 
Déterminer le DL(0, 2) de la fonction définie par : 


Solution : 
: . (l1+x 1 _. 2. 
La fonction f : x arcsin : est @° est voisinage de 0 et au voisinage de 0, on a : 
+x 


l 
! 
ON 
1 


l 1 


2V31+x/2 /1+2/3x 
1 
23 h- 12x+ 0,0) h- 1/3x+ 0 () 
1 
— (i-5r6x+ oO &) 
x—0 


2V3 


donc par primitivation : 





Exercice 14.14 


— Calculer ff A +tan? d dt. 
— Déterminer le DL(0,10) de x tan x. 
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Solution : 

— Ona + tan? t) dt =tanx. 

— On va se servir de deux arguments : 1) La primitivation fait gagner un ordre. 2) pour les fonctions paires ou impaires, 
la moitié des coefficients sont nuls, ce qui permet de gagner aussi un ordre. Par ailleurs, la fonction x — tan x 
admet des développements limités en 0 à tous ordres. On a donc successivement, en intégrant puis en élevant au carré : 


1+tanx=1+ 0 (x) 
x—0 


tanx= x+ 0 (x) 
X— 
1+tan?x=1+x o (x) 
x—0 
3 
ÿ 
tanx=x+—+ o (x) 
3  x—0 
4 
& 
1+tan/x=1+x7+2=—+ o (x°) 
3  x—0 
3 5 
La 2 X 
tanx=x+—+—+ 0 (x) 
3 15  x-0 
4 6 ,6 
2x 
1+tan?x=1+22 +2 +2 ++ 0 (x°) 
3 15 9 
20 2% A7x 8 
tanx=x+—+—+——+ 0 (x) 
3 15 315 x-0 
= 2 0 x ho de . 
1+tan x=1+x +2 ++ ++ o (x°) 
3 45 315 45  x-0 
+0 240 1710 62: 5 
tan x = x+ ++ ——>+——+ o (x°) 
3 15 315 2835 x-0 


On pourrait continuer, mais les calculs de tan? x deviennent vite fastidieux. En revanche on peut ainsi démontrer que 
VneN,tan@"+D(0) > 0. 





14.42 Limites 


Exercice 14.15 O 


Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes : 














1 2 

1. lim (e-xin 1+— PR e* —cosx 

X— +00 X À 0 me 

. n(1+x)-sinx 
2. lim x 5. lim Vx2+x+1-x 

x—0 tan x — x dre 

1 

_ ftanx|:7 ._. Vx+2-2 
3. lim 6. lim —— 

nd 2-21 V3x-5 


Solution : 
1e 
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In (1 + x) — sin x 
GE et 
tanx— x 


(V1+x2x2 1) 


1 

X 

1 l 
—|1+=-X-1+ o æ) 
x 2 X—0 

l 

2 


1 
+ 0 ds 
X—0 X—0 | 2 


RP 


1-V3x-5 l=VaX El 


X 
Il 


2 —— 
1-VT+3X 
iX+ 0 (X) 

X—0 
—3X+ o (X) 

X—0 
(1) 


1 
+ 0 
Len 


à 
= 0 
2 D) 
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Exercice 14.16 Q 
Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes : 





1. lim Vx2+3x+2-x 4. A LU Dan 

FES : x-0 2x-sinx-tanx 

| 2 e* —-x—cosx 

2. lim (=) a 5. lim 

x—0\ x x—0 X 

sin (x — sin X) 1 1 

D pi 

x—0 V1+x3-1] x-0x In(1+%x) 


Solution : 
1e 


V1+3X+2X2-1 
X 


3 
—X+ o (X) 
2 X—0 


X 
3 3 
—+ 0 (1]——|— 
2  X—0 X—0 | 2 


_ 


sin (x — sin X) 


V1+x-1 


x(1+cosx)-2tanx 
2x—sinx-—tanx 
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2 2 
e* —x—cosx ” 0 


x2 
decor (nil 


x2 


1 1 m(1+x)-x 


x InG+x E xIn (1 + x) 
nm(1+x)-x 





Exercice 14.17 O 


Déterminer, en utilisant des développements limités, les limites suivantes : 











1 im EX =) Pre 
: 4 Mol x-0xX3 sin x 
1 1 
l = 
2. lim x-xInl1+- 1 x—0 x In(1+x) 
X— +00 X 1 
_ arct IF +2X +4... + nf \x 
3 lim À _ an x Ë im 
x—0 sin x x—0 n 


Solution : 
F 
In (2x? -1) In(1+4X+2X?) 


tan (x— 1) tanX 
4X+ o (X) 
X—0 


X+ o (X) 
X—0 
4+ o (1) 
X—0 
1+ o (1) 
X—0 


1 1 1 
x-xIn|[1+- nl) 
x X X2 


2 
__— -E+ o (X) 


x x 2 


1 
+ X 
2 ni ) 


1 
2 
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x— arctanX x— arctan X 
sin? x 2x3 
13 3 
Lx$+ o (x 
3 x—0 ( ) 


ad 1 1 
et| lim — -—— = -00 | tandis que| lim — - —— = +00 
x—0* X$  sinÿ x PA SN x 


1 1 : n(1+x)-x 


x Ini+x E xIn(1+x) 
In (1 + x) — x 


ne = 
nes 


n 


FT = 
X— 


n 
1+in{nth)x+ 0, 00) 


In 1+in{nt#)x+ 0, 0) 
e , X 
nfnln|x+ o (x 

( l* Le 
{n().,0) 


1 
infnt#) IL 
— 2e =| nn 


x—0 
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Exercice 14.18 OC 


Déterminer la limite suivante : 
2 


X 
lim (ch : 
X—+00 x 


l 
Solution : Par le changement de variables h = —, on se ramène à la limite lorsque h — 0 de la fonction définie par 
8 


g(h) = (chh)!/# = et/HIn(chh) 


h? h? 
In(ch h) = In(1+ En o(h?)) = Fa o(h?) 


1 1 
et donc 72 (ch h) - : et par conséquent g(h) PEN el/2, La limite cherchée vaut donc vel 





Exercice 14.19 VO 
Déterminer la imite lorsque x — 0 de la fonction définie par : 


L In(ch x) +In(cos x) 


UX) = 
vVchx+,/cosx-2 


Solution : Par opérations sur les DLs, on trouve : 
In (ch x) = 1/2x2 —1/12x4 + 0 (©); In (cos x) = —1/2x2 — 1/12x4 + 0, (#) 
X— X— 


Vchx=14+1/4x7 — 1/96x* + o (©); V/cos x = 1-1/4x? — 1/96x4 + 0 (x) 
X— X— 


-1/6x4+ o (x$) 
x—0 


-1/48x4 + 0 (x) =. 
X— 


u(x) = 





Exercice 14.20 VO 
Déterminer la limite lorsque x — + de la fonction définie par : 


(= 1) 
u(x) = || ———— 
In x 





X 
ii 


Solution : On écrit u(x) sous forme exponentielle : 


In (1+ x) n(1+1/x) 
xIn EE 


u(x)=|e In x L nx=le In x E In x 


et en utilisant les DLs et les équivalents usuels : 


| n(1+1/x) 
In |1+ ———— 
n x 


]=inf1+ 20cm + /inx o a/») -  l/(xInx) 
X— +00 X— +00 


n(1+1/x) n(1+1/x) 
donc xIn|1 + ————— — 1/Inxetexp|xInl1+——|)-1 - 1/Inx. Doncu(x) - Inx/Inx=l. 
In x X—+00 In x X—+00 X— +00 


On en déduit que Er) 
+00 


Exercice 14.21 VO 
Déterminer la limite lorsque x — + de la fonction définie par : 


1}? 
s)) 





u(x) = [e- 1+— 
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Solution : Par opérations sur les développements limités, on calcule : 


x xin|1+— : 
X}=e-—+ o 
2x X— +00 


)* _ À m£+, o (+) 


= 2X 
Xe X, fr, à @)—0 
X—0+ 


e X—0+ 


> +00 


Exercice 14.22 VO 
Trouver la limite lorsque x — 0* de la fonction définie par : 








Solution : On utilise les équivalents usuels : 


X X X 
x* Inx  x* Inx x* Inx 


f Go = 


xX—1 ex*Mx_]x-0t xInx 


. + X_ 
car xIn x —— 0, Mais x*°71 = e("-Dlnx 
x—0* x—0* 


par composition de limite| f (x) es e0=1| 
x—0 


Exercice 14.23 VO 
Déterminer la limite lorsque x — 1* de la fonction définie par : 


—0+ x—0* 





XX — x 
D) = — 
Ï In(i+vVx2-1) 


Solution : On utilise les équivalents usuels : 


ee ue nel 
M+Vx-1n)  In(+yG-DG+D) m(1+VX&+2)) 
eXM(A+4X _ ] XIn(1+X) vXIn (1+X) ] 


x=0* n(1+VX(K+2)) x-0 VX) x-0+ v2 X—0+ 





Exercice 14.24 OVQ 





1. Écrire le DL(0,n) de en écrivant le reste exact. 


1 
l+u 
2. Que donne cette formule pour ——— ! 

Q P 1+e-2t 


3. Montrer que 
Xsint L e-Ck+Dx 47 
Î ——dt=2 lim D (D ——— 
o chft n—00 + (2k+1)2+1 
Solution : 


1. PourtoutueR\{+1}, 


n+1l 


u 
(= 1)E 6 + (LE 
l+u 
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etx*-1=e*M* 1] = xinx donc(x*-1)Inx -— xln2x—— 0 donc 
x 


2. On obtient alors pour tout (ER : 


e 2@r+1)t 


k —2kt n+l 
l + (-1 —— . 
=) a ) e ( ) DE er2t 


1+ 7 


3. Pourtout t ER : 


—(2n+3)t sinf 


1+e72t 


sint » 2sint 2sin ft 2e 


cht eltet et. = 


—_—.— 22 À Æ 1)% e CE+DE Sin £+ (—1)*1 


En effectuant deux intégrations par parties successives, on calcule que pour tout k € [0, n1] : 


e-Ck+Dn +1 


T 
Î eEK+DE Sin tdt = ——_——. 
0 (2k+1)2+1 


donc en passant à l’intégrale dans la somme, on obtient : 


7 sinf eo 2e72#+#3){ Sin t 
en CU + CD ——©— 
o cht 2 @k+D2+1 Tite 


Mais 


(2n+3)t T T 
\f° D" 2e” Co ti <[ canne are | eo 2 DE qr= 
0 0 


ado 2 
1+e-2t hf 


ren 
n— +00 


2(n+1) 


d’où le résultat. 





14.43 Applications à l’étude de fonctions 


Exercice 14.25 ©O 
Déterminer un équivalent des fonctions suivantes au voisinage du point indiqué : 





e* — 1 = _ : _ + 
r fo = à vl+x | 4. f(x)=Vx-Vsinx en x=0*. 
(x2 +1) (x +3) 5. f(x) =sh(sinx) -sin(shx) en x =0. 
2. f(= ES ES a = 6. f(x) = arctan(2x) -2arctan(x) en x=0. 
" # 7. f(x) = arctansin x-—sinarctan x en x=0. 
L x2+cosx- ch x . ; i 
FRE en 8. f)=e?-exT en x= +00. 


Solution : 


1. Onae*-V1+x= a+»-(1+2)+ 0,00= 7 + 0,0 et (x?+1)(x+3) ne Donc 


e*-Vl1+x 
(+1) +3) (x+3) = 


shx}"77 x sin x\S°* 
2 Ona: (+) = 0 (#5) et ] 
X 6  x—0 X 


sh x sin x : 
= “| x 


x2+cosx-chx 


Vz 


(14.10) 


(14.11) 





(14.12) 


(14.13) 


(14.14) 


(14.15) 


x—0 
DT 
: : x 7 : 
5. Ona:sh(sinx)=x-—+—+ 0 (x’) et sin(shx) = 
15 90 x-0 


sh (sin x) — sin (sh x) = À o (x (14.16) 


nr (14.17) 
x 8x 


x As 
6. Ona:arctanx= x-— ee (x$) et donc : arctan2x=2x- nice (x$) ce qui amène : 
x—0 +0 


arctan(2x)—2arctan(x) = —-2x°+ 0 () (14.18) 
X— 


7 2 (14.19) 


x—0 


1 3 83 1 3 5 
7. On a arctan (sin (x)) = x-=x%+=x-——x7+ o (x?) et sin(arctan (x) = x-=xŸ+2=x-=x7+ 0 (x7) donc: 
D 8 240 x—0 D 8 16 x—0 


arctansin x — sin arctan x 


1 
8. Posons X = — 
x 


x 
eX — eT+X 
ne (1x 0,00) 
2 2 

> 4 so +,9,À ) 

X2 X? 
1+X+—-|1+X-—1|+ 0 (X) 

2 2 X—0 


2 2 
X nes ) 





Exercice 14.26 © 
Étudier la position du graphe de l'application f : x In(1+ x+ x?) par rapport à sa tangente en 0 et 1. 
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Solution : On écrit le DL de f à l’ordre 2 en 0 et en 1 : 


In(1+x+ x?) = x+1/2x2 + 0 (x) et In(1+x+2x2)=In(3)+(x-1)-1/6(x- 12 + 0, (&- D?) 
Une équation de la tangente au graphe de f est : 
— en0:y=x 
—- enl:y=x-1+1n3 
Donc : 
f-x= 12x74 0 (x) = 2: 


x—0 


et le graphe de f est au dessus de sa tangente au voisinage de 0. De même : 


FG-((x— D +1n3) =-1/6(x- D? + o (@œ- D?) =, =1/6(x— IE 
x— — 


donc le graphe de f est en dessous de sa tangente au voisinage de 1. 





Exercice 14.27 O 





On considère la fonction f : x — 
e*— 


1. Montrer que la fonction f peut être prolongée en une fonction de classe €! surR. 


2. Déterminer une équation de la tangente au graphe de f en 0 puis étudier la position de la courbe de f par rapport 
cette tangente. 


Solution : 


1. f est de classe €! sur R* par opération sur les fonctions de classe €! sur R*. Montrons que f est prolongeable en 
0 en une fonction de classe €! en 0. Pour ce faire, calculons le développement limité de f en 0. Dans l’objectif 
d'étudier la position du graphe de f relativement à sa tangente en 0, poussons ce développement limité à l’ordre 
2 à 


x 
1 1 
x+=x2+-x8+ o (xi) 
2) 6 x—0 


1 


1 
On peut donc prolonger f par continuité et dérivabilité en 0 en posant f (0) = 1 et f' (0) = … 


Il peut être utile de le vérifier : 


f (- f(0) 
x—0 





l 
donc f est dérivable en 0 et| f’ (0) = =) 
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Reste à montrer que f” est continue en 0. On a, pour tout x € R*, 


(= Der 
F0 
Diet 


He) 


En résumé, f est €! surR. 


2. Une équation de la tangente en 0 au graphe de f est p=-5+1] De plus : 


f@-[-2+#1) 


2 
La quantité f (x) — (= + 1) est donc positive dans un voisinage de 0. On en déduit que le graphe de f est situé au 


dessus de sa tangente en 0 dans un voisinage de 0. 





Exercice 14.28 . 
On considère la fonction f donnée pour tout x €] — . 2 {0} par f(x) = (cos x) x 


1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. 


2. Étudier la dérivabilité du prolongement de f. 


Solution : Ona: 


1 In(cos x) 
(cos x) * e + 
se 2 
inf1-5+ 0 (x ) 
e 5e 
192 2 
5x not ) 
e FF 


_lr+ o (x) 
e x—0 


1 
1--x+ o (x 
2 a) 


1. On déduit de ce calcul que lim f (9 = 1. On peut alors prolonger f par continuité en 0 en posant| f (0) = 1 |. 
2. L'existence d’un DL à l’ordre 1 équivaut à l’existence de la dérivée (du moins pour la fonction prolongée). Donc 


l 
f est dérivable en 0 et f' (0) = 2 





Exercice 14.29 


Soit la fonction f : x 


arctanx 1 

(sinx)3  x2° 

1. Donner le domaine de définition de f. 

2. Montrer qu’elle se prolonge par continuité en 0 en une fonction dérivable. 


3. Déterminer la tangente en 0 au graphe de cette fonction et la position de ce graphe par rapport à celle-ci. 
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Solution : 
1. f est définie sur R\nZ. 
2. Calculons le développement limité de f à l’ordre 2 : 


arctan x l x? arctan x — sin° X 


(sinx)? x2 x2 sin? x 
1 l 
xlx-=x+ 2x + o (x5)|-|x 
3 5 x—0 


5 
x2 (re - + o (x°) 


x—0 


l 
L'existence du DL en 0 à l’ordre 1 assure que l”’ on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = = et par 


dérivabilité en posant f'(0) = 0. 


l 
3. Une équation de la tangente en 0 est 3] De plus : 


l 
1 


7 
0 
7 
= 
x—0 | 40 


l 
donc la quantité f (x) — = est positive dans un voisinage de 0 et on en déduit que le graphe de f est au dessus de 


sa tangente en 0 dans un voisinage de 0. 





Exercice 14.30 VO 
Faire l’étude locale en 0 de la fonction définie par : 


“he 1 
Jas Sin + : In(cos x) 
Solution : En effectuant un DL(0, n) de sin, on trouvera : 
RE 1 
sin2x x(-+o(x 2) 
et de même avec un DL(0, ñn) de cos x, on trouvera : 
ne 1 
In(cosx)  x2(---+o(x"-2)) 
et finalement, on aura à la fin : 
FC =-+0(x7#5 


Pour faire l’étude locale complète en 0, il nous faut un terme significatif qui tend vers 0, et donc n-4> 1, doncn2>5. 
Faisons donc nos développements limités à l’ordre 5. On trouve après calculs que 





fH=I1+ " + o(x?) 
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Donc f se prolonge en une fonction 1 dérivable en 0, avec f(0) =]; f'(0) = 0 et localement la courbe représentative de 


f est située au dessus de sa tangente en 0 d’équation y= 1. 





Exercice 14.31 VO 
Étudier le prolongement en 0 de la fonction 


Solution : Effectuons un DL(0,2) de f(x) : 


2 = le & 
Donc f(x) se prolonge par continuité en 0 en une fonction f dérivable en 0, avec f(0) = 2. f'(0) = 0. Localement, la 





courbe est située en dessous de sa tangente en 0. 


14.44 Branches infinies 


Exercice 14.32 Q 
Construire la courbe 











ec 


e*+1 
In 
Solution : Introduisons la fonction f : x =e 


2 | Le domaine de définition de f est R*. f est 
dérivable sur R* par opérations sur les fonctions dérivables et pour tout x e R* : 


f@ e*+1 xe* 


! = —— | — 
GIE x2 | D 2 Dir 


; xe* e*+1 xe* 

Etudions la fonction g donnée par g(x) = —In . On a : g'(x) = ———, 
ë A ren Eu EUR. dorer 

variations de g puis celles de f : f est croissante sur R. En utilisant les règles de calcul avec les DLs, on montre que : 


el/2 


fee tt 0, &. Donc on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f (0) = e 
X— 


de quoi on tire facilement les 


12 et le prolongement est 


dérivable en 0. En +co, on remarque que 


ÉD . 
5 ==(x+(ite je) 


In f(x) = =in 





donc lim+s f = e. 


Exercice 14.33 O 
Étudier les branches infinies de la courbe à 
y= xarctan(—) 


Solution : Introduisons la fonction f : x— xarctan | Z î ]: Elle est définie sur R\{1}. 


On a une branche infinie d’asymptote x = 1 quand x — 1* ou quand x — 1 . On vérifie facilement que lim,,»fry f = 
+00. Étudions la branche infinie quand x — +co. À cette fin, formons un développement asymptotique de f (1/x) au 


X T 1 1 
Ho fee) ou encore f(x) = —x+—+— + 


voisinage X = 0. On obtient, avec X = 1/x : f (X) = Larctan 1 = 1x + on ñ D 
5e 


IS x 1 à j à 
(ur) On en déduit que la droite d’équation y = 0 3 est asymptote à la courbe en +co. On fait de même en 


X— +00 
—O0. 





Exercice 14.34 O 
Étudier les branches infinies de la fonction définie par 





f(x) = x arctan : k =) 
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Solution : Remarquons que f(x) +7. On vérifie facilement que lim, f = +00. Au voisinage de +00, on a : 
X 


+ 


1 1 ï 
FC EE —_ arctan — arctan (x- X2+X$ o ee) = — (x-x +2/3X°+ o (X) 
X—0+ X2 X—0+ 


X2 LE =) X2 


1 2 
=—-1+2/3X+ o (X)=x-1+—+ o (1/x) 
X X—0+ 3x x—+00 





donc la droite d’équation y = x-— 1 est asymptote à la courbe en +co. On procède de même en -co. 


Exercice 14.35 © 
Étudier les branches infinies de la fonction définie par 


= (x- Der3 


Solution : Comme lim3+ f = +, f admet une branche infinie d’asymptote x = 3. En +, on a :f (x) rs +0. 
nr OO 


Calculons un développement asymptotique de f (1/x) au voisinage de 0 de f (1/x) : 


1x x 1—xX x+3x2+ o (x) 1—X 2 2 
f{A/x = eT-3x = ——e 20 = —|1+x+7/2x + o (x°)|=1/x+5/2x+ o (x 
X X X x—0 x—0 
et f (x) = x+5/(2x) oi (1/x) donc la droite d’équation y = x est asymptote au graphe de f en +co. On fait de même 
mL EO0 
en —co. 





Exercice 14.36. ©0 
Construire les courbes représentatives des deux fonctions définies par : 


1 
In(1 + X+1)\%x 
jones 











On précisera les asymptotes éventuelles, la position de la courbe par rapport aux asymptotes, et on étudiera éventuelle- 
ment les prolongements par continuité. 


Solution : 
— Le domaine de définition de f est D f =10,1[U)1, +ool. Cette fonction est dérivable sur son domaine de définition 
xinx-(x+1)In(x+1 
par opérations sur les fonctions dérivables et pour tout x € Dy, f'(x) = a < 0 (car xinx < 
x(x + 1)In x 


(x+1)In(x+1)). Donc la fonction f est décroissante. On remarque que f(x) se PE et donc f(x) = 0. Puisque 
X— nx X— 
fo 1 In x(1 +1) 
— _— —— -®, la courbe présente une tangente verticale en 0. Lorsque x — +oo, f(x) = ———— = 
X x—0* nr x—0* In x 
n(1 + D 1 
1+———— et donc f(x)-1 - ——— (0. La droite y = 1 est une asymptote, et la position par rapport à 
In x X—+00 XInx x—+00 

l’asymptote se lit sur le tableau de variations. 
1, fe* 

Le domaine de définition de g est Dÿ = R\{0}. g(x) = exp =n| 5 ]| g est dérivable sur son domaine de 
x 


définition par opération sur les fonctions dérivables et pour tout x € De, 


dl 
e*+1\x 
X 


2 e 
= 2 —] 
AN) x Co Di 


2 X+1 2xe* 
Etudions le signe de (x) = 2 — In( ; ). On remarque que '(x) = De est du signe de x. Comme 
(0) = 0, il vient que g'(x) > 0. 
Lorsque x — 0, posons 

Go LE lee 2 1 Pr 3) 

a(x) = -In =—In À ox 
% 2 EG 2 2 8 192 
On a alors 
ve. ve ; 


g(x) = Vé+ Ex+ ec + o(x) 
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Donc g se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = /e. La fonction ainsi prolongée est dérivable en 0, de dérivée 


e : 
g'(0) = + et localement, la courbe se situe au dessus de sa tangente. 


l 
Lorsque x — +co, posons h = —, 
x 


1 
h 

&(h) = exp in | =exp|1+hln 
2 


L = Fe à 21. 
Lorsque h — 07, eh — 0, et donc £(h) — 1. Lorsque h — 0*, on utilise la deuxième expression : e h — 0 et donc 
&(h) — e. On trouve donc que lorsque x — —, g(x) — 1 et lorsque x — +oo, g(x) — e. La position par rapport aux 
asymptotes se lit sur le tableau de variations. 





Exercice 14.37.  O0Q 
Etudier le prolongement en 0 et les branches infinies de la fonction définie par 


x 


FO = 


(x2 + 1) arctan x 


Solution : On a au voisinage de 0 : 


3 x x2 


EE 3 
(x2+Darctanx  x+2/3x3+ 0 (1) 1+2/3x2 + 0 () ‘ Abe, 
x— x— 


f Go) = 


donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f (0). Son prolongement est dérivable en 0. La tangente au graphe 
de f en 0 est l’axe des abscisses et le graphe est au dessus de la tangente. 

Pour étudier le comportement de f au voisinage de +, calculons un développement asymptotique au voisinage de 0 de 
f (U/x). On sait que pour tout x > 0, arctan x + arctan1/x = x/2 (voir la proposition 4.32 page 166) donc arctan1/x = 
n/2-x+1/3x$ -1/5x$ +0, (x) etona: 


1 2 MI 1 
EEE D ee 0) 
2 lies ie eee 0, (x) ax 1+x° 1-2/nx+2/(87)x - (2/5n)x +0, (5) 

Fe 


2 
-2/3n71-2 14 


T2. . 2 . _ 
et f( =2È+ an ?+2 ir +2 —_—— nn (x2) donc la droite d’équation y = 2 2+4T 2 est asymptote 
X— +00 





à la courbe en +co. 


14.45 Développements asymptotiques 


Exercice 14.38. © 
Considérons la fonction définie par l’intégrale 


# dt 
FU) = Î en _—_—. 
x Vil+tf 
1. Montrer que f est définie et de classe 6 surR. 
2. Déterminer le DL(0, 10) de la fonction f. 


3. Déterminer un développement asymptotique de la fonction f au voisinage de + à la précision 1/x10. 


Solution : 


1. La fonction g:t 1/V1+t4 est définie et continue sur R. D’après le théorème fondamental, elle admet une 
primitive G surR. De plus G est de classe 6 surR et pour tout x ER : 


fH=G(#)-Gx. 
On en déduit que f est définie et de classe € surR et que pour tout xeR, 


1 


2x 
ie - 
f VI+x8 vVl+x 
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2. I] vient alors que fonction f' est de classe € surR et en primitivant le DL(0,9) de f’, on obtient le DL(0, 10) de 


ES 
- ID 
7) 
fc 10 24 10 ( ù 


. 1 
3. Posons ensuite X = —. On a 
x 


1/x2 
X) = = 
of, [= ave El 


2 1 _ 
en effectuant le changement de variables u = 7 On trouve qu’au voisinage de +co, 


1 


10 
© + ——— + o(x 
10x° 24x% 10x10 c 





Exercice 14.39 © 
On considère la fonction définie par 


Étudier la branche infinie lorsque x — +00. 


Solution : On pose X = 1/x et on utilise les DLs usuels en 0 : 


2 
fax) 1 @+1De* 
X V1+2Xx2 


X2+1 


X2+1 
1+X-1/2X2+ o ee) 
X—0* 


1 X 
=+1+—-+ 0 X) 
X 2  X—0+ 


1 
et f(x) =x+1+—+ 0 (1/x) 
2x 


X— +00 





Exercice 14.40 OC 


On considère la fonction définie par 
f( = arctan(x?) In(2Vx+1) 


Trouver un développement asymptotique de f au voisinage de +00 à la précision 1//x. En déduire une courbe asymp- 
tote simple et la position de la courbe par rapport à son asymptote. 


Solution : Posons X = 1/x et utilisons les développements limités usuels en 0* ainsi que la formule 4.32 page 166 : 


fX arctan(1/X°)In (2/Vx+ 1) 
(x/2- arctan X?) [m2 +In (1 + vx/2) In vx) 
= (r2-xe + 0 te) In2--InX+-xl2-2x+1/24x82 2x2; Oo (x?) 
X—0+ 2 2 8 64 x—0+ 


T nlin2 x 
= no | de X+ 0 (VX) 


est donc asymptote et la courbe CF est située localement au dessus. 


T rin2 
La courbe d’équation y = 7 Inx+ 
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14.46 Applications à l’étude de suites 


Exercice 14.41 


Déterminer un équivalent des suites dont le terme général est donné par : 


Lun =(n+ DT -nÀ 2. Un=2Vn-Vn+1-Vn=T 3 u,-M@+D-Inn 
Vn+l-V/n 


Solution : 


1. Onutilise le DL(0, 1) de exp et le fait quemn/n 0. Il existe des suites (y»),(Yn) toutes deux convergentes 


n— +00 
vers 0 tels que : 


1 il M(n+1) nn 
(n+l)nl-nn=e nl -en 
n(n+1) n(n+1) nn 
+ ——— ——— — ] 


n+l 16 n+l on. 


nn Inn In(1+1/n) 
= + ——— + 


= il 
RUE 

n+1 n n+1 AE TT Le n 
nn RER IG ee nn 


| nin+1 n+1l  n+1 17 n 


n(1+1/n) 1 n(1+1/n) 


Il n’est pas difficile de voir que et donc —————— est négligeable par rapport au terme 
P q n+1 n? n+1 878 P PP 


nn 
nin+1l) 
Mais qu’en est-il des autres termes ? Pour le savoir, il faut aller plus loin dans le développement limité. Mais 


; ; 1 
auparavant, pour éviter les redites, notons que In(n+1)-Inn-—. 
n 


1 1 In(n+1) Inn 
(n+l)ntl-nn=e nil -en 


 Lotoren, In? (n+1) In? (n+1) Inn Inn u In? n 


ne A + 
n+1 2n+ D "2(n+ 1) n ne M 
Inn Inn In(i+1l/n) In(n+1)-Inn Inn Inn In? (n+1) 


——————— + ——————2 + —— — —— + En ———— +Ë 
n n+1 2(n+1)2 2(n+1}2 2m "2(n+1} 


Maintenant 
nn 


n+l 
Im(n+1)-Inn In(n+l)+inn 
2(n +1)? 2n(n+1)2 
In (n+ 1) ee 
———— = )j| — 
2(n+1)? n? 
nn 


Finalement, on a bien un — — . 
n 


1 1 l l 
2} Comme VT+x=1+2x- 2x7 + 0, () etque VT-x=1-2x- 2x7 + o (x), ona: 
X— 


x—0 


° Bien entendu €; 


n 


I T 
2Vñn-Vn+1i-Vn-1 (er 1-7) 


2.2) 
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1 
3. Comme In (1 + x) = x+ 0, & SITE VE ee 0, (0 : 
DS X— 


h(n+1)-Inn 


vn+l-V/n 





Exercice 14.42 
Déterminer les limites suivantes : 


1. lim nsin (=) 2. lim (nsin(=))" 3. lim n?[(n+ D*-n#) 
n—+00 


Solution : 
1e 


2 In(n+1) Inn 
n |e n SIC 





Exercice 14.43 VO 
On considère la suite de terme général : 


Déterminer le DL(0,3) de 1,. 


Solution : Remarquons que comme f : x e*/(1+ x2) est continue sur R, elle admet, d ’après le théorème fondamental, 
une unique primitive F sur R qui s’annule en 0. On calcule facilement que e* /(1+ x?) = 1+x-— 2x? + ce (x) donc par 
X— 


primitivation : F(x) = x+ 1x2 — LS + o (). Il vient alors pour tout n e N* : 
X— 


l il 
Dee En 3 |: 





Exercice 14.44 OC 
Montrer que les suites suivantes (u,) et (v,), données par leur terme général, sont adjacentes : 


1 1 . I 
un =n—[cos1+cos-+...+cos-) et Un = Un +SiIn - 
2 n n 


Solution : La suite (u,) est clairement croissante et uy — Vn ne 0. Reste à montrer que (v,) est décroissante. Soit 
n— +00 


neN. On calcule en utilisant les développements limités usuels : 


: 1 nl 
Un+1 — Un = Un+1 — Un + SM — — SIN — 
n+l n 


1 se. i . 1 
n+l-n-cos — +sin ——sin- 
n+l n+l n 


1 1 1 1 
if jet : | ] 

2(n+1)2 n+il On n—+o\(n+1} 
n+2n(n+1)-2(n+1)? 


1 
2n(n+1}? n—+00 | (n+1)? 


n+2 1 
———— + 0 
2n(n+1)? n—+00|(n+1)2 
n+2 


n—+00 2n(n+1)? 
La suite (Vh+1 — Vn) est équivalente à une suite négative donc à partir d’un certain rang on a Vn41 — Vn < 0. On montre 


ainsi que (v,) est décroissante à partir d’un certain rang. Les deux suites sont bien adjacentes et elles convergent vers 
une même limite. 


Exercice 14.45 ©Q00 
Etudier la suite de terme général 





Solution : Utilisons le DL(O, 1) de Vl+u=1+u/2+ De (u). Soit ne N. Pour tout k € [1, n1], il vient alors 
U— 


] k k k k . 
D OR PEN et limy=0. 
n(n+1) 2n(n+1) n(n+l) n(n+1) 0 
me tr k k 
= | Love 1) Au =) nim+D" n(n+1) 


* D 
Soit e > 0. Comme limo y = 0, il existe n > 0 tel que si |x| < € alors | < €. Par ailleurs, comme K€ [1, ñn] : 
k 1 
—— < 
n(n+l) n+l +00 


12(n+ 1) 1" D) | 


—— ( 


Donc à partir d’un certain rang N, sin > N alors 1/(n+1) <n et pour tout ke [1,n] < n. Il vient alors pour tout 


à = 


ke [1, n] que |Y < € et on peut écrire : 


| Kk 
n(n+1) 


n 
al DD Een 5 


k=1/ 
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On a ainsi montré que| Un 1/4 |. 
n— +00 


14.47 Applications à l’étude locale des courbes paramétrées 


Exercice 14.46 O 


Pour chacune des courbes suivantes, déterminer les points stationnaires ainsi que l’allure de la courbe au voisinage de 
ces points stationnaires. 


a =t-tanht x(Ü=-21+12 
l 
YO=+E YO=F+- 
x(D=1+8 +15 x(D=#+t 
re vO=P+r 
12 
ne += +I 
l 
y@=É-3t Ferre 


Solution : 


sht 
1. Ona : x (h =thret IE Den Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 0. De 
nur 


plus : 


t t 
x(0) 3 

1 2 2 

20) ee +,0,(#) 


donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 








E 
T- 


RDUTDENEE ERA UNE EI 
1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 
2. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 0. De plus, comme : 


x(f) le 
YIOr=NIrT TE 


ce point stationnaire est donc un point banal. 
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MN 
0,5 0,75 1,0 1,25 1,5 


. Ona : x (D =e"l-1 et y'(f =3r 3. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 1. De 
plus : 


1 1)” 1 . L _ 114 _ 114 
x(0) Se CUS USD +0 (G 1)) 


y (© rent). 





donc le point stationnaire est un point de rebroussement de seconde espèce. 


[= 
Lpr1lii111l 








( 
D 


2 
. Ona : x'( = -2+2tet y'(f)=2t- 2. Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 1. De 


plus : 


x() -1+(t- D? 
y 2+2(#—-1)7-2(4-1%+ 0 (G-1°) 


donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 


0 





TTTIIITIIIIT] 
L 2 3 
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5. On montre facilement que le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = 0. De plus, comme : 


xt = P+t 
YO 


ce point stationnaire est un point d’inflexion. 


3 


1 
6. Ona : x (H =1+tet y(N=1- 21 Le seul point stationnaire de la courbe est celui de paramètre t = —-1. De 





plus : 


(f) ste 1): 
i 202 


y() —2-(t+1)-(t+1$+ 0 ,(Œ@+0°) 
t—— 


donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 


0,4 0,2 0,0 
BRRERRRERNRRRENRRRRRRENRRE 





( 
ND 





l l 
o EN 


( 
© 





un 
o 





Exercice 14.47 O 
Etudier les courbes suivantes au voisinage du point de paramètre to : 


yO=(t-Dihnft et tp =0 


l 
=({+l)ni-21+2 = x(f) = cos(f) += cos2t 
y ( = sin(f) — ne 


Solution : 


1. On vérifie que le point de paramètre t, = 1 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus : 


1 = 1 . 
x(®) cuil +0 (@ 1)°) 


= 2_1 _1% = 
y = (-1 SU 1) +0 (G 1} 


donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 
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. On vérifie que le point de paramètre t, = 0 est bien un point stationnaire de la courbe. De plus : 


3 3 ; 
X(f) = —--f+ 0 
À À 


() l L+ 
y À 270 


donc le point stationnaire est un point de rebroussement de première espèce. 











14.48 Application aux équations différentielles linéaires du premier ordre avec problèmes de 
raccord des solutions 


Exercice 14.48 OO 
On considère l’équation différentielle (L) : x(x2 — 1) y'+2y= x2. 
a) Résoudre (L) dans chacun des sous-intervalles I; =] -co,-11, I2 =] — 1,0[, 13 =]0,1[ et I4 =]1, +ool. 
b) Existe-t-il des solutions de (L) définies surR. 


Solution : 
; 2y 
Soit (N) : + —— © = ————— 
ONE (ti) x -1) 
I — R 


à (N) et introduisons la fonction a: TU 2 de 
Ge = 1) Joe xl 


. (N) est définie sur 1= 1 UI UI3UI4. Notons (H) l’équation homogène associée 


. Pour tout k= 1,2,3,4, une primitive de 


a sur I} est donnée par : 


[1+x||x-1| 
1 ————. 


x! 
TE 


Par conséquent, pour tout k = 1,2,3,4, les solutions de (H) sur 14 sont, par application du théorème de résolution des 
équations linéaires du premier degré, de la forme : 





Soit ke [1,4]. Déterminons une solution particulière de (N) sur I} en utilisant la méthode de variation de la constante. 
2 
% 
On la cherche sous la forme x — & (x) ——— où « est une fonction €! sur I. On a : &'(x) ———— = 
(x+1)(x-1) (x+1)(x-—1) 


x2 


x(x+1)(x-1) 
solutions de (N) et donc de (E) sont, sur I}, de la forme : 


eo 
x (nlxl + a) = — où ap ER 
x —1 


b) Cherchons s’il existe des solutions de (E) définies sur R. Si une telle solution 4 existe alors : 


c’est-à-dire & (x) = 1 et donc on peut prendre a(x) = In|x|. En résumé, pour tout k € [1,4], les 


1. Y doit être continue et dérivable surR. 


2. Vkel1,4], 2B£:€R: ue = (mixl+$r) = —- 


Mais 


_ B3 x 
X=1 x-1})x+1 


: - x : 
sn PER (hate) TT 





qui n’est définie (et vaut à) que si B3 = 0. On montre de même que De (x) n’est définie que si 64 = 0, in, (x) 
X— X—— 


In|xl 
2 


n’est définie que si 2 = 0 et lim @ (x) n’est définie que si 1 = 0. De plus en 0. La fonction définie par : 
X——17 X— 


x2— 
x2In|x| . 
2 sixER\{—-1,0,1} 
2 
PGO) = si x= +1 


si x=0 


est donc continue sur R. Montrons qu'elle est dérivable sur R. Soit xel: 
—p(0 #1 
DÉRIERO) = ARE —— 0 donc f est dérivable en 0 et f' (0) = 0. 
x—0 x(x2-1) x—0 
En 1 
4 int 
= 2] pe 2 = 
im 2E=PD Lun (x2-1) Xex-L jp A+ 7m A+) —(X+2)X 
x-1 X—0 2X2(X+2) 


x—1 x—1 x— 1 


et, comme In(1+X)=X- = +0, 2), 


2(X+1)/In(X+1)-(X+2)X 1 1 
——_—_———@———— °©—+ 0 (D—- 
2X2(X+2) XX UN 07 

f est dérivable en 1 et f' (1) = 1. 


On montre de même que f est dérivable en —1 et que f'(—1) = 0. 
On vérifie réciproquement que la fonction f ainsi construite est solution de (E) surR. 
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EX 


Propriétés métriques des arcs 


Pour bien aborder ce chapitre 


Ce chapitre s’inscrit dans la continuité du chapitre 6 qu’il parachève. 

Les différentes propriétés des courbes planes qu’on a étudié 

jusqu'ici : présence de point stationnaire, de branche infinie, 

d’asymptotes sont préservées si on applique à notre courbe une ap- 

plication affine (c’est-à-dire une translation, une homothétie, une ro- 

tation, une affinité.….). On dit que ce sont des propriétés affines ou 

géométriques. Ce n’est pas le cas par exemple de la longueur de la 

courbe. Aïnsi, dans la proposition 7.10 page 277, on a montré que 

l’image d’un cercle par une affinité orthogonale est une ellipse. Cette 

ellipse n’a évidemment pas le même périmètre que le cercle initial. La 

longueur n’est pas une propriété affine. Par contre, si on applique une 

isométrie à notre courbe, la courbe image sera de même longueur que 

la courbe initiale. On dit que la longueur est une propriété métrique 

et ce sont sur ces propriétés que nous allons nous focaliser ici. 

Nous définirons en particulier ce qu’est la longueur d’un arc 

paramétré. Afin d’éviter les arcs trop pathologiques comme le flocon de Von Koch, nous nous limiterons aux arcs de 
classe €!. Puis nous définirons la courbure d’un arc. Cette quantité peut être vue de différentes façons. Si un mobile M 
parcourt la courbe à vitesse constante égale à 1, on verra que la courbure en M est égale, en valeur absolue, à la norme du 
vecteur accélération. On verra aussi que la courbure en M est l’inverse du rayon du cercle qui épouse la courbe au plus 
près au voisinage de M !. On comprend que la courbure permet de mesurer le virage effectuer par notre mobile : plus la 
courbure est grande plus le virage est serré. 


15.0.9 Difféomorphismes 


DÉFINITION 15.1 © €! difféomorphisme 


Soient I et J deux intervalles de R et 
[I 7 
pe Le œ( t) 
On dit que w est un €! -difféomorphisme de I vers J lorsque : 
1. west de classe €! sur 1; 
2. est bijective; 


3. pl est de classe €! sur J. 


PROPOSITION 15.1 © Caractérisation des €!-difféomorphismes 
Soit @:1— R une fonction vérifiant : 


Qi) w est de classe €! sur I. 


1. Le cercle osculateur à la courbe au point M 
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(a) VtEL p'(0 £0 


alors 4 réalise un € l_difféomorphisme de l’intervalle I vers l’intervalle J = p(). 





Démonstration Puisque w' est continue sur I et qu’elle ne s’annule pas, elle garde un signe constant. Si par exemple Vt € I, 
@'(#) > 0, alors @ est strictement croissante sur 1 et d’après le théorème de la bijection 4.1 page 151, @ réalise une bijection 
bicontinue de 1 vers l’intervalle J = f (1). Comme de plus, @! ne s’annule pas sur I, d’après un théorème, la bijection réciproque @”! 
est également de classe 1 sur J]. 


Remarque 15.1 On définit de la même façon un €{-difféomorphisme de I vers J : 
— pest de classe &F, 

— west bijective de I vers J, 

— La bijection réciproque @”! :J-— I est de classe €. 


15.0.10 Arcs paramétrés 


Rappelons qu’un arc paramétré constitue en la donnée d’un couple y = (I, F) où ICR est un intervalle et F :1- R2 une 
application de classe &Æ(I,R2). le support de l’arc paramétré (I, F) est l’ensemble des points du plan : 


r={Meglarel: OM = F(0)} 


Pour tout fe I, on notera M(f) le point du support de l’arc (I, F) tel que OM(t) _ F (6). 


DÉFINITION 15.2 © Changement de paramétrage 
Soit y = (I, F) un arc paramétré et @ : J— I un €{-difféomorphisme de l'intervalle J vers l’intervalle L. On définit 


la fonction G= Fo @:J— I et l’arc paramétré y’ = (J,G). On dit que les deux arcs y et y! sont &K-équivalents. En 
particulier, ils ont même support T'. 





Remarque 15.2 


On dit que w définit un paramétrage admissible de la courbe T°. 


DÉFINITION 15.3 Orientation d’un arc paramétré 
On dit que deux arcs €/4-équivalents ont même orientation si le &{-difféomorphisme 4 de la définition précédente est 
strictement croissant de J dans I. 





15.1 Propriétés métriques des courbes planes 


Les arcs paramétrés de ce paragraphe n’ont pas de points stationnaires et sont de classe €£, avec k > 2. 


Remarque 15.3 La notion de point régulier ne dépend pas du paramétrage admissible, c’est une notion géométrique. 
En effet, si G(t) AR ow(f), G'(0) = @'(#).F'(p(#). En notant 50 = (to), puisque ®/(to) À 0, F'(t) F2 © si et seulement si 
G'(50) # Ÿ. 

On peut montrer de même que la notion de tangente en un point ne dépend pas du paramétrage admissible, c’est une 
notion indépendante du paramétrage choisie. 


15.1.1 Longueur, abscisse curviligne d’un arc paramétré 


DÉFINITION 15.4 Longueur d’un arc paramétré 
Soit Y = ([fo, 1], F) un arc paramétré æ* (k > 1). On appelle longueur de cet arc, 


Ü —— 
Lo= | FCI dr 
r 


0 


PROPOSITION 15.2 Indépendance du paramétrage 
Si y! = ([c, d], G) est un paramétrage admissible de l’arc, L(y') = L(y) ce qui montre que la longueur est une notion 
géométrique. 
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Démonstration Si F :[a,b]— R2 et@:[c,d]- [a, b] estun €! -difféomorphisme croissant, en notant G = Fo ety/={(Ic, d], G), 
d _, d _, 
L(y) = 1 1G'(s)1| ds = L IE" (@(s)|lp'(s)l ds et par le changement de variables t = (s), dt = ’(s) ds, comme w(c) = a et 
€ C 


b _, 
@(d) = b, on trouve que L(y') = "h 1 EF "(ll dé = L(y). On trouve le même résultat si @ est décroissante car dans ce cas, @(c) = b, 
a 


p(d)=a et|p(n1=-p/(®. 


PLAN 15.1 : | Pour calculer la longueur d’une courbe dont on connaît une équation polaire 


On suppose que l’arc y est donné par l'équation polaire : p = f (8) avec f de classe €! sur [-x, x]. On se place dans 
le repère polaire (O, u;, ue). On a: 


F(8)=f(@%, et F'(8)=f'(68)4,+/f(8) de 


On calcule alors : L(y) = f*,|\F' (6)|| dé. 


PLAN 15.2 : | Pour calculer la longueur du graphe d’une fonction 


Pour calculer le graphe de la fonction f :1<R — R de classe €! sur entre deux points a et b deI, on la paramétrise 


Par : 
X(f) =t 
yo =fO 


F(=(x@,y®) = F'(=(1/f' (0) 





donc : L(y) = f?/1+(f'(0) ar. 


Exemple 15.1  Calculons la longueur d’un arc d’astroïde (voir l’exemple 6.8 page 242). 


X(E) = acos® t 
y = asin ft 


pour fe [0,7x/2]. 
3a 
I F'/(91| = 3alcos fsin | = =; Isin(2n) 


L(y) M in(2#) dt “ 
= — sin re 
Y 2 Jo 2 


2 
Exemple 15.2 Calculons la longueur d’un arc de parabole d’équation y = . pour x € [0,L]. La courbe peut être 
P 


paramétrée par 


X(t) =t 
1? 
y = 2p 





L pL 1 
d’où L(y) = Î V1+#/p2dt=p Î V1+u? du. Avec une intégration par parties (pour utiliser f = argsh u = 
0 0 


Vl1+u2 
LEE , pli VTT 
2p 2 | 


In(1+ V1+ u2)), on trouve que L = 
p 


DÉFINITION 15.5 Abscisse curviligne 
Soit un arc Y = (I, F) régulier (sans point stationnaire) et # € I. On appelle abscisse curviligne d’origine to, la fonction 


I — R 
S: ; = 
t— Î IF (|| du 
to 


Le réel s(f) représente la longueur de la portion de la courbe située entre M(#) et M(f). 


PROPOSITION 15.3 Paramétrage normal 
Une abscisse curviligne définit un € *-!-difféomorphisme de I = [a, b] vers J = [c, d]. Le paramétrage admissible associé 
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_ 


= 
G= Fos ! décrit la même courbe T avec la même orientation, mais parcourue à vitesse constante 1 : 


Vse]J, IG'(s1=1 





Démonstration La fonction s : [a,b] — R est dérivable (théorème fondamental) et Vt € [a,b], s'(t) = ||F'(1|| > 0 puisqu'on 
a supposé que la courbe n’avait pas de point stationnaire. La fonction s est donc strictement croissante sur [a, b] et d’après le 
théorème de Ia bijection, elle définit un €]1-difféomorphisme de [a, b] vers [c,d]. Comme G(u) = F (s=l(u)), en dérivant pour 


ER is IF "(st (@0)| 
à], G'(u) = = F'(5 1 (u)) d'où |G' (|| = 
ue [c,d], G'(u) PT FES (s7”"(u)) d’où ||G’(u) || 51) 


= 1 puisque s/ (9 = || F'(DI|. 
DÉFINITION 15.6 Repère de Frenet 
Soit M=O+ EF (f) un point régulier d’un arc paramétré plan (I, F). On définit le vecteur tangente unitaire au point M 


= _ FO le — À Lars ruse Han 
par T = — et on définit le vecteur normal unitaire comme étant le vecteur unitaire N faisant un angle orienté de 


IF’ 


T _— L u _ — 
F5 avec le vecteur T. On appelle repère de Frenet au point M, le repère (M, T, N). 





15.12 Courbure 


THÉORÈME 15.4 © Relèvement 
SoitlcR un intervalle et F :1— U une fonction de classe &X(I,U) (&k> 1). Alors il existe une application 8 € ÆK(LR) 
telle que 


Vtel, F(n=e 00 





Démonstration Soit t € I, comme f (to) € U, il existe 09 ER tel que F(to) = eibo, 
1. Analyse : si 0 existe, en dérivant, 
F'(t) = i0/(NDF (0) 
F'(f) 


= ! = 
Comme |F(#)| = 1, 0/(6) = E& 





donc VtEeI, 





F'(s) 
O(#) = Oo+ J| Ed 


2. Synthèse : Définissons 8 comme ci-dessus. Comme F € @K(I, U), 8 est bien définie et0 € @K, C). Posons g(f) = e OF (p), 
ge K(L,C). et Vrel, 
go =e [F9 18 (DF(D] = 0 


Donc g est constante sur I et comme g(fo) = e 180 (to) =1,g=1. Donc Vtel, F(f = ein, On conclut en remarquant que 
puisque |F(#)| = 1, Im (8(r)) = 0 et donc 8 est à valeurs réelles. Remarque : Comme Vtel, F(DEF (6) = 1, en dérivant, 


F(DF/ (6) + F'(DE (6) =0 


et l’on retrouve que F'/F € iR et donc que 8 est à valeurs réelles. 


PROPOSITION 15.5 © Paramètre angulaire 
On considère un arc paramétré plan y = (I, F) de classe €, où k> 2. Il existe une fonction & :1— R de classe &*-1(I,R) 
telle que Vel, 


—sina(f) 
cos X(f) 





F1 
Démonstration Comme T (f) = — est une fonction de classe &*-1 de norme 1, on peut la considérer comme une fonction 
IF’ 
complexe à valeur dans le cercle unité. Il suffit alors d’appliquer le théorème de relèvement pour obtenir une fonction «à de classe 


æk”1, 
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® Notation 15.3  Notations différentielles. Nous allons adopter de nouvelles notations très pratiques pour manipuler 
[c, a] or [a, b] 


dt 
est un €!-difféomorphisme, on note — = 4/(s). Alors on 
S ——  t=wp(s) ds 


des €-difféomorphismes. Si  : 


justifie la notation : 
ds A 1 1 
 — (pp) (= vw D 1. 
ds 
De même pour une composée de difféomorphismes : 


lab] % (cd) À {ef 
U 


t ue S — 


avec 6 = wo, 
du du dt 


— g/ 2 ! om, CE 
as 209 = VSD x WE x 


_ 


: dM — ; ; ” ds 
On notera par la suite pour les courbes paramétrées, 4 F'(#). Si s est une abscisse curviligne sur la courbe, - 


_ 


dM . _ ie Lis ; : 
Il er 1. Nous avons vu qu’une abscisse curviligne définissait un € l_difféomorphisme de [c, d] vers [a, b] et qu’on pouvait 


utiliser un paramétrage admissible re =Fos-l: [c, d] — R? de notre courbe. Pour t € [a, b], on note s=s(#)€ [c, d] et M 
 — 4 dM — 
le point de la courbe tel que OM = F (f) = G(s). En notant FE = G’(s), on a alors : 
S 
dM dtdM 1 dM 
ds dsdt ds dr 
dt 


DÉFINITION 15.7 © Courbure d’un arc plan 
On définit la courbure d’un arc (I, F) sans point stationnaire au point M(s) par 


= da 
7 ds 


où s est une abscisse curviligne. Si c Z 0, l’inverse de la courbure au point M(s), r = — est appelé rayon de courbure de 
C 


l’arc au point M(s). 





Remarque 15.4 Si on suppose que la courbure ne s’annule pas sur notre arc, la fonction a définit un nouveau €!- 
difféomorphisme et nous pouvons l’utiliser pour obtenir un nouveau paramétrage admissible. Cette remarque justifie les 
calculs avec les notations différentielles qui vont suivre. 


THÉORÈME 15.6 © Formules de Frenet 
Pour un arc paramétré y = (I, F) de classe €2, 





Démonstration Il suffit de dériver les expressions de TetN: 





dT : da|-sina — 
‘ds ds|cosa 
dN : da|-cosa : T 
‘ds dsi-sina 
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15.13 Calcul pratique de la courbure 
2. > =,,1x0 
1. Pour un arc paramétré y = (I, F), avec F (f) y : 


(a) Rectification : on introduit une abscisse curviligne s : 
S pr (HI 
dt 


(b) on introduit le paramètre angulaire «@ : 
da dadf dal 
CEE RE —— — 
ds df ds dr ds 
dt 


(c) Puisque a représente l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire T, c’est également l’angle entre 


x). 


l'horizontale et le vecteur F'(# : 
orizontale et le vecteur D y 





tan ax = La 
x! 


Il arrive souvent que cette quantité puisse se mettre sous la forme tan f(f), auquel cas a = f(#) + kn et SF 


f'@. 
(d) sinon on dérive : 
L y'x! . px! 


12 


d 
(1 + tan? Fra 
dt x! 


(e) On en déduit l’expression finale de la courbure (ne pas la retenir par coeur) : 
xt) x"(r) 
y'@ y" 
(x260+y20)"? 








AGHOLOE 


c(#) — 
IF" (HIS 


2. Pour une courbe polaire p = p(8) : 
(a) Rectification : introduisons une abscisse curviligne sur notre arc. Puisque F (8) = p(B)u(O), F'(6) : p/(8) 4 (8)+ 


p(8) v (8) et comme (%, v) est une base orthonormale, IF /(6) = /p2+p°7 d’où 


ds _ [> 12 
4 p< (6) + p'{(6) 


(b) On introduit l’angle « entre l'horizontale et le vecteur tangente unitaire. Si V désigne l’angle entre le vecteur 


‘ü (8) et le vecteur tangente unitaire T(G), 


De la relation 


T 
v 
M() F2 À 0 
A] 


FIGURE 15.1-a=60+V 


tan V(6) = LU 
p'(6) 
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: | ne av 
que l’on essaie de mettre sous la forme tan g(8). Sinon, en dérivant on trouve 20” et alors 


da dV 
= |l+— 
d8 d8 
(c) Courbure : 
Lo e da, 1 
7 ds dû ds 


PT] 


(d) Expression finale de la courbure au point M(8) (ne pas l’apprendre par coeur) : 


2 2 12 2 2] 
c(8) = PERS = PE 
(p2 + p'2)3/2 


3. Pour une courbe cartésienne y = f(x), on la considère comme une courbe paramétrée de paramètre x : 


_ 
(a) Rectification : si s est une abscisse curviligne sur la courbe, comme F'(x) = 


ds 
Le 12 
ET \/1+ f(x) 


(b) En notant a l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire (ou le vecteur F'(x), 


| 1 
f'@’ 


tana(x) = y'(x) 


En dérivant l’expression, on tire 
I 


da y") _ y 
dx l+tan2a 1+ÿy2 
(c) On en déduit la courbure : 
dax dax dx 
C(xX) = — = — x — 
ds dx ds 
(d) d’où l’expression finale de la courbure au point M(x) (ne pas l’apprendre par coeur) : 
fe (x) 


c(x) = A+ f2(0)3/2 


Exemple 15.4  Calculons la courbure en un point régulier M(f), fe]0,x/21 de l’astroïde (voir l'exemple 6.8 page 242) : 
X(É) = acos t 
y = asin ft 

Introduisons une abscisse curviligne s sur notre courbe : 


ds 


= || F'(b)|| = 3alcos tsin t| = 24 sin(2f) 
dé : 2 


Si a désigne l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire ( F'(r)), 


! 





tana = —tanf=tan(-f) 


x (0 


d 
d’où _ = —1. On en déduit l’expression de la courbure au point M(5) : 


. da 2 da > 2 
ds ds dt  3asin(2f) 
dt 


Le résultat trouvé est cohérent, lorsqu’on parcourt la courbe dans le sens des f croissants entre 0 et x/2, l’angle «a est 
négatif. D’autre part, lorsque f — 0 et  — n/2, on se rapproche d’un point stationnaire où la courbure devient infinie. 
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Exemple 15.5  Calculons la courbure en un point M(6) de la cardioïde d’équation polaire 
p = a(1+ cos) 


où 8€ [0, x (voir la section 6.3.3 page 246). Si s est une abscisse curviligne sur notre courbe, 


ds VF! = 2 17 — 
7 I F"(8)1 = 4/p° +p'°= 2alcos(8/2)] 


En notant à l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire (ou F'(0)), V l’angle entre la droite polaire 29 et 
F/(6), 


a=60+Vv 
p 8 8 x 
tanV=—=-cotan-=tan(-+-) 
/ 2 2 2 
, da 123 its ; : 
d’où PT =1l+5=5. On en tire l’expression de la coubure au point M(8) : 
: da = EL da L 3 
ds — ds d6  4acos(B/2) 
de 


Exemple 15.6  Calculons la courbure en un point M(x) de la courbe y = e*. Comme F (x : , Si s est une 





XX _ 
ox F'(x) 





abscisse curviligne, 


d _ 
EVE GI = Vi+ex 


dx 


En notant a le paramètre angulaire, tan à = e* d’où en dérivant, 


da e* 
dx l+e2x 
On en tire la courbure : 
da 1 da e* 
ds — ‘ds dx æ (1+ e2*)3/2 
dx 


DÉFINITION 15.8 Centre de courbure 
On appelle centre de courbure en un point M d’un arc paramétré F,, le point I défini par 


I=M+r.N 


où r est le rayon de courbure au point M et N le vecteur normale unitaire au point M. On appelle cercle de courbure ou 
cercle osculateur, le cercle de centre I et de rayon r. On montre que c’est le cercle qui « colle »le mieux à la courbe au 
point M. 





Zi 


—_ 


T 


FIGURE 15.2 — Centre de courbure 
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Pour calculer en pratique le centre de courbure, on commence par exprimer le vecteur tangente unitaire au point M : 





_, [dx 
> dM | {cosa 
= — = ds —= 
* S dy sin œ 
ds 


d’où l’on déduit l’expression du vecteur normale unitaire au point M : 








dy 
= _|-sina | 4 
_ [cosa | dx 
ds 
2 XI : ds | 
Par conséquent, en notant Il et puisque r = —, on tire : 
Ji da 
ds dy. dt dy 
TM dn' de M de de 
F ds dx L dt dx 
= — X — = — X — 
PE qu ds de de 
| x/dt . da 
Il suffit donc d’exprimer tan a = di et de dériver pour trouver d et de reporter dans les formules précédentes pour 
y 


obtenir les coordonnées du point I. 
Exemple 15.7 On considère la parabole & d’équation 


(B):y2=2px (p>0) 


Soit M à un point de cette parabole. On note N l'intersection de la normale en M à la parabole avec l’axe (0x). Soit 2 


la parallèle à la tangente à la parabole au point M passant par le point N. On note Q l'intersection de la droite Z avec la 
parallèle à (Ox) passant par M. Montrer que le centre de courbure I au point M et le point Q ont même abscisse. 





Commençons par paramétrer cette parabole : 





(D - 
x = — 
2P 
y@ = 
La tangente au point M(f) est dirigée par F'(9 de et la normale par 7 ._. Il existe donc À e R tel que N = 
t2/2p+À PR _ 
M+An ip . Comme yx =0,onentireN] 2p .Commeilexiste HER telqueQ=N+HF !(#), et que yo = t, 
0 
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312 +2p? 


on en tire Q 2p . Introduisons maintenant le paramètre angulaire «. Le vecteur tangente unitaire en M s’écrit 
A 
X : dy 
_,|COSA = — _,|-snma=-— 
gs et le vecteur normale unitaire N à ds . Les cordonnées du centre de courbure vérifient : 
sina = — COSA = — 
ds ds 
ds d dt d 
da ds da dt 
ds dx dt dx 
LL =Y+——=zy+—— 
MY TGuds 7" dadr 
y _P a 
et comme tana = — = —, en dérivant on tire — = En reportant, on trouve finalement que 


xt dt t2+p2 


F n +p?  3t+2p° 
2p  p 2p 





XI — 


et le centre de courbure a même abscisse que le point Q. 


Exemple 15.8 Tracer l’arc paramétré 

x(t)=t-tht 

_ d 

y = A 
Cette courbe s’appelle la fractrice (voir l’exercice 6.7 page 253). Déterminer l’ensemble des centres de courbure de cette 
courbe (développée). 
L'étude de la courbe ne présente pas de difficulté. Le point (0,1) est un point de rebroussement de première espèce à 
tangente verticale. En introduisant le paramètre angulaire «&, 

/ l 


; 
tana = — =-— 
x! sht 


ï da 1 
En dérivant, on trouve que — = ——. En reportant dans les coordonnées du centre de courbure, 


dt cht 

sht 

XI =t-tht+chi=1t 
ch‘ t : 

1 sh t+1 
= ——+chtth? = =cht 
# chft cht 
On reconnaît la chaînette d’équation cartésienne y = ch(x). 
I 


La développée d’une courbe est le lieu des centres de courbure de la courbe. On remarque sur cet exemple que la normale 
à la tractrice au point M est la tangente à la développée au point I. Montrons que cette propriété est vraie dans le cas 
général en utilisant les notations différentielles : 


_ 


I=M+rN 
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Dérivons cette relation par rapport à l’abscisse curviligne (qui définit un paramétrage admissible sur la courbe et sa 
développée). En utilisant la deuxième formule de Frenet, 


di dM dr—  dN 


— = —+—.N+r— 
ds de de Dre 
_— dr — _— 
=T+—.N-rcT 
ds 
dr — 
= —.N 
ds 


dI ; _ ; 
Comme le vecteur —— est tangent à la développée au point I et que le vecteur N est normal à la courbe au point M, on 


a prouvé le résultat. 


649 


15.2 Exercices 


15.2.1 Calcul de longueur 


Exercice 15.1 M 
Calculer les longueurs des courbes données par : 


: X(f) =3cost-cos3t 
1. le paramétrage . | ; 
(D =3sint-sin3t 


2. l’équation polaire p (8) = cos? 6 


3. l’équation cartésienne y = ch x pour x € [-a, a] avec a > 0. 


Solution : 


1. On utilise la trigonométrie : 


27 27 
L(W= | VoC-sin1+sin302 +9(cos1- cos3n fr =3 | V2(1-sinfsin3f-cosftcos3f)dt= 
0 0 


27 27 T 
av2 [ Vl-cos2tdt = sf V'sin? tdt = 2[ sin dt =[24| 
0 0 0 


2. Onutilise la méthode 37 page 641. Dans le repère polaire (O, Ur, üe), on considère la fonction vectorielle F (8) = 
cos 80%, et on calcule : . 
F'(8)=-2sin0cos0 w,+cos”0 %06. 


En raison des symétries de la courbe, on peut calculer la longueur de la courbe par une intégrale de O0 à x/2. On 
mulipliera le résultat obtenu par 4. Comme ü, et U9 sont orthogonaux : 


n/2 n/2 1 2V3 
L(N=4f cos0 VAsin?6 + cos?640 = 4 | cosO V1 + 3sin7640= 4 | V1+3u2?du= a+ 2 n(2+ V3) 
0 0 0 


en posant u = sine. 


3. On utilise la méthode 37 page 641 et on se limite à l’intervalle [0, a] en raison des symétries de la courbe : 


a a a ai+ch2s, [1 
Ln=2/ Vi+ (rar =2 1+sh/rdr= | ch? rar= | RE ar] Fsnea+al 
0 0 0 0 





15.2.2 Calcul de courbure 


Exercice 15.2 VO 
On considère une courbe passant par l’origine, et tangente à l’axe (Ox) d’équation : 


(C) y=f(x 
avec f de classe €? sur un voisinage de 0 et f(0) = f'(0) =0 et f”(0) Z 0. 


1. Déterminer le rayon de courbure à la courbe (C) au point (0,0). 


ss - 5 0 : 73 = 
2. On considère la famille de cercles centrés en Q À passant par le point 0. Au voisinage de 0, on peut écrire 


l'équation de la branche de ce cercle passant par l’origine sous la forme : 
(Ex y = 8% 


Déterminer À pour que l’on aît g(x) — f(x) = o(x?). 
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. On calcule le rayon de courbure au point O par 


ds ds dx 
= Fee 


Tax dax da 


d 
et puisque = = 4/1+ f'2(0) et que tana(r) = f'(t), en dérivant, on trouve que 
x 


da f’( 
dt  1+f"2(1 


Donc le rayon de courbure en 0 vaut : 


EEE 1 


f"(0) a f" (0) 


. L’équation cartésienne d’un cercle centré en Q et passant par l’origine s’écrit 
Vo PAY+x —0 
d’où l’on tire localement au voisinage de 0 : 
y=ga=a- VA = x[1-(1-(x/07) ?] 


En effectuant un DL(0, 2) de la fonction g, on trouve 
= 2e o(x) 
ES, 
Et donc 
I! ui 2 
809 - FC = [f"00) - 17] + ot) 


: L.: = : 1 
Pour avoir un contact d’ordre supérieur à 2 des deux courbes, il faut donc que À = TO ir 





Exercice 15.3 VO 
On considère une hyperbole équilatère € et un point M de cette hyperbole. On note I le centre de courbure à l’hyper- 
bole au point M. La normale à l’hyperbole au point M recoupe l’hyperbole en un autre point N. Montrez que 


NM = 2Mi 
Solution : Considérons le repère orthonormé (O, : ri défini par les asymptotes à l’hyperbole. Dans ce repère l’équa- 
tion de l’hyperbole est 


(CZ): xy=1 


Soit | . un point de l’hyperbole. Comme le vecteur ü L . 2 dirige la tangente à l’hyperbole au point M, le vecteur 


+ 1 . —* . 
n| 2 dirige la normale. OnaN=M+An avec Ne.Æ. Ontire 


_1]1/x3 — 
N| 1 NM 
RS X 


Pour déterminer le centre de courbure au point M, calculons le rayon de courbure défini par 


ds ds dx 
= X — 
da dx da 


d Vxt+1 
= Virie= 
X X 
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et que 


on tire 


et puisque le vecteur normale unitaire au point M s'écrit 


N 1/Vx4+1 


on détermine 





15.2.3 Développée, développante 


Exercice 15.4 M 
Déterminer la développée (ensemble des centres de courbures) de la cardioïde d’équation polaire 


p=a(l+cose) (a>0) 


Solution : On trouve en notant I : le centre de courbure au point M(6) que 


x = 24/3 + a/3(cos@(1 — cos6) 
y = a/3sin0(1- cos) 


2al3 


et donc si l’on se place dans le repère (A, à,j) où al al3° l'équation polaire de la développée est 


p= =(1-cos0) 


On trouve une cardioïde (par une rotation d’angle x). 





Exercice 15.5 Q 
Déterminer la développée d’une ellipse d’équation 


2 2 
; pe 
Œi+tiz=1 


Solution : Paramétrons l’ellipse : 
X(E) = acost 
y(® = bsint 


Si à désigne l’angle entre l’horizontale et le vecteur tangente unitaire au point M(®), 


b 
tana = —tan(ft+7/2) 
a 


et en dérivant, 
da ab 


dt  asin?t+b?cost 
D'où l’on tire, si x1 et y: désignent les coordonnées du centre de courbure : 


2_ 2 
_#=b SE 3 
XI = cos° t = ccos° f 


Fe 
Yi = Ps sin {= (-a/bj)csin® t 
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2) 2 


En notant c = T . Par conséquent, la développée de l’ellipse est l’image par l’affinité de rapport - al b par rapport 


a 
à (O y) de l’astroïde d’équation paramétrée 


X(0— ccos® f 
y(® = csin® f 





15.2.4 Exercices divers 
Exercice 15.6 OO 


On considère dans le plan ramené à un repère orthonormé Z la parabole d’équation 
(@) : y =2pXx 


et un point M de cette parabole. On note N l'intersection de la normale en M à P et l’axe (Ox). On note 2 la parallèle 
à la tangente à la parabole passant par le point N, et Q l’intersubsection de la droite 2 avec la parallèle à (Ox) passant 
par M. Montrer que le centre de courbure 1 à la parabole en M et le point Q ont même abscisse. 


Solution : 
1. Paramétrons la parabole : 
10/10) 
. 


tlp 


XM = 12 
JM = 


2. M Ib Le vecteur F0) de dirige la tangente à @ au point M et donc le vecteur u dirige la 


normale à la parabole au point M. 


3. En notant N , puisque N=M+AÀ.%, on obtient 
N 


x = 12/(2p)—À 
m=t+Àt/p 


d’où l’on tire À=-p et 
t2+2p° 
N 2p 
0 


4. Notons Q _ Comme Q =N + XF '(#), on tire 
Q 


t2+2p° t 
E +À1— 


XO = 
2p P 


ya = À 
et puisque yo = ym = f, on obtient À = t d’où 
312 +2p? 


Q| 2p 
t 


x : k — 
5. Notons I À le centre de courbure au point M à la parabole. D’après le cours, on a 
il 


(puisque ii = 1). Comme 





en dérivant, on tire 
da P 


dt p+e 


et donc 


t2+p? _ 3t2+2p? : 
_ 2e = 


no 
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be O2 


Suites et fonctions à valeurs complexes 


Pour bien aborder ce chapitre 


On généralise aux suites et fonctions à valeurs complexes certain des résultats des chapitres 10, 11, 12 et 13. Il n’existe 
pas de relation d’ordre dans € compatible avec l’addition aussi certaines notions ou certains théorèmes énoncés dans le 
cas réel n’ont pas de traduction dans le cas complexe. On pense au théorème des gendarmes, au théorème de la limite 
monotone, à la notion de suite adjacente, à l’égalité des accroissements finis. 


16.1 Suites complexes 


DÉFINITION 16.1 Convergence d’une suite de complexes 
On dit qu’une suite de nombres complexes (z,) converge vers un nombre complexe a € € si et seulement si la suite 


réelle |z, — a| converge vers 0. 
On dit que la suite (z,) diverge vers l’infini lorsque la suite réelle |z,| diverge vers +oo. 








Remarque 16.1 Une autre façon de dire que z, a: 


n— +00 


Vr>O0,:NeNtqVn>N, z,e D(a,r) 


où D(a,r)={zeC||z- al < r} est le disque de centre a et de rayon r. 
Multimédia : Une suite qui tourne en se rapprochant de sa limite 


Remarque 16.2 Toutes les propriétés démontrées sur les suites réelles ne faisant pas intervenir d’inégalités sont encore 
valables pour les suites complexes (les démonstrations n’utilisent que l’inégalité triangulaire). En particulier, on dispose 
des théorèmes généraux sur les sommes, produits, quotients, l’unicité de la limite, une suite convergente est bornée. Par 
contre, le passage à la limite dans les inégalités, le théorème de la limite monotone et le théorème des gendarmes ne sont 
plus valables. Le théorème suivant permet de montrer en pratique qu’une suite de complexes converge vers une limite 
connue. 


THÉORÈME 16.1 Théorème de majoration 
Soit (Zn) une suite de complexes et a e C. Si (a) est une suite de réels vérifiant : 


1. [Zn — al < a, à partir d’un certain rang ; 2, 


Alors Zn a. 
n— +00 





Démonstration D’après le théorème 10.8 page 358 pour les suites réelles, la suite réelle (|z, — al) converge vers 0. 
Une autre façon d’étudier une suite complexe consiste à étudier deux suites réelles. 


THÉORÈME 16.2 La convergence d’une suite complexe correspond à la convergence des parties réelles et imag- 
inaires 
Re(Zn) Re(a) 


] n—+00 


Im (2h) ee Im (a) 


ne 
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Démonstration 
= Pour tout complexe z € €, on sait que |Re(z)| < |z| et que |Im(2)| < [2] donc |Re (zh) — Re (a)| = |Re(zn — a)l < |Zn — al et donc 


Rezn Re(a),Im(zn) Im (a). 
n—+00 n—+00 


< Il suffit d'écrire |zn — a| = VRe(zn — a)2 + Im (Zn — a)2 d’où le résultat grâce à la continuité de la fonction racine en 0 et les 
théorèmes généraux sur les suites réelles. 








THÉORÈME 16.3 Suites géométriques complexes 
Soit un nombre complexe k € €. On appelle suite géométrique de raison k, la suite définie par z, = K”. Elle vérifie la 
relation de récurrence VneN, zn:1 = Kzn. 


1. [K|<1 — (zh) converge vers 0. 
2. [K>1etkÆ1 — (zh) diverge. 


3. k=1 == (z,) est constante et vaut 1. 





Démonstration 
— Silk| <1,/1znl =1kl" re 0 (on utilise la suite géométrique réelle de raison |k| < 1). 
n— +00 
— Silk >1,12nl=1Kkl" 
k n— +00 x 4 SN $ de Bin À ; ” 
— Silk|= 1 avec k Z 1, la démonstration est plus astucieuse. On utilise la relation de récurrence vérifiée par la suite (z4). Si par 
l’absurde la suite (z,) convergeait vers un complexe a, la suite extraite (Z,}1) convergerait également vers a, la suite (kzn) 


convergerait vers ka et par unicité de la limite, on aurait a = ka d’où (1-— k)a = 0 et donc a = 0 puisque k Z 1. Mais avec 
l'inégalité triangulaire, comme ||Znl-—lall < |Z2n — al 0, la suite (1z,l) convergerait vers |al = 0 ce qui est impossible 





+oo donc la suite (Zn) diverge vers l’infini. 





n— +00 


puisque Vn EN, |Znl =1kl" = 1. 
THÉORÈME 16.4 Séries géométriques complexes 
On appelle série géométrique de raison k, la suite complexe de terme général 


n . 
Sn=1+k+-.+kt= SK 
i=0 


2. I[K|>1 — (Sh) diverge. 





Démonstration Lorsque k= 1, on calcule Sn = (n +1) et donc la suite (Sn) diverge. Lorsque k Z 1, on dispose de l’expression 
d’une somme géométrique : 
= kn+1 


Sy = ——"—— 
FR 1=K 





l 
C' Lorsque |k| > 1 et 


Lorsque |k| < 1, la suite géométrique complexe (k"”) converge vers 0 donc la suite (Sh) converge vers ï 


k £ 1, on raisonne par l’absurde. Si la suite (S,) convergeait vers un complexe a, on aurait 


2 1+(k—-1)Sh 1+(k-1)a 
KR nt  _ k& — 


k'" 
ce qui est absurde puisqu'on a vu que la suite géométrique complexe (k) diverge. 


THÉORÈME 16.5 Théorème de Bolzano-Weierstrass 


De toute suite complexe bornée, on peut extraire une suite convergente. 





Démonstration Soit Zn = Xn+iyn une suite complexe bornée. La suite (Xn) nen est bornée, donc d’après le théorème de Bolzano- 
’ ; ; : . : ; so 
Weierstrass réel, on peut en extaire une sous-suite (xnx Len) qui converge vers un réel x. La suite ( Ynx LeN) est une sous-suite d’une 


suite bornée, donc elle est bornée. D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass réel, on peut en extaire une sous-suite | LEE 
pe 
qui converge vers un réel y. Maintenant la suite (en, " est une suite extraite d’une suite convergente, donc elle est convergente 
pe 


vers la même limite. Finalement la suite (ans, ” converge (vers x+iy). Ce qu’il fallait démontrer. 
p 
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(a) Convergence d’une suite géométrique (b) Convergence d’une série géométrique 
complexe complexe 


FIGURE 16.1 — Suites et séries géométriques complexe 


16.2 Continuité des fonctions à valeurs complexes 


Si on munit R? de la norme euclidienne | (x, y) | = ÿ/x2+ y? qui s’identifie au module du complexe z = x+iy de telle 
sorte que tous les résultats suivants seront valables pour une fonction à valeurs dans R2. 

On considère dans ce paragraphe un intervalle ICR et une fonction fonction f : 1 €. On peut considérer pour x € I, la 
partie réelle et imaginaire de f(x) et écrire f(x) = f1(x) + i f2(x) où fi, f2 : 1 R sont deux fonctions réelles. On écrira 


fi=Re(f) p=imp,.f=f-if.|fl= 4 f2+f2. 


DÉFINITION 16.2 Limite d’une fonction à valeurs complexes 
Soit un réel x € I et un complexe z= a+ibeC.On dit que f(x) — si et seulement si 
> ÀX0 


(AIS #0 


(La fonction x | f(x) — z] est à valeurs réelles). 
Cette définition est équivalente à dire que les deux fonctions réelles f.(x) et f2(x) tendent respectivement vers a et b 
lorsque x tend vers xo. 


DÉFINITION 16.3 Fonctions continues 
Soit x € I. On dit que f est continue en x si et seulement si f(x) ——— f(x) et on dira que f est continue sur I lorsque 
X— X0 


f est continue en tout point xo € I. 





Remarque 16.3 

— On montre que f est continue sur I si et seulement si les deux fonctions fi et f2 sont continues sur I. 

— On montre qu’une fonction continue en un point x est bornée au voisinage de ce point. 

— Les opérations algébriques sur les limites vues pour les fonctions à valeurs dans R sont encore valables (limite d’une 
somme, produit, quotient). 

— L'ensemble des fonctions continues sur I à valeurs dans € forme une algèbre. 


16.3 Dérivabilité des fonctions à valeurs complexes 


DÉFINITION 16.4 Dérivée d’une fonction à valeurs complexes 
Soit x EL. 


: _ L : : ; (x) — f (x) _ ; 
— On dit que f est dérivable au point x si et seulement si la fonction x F0 - Fo) admet une limite finie lorsque 
X— X0 


x tend vers x. Cette limite finie se note f’(xo). 

— On dit qu’une fonction est dérivable sur I si et seulement si elle est dérivable en tout point de I et on note D(T 
l’ensemble des fonctions dérivables sur I. 

— On définit de même les fonctions de classe €F et € sur I. 
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Remarque 16.4 

- FO =fO+if 0. 

— On a les mêmes règles pour le calcul de la dérivée d’une combinaison linéaire, d’un produit et d’un quotient que pour 
les fonctions à valeurs réelles. 

— L'ensemble ÆK(I,C) des fonctions de classe € (K) sur l’intervalle I est une € algèbre. 

— On note &%°(I,C) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur l’intervalle I. 


THÉORÈME 16.6 Dérivation de l’exponentielle complexe 
Soit un nombre complexe a = a+ibe C et la fonction 


Ho ra. 


EN 


Cette fonction est indéfiniment dérivable sur I et Vel, f'(#) = et. 
Si @:1-— C est une fonction dérivable sur I, alors la fonction définie par g(#) = e() est dérivable sur I avec Ve I, 


g'(0 = ePÜp'(P. 





ss eta+ib)t at ,ibt _ 


Démonstration Il suffit d’utiliser la définition de l’exponentielle d’un nombre complexe. Pour t ER, e e 
et cos(bt)+ ie! sin(bt). Les deux fonctions réelles Re (f) etIm(f) sont dérivables sur R et donc la fonction f est dérivable sur R 


avec VtER, 


= € 


fo = eft (-bsin(bf) + acos(bt)) + ie! (bcos(bt) + asin(bf)) = (a+ ib)et! (cos(bt) + isin(bft)) = ae? 
L’autre résultat se montre de même en examinant la partie réelle et imaginaire de la fonction g. 


Remarque 16.5 Le théorème de Rolle et le théorème des accroissements finis ne sont plus valables pour les fonctions 
à valeurs complexes comme le montre la fonction définie par f(f) = e!t, Elle est continue sur le segment [0,1], dérivable 
sur ]0,1[, avec f(0) = f(2x) = 1 et pourtant Vre]0,27[, f'(r) = ie! 20. 


16.4 Intégration des fonctions à valeurs complexes 


DÉFINITION 16.5 Intégrale d’une fonction complexe 
Si f est une fonction continue par morceaux sur [a, b], on définit son intégrale comme étant le nombre complexe 


b b b 
[ra | Re(P(D dr +i | Im(f) (6) dt 
a a a 





Remarque 16.6 Les techniques de changement de variables et d’intégration par parties sont encore valables pour les 
intégrales de fonctions à valeurs complexes. 


THÉORÈME 16.7 Majoration du module d’une intégrale complexe 
Soit une fonction f : [a, b] — € continue sur le segment [a, b]. On peut majorer le module de l’intégrale par l'intégrale 


du module £ b 
|f ro di) < | [f@)] dr 
a a 


avec égalité si et seulement si la fonction f est de la forme f(r) = g(r)e/° avec g une fonction réelle positive. En 
d’autres termes, il y a égalité si et seulement si la fonction complexe f prend ses valeurs dans une demi-droite issue de 
l’origine. 





b 
Démonstration Cette démonstration n’est pas évidente et mérite une attention particulière. Posons z = f(®) dt et écrivons ce 
a 


complexe sous forme trigonométrique z = pelo avec BEeR etp> 0. On a donc 


b . b 
(l roal=p=e te | e- 1 f(n dt 
a a 





. b b b 
Définissons la fonction complexe g par g(f) = ei f(r) = Re(g)+ilm (g). Puisque | g(f dt=peR et g(®) dt = [ Re(g)(#) dt+ 
a a a 


b b 
if Im (g)(®) dé, Î Im (g)(#) dt = 0. Utilisons maintenant la majoration de la valeur absolue d’une intégrale d’une fonction réelle : 
a a 


b £g b 
Î fœO ar =. Re (g)(©) dr< | IRe(g)(#)] dé 
a a a 
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: b 
Mais Vte [a,b], IRe(g)(01 < [g(P)1 = lei f(») = |f(#] d’où finalement < |f (1 dr. 
a 


b 
Î f@ dt 
a 


b 
Re (g)(®) dt =) Igl(#) dé, c’est à dire si et seulement si 
a 








Le cas d'égalité dans cette majoration se produit si et seulement si Î 
a 


VER, Im(g)(r) = 0 et Re(g)(r) > 0. En d’autres termes, la fonction g doit être à valeurs réelles positives et alors f(t) = il g(r) ce 
qui montre que la fonction f prend ses valeurs dans la demi-droite issue de l’origine faisant un angle 0 avec l’axe (Ox). On vérifie 
facilement la réciproque. 


THÉORÈME 16.8 Théorème fondamental de l’analyse 
Soit une fonction f : I € continue sur un intervalle I et 4e I. Alors la fonction définie sur I par 


X 
F(x) =|| f( dt 
a 





est de classe €1 sur Let Vxe I, F/(x) = f(x. 


Démonstration Il suffit d’appliquer le théorème fondamental de l’analyse pour les fonctions réelles aux deux fonctions Re(f) et 
Im(f) et utiliser la définition de la dérivée d’une fonction complexe. 


Bien que l’égalité des accroissements finis soit fausse pour une fonction complexe, on dispose tout de même de l’inégalité 
des accroissements finis avec une hypothèse un peu plus forte. 


THÉORÈME 16.9 Inégalité des accroissements finis 
Soit une fonction f : I € de classe € l sur le segment [a, b]. Alors 


X 
Vxel, f(x=f(a) +[ f'(O dt 
a 
et par majoration, on en déduit l’inégalité des accroissements finis 


|f() — f(a)| <(b-— a) sup |f'(| 


xe[a,b] 





Démonstration Il suffit d’utiliser le théorème fondamental deuxième forme pour les fonctions réelles et les deux fonctions Re(f) 
et Im(f) et de majorer ensuite grâce au théorème 16.7, 


b b 
s&-f@1=|] fl dt <| |f' (O1 dé 
a a 





La fonction f! étant continue sur un segment, elle est bornée sur ce segment et donc en notant ||f'| = sup Lf')1, on obtient 
te[a,b] 
l'inégalité souhaitée. 


THÉORÈME 16.10 Formules de Taylor 
Soit un intervalle I et une fonction f :1-— C. 


1. Formule de Taylor-intégrale : si [a, x] € I et si la fonction f est de classe € +1 sur le segment [a, x], alors 


_ n 5E nn 
FO = fa + = fa + + po (a+ [ er 
: a 


n: 


2. Formule de Taylor-Lagrange : si xeI, et he R tel que [x,x+ h] CI et si la fonction f est de classe €"*1 sur le 
segment [x, x+ h], alors 


n 
fr for hf LE. TS 00 +R, (h) 


Mr _ (n+1) 
avec |Rh(h)|< ST Où My+1 = SUPetxx+ 1 (#)|. 


3. Formule de Taylor-Younsg : si la fonction f est de classe €” sur l'intervalle I, et si 4€ I, alors VxelI, 


_ an fin) 
.& a)" f (a) 
n! 


f@ = f{a)+(x- a) f'(a) +... +o((x- a)") 





Démonstration Il suffit d’écrire les formules de Taylor pour les fonctions réelles et les fonctions Re(f) et Im (f). 
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Remarque 16.7 La formule de Taylor- Young permet de trouver les développements limités d’une fonction à valeurs 
complexes. 





Exemple 16.1 Soit ze C. Pour f(f) = 





,ona f(D=1+zt+2 #2 +zlt"+o(x"). 





1 
l-1tz 
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16.5 Exercices 


16.5.1 Suites 
Exercice 16.1 Q 


VRAI ou FAUX : 
Soit (Un)nen une suite de nombres complexes telle que Jim [Unl = +oo alors on a Jim IRe(un)l = + ou Jim [Im(un)| = 
+00. 


Solution : FAUX. On considère u, = n si n est pair et u, = in si n est impair. 





Exercice 16.2 OC 


: 5 à z\7 
Soit ze C. Démontrer que lim [1+ =) = 6"; 
n—00 n 


Solution : FRET . 
On pose z= x + iy.un(z) = (1+ 2)" .un(2)À = (1+ + 7) .Inlun (2) = nin(1+ + =) = n.2x = 2x. (pour 
x Z 0) D’où Jim nlun(2)l? = 2x (même pour x = 0) et Jim lun(z)| = e*. Soit 9, un argument de 1+ £.tanÜn = 


Te = =, D'où lim tan9, = 0.9, est déterminé modulo 27. On peut choisir Ÿ, dans ]-m;x]. lim tan®, = 7 ou 
Fa n+x FES ETS) 


à : ' Zz 
lim tan, = —x est impossible car lim 1+— = 1. reste lim tan 0, = 0. Donc tan, - 0,. Donc n.tan 0, - nd. Or 
n—00 n—oco n n—0o 

lim n.tan 0, = y.n, qui est un argument de u,,(z) tend vers y. Finalement u,(2) = |uh(2)l.(cos nd, + isin nÜn) — 
n— co 

e* (cos y+ i.sin y) = e*. 





Exercice 16.3. ©OQ 
Démontrer que (cos n°)nen n’est pas convergente. 


Solution : Supposons le contraire et notons lim cos n°? = €. 
ñn—0co 


La suite extraite (cos4n?) yen et (coS9n?) yen convergent vers £. On a cos4x = T,(cos x) et cos9x = To(cos x) où T4 et 
T9 sont des polynômes de degrés 4 et 9 respectivement. Voir paragraphe B.3.1 p. 1164. On a donc T,(£) = £ et To(£) = £. 
Donc £ est une racine commune des polynômes T1(X) — X et Ta(X) — X. 

Pour les racines de T1(X) —X, on cherche les différentes valeurs de cos x vérifiant cos 4x = cos x. Or cos4x = cos x pour 
4x = x+2Kkn ou 4x=-x+2Kkn. On prend les x dans [0,7] pour avoir des valeurs distinctes du cosinus. On obtient ainsi 
les quatre valeurs distinctes cos0, cos 2x et cos 2x, cos îx. Ces quatre racines sont distinctes. Ce sont donc les quatre 
racines de T4(X) — X. 

On travaille de même pour T9(X) — X en résolvant cos9x = cos x. Malheureusement, on trouve parmi les neuf racines, 


1,cos z et cos ce qui n’arrange pas nos affaires. On retrouve encore ces trois racines chez T16(X) — X, donc on va 
chercher T25(X) — X dont les racines sont données par 


5 
= ë 27 4x 6x 8x 107 127 lan 167 18x 207 227 = 
25% = x+2KkT : 1,cos 52» COS 54 » COS 37 » COS 54 » COS 57 » COS 57» COS “57 > COS “97 COS “y » COS Sy COS Sy Et —1. (13 
racines) 

_— € 27 Eu 6x 8x 107 127 lan 167 187 207 22n 227 
et 25x = —-x+2kn : cos 26» COS 56 » COS 9 » COS 56 » COS 5p » COS 55 COS 5%» COS 5» COS 5% > COS Sp, COS SE EL COS SE 
(outre —1 et 1) ce qui fait 12 racines. 

Soit 25 racines en tout. La seule racine commune à T4(X) —X, To(X) —X et T5 (X) —X est donc 1. Si (cos n?)yeN converge, 
ce ne peut être que vers 1. De là, on déduit que (sin n2)neN converge vers 0, donc que (exp(in?))nen converge vers 1. 
exp(i(n+1)?) 


La suite (exp(i(n+ 1)2))yeN converge elle aussi vers 1. Donc la suite | = 
exp(in”) 


] convergerait elle aussi vers 
neN 


exp(2i(n+1)) 


1. Autrement dit la suite (exp(2in))nen convergerait vers exp(—i). Donc la suite constante exp(2i) = Ci 
exp(2in 


exp(—i) 
exp(—i) 


tendrait vers = 1 ce qui n’est pas possible. 





16.5.2 Dérivées 
Exercice 16.4 OC 


Calculer la dérivée n-ième de f(x) = cos xch x. 


Solution : Soit F(x) = e0+5*, on a F (5) = (1+i)"e0+ix = V/2rein4(0+DX) En prenant la partie réelle et en posant 
(1+ix 


tete 27e* (cos(2Æ) COS x — sin(#) sin x) = V2"e*cos(ÆÆ + x). De même, soit G(x) = e 
on a GU (x) = (-1+i)'eC x 2 Von SintlC1+DX, En prenant la partie réelle et en posant g1(x) = e-*cosx, 
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gt (x) — 27e"* (cos(?#) cos x — sin (#4) sin x) — V2re"* cos (32 + x). Done PC 5 27e cos (2 + x) + 





: 27e"* cos (3x + x). 


16.53 Intégrales et primitives 


Exercice 16.5 Q 
T 
Calculer Î e* cos xdx. 

0 


je A Le 
; exp 52) dx = =—— [exp ix)|0 


iet/2- 1 


1+i 
(ie2-1)(-ù 
2 
(-1+e7/2)+i(1+e7/2) 


n/2 e 
Î e* cos x dx = 
0 





Exercice 16.6 Q 
Calculer 1= Jo sin(f)sh(r) dt. 


Solution : Deux solutions : par les complexes, ou intégrer deux fois par parties. 
1 AIT et+1 —i Le 
——— (5) =— — = ) et Î ee dx = 
l1+1i 0 1+1 0 
T 


l+i 
A (e +1). En effectuant la 


demi-différence des parties imaginaires, Î sin(#) sh(f) dt = > shr. 
0 
T T T 
2. I = | sin(f) sh(f) dx = [sin xch xl -f cos(t) ch(f) dx = 0-— [cos xsh x] -f sin(#) sh(f) dx = shn-I. D'où 
0 0 0 


1 
I=-sh7r. 
2 





Exercice 16.7 OVOQ 


1 T | : 
1. Soit PRIX]. Démontrer que | Pétodx= à | P? (e'?) ed9. 
= 0 
. ax a Pi 5 
2. En déd VnenN“*,V(a1,.…, eR”, < | 
n déduire que Vn (1, ..., An) D ip 2 aq 


1<kl<n 





Solution : 
1 T - : 
1. Il suffit de montrer que pour Q € RIX]. Démontrer que Î Q(x)dx = if Q(e°) el? d9. Ce qui se montre par 
1 0 


1 1+(-1)F Le 
linéarité. En effet, soitO <k< n, Î 7. ee Î (ei?) eds. 
il k+1 0 


n 
2. SoitneN*, (a,...,an) € R”, on pose P(X) = y asXE. 
k=1 


1 
On a alors p? (X) = ” ak A et [ P- (x)dx = ” EE 
0 


1<k{<n 1<k{<n RANCE 
1 1 T : : T . ; T : 
D'où | P(odr< | pé(odx < —i | p? (e'°) ed < if p? (e'°) e°d9 <[ |P? (e'°)| de. 
0 =] 0 0 0 


Maintenant [ |P2 (e'°) | d9 = ji P (e'°) P(ei?)d9 = ja P (e'°) P (e”*) d9 car P est un polynôme réel. 
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n 


T . L T_. T n 
Enfin 1 pe)p{e-#?) d9 = e axa | eik-09qg = LD a + ». 2cos(k — 0)9d9 = 1 ag 


1<k£<n q=1 1<k<t<nv0 q=1 


T 
puisque | cos pÜd = 0 pour p € Z*. 
0 
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Ru | 


Notions sur les fonctions de deux variables 
réelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Ce chapitre a pour vocation de servir d’introduction aux fonctions de plusieurs variables. Ces fonctions sont bien évidem- 
ment importantes que ce soit en maths ou en physique. Un phénomène physique en particulier dépend souvent de plusieurs 
paramètres. Nous nous cantonnerons ici aux fonctions de deux variables réelles à valeurs dans R. Vous étudierez le cas 
général en deuxième année dans le cadre des espaces vectoriels normés. Vous verrez alors que tout a déjà été dit ou 
presque dans le cas simplifié qui va nous occuper ici. 

On verra que l’on transpose facilement les notions de limite et de continuité aux fonctions de deux variables. Il n’en est 
malheureusement pas de même pour la notion de dérivée. Aïnsi, le taux d’accroissement pour une fonction f :1CR—R 
en un point ae I est donné par : 

, xel\{a}. 


fx) — f (a) 
a 


Le 


La même quantité n’a pas de sens pour les fonctions de deux variables car x et a sont dans ce cas des vecteurs de R?. 
C’est à ce niveau que va intervenir la notion de différentielle et qu’un pont va être posé entre l’analyse et l’algèbre linéaire. 
Plutôt que de chercher à définir une dérivée, on va approximer la fonction étudiée par une application linéaire. 

On verra qu’alors la théorie sera très proche de celle que vous connaissez pour les fonctions d’une variable réelle. En 
particulier, on pourra écrire une inégalité des accroissements finis et une formule de Taylor-Young pour les fonctions de 
deux variables. 

Nous terminerons ce chapitre par quelques éléments sur les équations aux dérivées partielles. Elles sont aux fonctions de 
plusieurs variables ce que les équations différentielles sont aux fonctions d’une seule. Elles sont aussi évidemment très 
importantes en physique. 

Dans tout ce chapitre, R? est muni de la norme euclidienne usuelle : V(x,y)eR?, {|[(x, y)] = 4/2? + y2. 


17.1 Continuité des fonctions à deux variables 


DÉFINITION 17.1 © Boule ouverte 
On appelle boule ouverte de centre Mo € R? et de rayon r > 0 le sous-ensemble de R? noté B (Mo, r) défini par : 


B(Mo,r) = {MER? | IM-Mol <r}. 


DÉFINITION 17.2 © Partie ouverte 
On dit que U € R? est une partie ouverte de R? si pour tout point Mo € U il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre 
Mb et de rayon r soit incluse dans U. 


DÉFINITION 17.3 © Voisinage d’un point 

Soit Mo € R?. On dit qu’une partie V © R? est un voisinage du point Mo s’il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre 
Mb et de rayon r soit incluse dans V. Avec ce vocabulaire, une partie U est ouverte si et seulement si U est un voisinage 
de chacun de ses points. 
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On s’intéresse dans ce chapitre aux fonctions f définies sur une partie ouverte U € R? et à valeurs réelles : 


Le — R 
(x, y) or JG y) 


On peut représenter le graphe d’une telle fonction : en tout point (x, y) e U, on associe une hauteur z = f(x, y) et lorsque 
(x, y) varie dans U, on décrit une surface de R° de base l’ouvert U : 


G={(x,7,2 ER | (x EU, z= f(x, y)} 


Pour un point (xo, yo) € U, comme U est ouvert, il existe à > 0 tel que Vue] -a,al, (xo + 4, yo) € U et (xo, yo + u) € U. On 
peut donc définir deux fonctions d’une variable f. (définie sur un voisinage de xo) et f2 (définie sur un voisinage de yo) 
appelées applications partielles de f au point (xo, Yo) : 


CD — R PR — R 
" t — (yo) t — flo, 0) 


Z 





(a) Fonction de deux variables () Applications partielles en Mo 


FIGURE 17.1 — Fonction de deux variables 


DÉFINITION 17.4 © Limite en un point 
Soient U € R? une partie ouverte, Mo = (%0, Jo) € U et f :U — R. On dit que f tend vers ZE R quand M = (x, y) tend 
vers M si et seulement si : 


Ve>0, 2n>0, VxeU, IM-Mol<n — |[f(M)-/<e 


On note alors f (M) 1. 
M—Mo 





| Remarque 17.1 Si f admet une limite quand M tend vers M, alors cette limite est unique. 


DÉFINITION 17.5 © Continuité en un point 
Soit U CR? un ouvert, Mo EU et f :U— R. On dit que f est continue en M si et seulement si 


(M f (Mo) 


M—Mo 





Cu) |fD-1<6(M-Mol) 


D‘ 


alors : f (M) ete 1. 





Démonstration Soit e > 0. Puisque O(f) 0, il existe n > 0 tel que Vte] -n,n[, [8()] < €. Soit M e U tel que |M- Mol <n, 
on a 
If M) — 1] < 8(IIM - Mol) <e 


Pour montrer en pratique qu’une fonction de deux variables admet une limite en Mo = (xo, yo), on utilise les coordonnées 
polaires de pôle Mo. Pour M= (x, y) e U, en écrivant 


X =xXo+rcosO 
y =yo+rsine 


on a r = |M-Ml et il suffit alors de majorer | f (M) -— f(Mo)| par une fonction qui ne dépend que de r, 8(r) avec 
O(r) —— 0. 
r—0 


Exemple 17.1 Étudier la limite lorsque (x, y) — (0,0) de la fonction définie sur R2 \ {(0,0)}} par 
x y 


f(x, y) = + 


Introduisons des coordonnées polaires x = rcos6, y = rsin0, 


|f(x, PI= rcos6[sin8]| <r 








Par conséquent, f(x, y) 0. 
ï fuy (x,y)— (0,0) 
3.2 
Exemple 17.2 Même question pour f(x, y)= — rer Avec les coordonnées polaires, 
X Ty 
IcosO/? sin? 0 Tr 
LFGynI=r < 


RE RE 27 ee + 
cost6+sin{6 cos{6+sin*6 


Comme la fonction @ : 8 cos*6+sin{6 est continue sur le segment [0, 2x], elle possède un minimum qui est strictement 
positif (le cosinus et le sinus ne peuvent s’annuler simultanément) : V6 € [0,27], cos+0+sint6 > a >0et alors | FA ynI< 
r/a ce qui montre que f(x, y) 





0 
(x,7)— (0,0) 


PROPOSITION 17.2 O© Caractérisation séquentielle de la limite 
Si f (M) l, alors pour toute suite M} = (x, Yn) vérifiant ||M} — Moll CAR 0 (on note M; PAT Mo), on a 


M—Mo 
FM) primes L. 








Démonstration Soit e > 0. Comme f(M) 
Mn 


TT , il existe n > 0 tel que VMEU, IM-Mol <n — |If(M)-I|<E. Puisque 
—Mo 


Mo. il existe N EN tel que Vn > N, |My - Mol <n. Alors pour n>N,|f(Mn)-l|<Ee. 





n— +00 


On se sert souvent de cette propriété séquentielle pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite. 


Exemple 17.3 Étudier l'existence d’une limite en (0,0) de la fonction définie par f(x, y) = Re. Avec les coordonnées 
X°+Yy 


sin(26) 





polaires à l’origine, f(x, y) = . On voit que les valeurs que prend f dépendent de l’angle 6 selon lequel on 


s’approche de l’origine. Montrons que f n’a pas de limite en (0,0) en exhibant deux suites : X, = (1/n,0) et Y, = 


(/n,1/n). Si f admettait une limite / e R lorsque (x, y) 0, alors comme X} (0,0) et Yh» (0,0), 
n— +00 n— +00 n— +00 
l'et f(Yh) 


1 mais Vne N°, f(Xn) = 0 et f(Yn) = 1/2. On devrait avoir ! = 0 = 1/2, une 
n— +00 n— +00 

















on aurait f(Xn) 
absurdité. 
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PROPOSITION 17.3 © Continuité des applications partielles 
Si f est continue au point Mo = (%0, Jo), alors les deux applications partielles au point Mo, fi et f2 sont continues 
respectivement en Xo et Yo. 





Démonstration Soit e > 0. Comme U est ouvert, les deux applications partielles f, et f2 sont définies respectivement sur 
un voisinage de xo, f1 :1xo — à, xo + al R et sur un voisinage de yo : f2 :]yo — à, yo + al R. Puisque f est continue au point 
Mo = (Xo, yo), il existe 0 < n < a tel que VM EU, IM-Mol <n — |f(M) -— f(Mo)l < €. Soit alors x €]xo — à, Xo + al vérifiant 
1x xol < n. Posons M = (x, yo), IM-Moll =1x-xol< n d’où 


LA C9 — fi Go)l = 1f x, yo) — f (ro, yoll < € 
De même, puisque ||(xo, y) — (xo, Yo) =1y — yol <n;, 
LEO - Poll = 1f Go, N — f (ro, yoll < € 
Il est important de comprendre que la réciproque de ce résultat est fausse comme le montre l’exemple suivant : 


Exemple 17.4 
RO — R 
T7 si (x, y) # (0,0) 
Je un — Very ’ ’ 
0 si (x, y) = (0,0) 


Les deux applications partielles en (0,0) sont définies par f1(x) = f(x,0) = 0 et f2(y) = f(0, y) = 0. Ces deux fonctions 


sont continues alors qu’on a vu précédemment que f n’admettait pas de limite à l’origine. 


Exemple 17.5 Ilse peut qu’une fonction admette un limite à l’origine dans toutes les directions sans qu’elle soit continue 
comme le montre l’exemple suivant : 


R? — R 
F° (X, y) — x6 + y8 si (x, y) À (0,0) 
0 si (x, y) = (0,0) 


Considérons la restriction de f à une droite d’équation y = ax : 


R — R 
ox sixZ£0 
X — f(x, ax) = 4 1 +8 x2 


0 si x =0 


fa : 


On a bien f(x) Fur 0 = fa(0) ce qui montre que toutes les applications f, sont continues en 0, mais la fonction f 
X— 


n’admet pas de limite en (0,0). En effet, si l’on s’approche de l’origine suivant la parabole d’équation x = y? avec la 
suite M, = (1/n2,1/n), 


l 
Mer 109 





Multimédia : animation pour illustrer cet exemple, sur un graphe on voit la coupe 
par un plan qui tourne, une bosse qui tend vers 0 et la parabole mise en évidenc 
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THÉORÈME 17.4 Q© Composée de fonctions continues 
On considère une fonction 
. U — R 


CAR 1007) 


continue au point (xo, yo) € U et une fonction 


ns — U 


(uv) —  (xu,v), y{u, v)) 
On suppose que les deux fonctions x:V-—R et y:V—R sont continues au point (wo, vo). Alors la composée : 


: V — R 
"| Gv) — fu, v),y(u,v)) 


est continue au point (%o, Vo). 





Démonstration Il suffit d'écrire les définitions de continuité. 


Remarque 17.2  Sif:UCcR?-—Rest continue et x,y:1CR-— R sont deux fonctions continues sur I vérifiant Vte I, 
(x(r), y(9) E U, la composée 
JI—R 
e{! 


—__ f(x, y) 





est continue en tout point de I. 


17.2 Dérivées partielles, fonctions €! 
Soit U c R? un ouvert de R?. 


DÉFINITION 17.6 © Dérivée selon un vecteur 
Soit f:U—R, Mo e U et un vecteur non nul H € R2. On dit que f possède une dérivée au point M, selon le vecteur 
H s’il existe un réel ZE R tel que 


l _ 
= Mo+ 1H) — f(Mo)] er 





On note alors / = He FM). 


Exemple 17.6 Pour la fonction 


x2 
bn Pre Si (X, y) À (0,0) 
0 Si (x, y) = 0 


_ 
On considère un vecteur H = (h, k) € R2. Formons le taux d’accroissement 


1 hk hk 
—|f(th, tk) - f(0,0)| = ———— — ———— 
sf )— f(0,0)] h2+k2 1-0 h2+k2 
: 7: .. — hk 
ce qui montre que f possède une dérivée selon le vecteur H en (0,0) et D; (0,0) = HE 


Multimédia : Coupe de la surface par un plan qu'on fait tourner et représenter l 
graphe de la fonction partielle avec la pente de la tangente 





DÉFINITION 17.7 © Dérivées partielles en un point 
Soit f:U—Ret ae U. On considère la base canonique e = (e1, e2) de R?. On appelle dérivées partielles de f au point 
Mo e U les dérivées de f, si elles existent, selon les vecteurs e1 et e> et on note alors 


ôf f Mo + fe1) — f (Mo) Of f Mo + fe2) — f (Mo) 


3x Mo) = De, f (Mo) = lim - et 0 = De, f (Mo) = lim À 
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Remarque 17.3 En notant fi et f2 les applications partielles au point Mo = (x, Jo), 


Ÿ Go + £, yo) — f (0, Yo) . fi (Xo + t) — fi (xo) 
ES ET LE 


Ÿ ro, Yo + #) — f (xo, yo) ji (vo +1) - f2() 
ER ET 


of 
—(%0, = lim; 
3x (20 Yo) im 
0 : 
OL Cry, yo) =lim;- 
Ôy 
Ces limites existent si et seulement si fi et f2 sont dérivables respectivement en x et yo. De plus, dans ce cas : 
of 
3x 070) = f] (xo) 
of 
3 0 Y0) = f, (y) 


Ô 
Par exemple, si f(x, y) = x°cos(y), pour calculer en un point (x, y) . on fixe la variable y, la première fonction 
x 
Ô 
partielle en (x, y) est définie par f1(#) = f(f, y) = 12 cos(y), elle est dérivable en {= x et LG y) = fo =2xcos(y). La 
x 
Ô 
deuxième fonction partielle en (x, y) est définie par f2(f) = f(x, t) = x2 cos(t), elle est dérivable en t = yet La y) = 
y 


£ = -x sin(y). 


, Ô : 
On retient la règle de calcul suivante : pour calculer . (x, y), on « gèle » la variable y (considérée comme constante) et 
x 


on dérive par rapport à x. De même, pour calculer ca (x, y), on fixe x et on dérive l’expression par rapport à y. 
y 


Exemple 17.7 Considérons la fonction définie sur R? par 


si y< x? 


A 
ron= le 


PF Osy># 


er à 





Étudions l’existence de dérivées partielles de f en un point Mo = (0, Vo). 


1. Si yo < de sur un voisinage de Mo, la fonction f est définie par f(x, y) = x?. On peut appliquer la règle de calcul 


ci-dessu (0, Yo) = 2%X0 et ——(Xo, yo) = 0 
1- ess S, — , e — , . 
Ôx Ôy ÿ 


Ô Ô 
2. Si Yo > 4 sur un voisinage de Mo, f(x, y) = . donc LÉ (ro, =0et SL Go: = 2yo-. 
X y 


3. Si Mo = (0, 5) avec Xo > 0, on se trouve sur un point de la parabole et les applications partielles sont définies par : 


]J0,+00[ — R R — R 
fi: ; Fi Si É< X0 k: nn L Si É< Yo 
#  sit> ZX 12 Si (> Vo 
La fonction fi est dérivable à droite en xo, avec f 4 0) = 4x8. Elle est dérivable à gauche en x avec 1 g (0) = (. 
On en déduit que fi n’est pas dérivable en x donc que SL (ro: 29) n’existe pas. De la même façon, ne 
n’existe pas. 
4. Si Mo = (0,0), les deux fonctions partielles en (0,0) sont définies par 


0 sit<0 
 sit>0 


fAtü=É, pw=| 


of of 


Puisque ces fonctions sont dérivables en 0, on en tire que x (0,0) = a 0 0) = 0. 
X y 
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DÉFINITION 17.8 COQ Fonction de classe €! 
Soit f:U CR? R. On dit que la fonction f est de classe €! sur l’ouvert U lorsque : 


of 


Ô 
1. En tout point (x, y) e U, f possède des dérivées partielles x y) et a y). 
X y 


2. Chacune des fonctions 


ARE: ne 
Ôx | (x y) — Lay É 0y | (x y) 


est continue sur U. 
On note €! (U, R) l’ensemble des fonctions de classe €! sur U. 





Exemple 17.8 Considérons la fonction définie par 


R2 — R 
sin(x)—sin(y) 
J: (XY) — TRE si (x, y) À (0,0) 
0 si (x, y) = (0,0) 


Soit Mo = (Xo, Yo) € R?. Étudions l'existence de dérivées partielles en Mo. 
— Si (Xo, Yo) À (0,0), sur un voisinage de Mo, la première application partielle f; en M, est définie par 


sin(t#) —sin(ys ) 


fi (0 = 


P+y 
6) 3x2 cos(x?) sin(x?) — sin(y?) Ô 
Elle est dérivable en x et fl (Xo) = of (Xo, Yo) = rs 0 On calcule de même Le yo). 
Ôx + yà Éa + 35) Ôy 


Ô 
— Si (xo, yo) = (0,0), revenons à la définition de SL (0,0) et formons le taux d’accroissement 
x 


fU,0)— f(0,0) _ sin(#) 





t 7 #3 1-0 : 
: Ôf ; L Ôf 
ce qui montre que de (0,0) existe et vaut 1. De même, d (0,0) = — 
Nous pouvons donc définir les deux fonctions 
R — R 
3 3 113 ein 
OF. x2 cos(x°) PEL )—sin(y°) 200 
Ôx | (x y) — a + y? (x? + y2)2 
si (x, y) = (0,0) 
R — R 
26 113 ein 
of. 3y7 sin(y°) sin(y°) “ sin(x°) — sin(y”) si (x, y) # (0,0) 
y | (&Y — a + y? GP 
si (x, y) = (0,0) 


Ô Ô Ô 
Étudions maintenant la continuité de D Puisque < —— L «, t)=0 ar 0 À & (0,0), on en déduit que SL n’est pas continue 
x — x x 


en (0,0). Cela suffit pour affirmer que f n’est pas de classe €! sur R?. 


THÉORÈME 17.5 © Théorème d’opérations sur les fonctions de classe €!. 
Soient f et g deux fonctions définies sur un ouvert U € R? à valeurs réelles et de classe €! sur U. Alors : 


1 SiafpeR, af +fBg est de classe €! sur U et : 


O(af +88) _ 


Vi=1,2, 
Ôx; 
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2 fgest de classe €! sur U et: 


3 signe s’annule pas sur U alors Î est définie et €! sur U. De plus : 


COROLLAIRE 17.6 © 


— (@L(U,R),+,.) est un sous-espace vectoriel de Z (U,R) 
— (@L(U,R),+, x) est un sous-anneau de 7 (U,R) 





Le théorème suivant (la démonstration est admise) est le résultat fondamental de ce chapitre : 


THÉORÈME 17.7 OQQ DI d’ordre 1 
Soit f:UcC R? — R de classe 1 sur l’ouvert U et Mo = (0, yo) € U. Alors il existe une fonction e : VE R? — R définie 
sur un voisinage V de (0,0) telle que : 


1 Pour tout accroissement H =(h,k) ER? tel que Mo + H eU,ona: 


Ô Ô 
f Go + h, yo + K) = f(xo, yo) + RE (x) + ES C0 +11, k)11eCh, k) 


2 e(h,k) 
(h,k)— (0,0) 


On dit alors que f admet un développement limité d’ordre 1 en Mo. 





La définition de f de classe €! ne suppose pas que f est continue sur U. C’est une conséquence du résultat suivant : 


COROLLAIRE 17.8 © Une fonction €! est continue 
Si f est de classe €! sur U alors f est continue en tout point de U. 


Démonstration Soit Mo = (x, yo) € U et M= (x, y). Notons H=M Mo = (x-— xo, y — yo). Puisque f est de classe €! sur U, il 





Ô ô 
existe € définie sur un voisinage de (0,0) telle que f(x, y) = f(xo, yo) +(x—xo) a (%Xo, Yo)+(y— Yo) 2 Cxo, yo) +IIM-Mole(x-Xx0, y- 
X Y 





Yo) avec E(h, k) 0. La fonction € est bornée sur un voisinage de (0,0) donc si |M - Moll < n, I£M -— Mo) <K et comme 


(R,k)— (0,0) 








Ô Ô 
Ix—xol < 1M-Mol, 1y- yol <11M-Mol, If, y)- f Go, yo)l < sol ro JO) y vol Fo VO IH+KIM Mol <CIM-Mol. 
fo, Yo). 





Par conséquent, f(x, y) 
(x,7)— (0, yo) 


Plus intéressant, si f admet des dérivées dans les deux directions de la base canonique, elle admet une dérivée dans toutes 
les directions qui se calcule comme combinaison linéaire des dérivées partielles comme le précise le résultat suivant : 


COROLLAIRE 17.9 OO Une fonction €! admet des dérivées selon tout vecteur = 
Si f:U-R est de classe €1 sur l’ouvert U, alors pour tout point Mo = (x, yo) et tout vecteur non nul H = (h,k), f 


ee 
admet une dérivée selon le vecteur H au point Ms et 


Ô Ô 
DE f (Mo) = Re 4 ON 
Ôx Ôy 





1 Ô 
Démonstration Avec le DL à l’ordre 1, le taux d’accroissement s'écrit : P [f Go + th, yo + tk) — fo, yo)] _ na (x 0 + 
x 


Ô t 
EL (ro: 70) + PUTCAS le(th,tk). Puisque ||t|/t| = 1 et que e(th, tk) 
y 





: 0, on en déduit le résultat. 
t— 
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17.3 Différentielle 


DÉFINITION 17.9 © Différentielle 
Soit f :U—R une fonction de classe €! et Mo = (%o, yo) e U un point. On définit la forme linéaire : 


R — R 
d ; Ô Ô 
fm (A,k) — RS oo) + RS Go 


C’est la différentielle de la fonction f au point Mo. 


DÉFINITION 17.10 Gradient 
On définit le gradient de f au point Mo comme étant le vecteur v f Mo) = ( 


Ô Ô 
Es voi, (10, yo) Alors pour tout 
Ôx Ôy 


accroissement H = (h,k), 
D: f (Mo) = dfu, (HD) = [V F(Mo) 1H) 


THÉORÈME 17.10 OOO© Dérivation d’une composée 


—__N 
Soit FU CRÉ- R, uv:1c R- R. On définit p:| ! Ê 


ni) . On suppose que : 


Qu) f est de classe €! sur l’ouvert U. 
Cm) Les deux fonctions u et v sont de classe €! sur I. 


Cu) VtEL pnEU. 


On peut alors définir la fonction 
=. | I — R 
EI ET e — f{ut,vt) 


Cette fonction est de classe €! sur I et sa dérivée vaut : 


CA y! ôf ! ôf 
g'(D=u'(# a, v(t)) + v'(0) sy v(t)) 





Démonstration Soit tÿ € I. Nous allons montrer que g admet un développement limité à l’ordre 1 en t). Puisque f est de 
classe @1, elle admet un développement limité au point Mo = (u(to), v(to)). Pour te I, on peut écrire : f(u(to + h), v(tp + h)) = 
Ô Ô 
FE, v (D) +[ u(0 + h)- u(to)] SL (ut, v(t0))+[v(t0 +h)-v(t0)] SL tuto), v(to))+ Il ((to + h)- u(to), v(to + h)- vo) le(u (to + 
h) — u(to), (to + h) — v(to)). Puisque les fonctions u et v sont dérivables en to, elles possèdent un développement limité à l’ordre 
1 : u(to + h) = u(to) + hu! (to) + he (h), v(to + h) = v(to) + hv'(to)+Ee2(h). En reportant dans le DL de f, on trouve que g(to + h) = 
ô Ô 
gGo)+h[u/ (to) SL (u(to), v(to))+v! (to) . (u(to), v(to))]+R(h) et par une majoration simple, on vérifie que R(h) = o(h). Nous avons 


2 ; ; : : Ôf Ô : ; 
donc vérifié que g était dérivable en fo et obtenu l’expression de g'(fo). Puisque d. d. u! et v' sont des fonctions continues, la 
x 0y 


fonction g’ est également continue. 


Remarque 17.4 On peut exprimer g/(#o) à l’aide de la différentielle et du gradient de f en Mo : g'(0 = dfu, (@'(0) = 
[VF Mo) 10). 


THÉORÈME 17.11 OOQ Dérivées partielles d’une composée 
Soit f:U CR? R une fonction de classe &!, x, y : V € R?— R deux fonctions de classe €!. On suppose que 
Vu, v) € V, (x(u, v), y(u, v)) EU. On peut alors définir la fonction 


| TT 
MONS En AC) 
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La fonction F est de classe €! et en tout point (4, v) e V, 


LE of he DEC v), y(u, v)) 


a (x(u, v), y(u, v)) + 


Ô 


Ôx 
Ôv 


ôx Ôu 
( JO (x ), y{ p+ JO (x ), y(u, v)) 
uv) GC, v), y(u, v au a, v)s CG v), uv 





Démonstration Soit un point K = (u, v) € V, considérons la première fonction partielle de F en K définie par F1(t) = F(f, v) = 


Ô Ô 
X(£, v), y(t,v)) = f(g1 (8), g2 (0). Les fonctions g1 et g2 sont de classe €! et g! (£) = ss V), g! (£) = Te v). On peut utiliser 
1 Ô 2 à 
u u 


Ô Ô Ô Ô 
le théorème précédent : la fonction F\ est dérivable en tout point t et F (£) = AC DE (g1 (P), 82 ()) + SU DES (g1 (P), g2 (P). 
u x u 12 


ÔF Ô Ô 
On en déduit que F admet une première dérivée partielle au point (u, v) et que au V) = F' (u) e LC DE (x, v), y(u, v)) + 
u u x 
Ô Ô 
Vu V) Î (x(u, v), y(u, v)). On fait de même pour la deuxième dérivée partielle. Ces dérivées partielles s’expriment comme 


Ôu ôy 
composées de fonctions continues donc la fonction F est de classe €! sur V. 


17.4 Extremum d’une fonction à deux variables 


DÉFINITION 17.11 © Maximum, minimum, extremum 
Soient f:UcC R? — R et Mo € U. On dit que Mo est : 
° un maximum local (respectivement un maximum local strict) de f si et seulement si il existe un voisinage V de Mo 
dans R? tel que : 
VxeVnU, f(x</f(Mo) (respectivement f (x) < f (Mo) 


un minimum local (respectivement un minimum local strict) de f si et seulement si il existe un voisinage V de Mo 
dans R? tel que : 
VxeVnU, f(x22>f(Mo) (respectivement f (x) > f (Mo) 


un extremum local si M, est un maximum ou un minimum local. 
un maximum global si : 
VxeU, f(<f(Mo) 


un minimum global si : 
VxEU, f(x2> f(Mo) 


un extremum global si M, est un maximum ou un minimum global. 


THÉORÈME 17.12 OQQ La différentielle est nulle en un extremum local 
Soient f :U CR? —R de classe €! sur U et Mo = (0, Vo) € U. Si Mo est un extremum local de f alors dfm, = 0 c’est 


; Ô Ô 
à dire : LL (0:70 = 50:10) = 0. 





Démonstration Supposons par exemple qu’il existe un voisinage V de Mo tel que Mo est un maximum de f sur V. Considérons 
la première fonction partielle f, de f au point Mo définie sur un voisinage de xo par f1(f) = f(t, yo). Puisque x0 est un maximum 


de f\, on sait que f (xo) = 0, c’est à dire x C0 yo) = 0. On fait de même avec la deuxième fonction partielle pour montrer que 
x 


Ô 
DE (x 0) = 0. 
y 


| Remarque 17.5 Un point où la différentielle s’annule s’appelle un point critique de la fonction. 


A\ Attention 17.9 La réciproque est en général fausse, même pour des fonctions d’une variable : la fonction définie par 
fx) = x a une dérivée nulle en 0 et pourtant 0 n’est pas un extrémum local. Pour des fonctions de deux variables, on 


Ô Ô 
peut également avoir des points selles. Si f est définie sur R? par f(x, y) = x Ÿ: Lo, 0) = 0,0) = 0 et pourtant le 
X y 


point (0,0) n’est ni un maximum local, ni un minimum local : f1(#) = f(t,0) = t2 et f2(® = f (0, f) = — 12. 
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Exemple 17.10  Cherchons les extremums de la fonction définie sur R? par 
fan=UmEiy +47 
Commençons par chercher les points critiques : 


de = 2(x+ y) +4x$ =0 


—(x,y) =2(x+7y)+479 =0 
Ôy 


Le seul point critique est (0,0). Puisque f(x, y) > 0 avec égalité si et seulement si (x, y) = (0,0), l’origine est un minimum 
global de la fonction f est c’est le seul extrémum. 


Exemple 17.11 On considère une boîte rectangulaire sans son couvercle de volume V. Déterminer les dimensions de 
cette boîte pour la fabriquer avec le moins de carton possible. 

Notons x, y les longueurs de la base et h sa hauteur. Puisque le volume est fixé, on a xyh = V. L’aire des parois en carton 
que l’on cherche à minimiser vaut : 


2V  2V 
FA y =2xh+2yh+xy = —+—+xy 
y x 


Cette fonction est de classe €! sur l’ouvert U =]0,+oo[x]0,+ool et 


ôf _——. 2V 
RCE À, — ni —— 
gs y 2 
Er Y) =x-— 
_ ni AN LAN : 1/3 1/3 19213 : 
Un point critique doit vérifier xy = . d’où l’on tire x = y = (2V) et h = V'°/2%"°. Il est clair dans notre 


contexte que cet unique point critique est le minimum global de la fonction. 


Exemple 17.12 On considère un nuage de points dans le plan : M1 = (x, Y1),..., Mn = (Xn;, Yn) que l’on suppose non 
alignés sur une même verticale. On recherche la droite d’équation y = ax+ b qui minimise la quantité : 


n 


fta,b)= Ÿ [y - (ax; +b)|° 


k=1 
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Mn 


Mi 


y=ax+b 





! Je (axk + b) 


M4 





La fonction f est de classe €! sur R? et 








Ôf n n n n 
—(a,b) =-Y Iy-(axi+blx = a x +bY x D xp 
0a k=1 k=1 k=1  k=1 

Ôf n n n 

——(a, b) =-Y [yi-(ax+b)}]=aÿ x;+nb- Y y; 

Ôy k=1 k=1 k=1 


Pour simplifier les notations, définissons les vecteurs de R' suivants : X = (x1,...,Xn), Y = (ÿ1,..., Yn) et N = (1,...,1). 
Les points critiques (a, b) vérifient le système linéaire : 


IXIZa+(NIX)b = (XI 
(NIX)a+IINIZb =(NIY 


Le déterminant du système vaut det(S) = IXIZ INT? - NX)? > 0. Il est positif d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et 
s’il était nul, d’après le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz, les deux vecteurs N et X seraient liés et tous les points seraient 
sur une même verticale, ce qui est faux. Le système possède donc une solution unique et on trouve que 


_ A&IV = NIX NI) 


nIXII2 - (NX? 
_ IXIZ (NIV - (NI XIV) 
nIXI2 - (N1X)2 


Le seul point critique est ici le minimum global de la fonction. 


Remarque 17.6 En pratique, on définit souvent des fonctions f : K— R où K n’est pas un ouvert de R?. Pour trouver 
les extremums de f, on procède comme suit : 
— Déterminer les points critiques intérieurs à K, c’est à dire les points M e K tels qu’il existe une boule ouverte centrée 


Ô Ô 
en M incluse dans K avec SL (M) = . (M) = 0. 
x 


y 
— Etudier la nature de ces points critiques intérieurs (maximum, minimum local, ou point selle). Cette partie est difficile 


à traiter avec les connaissances de math. sup. En deuxième année, vous disposerez d’un outil agréable pour déterminer 
la nature d’un point critique. 
— Etudier f sur le bord de K. 


Exemple 17.13 On considère le domaine A = {(x, y) € R?|-1<x< y< I} et la fonction f définie sur À par f(x, y) = 
(y—x)$ +6xy. Déterminer son maximum et son minimum global. 
Le domaine A est un triangle : 





La fonction f est de classe €1 sur l’intérieur du domaine : A = {(x, y) € R?|-1<x< y < 1} et on calcule 


Ô 
CIRE) =6y-3(y- x? 


EMA =6x+3(y- x)? 
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On trouve les points critiques intérieurs (x, y) qui doivent vérifier (y— x)? = 2y = —2x d’où y =—x puis y=-x= 1/2. On 
calcule f(—1/2,1/2) = -1/2. Étudions ensuite la restriction de f sur les trois segments qui forment le bord du domaine. 
Sur le segment S1, g(f) = f(—1, 0) = (1+ t)$ — 6t. On étudie la fonction g définie sur [—1,1] et on trouve que g atteint 
son minimum en f = ÿ2- 1 et ce minimum vaut 6-42 et atteint son maximum en f = —1 avec g(-1) = 6. On fait de 
même pour la restriction de f à S2 en étudiant h(r) = f(f,1) puis sur S3 avec k(®) = f(f, t) pour te [-1,1]. On trouve 
finalement que f admet son minimum global au point critique intérieur et que ce minimum vaut —-1/2 et que f admet 
son maximum global sur la frontière qui vaut 6. 


17.5 Dérivées partielles d’ordre 2 


DÉFINITION 17.12 © Dérivées partielles d’ordre 2 
Soit U c R? un ouvert et f:U-—R une fonction numérique de classe € I(U,R). On peut donc définir les fonctions 


dérivées partielles : 
U — R 
of of 
: Ô t | ô 
ôx RS a. es 


Ôx Ôy 


‘f . 0f 


On dit que f est de classe Æ2Z(U,R) lorsque les 2 fonctions + et < sont de classe €! (U,R). On note alors 
X y 


af 
œf ôy 
0 Fa (a), 


B1O 14 


Hermann Schwarz a commencé ses études à l’université de Berlin pour 
apprendre la chimie mais les cours de Kümmer et de Weierstrass lui font 
abandonner son idée première et il décide de se consacrer aux mathéma- 
tiques. Il effectue sa thèse sous la direction de Weierstrass. 

Il est nommé maître de conférence à Halle en 1867, puis professeur à 
Zurich en 1869 et rejoint l’université de Gôttingen en 1875 pour finale- 
ment prendre un poste à Berlin en 1892. Schwarz est au départ très in- 
téressé par la géométrie et, au contact de Weierstrass, il apprend à traduire 
ses idées avec les outils de l’analyse. En 1870, il résout le problème de 
Dirichlet qui consiste à trouver une fonction harmonique définie sur un ou- 
vert prolongeant une fonction continue définie sur la frontière de l’ouvert. 
La plus importante de ses contributions a été celle aux surfaces minimales 
(les surfaces minimisant leur aire relativement à une contrainte donnée). 
C’est dans un travail relatif à ce sujet qu’il publie, pour des intégrales dou- 
bles, l’inégalité 13.24 page 528 qui porte maintenant son nom. Elle est en 
fait due à Bunyakowsky qui l’énonça le premier pour des intégrales sim- 
ples. Notons que Cauchy, dans son cours à Polytechnique, l'avait aussi 
énoncé dans le cas des suites. 


THÉORÈME 17.13 © Théorème de Schwarz 
Soit f :U— R une fonction de classe @2(U,R). Alors en tout point 4e U, 


of o}. 


Ôx0 y (ae ÔyÔx 





Démonstration Admise. 
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Exemple 17.14 Considérons la fonction 


RO — R 
LE =TT | 
mp dr &N#00 


0 si (x, y) = (0,0) 


13 


On vérifie facilement que la fonction f est de classe €! sur R? et que 


3x2y— y 2X( x x 3) . x3—3xy2 2 ( x x 3) 
OR MON ep à ee) 
—(X y)=4 x+7y (x + 7°) 


—(x,y)= 4 (x2+ 72) (x2 + y22 = si (x, y) Z (0,0) 
0 Si (x, y) = (0,0) Y 0 Si (X, y) = (0,0) 


Formons le taux d’accroissement : 


So, 5-20, 0)| PE 


a 


ce qui montre que 2 (0. 0) = —-1. De même, formons le taux d’accroissement 
2 


REG 0)— To 0)] = Éd 
of 
Ô 
ce qui montre que 700. 0) = 1. Les deux dérivées partielles secondes croisées sont différentes. On peut vérifier l’exis- 
x 


tence des quatre fonctions dérivées partielles secondes sur R?, mais on vérifie qu’elles ne sont pas continues en (0, 0). 


THÉORÈME 17.14 Formule de Taylor intégrale à l’ordre 2 
Soit f : U— R une fonction de classe €2. On suppose que U est un ouvert convexe. Soit Mo = (%o, Yo) € U et un 
accroissement H = (h, k) tel que M5 + H e U. On a: 


Ô Ô 
f Goo + h, yo + k) = f(xo, yo) + EL Co: 0 4 RSL Go +R(h, K) 


—.…—, 
dfmo (H) 


R(h pe ['a-o(r fx + th, yo+tk)+2hk si Co+th ue +th,yo+tk)] dt 
» — F ox 0 » VO 0x0 y 0 » Vo y? 0 » Vo 





Démonstration ©© La preuve est instructive. On se ramène aux théorèmes déjà prouvés pour les fonctions d’une variable en 
considérant la fonction 

.[ [0,1] — R 

à t —— f Go + th, yo + tk) 


Cette fonction est définie sur [0,1] car on a supposé que l’ouvert U était convexe. Elle est de classe €! d’après le théorème de 
dérivée d’une composée ( 17.10 page 672) et Vte [0,1], 


ô ô 
p'(#) = pos + th, yo + tk) + Re + th, yo + tk) 
Ôx Ôy 


of of 


En ré-appliquant le même théorème, on vérifie que est de classe €? sur [0,1] avec p"(# = h? SZ (xo+th, yo+tk)+hk 50 
x xÔ y 





(xo + 
®f 2 (à Il 2 of 

th, yo+tk)+kh 3 Cxo + th, yo +tk)+k a (xo + th, yo + tk). Avec le théorème de Schwarz, @”(f) = h Fr Co + th, yo + tk) + 
yôx y X 





2 2 


Ô Ô 
2hk (xo+th, yo+tk)+ k2 ee (xo+th, yo + tk). Il suffit alors d'écrire la formule de Taylor intégrale à l’ordre 1 pour la fonction 
2 


Ôxôy 
entre 0 et 1 : 





1 
(1) = p(0) + p/(0) +[ #9" (r) dt 


pour obtenir le résultat. 
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THÉORÈME 17.15 OO Formule de Taylor-Young à l’ordre 2 


Si f:U-R est de classe 2 sur l’ouvert convexe U c R?, pour (%o, yo) E U et (h,k) € R? tel que (xo + h, yo + k) EU, 


ee df 
0x0 







0? 
f(xo+h, yo+k) = Jo, J0)+ ha Go: Jo) EE 0-0 Le 7 0, Yo)+2hk CU D 0) DIFR(AÎk) 


avec R(h, k) 


(h,k)— (0,0) 


02 
Démonstration re la formule de Taylor- Lu et travaillons sur le reste. Écrivons [ (1- da qe 0 + th, yo + 
Ed s ! 2f | : 
tk) dt = Se C0 V0) as nd th D où e1 (h, k) = Fan (SL Go + th v0+ 1 EG vo] dt. Puisque Fan dt = 
x 0 
2 


ô2 
1/2, on fait apparaître dans R(h, k), LP (0, yo). Puisque la fonction > est continue en (xo, Yo), on montre avec £ que 


x 
€1(h,k) A APT 0. On fait de même avec les deux autres termes du reste pour obtenir le résultat. 
(h,k)— (0,0) 


Remarque 17.7 La partie entre crochet est une forme quadratique g(h, k) en l’accroissement (h, k). Le reste peut 
s’écrire o(||(h, k)||?). La formule de Taylor- Young permettra d’étudier la nature d’un point critique en math. spé. 


17.6 Exemples d’équations aux dérivées partielles 


Le but de ce paragraphe est de résoudre quelques équations aux dérivées partielles simples. Pour simplifier l’étude, on 
considère un ouvert de la forme U =]a, b[x]c, d[. Commençons par résoudre des équations aux dérivées partielles fonda- 
mentales : 


D 9 


PROPOSITION 17.16 © EDP 3 
X 


Ô 
(E:) : Fes = 0 
Ôx 


Une fonction f e € L(U,R) est solution de (E1) si et seulement s’il existe une fonction d’une variable ke €! (]c, d[,R) 


telle que Y(x, y) EU, f(x, y) = k(y) À. 


Démonstration 





Ja,b) —  R 
t  — f(Ly 
sur R et de dérivée nulle. Elle est donc constante : Vte ]a, b[, @(f) = (0) et on a donc: V{x,y) EU, f(x, y) = k(y) avec 
ki! lcd — R 
y — f( 


Réciproquement, une fonction k € 1 lc, d[,R) est clairement solution de (E;). 


Supposons que f € € !{(U,R) est solution de (Ex). Fixons y € ]c, d[. La fonction : : est dérivable 


» qui est une fonction de classe €! sur ]c, d[ d’après le théorème de composée 17.10 page 672. 


Ô 
PROPOSITION 17.17 © EDP 2 =h 
X 


Soit he (Ja, DIR). 


Ô 
(E) : ie y) = A(x) 
Ôx 


Une fonction fe € L(U,R) est solution de (E)) si et seulement s’il existe une fonction d’une variable ke €! (]c, d[,R) 


telle que V(x, y) e U, | f(x, y) = H(x) + k(y) Î'où H est une primitive de h sur ]a, b[. 





Démonstration D’après le théorème fondamental de l’analyse, comme h est continue sur ]a, b[, elle possède une primitive H 
U — R 


.S t solution de (Ez), 
2) — f(xy)-H& upposons que f est solution de (E2) 


sur ]a, b[. Soit f € ÆL(U,R). Introduisons la fonction w : ( 
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alors : 


Ô 
V(x, y) EU, ie p=h(x 
Ôx 


ô(f-H) 
Ôx 
y est solution de (Eo) 





V(x y) EU, (x, y) =0 


lcd — R 
y — f(0y 


LUI 


V(XY)EU, w(x, y) =k(y) avec ki! 


—  VGyEU, f(x, y) =H(x +k(y) 


Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de (E2). 


of ne 
0x0y 


PROPOSITION 17.18 © EDP 


Une fonction f € Æ2Z(U,R) est solution de (E3) si et seulement s’il existe deux fonctions H € €2(]a, b[,R) et 
Ke €2(]c, d[,R) telles que : 
VGyneEU, |f(x, y) =H(X+K(y) 





Démonstration Soit f € €2(U,R). Supposons que f est solution de (E3). Alors : 
Ô 
of est solution de (E1) 
Ôy 


Ô 
= Ike! (]c, dL,R): V(x eU, SU D = KO) 


—>  fest solution de (E2) 
—  VGyEU, f(G&,y) =H(G+K(y 


où K est une primitive de k et est donc de classe 2 etoùKe @1(] c,d[,R). Comme : V(x,y)EU, K(y) = H(x) - f(x, y), K est de 
classe €2 comme différence de fonctions de classe €2. 
Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de (E3). 


2 


PROPOSITION 17.19 © EDP e =0 
12 


Une fonction f € @?(U,R) est solution de (E4) si et seulement s’il existe une fonction w € @2(Ja,b[,R) et w € 
Æ?(]a, b[,R) telles que 


VO EU, [f(x y) = yp(x) +w(x 





Démonstration Soit f e ‘€?(U,R). Supposons que f est solution de (E4) alors : 
Ô 
SL est solution de (E1) 


Ô 
= pe! (abLR): VANEU, Sn = pu 
d(f-yv) 
ôy 
— _f-yvwpest solution de (E1) 
= yet (@bLR): VRYNEU, f(xy)-7p= vx 


—  V(x y)EU, (x, y) = 0 


Réciproquement, on vérifie qu’une fonction de cette forme est solution de (E4). 


DÉFINITION 17.13 OO Difféomorphisme 





Soit UcEetVcF. On dit qu’une application @:U — V est un @!-difféomorphisme lorsque : 
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1. west une bijection de U vers V'; 


2. est de classe €! sur U ; 


3. pl :V U est de classe @! sur V. 





Exemple 17.15 Considérons une application linéaire : 


RO — R 
ei (x,y) — (ax+by,cx+dy) 


Elle est de classe €! et est bijective si et seulement si det(p) = ad — bc Z 0. La bijection réciproque est encore une 
application de classe €! et donc w définit un @!-difféomorphisme. 


Exemple 17.16 Considérons l’ouvert U =]0,+[xR = {(x, y) € R?| x > 0}. Tout point M = (x, y) e U peut être décrit à 
l’aide de coordonnées polaires x = rcos6, y = rsin8 avec (r,0) e V =]0,+co[x]-7x/2,7x/2[. Vérifions que l’application 


"fe Ve st 
À (0) — (rcos6,rsine) 


est un @!-difféomorphisme de V vers U. L'application @ est bien de classe €! et on calcule facilement sa bijection 
réciproque : 
f U — V 
P | (x, — (Vx2+ 7y2,arctan(y/x)) 


qui est également de classe €!. 


PLAN 17.1 : | Pour résoudre une équation aux dérivées partielles 


On utilise un changement de variables pour se ramener à une EDP plus simple. Soit @ : U1 — U2 un €- 


difféomorphisme. 


On pose g = fop”!, f = gow. f est une fonction &K (U1,R) solution d’une EDP (Ei) si et seulement si g est 
une fonction ÆK(U, R) solution d’une EDP (E)). 





Exemple 17.17 On considère l’ouvert U =]0,+[xR. Résoudre sur U les équations aux dérivées partielles 


UPS Et RTE 
a. (Ei) D Er LE 2) Ha 
no) CHERS 
b. (E)) a ME YS, ENS 0 
Ô Ô 
c. (E) ee EE a 
Ôx Ôy 


Considérons le changement de variables polaires, c’est à dire le €!-difféomorphisme 4 de la remarque précédente. Pour 
f:U-R de classe €, on pose g = fow: 


PM ER 
8: (p,8) —  f(pcos6,psin6) 


et on calcule : 4 < 
 (p,0) = A A D + RO Gode) 
Ôp Ôx Ôy 


TP LL) 
so = -psin@="(pcos6,psin®) + pcos y pcos6,psin 


Ô 
a Si f est solution de (E1), on doit avoir V(p,0) € V, a (P. 6) = 0 et donc il existe une fonction h :]0,+co[-— R 


de classe €! telle que g(p,0) = h(r). Par conséquent, f(x, y) = h(V/x2 + y2). Définissons une nouvelle fonction 
H:]0,+œl[- R par H(u) = h(/u) (elle est encore €), FX, y) = HG + y?). On vérifie réciproquement que pour 
toute fonction HE €1(10,+ool[,R), f ainsi définie est solution de (E:). 


Ô 
b. Si f est solution de (E2), la fonction g doit vérifier _ = 0 et donc il existe une fonction h € €!(]-x/2, 7/20) 


p 
telle que V(p,0) € V, g(p,0) = h(0). On en déduit alors que V(x, y) e U, f(x, y) = g(arctan(y/x)) et en définissant 
une nouvelle fonction par G(u) = g(arctanu), f(x, y) = G(y/x). Réciproquement, pour toute fonction Ge &€1(1- 
n/2,n/2[), f ainsi définie est solution de (E)). 
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c. Si f est solution de (E3), 
Ô 
p—2 (0,0) — g(p,0) = —p? 
Ôp 


1 ôh 
En posant h(p,6) = e- MP g(p, 06) = 0 6(p.0), 5p Pr) = —-1 d’où g(p,6) = —p? +pk(6) avec ke €1(-7n,x[R). 


Finalement, 


/ y 
(x, )=-(x2+ 2j x2 + y2k|2 arctan 
Le ‘ 4 =) 


Exemple 17.18 Résoudre sur U = R? l’équation des ondes : 


of 0? 
(E) : CR = CR =0 
Ôx2  Ôt? 


On pose w: (x, #) — (u, v) = (p1(x, D ,p2(x, )=(x-1,x+ 0). Si f=gowp,ona: 











Ô Ô 
of of Ô Ô De 0 ar 0 
£ £ X 
(XL É (x É = — ,T — à 
dE | a )) au (PC ) pis ) ÔPp2 Ôp2 
—— (x, ) —— (x, à) 
Ôx ôt 
1 —-1 
_ ([ ôg Ôg ] 
- [ SE (otxo) a (PR 0) “a : 
On a donc : 
Ôf - 08, 08 à Ôf ÔE , 08 
ôx Ou Ov 01 Ou ôv 
Par suite : 
®f se or) 
ôx2  ôx\ôu ôv 
_ Pgôpi, 08 0p2, 08 dpi, 08 0p2 
7 Ou? Ôx Ovôu Ôx  Ouôdv Ôx dv? Ôx 
3 EE PE 
7 Ou? Oudv Ov? 
®f pee 
012  Ôt\ Ôu ôv 


d'gôpi Dg pr, dg Op, 08 0pe 
Ôu2 Ôt Ôvôu Ôt Oudv Ôt Ôv? Ôt 
dg dg dg 
+ — 
Ôu2  Ouôdv Ôv2 








…..  Ô? _ 
et (E)  (Ë) : à È = 0 qui est du type (E3). Les solutions de (Ë) sont donc de la forme : g: (u, v) — H{u)+K(v) où 
uv 
He €2(R,R) et Ke &?(R,R). et les solutions de (E) sont alors de la forme : f : (x, 1) — H(+) + K(+). 





Exemple 17.19 Résoudre sur U =]0, +oo[? l’équation 


PL LE RPC LU 


E) : 
de où Ôy?  Ôx Y5y 


On pose 
[ RO — U 
PA (u,v) — (ee?) 
On vérifie facilement que est un @2-difféomorphisme et on posant g = fo, on a f(x, y) = g(in x,In y). Après calculs, 
la fonction g vérifie l’équation des ondes donc il existe deux fonctions d’une variable de classe €? H et K telles que 
g(u, v) = H(u+ v) +K(u-— v) d’où l’existence de deux fonctions de classe €? d’une variable telles que 


FC, y) = pxy) + w(x/ y) 
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| On vérifie réciproquement que toute fonction de cette forme est solution de l’EDP. 
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17.7 Exercices 


17.7.1 Limite et continuité 


Exercice 17.1 Q 
Déterminer si elle existe la limite en (0,0) des fonctions f :R? — R données par : 





1 f(Ly)= = 4. f(x y)=xysin< 

_ __ X+2y 
2. f(x, y)= Pris + fGN= SE; 
ARE _— 6. f(x y) = PET 


Solution : 
1. Pour x Z 0, fi(x) = f(0,x) = 0 et f2(x) = f(x, x) = 1. Si f avait une limite { en (0,0), ces deux fonctions com- 
posées fi et f2 auraient la même limite { en 0, ce qui est impossible. 


ch(xy)-1  cos(xy)-1 x2 2 ge 
-—$— et comme chx-1 - #,cosx-1 - —+, il vient que 
X° y X°Y x—0 2 x—0 2? » 


. Pour tout x, y # 0, f(x, y) = 
ZX, y] — ] 
y) (&y)—(0,0) 
D 
Port 20 fo fr re) À = 
—X 
limite en (0,0). 


dd  — 0d 
f(x »)1 < |xyl a Qu te) (x,y)—(0,0) 


1 . 2 9 
= —x- — n’admet pas de limite en zéro. Donc f ne peut pas avoir de 
6 


. Pour y £0, fi(y) = f (y, y) = —5 n’admet pas de limite en 0, donc f ne peut pas avoir de limite en (0,0). 
Sp 


1 
. Pour x 0, f(x, x) = - et Lx, x) = D. Donc f ne peut pas avoir de limite en (0,0). 





Exercice 17.2 M 
Déterminer si elle existe la limite en (0,0) des fonctions f :R? — R données par : 


y x + 
1. f(x = 27 à Here 
f(xy) PRE f(xy) > 
1-cos(xy) _ _ Xy 
2 PO 5. A Er 
sh xsh y sinx— y 
3. FÉES 6. LC rer 


Solution : 
1. En polaire, f(pcos6,psin6) = pcos?6sin6 donc | f(pcos0,psin6)| < p et donc in f(x, y) = 
X, y 


— (0,0) 
EE, 2 
«gene ST one ft <2/à | <> . Donc Cas FX, y) = 


h xsh(-—x+ 1 
. Pour x Z0, f(x) = fx, —x+ x5) = ) — ——. Donc f ne peut pas avoir de limite en (0,0). 
x x 


o 


3 
+ 
. Pour x Z0, f(x) = f(x, x3) = À _ . Donc f ne peut pas avoir de limite en (0,0). 
x 


. FX, x) = _. ie È Does. 0 et en utilisant les formules de trigonométrie hyperbolique, pour (x, y) # 0 
x X,y)—(0,0) 
Xy 2 Le A , : 
x}= 5 donc f(x, -x+x) = © = ; donc f n’admet pas de limite en 
ol y) 2sh[ SX) ch?) f{ ) 2sh[4 ]ch[ 222) x=0 2% 2 à 12, 
(0,0). 
. f(x, 0) — 1, f(x, x) — —1. Donc pas de limite. 
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Exercice 17.3 OC 
Déterminer la limite lorsque (x, y) — (0,0) de 
x2+ y 


f(x) 


£ Ix1+|yl 


Re 
|cosO]| +]|sin0| 


Solution : En polaire, f(pcos6,psin8) = . La fonction 8+— |cos@|+]|sin0| ne s’annule pas sur [0,27] 


et admet donc un minimum strictement positif m (il n’est pas difficile de voir que m= 1). Donc |f(pcos6,psin@)| < E 
m 


et donc lim (x, y) = 0. 
COL y 





Exercice 17.4 MN 
Déterminer la limite lorsque (x, y) — (0,0) de 


_ shxsh}y 





f(x) 


 lxl+lyl 


shxshy xy 


. Les deux fonctions 
xy  Ixl+1yl 


Solution : Il est clair que si la limite existe, c’est 0. Par ailleurs f(x, y) = 


S : y ' 
(x, y) — x LE 0 et (x, y) — y 0 sont continues sur R?, il en est de même de leur produit. 
1 six=0 L si y=0 
XY ; ; p? cos6sin6 : ! 
. En polaire, g(pcos8,psin@) = ———. La fonction 8 -— |cos8|+|sin0| ne s’an- 
1x1 +|yl |cos0|+]|sin6| 
nule pas sur [0,2x] et admet donc un minimum strictement positif m (il n’est pas difficile de voir que m = 1). Donc 


Reste g : (x, y) — 


2 
|Ig(pcos6,psin6)| < Es et donc lim g(x,y)=0 et donc finalement lim f(x, y) =0. 
m (x,y)— (0,0) (x,y)— (0,0) 





Exercice 17.5 OC 
Déterminer 
sin(xy) 
(x,y)— (0,0) , / x2 + y2 


2 . 
p“IcosOsinO| > 


Solution : À partir de l’inégalité |sin u| < |ul, on a, en passant en polaire, | f(pcos8,psin6)| < et 


donc lim X, y) = 0. 
a ») 





Exercice 17.6  ©OQ 
Soit : : 
_ sin x+(1— cos y) 
PGI 4x4 + y4 


sie 1 
Montrer en utilisant un DL que f(x, y) ——— —. 
(x,y)—(0,0) 4 


2 


4 
Solution : On a sin x = x* + xte1(x) avec limope = 0 et 1— cos y = Si o(y?) soit (1 — cos y)? = n + yXe2(y) avec 


1 xte1 (x) + ve") 


limo€2 = 0. Donc f(x, y) = ï + , CE avec lim €1 (0 =0et lim €2(y) = 0. Donc pour |x| < n et|y| <n, 
x— y— 


4x4 + y{ 
x%e1 (x) + ye2(y) 1 


|E1(x)| < € et |e1(y)| < € et par la suite < €. Ce qui veut bien dire que f(x, y) 


4x4 + y4 &P—00 4° 





Exercice 17.7 VO 
Soient f :R— R une fonction de classe €! 03/11/09 et 


ne — R 


242) f(0) 
(x, y) REY 1 Sms 


Déterminer lim F{x, y). 
(x,y)— (0,0) 
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f(h)- f (0) 
h 


prenant h = x? + y?, dès que ||(x, y)|| < Vn, on a |F(x, y) — f'(0)| < €. C’est bien dire que De F(x, y) = f'(). 
X,y)—(0,0) 


On peut aussi résoudre l'exercice en appliquant le théorème des accroissements finis à f sur le segment [0, x?+ ei 


— f'(0)| <e. Donc en 


Solution : La fonction f est dérivable en zéro, donc Ve > 0,-n > 0,0 <|h| <n — 





Exercice 17.8 VO 
Soit f :R? —R définie par : 
dx+y2-1 six2+y2>1 


rs»! 1.2 


2 X sinon 


Montrer que f est continue sur R?. 


2 
2 : X à ; 
Solution : La fonction f est la somme de deux fonctions : f1(x, y) = de qui est continue sur R? par exemple parce 


: : +y-1 six+y2>1 
que c’est une fonction polynôme, et la fonction f2 (x, y) = : . . f2 est une fonction radiale, 
sinon 


c’est-à-dire qu’elle ne dépend que du rayon r = / x? + y2. C’est la composée des fonctions continues : 

°_g(R) = sup(0,R- 1) est une fonction continue d’une variable comme sup de deux fonctions continues 

e et R(x, y) = x2 + y. 

Donc f: est une fonction continue comme composée de deux fonctions continues. Donc f est la somme de deux 
fonctions continues, elle est donc continue. 





17.7.2  Dérivées partielles 


Exercice 17.9 © 
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes : 


1. f(x y)=m(ch(xy)) 4. f(xy)= VX +y 6. f(x, y) = ycos(x+ y) 
2. f(x,y)= x’ avec y >0 5. f(x, y) = arctan(xtan y) avec 
3. f(x, y) = argsh(x+ y). yER\x/27. 


of 


= ysh(xy) = yth(xy) et & (x, y) = xth(xy). 


5 ch(xy) 
cf of 
(x, y) = yx/7 et comme x” = exp(ylnx), — (x, y) = In xexp(yln x) =In xx”. 
x 
1 of 
( 


_ V1+x2+2xy+ y? _ôy 


X 


2 pe 


y 


0f 
X, = ———— et —|Xx, ne ——_—— 


: tan y CE = 1+tan? y 


= > et — = X k 
1+x?tan2y  Ôy 1+x2tan? y 


ô ô 
6. ——(x,y)=-ysin(x+ y) et SL (x, y) = cos(x+ y) - ysin(x+ y). 





Exercice 17.10 M 
Soit f la fonction définie sur R? par : 


ui à 
— six 
X,y]= 4 * 
f 1) . si x=0 


1. Prouver que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R?. 


2. Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0,0). 
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Solution : 


k tk 
1. Soit (h,k) avec h £ 0. On a, pour tZ 0, f(th,tk) = ne = Donc la dérivée au point (0,0) suivant le vecteur 


k 
(h,k) existe et vaut —. Effectuons le même travail suivant le vecteur (0, k). Pour t Z 0, f (0,tk) = 0. Donc la 
dérivée en (0,0) suivant (0, k) existe et vaut 0. 


2. PourxÆ0,ona fe, x) = 1 et f (x,0) =0 donc f n’est pas continue en (0,0). 





Exercice 17.11 Q 
Soit f la fonction définie sur R? par : 


2 
run fée ses 
0 si (x, y) =0 


1. Prouver que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R?. 


2. Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0,0). 


Solution : © 


f(h,tk)-— f(0,0) th2k 
1. Soit (h, k) # qu a nie 


existe et vaut Fe et si k = 0, cette dérivée existe encore et vaut 0. 


Donc si k Z 0 la dérivée au point (0,0) suivant le vecteur (h, k) 


1 
2. PourxÆ0,ona He) = 5 et f (x,0) =0 donc f n’est pas continue en (0,0). 





Exercice 17.12 M 
On considère l'application f : R?— R définie par f(x, y) = ||(x, y)|| (norme euclidienne). Étudier la continuité de f et 
étudier les dérivées partielles de f. 


Solution : f(x, y) = Vx2?+ y?, f est continue sur R? car 
[FCO - FH] <HIXI IIS IX VI 
grâce à l’inégalité triangulaire. Ensuite, 
Ô 
DE (x, y)= 
Ôx x2 + y? 
pour (x, y) £ (0,0). En (0,0) 
f(,0)-— f(0,0) _ 14 
t t 


qui n’a pas de limite lorsque t — 0. Donc f n’admet pas de dérivée partielle par rapport à x en (0,0). Même calcul pour 
la dérivée partielle par rapport à y. 
Ce résultat est valable pour une norme quelconque comme le montre l’exercice suivant : 


= Sg(t) 





Exercice 17.13 Q 
On considère une norme ||.|| quelconque sur R? et on définit f(x, y) = | (x, y) |. Soit h Z 0 un vecteur. Montrer que 
D; f (0,0) n'existe pas. 


Solution : Calculons " 7 
fŒh)-f(0) E lé 


— ||} 
E ail I 





qui tend vers ||h|| lorsque t — 0* et -||h|| lorsque t — 07. Donc la dérivée selon le vecteur h en (0,0) n’existe pas. 


Exercice 17.14 O 


Soit 
À Hy=f 
f&n=s, 


PO siy<sx 


Etudier la continuité de f et l’existence de dérivées partielles. 
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Solution : Les problèmes de continuité ou de dérivées partielles ne peuvent se produire qu’en (x,x?),x € R. On a 

CE x2) = x“ et fix+h, x2+k) = (x+h)* ou (x2 + k)? suivant que x+k>(x+h)? ou non. Lorsque (h, k) — (0,0) ces 

deux expressions tendent vers x, donc à ou fix+h, x + k) = f(x, x?). Donc f est continue en (x, x2),xER, donc 
(h,k)— (0,0) 


partout. 

Prenons x > 0. À gauche de x, la première fonction partielle t-— f(t, x?) a pour dérivée 4t° et à droite, 0. Il n’y a donc 
pas de première dérivée partielle. À gauche de x?, la deuxième fonction partielle t-— f(x, t) a pour dérivée 2t et à 
droite, 0. Il n’y a donc pas de deuxième dérivée partielle. Idem pour (x, x2) avec x < 0. En (0,0) les dérivées à droite et 





Ô Ô 
à gauche sont égales à zéro et donc . (0,0) = . (0,0) = 0. 
X V 


Exercice 17.15 Q 
La fonction f(x, y) = |xyl® (x > 0) est-elle de classe €! sur R? ? 





Solution : Oui si a > 1, sinon, non. 


Exercice 17.16 VO 
On considère la fonction f donnée par 


l—xy 


V1+x2+y2+x2y2 | 


f(x y) = arccos 


1. Calculer les dérivées partielles de f. 


2. En déduire une expression simplifiée de f. 


Solution : 
1. On remarque que 1+ x? + y? + x? y? = (1+ x2)(1 + y?). 


Ô 1 1- 1 
of " - i D x esta) 


Z, ÿ) = —— —— 
ox (#) à A = xp? Va+x201+y7) (G+x2)(1+ 72)? 
A+ x2)(1+ y?) 


VA + x2)(1 + y?) JA +x2)(1+ y2)+(1- xy)x(1 + y?) 
Vi+x2+y2+x2y2-1-x2y2+2xy (+22) 1 + 2)? 
æ l A+y)G+yx+x- 27) : 1 


Vx2+2xy + y? HP) E) 1+ x2 


1 


Ô 
Où € désigne le signe de x+ y. De même _ (x)= Ge L 


Ô 
2. En intégrant . (x, y) 
y 


1 
re pour x+ y > 0 on obtient que f(x, y) = arctan y+ (x). En dérivant par rapport 
47 


à x, on obtient @'(x) = Tee. d’où (x) = arctanx+C et be y) = arctan y + arctan x + C. En faisant tendre 
x 

y vers —x par valeurs supérieures, on trouve C = arccos1 = 0. Donc pour tout (x, y) € R? tel que x+ y >0, 

f(x y) = arctanx+arctany| Si x+ y < 0 alors comme précédemment, on trouve que f(x, y) = —arctan y -— 


arctan x+C’ et en faisant tendre y vers —x par valeurs inférieures, il vient que C' = arccos(1) = 0 et on trouve que 
f(x y) = —arctanx-arctan y. Si x+ y = 0, alors il est clair que f(x, y) = 0. 





17.7.3 Fonctions de classe €! 


Exercice 17.17 VO 
Etudier la continuité, l’existence et la continuité des dérivées partielles premières de f : 





xyIn(x2+y2) si(xy)#0 À Lo | 
1. f(&y)= L si (x y) =0 3. f(x, y) = C2 + y22 si (X, y) À (0,0) 
| | À si (x, y) =0 
2 Lol (x) 
û si (x, y) =0 
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Solution : 


1. En polaire, f(pcos6,psin6) = p*cos? 6sin?61n(p?). Donc |f(pcos6,psin0)| < -p{In(p?) (pour p < 1). Comme 


lim pin (p°) = 0 on en déduit que lim f(x, y) = 0. Donc f est continue en (0,0). 
p—0 (x,y)— (0,0) 


En dehors de (0,0), f est de classe €!. On a, pour (x, y) # (0,0), 2 (x, y) = 2xy2In(x2 + y?) + x2 y? ET 

2p° cos* 6sin? 6 1 

+ NN 

—2p In (p?)+2p° (pour p < 1). Là encore, comme is —2p In (p?) + 2p° = 0 
f(x, y) — f (0,0) 


pour x #0, = = xy2In(x? + y?). Toujours en polaire, on obtient p$ cos6 sin? 61n (BL et comme 


f(x y) — f(0,0) 


Ô Ô 
Toujours en polaire, SL (pcos 6,psin6) = 2p° cos6sin? 6In(p?) . Donc SL (pcos 6,psin0)| < 
5 x 


oi (x, y) = 0. Par ailleurs, 


, lim — 
(x,y)— (0,0) 0x 


Ô 
lim p° In (p?) =0,ona lim = 0, autrement dit 0,0 = 0. 
p— X 


(x,7)— (0,0) X 


of 


Ô Ô Ô 
On a donc lim ci (4% y) = ——(0,0) = 0. C’est bien dire que Gi est continue en (0,0). De même oi est 
Ôx Ôx Ôx Ôy 


(x, y)— (0,0) 
continue en (0,0) et donc f est de classe €1 sur R. 


: EL . à re … [1 1 
. La fonction r — r?sin () est dérivable sur R mais n’est pas de classe €! car sa dérivée 2r sin|—|+ cos (- 
r r r 


2sin| —| admet 


n’a pas de limite en zéro. Pour la même raison, la première fonction partielle en (0,0), x— x 
Ô 1 1 5 
comme dérivée SL (x,0) = 2xsin en — signe (x) cos en qui n’a pas de limite en (0,0) et où signe (x) représente 
x x x 


le signe de x. À fortiori (X, y) — ET Ge y) n’admet pas de limite en (0,0). 
x 


exp (p* cos 6) — exp(p{sin*6 
. Aïe ! En polaire, on a f(pcosO,psin6) = SA RC TEE) = cos*06 — sin*6 + o(1) et on se rend 
compte qu’il y a un problème en zéro et que la limite dépend de la direction choisie : pour x # 0, on a f (x, x) = 0 
e16x* _ e* 
et f (2X, x) = 


3 
GA ar donc f n’admet pas de limite en (0,0). Il n’est donc pas question de classe €. 





Exercice 17.18 OC 


, ; ; se XSin y — ysin x 

Soit la fonction de deux variables f : R? —R définie par f(x, y) = nr? 
x2+ y? 

Étudier la continuité de f, l’existence et la continuité des dérivéees partielles de f. La fonction f est-elle de classe €! 


sur R? ? 


lorsque (x, y) À (0,0) et f (0,0) = 0. 


Solution : Continuité de f en (0,0) : en faisant un DL de sin, on trouve 


xyŸ(1+ o(y)) — yxŸ (1 + o(x)) + ne 


C 2 2 ! 2 
te <{ x 
6(x2 + y2) 6(x2 + y2) D CG 


[fn] = 


2+ y? 


où C,C'ER. On a utilisé le fait que o(x), o(y) sont des fonctions majorées sur un voisinage de 0, et que xy < (on 


aurait pu également passer en coordonnées polaires en examinant l’'homogénéité du numérateur et du dénominateur.). 
Donc f est continue en (0,0). D’après les théorèmes généraux, f est continue en (x, y) Z (0,0). 
Pour (x, y) À (0,0), on calcule 

ô _siny—ycosx 2x(xsiny—ysinx) 

ONE 


et de même pour —. 
0y 
Les dérivées partielles sont continues sur R? \{(0,0)}, mais lorsque (x, y) — (0,0), en faisant un DL de sin et cos, 


oi ) y +3x2y+ yet +yxetx) x y (1+e(x) - y/(1+e(y)) 
—— X, = ——…—…— — ——… _—"—…—…"…—_—_———.—…—————— 
Ôx À 6(x2 + y2) 3(X2 + y2)2 
et en passant en coordonnées polaires, cette quantité tend vers 0 lorsque (x, y) — 0. 
De plus, 
f (4,0) — f(0,0) _ 
t 


0 


Ô 
et donc 0,0) = 0, donc f admet une dérivée partielle par rapport à x qui est continue en (0,0). On traite de même la 
x 


dérivée partielle par rapport à y et donc f est de classe €! sur R?. 
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Exercice 17.19 ©O 
Soit p:R —R continue et 
[ R —R 
À y — fpwdt 


Montrer que f est de classe €! et calculer ses dérivées partielles premières. 


Ô 
Solution : D’après le théorème fondamental de l’analyse, @ admet une primitive y sur R. On a SE (x 1e 
x 


Ô ô ô 
a (W()- vx) = —W/(x) = -p(x) et D (Y = a, (V0) -w 0) = Wy'(y) = p(y). Ce sont bien entendu des 





fonctions continues des deux variables x et y. 


Exercice 17.20 VO 
Soit @:R— R une fonction continue. On définit f :R?— R en posant f(x, y) = Je x- t)p(t)dt. Montrer que f est de 
classe €! sur R? et calculer les dérivées partielles de f. 


Solution : On écrit : . 
fan=xf god | t(t)dt 


et puisque t— @(f), t— ty(t) sont des fonctions continues sur R, d’après le théorème fondamental, F(y) = J'pbdt et 
G(y) = 7 tp(t)dt sont des fonctions de classe €! surR avec 
FH=vpy, GN=7ypy 


Par application des théorèmes généraux, f admet des dérivées partielles sur R? avec 


Of ni of _ _ 
Sun (tdi, ay 1) = 90) yp(y) 





qui sont encore des fonctions continues sur R? par application des théorèmes généraux. Donc f est de classe €! sur R°. 


Exercice 17.21 VV 
Soient f :R— R une fonction de classe €! et F:R? — R donnée par : 


Si X£y 
fx sinon 


f@-f() 
= y 


F9 | 


1. Montrer que F est continue. 
2. On suppose de plus que f est de classe €?. Démontrer que F est de classe €}. 


+ à 
Indication 17.19 : On pourra se placer en (a, a) et poser (tr) = f(t)-(t- a) f'(a)-— j'a) 


Solution : 
fix+h)-f(x+k) 


1. La continuité de F en (x, y) avec x £ y est évidente. Soit xeR. F(x+ h,x+ Kk) = pour h £ k. 


D'après le théorème des accroissements finis, F(x+h, x+k) = f'(£) pour un certain £ compris entre x+h et x+k. De 
même pour h = k, F(x+h,x+k) = f'(£) pour un certain & compris entre x+h et x+k, dans ce cas = x+h=x+k. 
Donc lorsque (h, k) tend vers (0,0), d’après la continuité de x f'(x), on a 7 dues UE h,x+k) = f'@ = 


F(x, x). C’est bien dire que F est continue en (x, x). 
f'@- f'(a) 


. w est dérivable et @'(t) = f'(t) - f'(a)-(t- a)f"(a) = (t- a) = 


— f"(a)| pour t Z a. Comme 


IA fl 
nd (t) — f'(a) 
— 4 


t— a A 


=} {al 


ln 2 fl 
ve,an vreRr- an [OT - pa) <E 


et donc lp’ (| <e|t-— a|. D’après l'inégalité des accroissements finis, lorsqu'on prend |x- a| <n, 


ne \ |. 
[p(x) — p(a)| < il [p'(D| dt <e|| |[t— al dt <e——. 
a a 
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Donc si on prend|x-a|<net|y-a|<n, 


= A _,à 
LU pl < [pi - pol + [pt - px < CE 
Autrement dit 


D LD 3 — AE 
Va x = ne un a) e Dr 





Iron F0 (a) 


On divise par |y — x| : 
— Si on prend a entre x et y, alors|y-x|=|y-a|+|a-x|>V(x-a)2+(7- a)2, d’où 


IF, Fa a) 2 j"(a)| < Ve a)2+(y- a}. 


— Si x et y sont du même côté de a, il faut procéder différemment : 





EC ——_— 1e 


# D EUR . 
Î ee (y — a) (x— a) y°—x"-24a(y-— x) | 
x 2 ” 


à? 
lp - pH] < Î lp’ dil<e 
X 


et en divisant par | y — x| on obtient : 


y-a+x-a 


IEC, y) — Fa, a) — —— f"(a) < Sly-a+ x—al< Vu 0+0- a) 


= + _— 
Dans tous les cas IC, y) — F(a, a) — 2 f'(a)| < Ve a)2+(y-— a)?, ce qui signifie que F admet 


2 

a 

€n (4, 4 €s dérivées DAItIEIlES € UN = NE. 
# î Ôx Ôy 2. 


_f'OG-y = (fofo) 
) tee 

(y— x) ÔF M (E) 
2, fON = f(x) + (y x) f(x) + SET : f'(E) avec & € [x, yl. Donc tr = f Ë 
: F f'(a)  ÔF Lu. . Le ; : 
lim —(x,y)= = — (a, a), c’est-à-dire que la première dérivée partielle est continue en 
x,y)—(a,a) ÔX 2 Ôx 
(a, a). Il en est de même pour la deuxième dérivée partielle. On à bien établi que F est de classe @1. 


ÔF 
Pour finir, soit x £ y. On a — A y) . Or en écrivant une formule de Taylor à l’ordre 


Ôx 


et la continuité de f” en a 


assure que 
( 





17.7.4  Dérivées de fonctions composées 


Exercice 17.22 ©Q 
Soit f :R? — R admettant des dérivées partielles en ses deux variables et en tout (x, y) € R. Soit 


[JR —R 
8*\ 5 — f(r1+82) 


Exprimer g'(t) en fonction des dérivées partielles of et a. 


of of 


RESTES y (21,1+62)+21=(21,1+ 6). 
ôy 


Solution : On a — = — ta” grise (#=2 


X 





dt Ôx dt Ôy dt 


Exercice 17.23 O 
Soient f :R? — R une fonction de classe €! et 


ff RO —R 
8° (p,8) — f(pcos,psin®) 


1. Prouver que g est de classe €}. 
2. Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f. 


3. Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celles de g.inversé les deux dernières questions. 
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Solution : 


1. g est de classe €! comme composée de fonctions de classe €!. 


ô ô 
= cos6 SL (pcos0,psin0) + sin 2 (pcos0,psint) 


ô ô 
= —psin0 SL (pcos0,psin®) +  pcosO à (pcos0,psint) 


3. Par combinaison : 


8 _ 0f : . 0f 

Sp (p,8) =  cos® 3. (Pc0s0,psin@) + sing Sy (pcos0, psin®) 
ôg 
00 


Ô ô 
En additionnant on obtient SL (pcos6,psin8) = cos0 (p,8) 
X P 


ô ô 
(p,8) —psin8 SL (pcos0,psin0) +  pcosO 2 (pcos0,psint) 


De même, _ (pcos6,psin6) = sin0 TE (p, 68) + = c0s0 SE (p,8). 





Exercice 17.24 Q 
Soit f :R? — R une fonction de classe €! telle que : 
VER, V(x,y) eR?, fix+ty+t)=f(xy) 


Prouver que V (x, y) € R?, 2 (x, y) + & (x, y) =0. 


Solution : On pose g(t) = f(x+t,y+t). Par hypothèse, cette fonction ne dépend pas de t, donc sa dérivée est nulle 
of 





pour tout t : g'(f) = = (x+t,y+t)+ 3 (X+ t,y+t) =0, d’où le résultat pour t= 0. 


Exercice 17.25 Q 
Soit f :R? —R une fonction de classe €! telle que : 
VER, V(xy)e R?, f(x ty)= f(x y) 


Prouver que V (x, y) € R?, x (x, y) + va (x, y) = 0. 


Solution : g(t) = f(x+t,y+t). Par hypothèse, cette fonction ne dépend pas de t, donc sa dérivée est nulle pour tout 





t:g'(D= oi (Ex, ty) + y$L (tx, ty) = 0, d’où le résultat pour t = 1. 


17.7.5 Fonctions de classe €2 


Exercice 17.26 © 
Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions suivantes : 


1. f(x y)=sinxchy 2. f(Ly)=y(x- y) 


Solution : 


2 D. D 
15 Lxn) = cosxchy, SL (Y = sinxshy, (x = -sinxch}y, ) = cosxsh y, Sr) = 


sin xch y. 


of __.2 Ôf - ._._ °o. _. Of . 
ere ôy (y) =2y(x- y), (y) =0, EVENT (x, y) = 27, EME 


(x, y) =2x-6y. 





Exercice 17.27 Q 
Soit f : R? — R donnée par : 


x y 


1 (x, 0,0 
jun fé x 6700 


si (x, y) = (0,0) 


1. Montrer que f est de classe €! sur R°. 





2 2 
2. Montrer que : en (0,0) et Te (0,0) existent et diffèrent. Qu'en déduire ? 
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Solution : 


De Re A it) Ce 3x +y7)-2xy" | xx - y?) 
x » 


1. O RSR) , nu E _ Ù 2 
en G2+ y +y)  ôy G2+ y} Ga 


Ô 
déduit que SL (pcos6, psin@) = psin* O(sin?6—cos? 6) et ôy (pcos6,psin6) = psin?6cos0(3cos26-sin?0). Ce 


Ô Ô Ô Ô 
qui veut dire que of et Sie sont continues en (0,0) et que Si (0,0) = sis (0,0) = 0. f est bien de classe €! sur R. 
Ôx  Ôy Ôx Ôy 
l y° 
0,y)=-— 
y 
1 1 . ô [of 
— — (x,0) = — x 0 = 0. On en déduit, à la limite, que — | — | (0,0) = 0. 
x Ôy x Ôx | Ôy 
Comme les deux dérivées croisées sont différentes en (0,0), d’après le théorème de Schwarz, c’est le signe que f 
n’est pas de classe €? sur R?. 


ô [0 
= 1. On en déduit, à la limite, que — (a) (0,0) = 1. 
Ôy | Ôx 





Exercice 17.28 Q 


2 — 
Soient f:R— R etqiR—R de classe 62 sur et F: | G : 


2}) — f(x+o0) | 
1. Montrer que F est de classe €? sur R?. 
2. Vérifier l'égalité : 
OFOF OF OF 
ôx? 0y  Oxôy x : 
: ÔF : ÔF Ne … OF , 
Solution : On a 16) = f'{(x+w(y)) et 57 (9) = @p'(y)f'(x+p(y)). puis ser) = f"(x+w(y)) et 
Ô2F 


See _ ! I 2 2 
EVENT (x, y) =! (y) f'(x+v(y)). D'où le résultat. 





17.7.6 Extremum de fonctions de deux variables 


Exercice 17.29 VO 
Déterminer les extremums locaux des fonctions f : R? — R suivantes : ev 6/11/09 


1. f(x y)=x2+xy+y2-3x-67 6. f(x. y)=2%+y-3xy 
Es Dan 
2. f(xy)= x" +27" -2xy-2y+5 7. f(x y) = xt + yl-2x2 -2y2 +4xy 
3 ee +rT 
8. f(x, y) = xe) + ye* 
4 f(cy)= (x +(x+r) on É 
5 Hé r= ri 4e y 9. f(xy)=V&-D2+y+/22+(y-02 


+ y — 3 = 0 
SANT MSN 1) 
qui donne (x y) = (3,0). On se place alors au voisinage de (3,0) en regardant 
fG,3+k) = h°+h(8+0+(8+k72-3h-6(8+% = h?+hk+k2-9. Pour tous h et k, h?+hk+k2 = (h+50°?+$k > 
0, on en déduit que f présente un minimum en (3,0). 


1. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 


25e = 72 = 0 
—2Xx + 4y — 2 = 0 
qui donne (x, y) = (1,1). On se place alors au voisinage de (1, 1) en regardant f (1+ h,1+ k) = (1+ h}+2(1+k2- 
2(1+h)(1+k)-2(1+%k) = h?-2hk+2k?+ 1. Pour tous h et k, h?—2hk+2k? = (h- k)? + k? > 0, on en déduit 
que f présente un minimum en (1,1). 


. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 


. La recherche des points critiques conduit à (x, y) = (0,0). On a un point de selle car dans le premier quadrant f 
prend des valeurs positives et dans le troisième, des valeurs négatives. 
2x-2y+3x? +6xy+3y? = 0 
—2x+2y+3x2 +6xy+3y? = 0 
En soustrayant les deux lignes on obtient x = y. En reportant dans l’une des lignes, on a 12x? = 0. Donc le seul 
point critique est (0,0). On a un point de selle. En effet la fonction @ (x) = f (x, x) = 8x° admet un point d’inflexion 
en 0. 


. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 
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3x2 + y2+2x = 


D US On déduit de la 


5. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 


deuxième égalité que x = 1 ou y = 0. x= 1 ne donne pas de solution et y = 0 donne x = 0 ou x= à. 
En (0,0) : f(x,0) = x3 + x2 = x2(1+ x) présente en 0 un minimum, tandis que (0, y) = —ÿ présente en 0 un 


maximum. On a un point de selle. 


4 2 2 2 
En (-$,0) : f(-$+Rk) = he +hk = h? É n]. or He É h] < 0 pour 1h < 3. Donc f 


présente un minimum local. 





AVR = 5 
Be S —  0 

Donc VA = x et x? = y donc x° = x donc les points critiques sont (1,1) et (0,0). En (0,0), la fonction @(x) = 
f (x, 0) = x admet un point d’inflexion en 0. On a un point de selle en (0,0). 

fA+h,1+4k) =-1+3h2+3k2-3hk+h$ + k$. Or 3h? +3k2 -3hk+ h$ + kK$ = (3+ h)h? -3hk+(3+ kk? = 

3 2 {4(3+h)(3+k) -9 
— k| + RSC k?. Pour h et k assez petits, 4(3+ h)(3 + k) —-9 > 0 ce qui veut dire 
2(8+h) 4(8+ h) 

que f admet un minimum local en (1,1). Ce minimum n’est pas global. 
3 


. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 


4 


(3+h)|h 


4x” — Ax + 4y = 0 

3x? + 4x — 4y = 0 

En additionnant on trouve 4(x? + y) = 0 d’où x = — y, avec x racine de 4x3 — 8x = 0, soit x = 0 ou x =+V2. 

En (0,0), f(x, y) = -2(x- y)? + x%+ y4. Or f(x,x) = 2x4 présente un minimum en 0, et f(x,0) = -2x? + x4 
présente un maximum en 0. On a donc un point de selle en (0,0). 

En (V2,-V2) : f(V2+h,-V2+k) =-8+10(h2 + k2)+4hk+4V2(h5 —k$) + hf + k4 = -8+2(h+ k7 + h2(8+ 
4V2h+ h2) + k2(8-4V2k+ k2). Comme les deux derniers termes sont positifs au voisinage de h=0etk=0 
respectivement, f présente en (V2,-V2) un minimum local. Il en est de même pour des raisons de symétrie en 


(-V2, V2). 


. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 


. La recherche des points critiques conduit à résoudre le système : 


eŸ + ye* = 0 
xe* +  e = 0 
On en déduit xy = 1 (par exemple en calculant un déterminant) puis +xel/* + e* = 0 et x+e*-l!* = 0, Comme 
x x+e*TlX est strictement croissante, on a au plus une solution. Donc —1 est l’unique solution et donc (—1,-1) 
est l’unique point critique pour f. Maintenant @(h) = f(-1+h,-1+h)=2(-1+ hje-lth = Z(h- 1e} admet un 
minimum en O (p”(0) = 2 > 0), tandis que w(h) = f(-1+h,-1) = (-1+ h)i e”lth = 1(h —1-e) admet un 
maximum en 0 (y (0) =-È <0). Donc f admet un point de selle. 





. 8/11/09) La méthode des dérivées partielles ne permet de détecter que des extremums stricts. Comme ce n’est 
pas le cas ici, cette méthode est désespérée ! II s’agit de remarquer que f Ce y) = AM + MB avec A(1,0), B(0, 1) et 
M{x, y). Les minimums de f forment le segment [AB]. 





Exercice 17.30 © 
Soit 
[ RE —R 
rs: (x, y) — x(1+y$+7t 
Montrer que f est de classe €! sur R?, qu’elle possède un unique point critique qui est un minimum local, mais que f 
n’a pas de minimum global. 


Solution : Le point (0,0) est le seul point critique, et pour (x, y) ER x [-1,+ool, 


fan f00)= 2016 y +7 -0 pour |yl< x 


1e] 


Mais f(x, x) = x2(1 + x)° + x4 - x$ — oo lorsque x — —co, et donc f n’admet pas de minimum global. 





Exercice 17.31 O 
Soit 
[ RO —R 
fe My — x+(x+y-12 +772 
Déterminer les extremums locaux et globaux de f. 


Solution : Le seul point critique de f est (1/3,1/3) et en notant h = x—1/3, k= y—1/3, 
fG, y) fL13,1/3) = h? + k?2+(h+K? > 0 


donc (1/3;1/3) est un minimum global. f n’a pas de maximum global. 
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Exercice 17.32 OO 
Déterminer les extremums locaux de la fonction f(x, y) = x +x2+ ÿ. 
Indication 17.19 : Montrer que le second extrémum n’est ni un minimum ni un maximum local. Pour cela, faire un 
changement de variables fu, v) pour se ramener en (0,0) et étudier les fonctions ft t,0) et fo, t) pour montrer que 
ft, V) — fo, 0) prend des valeurs positives et négatives sur un voisinage de (0,0). 


2 
Solution : On vérifie que V f(M) = (0,0) > M= (0,0) ou M = (20). Puisque f(x, y) = xX2(1 + x) + 4 > 0 lorsque 
TL 
xE se | on en déduit que (0,0) est un minimum local de f (il n’est pas global, car f(x,0) — —- lorsque x — —co). 


2 2 
Pour M = [-3:0). posons u=X+ : et U= y, 


2 
Dir V) = [u- <) [u-: + v?. 


3 3 


2 4 
En calculant @(t) = f(£,0) = DEEE 57° il vient que pour t — 0, @(f) < (0) et donc il y a des valeurs de (u, v) aussi 
proches de (0,0) que l’on veut telles que fu, v) < f(0,0). 


_ 4 
D'autre part, W(®) = f(0, ©) = 12+ 27 et il y a donc des valeurs de (u, v) aussi proche de (0,0) que l’on veut pour lesquelles 


= _ 7 
fu, v) > f(0,0). Donc (20) n’est ni un maximum local, ni un minimum local. 





Exercice 17.33 ©Q 
On considère une boîte sans couvercle de forme parallélépipédique de volume 1. Trouver les dimensions de la boîte 
pour que la somme des aires des 5 faces soit minimale. 


Solution : Notons a, b les dimensions de la base et c la hauteur de la boite. Le volume vaut abc = 1. La somme des 
aires des 5 faces vaut 2bc+2ac+ ab. En remplaçant c par 1/(ab), on cherche à minimiser la fonction de deux variables 


22 
, D) = — Fe 
f (a, b) 2h de 


On calcule ses dérivées partielles : 


Ôf 5 
Sa ® D) = 


Ôf : 
SP) Se 


d’où le seul point critique (a, b) = (21/3,213), On vérifie par un dessin que c’est un minimum global. 





Exercice 17.34 VO 
Soit f(x, y) = (x2- y) (3x2 — y). 
1. Démontrer que la restriction de f à toute droite passant par (0,0) admet en ce point un minimum (local). 


2. f admet-elle un minimum en (0,0) ? 


Solution : 
1. Soit 0 l’angle polaire d’une droite passant par (0,0) : x = fcos0, y = fsin6. On a gg(f) = f(tcos6, fsin0) = 
(t2 cos? 6 — tsin0).(312 cos? 6 — tsin0) = #2(3cos*601{—4cos?6sin0t+sin?6). 
— Sisin0 #0, alors gg(f) > 0 au voisinage de (0,0). C’est bien dire que g, admet un minimum local en 0. 
— Sinon go(f) = 314 admet aussi un minimum local en 0. 


2. Non! f(x, 2x2) = —x* admet un maximum local en 0. 





17.7.7 Équations aux dérivées partielles d’ordre 1 
Exercice 17.35 Q 


sh , u—x+ ; ; ; : 
En utilisant le changement de variables . déterminer les fonctions f :R? — R de classe €! solutions de 


v=2x+3y 
l'équation aux dérivées partielles : 


Solution : On écrit g(u, v) = f(x, y), ce qui donne = 8 x x Qu + 0 a = =l1x= BLnÈE, De même LL = =1x = £ +398 


x ee 
Par combinaison de ces deux résultats : 0 = sui 2 =$ = . Donc g est une Me de v seul : g(uv) = i ce qui, 
traduit en (x, y), donne f(x, y) = p(2x+3y). 





Exercice 17.36 © 
u x 
En utilisant le changement de variables déterminer les fonctions f : R? — R de classe €! solutions de 
v y—x 


l'équation aux dérivées partielles : 


Solution : On écrit g(u, v) = Le y), ce u donne _ = À . De même = a En additionnant ces deux résultats, 


on obtient g(u, v) = f(x, y) = a L+ L=5 a 


Pour résoudre l’équation 2 = g, on travaille à v constant. On obtient alors g = Ke“ où K est une constante... qui dépend 
de v : C’est donc une fonction de v, g = soie ce qui, traduit en (x, y) donne f(x, y) = K(y- x)e*. 





or, 


Réciproquement, si f(x, y) = K(y-—x)e”, = = [- K'(y- x) +K(y— x)] e* et L = K(y-—x)e*, donc on a bien on 


Exercice 17.37 © 
En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R2\(0,0) — R de classe €! solutions 
de l’équation aux dérivées partielles : 


Solution : On pose g(p,8) = f (pcos6,psin@). Par hypothèse on a : 


Ô ô 
psino 2 (pcos0,psin@) peos0S (pcos06, psin@) = 0 


ô 1 Ô ô 1 Ô 
Soit psin8 [c0s0% (p,8) — sSn02 (0) — pcos8 (sn0 2 (p, 0) + ALT (p,8)| = 0, ce qui donne après sim- 
10 
plifications == (p.6) = 0. Donc g(p,8) = f(pcos6,psin6) = p(p). Autrement dit f est une fonction radiale : 
p 


f(y)=v [v x2+ ÿ°). On vérifie réciproquement qu'une telle fonction est solution de l’équation. 





Exercice 17.38 © 
En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R* x R— R de classe €! solution de 
l’équation aux dérivées partielles : 


Solution : On pose g(p,8) = f (pcos6,psin@). Par hypothèse on a : 


Ô ô 
peus (pcos0, psin@) + psin or (pcos0,psin 6) = 


Ô 
Cette fois cela se traduit par _ (p,8) = 1 soit g(p,8) = p+ (6). Pour remonter jusqu’à f, on remarque que tan0 = 2 
p x 


ou cotan8 = = et on écrit f(x, y) = Vx2+y2+w à) Vérifions : 
y 


— Pour f(x, y) = Vx2+ Die De, LES ES. 
f(oy)= Ve +yi x + y, as V2 + y 


l 
— Pour f(x, y) = vl£ + x Ar ve = = su A VV : = 0. Autrement dit fo est un élément du noyau de 
of 


l'application linéaire f— x 
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17.7.8 Équations aux dérivées partielles d’ordre 2 
Exercice 17.39 O 
RO — R 
(GG  — fn 


: > . u=Xx+ct : : | 
Soit c > 0. En utilisant le changement de variable : déterminer les fonctions f : 


v=x-ct 
de classe €? sur R? solution de l'équation aux dérivées partielles : 


es _ Ôf _ 08 08 _ 98 _ 08 , 
Solution : On pose g(u, v) = f(x,t). Ona AS EN Go et Gr er en Dour 


of 02 02 02 02 02 02 02 02 02 
0e BR CURE a De RÉ NANTERRE 


Ôx? Ou? Ôvôu Oudv Ov? 02 ‘ 5w Ôvôu  Ouôdv Ôv2' 


Il vient alors 


Ô Ô 
On est donc amené à résoudre 3 È = 0. En intégrant par rapport à v on en déduit que 3 È ne dépend pas de v, c’est 
vôu vôu 


donc une fonction de u seul : _ = (pi(u). On intègre par rapport à u : g(u, v) = p(u) +w(v), où est une primitive 
u 

de 1 et y est une "constante d'intégration". En traduisant dans (x, f), on a alors f(x, t) = @(x+ ct) +w(x- ct). On 

vérifie que ces fonctions conviennent. On connaît l'interprétation physique. L’équation s’appelle l’équation des ondes. 

La constante c est la célérité de l’onde dans le milieu, w désigne l’onde incidente et p l’onde réfléchie. Ces deux ondes 

dépendent des conditions aux limites. 





Exercice 17.40 Q 
R — R 


déterminer les fonctions f : My — f(x 


U = 
Soit c > 0. En utilisant le changement de variable : 
V=X+y 


de classe €? sur R? solution de l’équation aux dérivées partielles : 


ô Ô ô Ô ô 
Solution : On pose g(u,v) = f(x, y). Ona ESSE ee Le Æ. Donc 
Ôx Ou Ôv  Ôy Ôv 


Of Ogg  0g Ôg Of  Og dg , SF _®g 
Ôy? Ov? 


PE EE + —, À — 
Ôx2 Ôu?  Ôvôu Ov? Ôx0y Ôvôu Ôv? 


cu ne 0? Ô 
Donc Li 2 RE + Se = —. Il vient que — = 0, d’où _ = (v) et g(u, v) = p(v)u+w(v). En traduisant dans 


(x, ?), on a alors f(x, y) = xp(x+ y) +w(x+ y). On vérifie réciproquement que de telles fonctions conviennent. 





Exercice 17.41 VO 
Une fonction f :U CR? R est dite harmonique ssi 


LÉf Œf 


= — + — =( 
Ôx2 Ôy? 


Af 
1. Montrer que la fonction f(x, y) =In | (x, y) | est harmonique sur R2 \ (0,0). 


of Of Of 


2. Soit f:R?-— R une fonction harmonique de classe €. Montrer que les fonctions à. et Ya — 4) sont aussi 
x x y 


harmoniques. 


3. Trouver toutes les fonctions @:R— R de classe €? telles que l'application f(x, y) = @ (2) soit harmonique sur 
x 
l’ouvert x > 0. 


Indication 17.19 : Pour la dernière question, poser z = Ÿ et trouver une équation différentielle vérifiée par (2). 
x 
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Solution : Les deux premières questions se montrent par le calcul. Pour la dernière, 


AfGn = | Er g"(2)+216 (2) 


X X 


en posant z = L. il suffit que @ vérifie l'équation différentielle 
x 


(z2+ 1D@"(2) +2zp'(2) = 0 
pour que f soit harmonique. En posant W(z) = @'(2), w vérifie l’équation du premier ordre : 
(z2+1)y'+2zy = 0 


On résout et on trouve 


w(#) = Lo w(t) = Carctanz+C' 


z2+ 

et donc 

EN Carctan(2) +C' 
x 





sont des fonctions harmoniques sur {x > 0}. On vérifie 


17.7.9 Pour aller plus loin 


Exercice 17.42 VV 
Démontrer le théorème sur les DL d’ordre 1 pour les fonctions de deux variables réelles : 
Soit f:UcC R?— R de classe €! sur l’ouvert U et Mo = (0, yo) e U. Alors il existe une fonction e: VC R2 — R définie 
sur un voisinage V de (0,0) telle que : 


D Pour tout accroissement H = (h, k) € R? tel que Mo+HEU,ona: 


Ô Ô 
f Go + À, yo + k) = f(xo, yo) + hSE (ao + ESL Go 0 +11, k)11e(A, k) 


D E(A,k) ——— 0 
(h,k)—(0,0) 


Solution : On utilise le procédé déjà vu lors de la Formule de Taylor intégrale à l’ordre 2 : U 
est un ouvert, donc il existe une boule B centrée en Mo et incluse dans U. On considère (h,k) tel 
[0,1] — R 

Lt — f (Xo + th, Yo + tk) 
trémités (Xo, yo) et (xo + À, yo + k) est inclus dans B donc dans U. Par application du théorème de compo- 


que (xo + h,yo + K) € B. Soit  : . @ est définie car le segment d’ex- 


Ô 
sition des fonctions de classe €!, @ est dérivable sur [0,1], et Vt € [0,1],@/(r) = SL (0 + th, yo + tk) + 
x 


Ô l Ô 
RTL Ga + th, yo + tk). On écrit alors (1) = (0) +[ p’(#) dt, soit f(xo + h, yo + kK) = fo, Yo) + RÉ (x 30) + 
0 


Ô l {à Ô Ô Ô 
Re + Î n [SE Go + th, yo + tk) — es + Kk ee + th, yo + tk) — Lo) dt. Reste à démon- 
Ôy 0 Ôx Ôx Ôy Ôy 


l {à Ô Ô Ô 
trer que Î nSE to + th, yo + tk) — SL Go, 70) + k SE o+ th, yo + tk) — 0,90 dt = |(h,k)lle(h,k), avec 
Ô Ô 

lim  e(h,k) =0. Soit e > 0, puisque f est de classe @1, >0,|(&,uv)| <n — (AE ao + th, yo + tk) — des < 

(h,k)—(0,0) Ôx Ôx 
Ô Ô 
e et SE Go + th, Yo + 1 = SE (a, ) < €. Donc si on prend |(h,k)|| < n alors Vft e [0,1],||(th,tk)|| < n et donc 
x x 


1 {ôf of of of 
Î h ao + th yo+ tk) — == (x, Jo) +k a C0 + 1h70 +10) 5 Go yo) dé| <|hje+|kle <2ev h2 + Kk?, ce qu'il 
0 





fallait démontrer. 


Exercice 17.43 OVQ 
Soit f une application de classe €! définie sur un ouvert U c R?, à valeurs dans R, et admettant en (a, b) € U des 
dérivées partielles d’ordre 2 continues. 
Soit (a, b} e U. Soient (h, k) ER? tels que (a+h,b+Kk),(a+ h,b),(a,b+ k) e U.On pose 


A=f(a+h,b+k)- f(a+h,b)- f(a,b+k)+f(a, pb). 
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On introduit F et G données par : 
F(x) = f(x, b+k)—f(x,b) et G(y)= f(a+h,7y)- f(a, y). 
1. En remarquant que À = F(a+ h) — F(a) = G(a+ k) —- G(a), démontrer qu’il existe (91, 92, 93, 04) € [0, 1]* tels que 


ie 
vf (a+ 01h, b+%k) = eh (a+03h,b+%,1k). 
y 








A=hk 
ÔyÔ 


2. Après simplification par hk, on fait tendre (h, k) vers (0,0). Quel résultat obtient-on ? 


Solution : 
1. Ona bien F(a+h)-F(a) = f(a+h,b+k)-f(a+h,b)-f(a,b+k)+f(a, b) = À. D’après l’égalité des accroissements 
finis, A € [a,a+ h],F(a+ h) —F(a) = hF'(Q. On peut écrire { = a+ 1h, avec 91 € [0,1]. D'autre part, F'(x) = 


Ô Ô Ô Ô 

cine b+Kk)— aie b). Donc on peut écrire À = Dire b+Kk)— en b) = d1(b+ k) — d\(b), en posant 

Ôx Ôx Ôx Ôx 

d1(y) = ha (a+ 01h, y). Là encore, d’après l’égalité des accroissements finis, 3 € [b, b+ k], d (b+ k) — d1(b) = 
x 


Ô {à 
kd' (#). De nouveau on peut écrire & = b+9,k, avec ®% € [0,1] et d\(y) = h— (SE ca+ on DIE 
x 


0y 


ce 
Ÿ1 A, y). On a donc bien À = hk se f (a+%1h,b+9%,k). De façon symétrique, on trouve (93,4) € [0, 1]{ tels que 
yôx 


62 
A = G(a+ k) - G(a) = enE (a+%3h,b+%,k), ce qui achève d'établir l'égalité demandée. 
x0y 


On a d “, + 01h,b+9k) Aie + 03h, b + 04k). On sait lim ee = D), 
. On a donc a ; = a ; . On sait que ; a, 
ÔyÔx ; À Ôx0 y ; : É (x, y)—(a,b) 0 yÔx ie 
of 


à (a, b)| < e. Mais si on a Vh?2+ k2 < ny, a fortiori 
x 


0? 
donc Ve > 0,21, Vh2+k2 <n1 — Fe . (a+h,b+k)- 


A © 0? 
a V(91h)2 + (92k)2 < n1 et donc | — Te - (a, b)| <£. De même De RS (a, b)| <e pour V h2 + Kk2 < np. 
df 


Donc en prenant V h2 + k2 < inf(n1, 12) on obtient 3 (a, b)| < 26, et ce pour tous les € > 0. Donc 
X0y 


_. . 
aar ,D)— Ti b). On en déduit le théorème de Schwarz. 
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base 1 8 | 


Intégrales multiples 


18.1 Intégrales doubles 


Si une fonction f est constante et vaut « sur un petit pavé [a, b] x [c, d], on définit son intégrale double comme étant le 
volume de l’espace de base le rectangle [a, b] x [c, d] et de hauteur a. Ce volume vaut V = à x (b-— a) x (d — c). On vérifie 


que 
b d d b 
v=f{[ fan dy)dx= f ([. fx,» dx) dy 


Pour définir l'intégrale double d’une fonction bornée f : [a, b] x [c,d] — R, on commence par subdiviser le rectangle 
[a, b] x [c,d] en n x p petits rectangles, et on définit l’intégrale d’une fonction en escalier (constante sur chacun des 
rectangles) comme la somme des volumes des parallélépipèdes. On définit ensuite l’intégrale supérieure de la fonction f 





FIGURE 18.1 — Fonction en escalier 


comme étant la borne inférieure des intégrales des fonctions en escalier majorant f, et l’intégrale inférieure de la fonction 
f comme étant la borne supérieure des intégrales de fonctions en escalier minorant f. Lorsque l’intégrale supérieure et 
l'intégrale inférieure sont égales, on dit que la fonction f est intégrable, et on note 


Î] f(x, y) dx dy 
[a,b]x[c,d] 


son intégrale qui est la valeur commune de ces deux bornes. On montre que toute fonction f : [a, b] x [c,d] — R continue 
est intégrable. 

La construction devient beaucoup plus compliquée si l’on considère des domaines U € R? qui ne sont plus des rectangles. 
Comment « subdiviser » un tel domaine U ? Quelle régularité imposer à U ? Ce procédé de construction est inadapté, et on 
utilise une autre définition de l’intégrale, l’intégrale de Lebesgue que vous étudierez en école d’ingénieurs. Heureusement, 
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les calculs avec l’intégrale de Lebesgue ressemblent aux calculs habituels avec l’intégrale de Riemann. Nous admettrons 
les résultats qui suivent. 


18.1.1 Le théorème de Fubini 


Nous allons considérer une région U € R? « admissible » définie à l’aide de deux fonctions d’une variable 
U={(x, ND ER?|a<x< b et p(x) < y<w(x)} 


ou alors 
U={(x, ND eR?|c<7y<d et a(y) <x<B(y)} 


y=wy(x 


x=f(y) 





a b x 
FIGURE 18.2 — un domaine U délimité par le graphe de deux fonctions 


Le théorème suivant permet de calculer une intégrale double sur un tel domaine. 


THÉORÈME 18.1 © Théorème de Fubini 


Si f est une fonction continue sur un domaine U € R? admissible, alors on peut calculer l'intégrale double de f sur U 
en calculant deux intégrales simples : 


br rvx dr sb) 
Îl fan dxdy= | Î f(x, y) dy ax= | f(x, y) dx| dy 
U a c y) 


p(x) a 





Exemple 18.1 Calculons l'intégrale double I = Ge +y)dxdy où D={(x, M ER? |0<x<1,0<7y<1- x}. 


1 pl-x 1 1x 1 5 

_ 2 L 2 2 L 2 2 . 
i- [ [[ (x +pdy]ax= | [x y+y 12] de= [20-20 + 01-20 12 dx = — 
o Lo 0 0 0 6 


THÉORÈME 18.2 Propriétés de l’intégrale double 


1. Linéarité : 


farsuocnaxay=x ff ronaxay+u ff rex naxay 


2. Additivité : si D = D: U D» avec Di N D2 = S, 


ÎL rœnaxay= || fx pdxdy+ Î] f(x y)dxdy 
D Di D2 


3. Positivité : si f > 0 sur D, alors 


Îl f(x, y)dxdy2>0 
D 
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Remarque 18.1 Souvent, on doit calculer une intégrale double sur un pavé D = [a, b] x [c, d] où la fonction à intégrer 
est un produit de deux fonctions d’une variable. Dans ce cas, l’intégrale double est le produit de deux intégrales simples. 


b d b 
1 Î] puy dx dy= | (x) ax={| von dy] [ pu dx] 
[a,b]x[c,d] a c a 


d 
Nous avons utilisé le théorème de Fubini et remarqué que le réel L w(y) dy était indépendant de x. On peut donc le 
€ 


d 
Î w(y) dy 
C 








mettre en facteur de l’intégrale. 


18.1.2 Changement de variables 
THÉORÈME 18.3 Changement de variables 


On considère deux domaines « admissibles » , D € R?, A c R? et une application 


4 A — D 
Le (uv) —  (x(u,v), y(u,v)) 


On dit que cette application est un €!-difféomorphisme du domaine A vers le domaine D lorsque : 
— west bijective, 

— est de classe &!, 

— Ja bijection réciproque @”! : D A est de classe &!. 

On appelle Jacobien d’un tel €!-difféomorphisme @ au point (4, v), le déterminant 


ie on . 
non A 


J(u, v) = 
0y 


D nes 
Fi DRE 


[L rc axay= [fret o ytu 0) Du, v)| du du 





Deux cas importants de changement de variable sont à connaître. 
— Changement de coordonnées affine. 
x=au+bv+a 


y=cu+dv+$ 


alors | Jp = (ad — bc) 


— Changement en coordonnées polaires 


x= pcosO 
y=psine 


alors En! 


Exemple 18.2  Calculons l'intégrale double I = Hot + y?) dxdy où le domaine d’intégration D est défini par D = 

{(x, y) € R?|x2> 0, x? + a < 1}. Le domaine D est un demi-disque de rayon 1 de centre (0,1) avec x > 0. Passons en 
A — D 

(p,8) —  (pcos6,psin8) 

D={(p,8)€e R?|-x/2<6< 7/2,0< p< 1} et alors 


x/2 pl T 
1 | fe apdo= 7 
-n/2J0 4 


Exemple 18.3 Calculons l'intégrale double 1= ff, (x? + y?) dxdy où 


coordonnées polaires. L'application 4 : réalise un @!-difféomorphisme du domaine 


2 2 
= 2,1%, Y 
D ={(x, y) ER re 
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—— D 


Léal; 1_4iffé _— 
D tu bo réalise un @°-difféomorphisme de A 


Le domaine D est une ellipse et l’application affine 4 : 


vers D où A est le disque unité. Alors 
[= Î[ (au? + b?v?)ab du dv 
A 


Effectuons ensuite le changement de variables polaires. L'application w : . = — 6,psin6) réalise un 


€1-difféomorphisme entre le domaine U = [0,1] x [0,2x] et le domaine A. Par conséquent, 
I= ab || (p/a? cos? 8 + p?b? sin? 6)|p| dp d8 
U 


Il ne reste plus qu’à utiliser le théorème de Fubini pour calculer cette dernière intégrale. 
27 1 27 
1= ab] &| pap)[| cos? 6 d8 
0 0 0 


Exemple 18.4  Posons pour R > 0, 


1 
Î a? p° cos? 8 + b?p° sin? dl d0 = ab + b? 
0 














1 27 
É p° dp) [l sin? 6 do) = LR, 
0 0 4 


R 2 
rm = | e * dx 
0 
Dr={G MER |x2+y2<R?} Ap=[0,R] x [0,R] 
I(R) = Î e + dxdy JR) = Îl e +) 4x dy 
AR Dr 


1. En utilisant Fubini, on trouve une relation simple entre F(R) et I(R) : 


R  ,[fFR =: R , 
I(R) - [ e } [l e* dx) dy= [l e ay) [l e* dx) = F(R)? 
0 0 0 0 


2. Puisque la fonction à intégrer est positive et que Dr € Ar € D 3, on obtient 


Dyx LT EI 


O R V2R 
J(R) = Î[ era dx dy<I(R) < [[ CE dx dy=J(V2R) 
Dr AR 


3. En passant en coordonnées polaires, on calcule facilement 


x/2 R 
= [[ e*pd] do= {1e ") 
0 0 2 


n/2 et que J(V2R) 


R—+00 R—+00 


4. Puisque J(R) 








n/2, le théorème des gendarmes permet de conclure que 


F(R) 





R—+oo 2 ‘ 
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18.1.3 Aire d’un domaine plan 


DÉFINITION 18.1 Aire d’un domaine plan 
On définit l’aire d’un domaine admissible D € R? par 


4D= |] 1dxdy 
D 


| Remarque 18.2  L’aire du domaine plan D est donc le volume de base D et de hauteur 1. 





Exemple 18.5  Calculons l'aire délimitée par une ellipse d’équation cartésienne 


A y 


D: AUDE 


Il suffit d'effectuer un premier changement de variables affine puis de passer en coordonnées polaires. Si nous notons A 
le disque unité, 


27 pl 
a1D)= ab |] du do = abs/(a) = ab | [ pd de -xab 
A o Jo 


THÉORÈME 18.4 Aire d’un secteur délimité par une courbe polaire 


Soit une courbe polaire d’équation p = p(6) et le domaine Q délimité par les deux demi-droites d’équation polaire 61, 
62 et par la courbe polaire (voir figure 18.4). Alors l’aire de ce domaine se calcule par la formule 


1 fé 
a®=> | p2(6) de 
2 Je: 


A 


Démonstration Il suffit d’effectuer un changement de variables polaires. L'application 4 : 


p = p(6) 





A — 
(p,8) —  (pcos6,psin0) 
réalise un €! -difféomorphisme du domaine À = {(p,8) € R? 101 <8< 6, 0 <p< p(8)} vers le domaine Q et en utilisant Fubini, 


6 rp(6) 62 2 
ao = [] pdpdo= Î pdpdo= p”(8)/2 dB 
A 61 J0 61 


Exemple 18.6  Calculons l’aire délimitée par une cardioïde d’équation polaire p = a(1+cos@) (a > 0). Par symétrie, 
l’aire est le double de l’aire du domaine avec y > 0. D’après la formule précédente, 


& fr 2 3an 
4-2 | (1+cos8)" d8 = —— 
2 Jo 2 


18.2 Champs de vecteurs dans le plan et dans l’espace 


DÉFINITION 18.2 Champ de vecteurs 
On appelle champ de vecteurs défini sur un ouvert U € R°, une application 


FAX — R 
F : — 
M — F(M) 


F1(x, y) 


By) On dit que ce champ de vecteur est de classe &À 


qui à tout point M = (x, y) de U associe un vecteur Ex, y) 


lorsque les deux fonctions F, et F2 sont de classe €* sur U. 
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DÉFINITION 18.3 Potentiel scalaire 
On dit qu’un champ de vecteur F : U — R" dérive d’un potentiel scalaire s’il existe une application 


U — R 
AA — V(M) 


_ _ ôV ÔV 
telle que V(x, y) EU, F((x, y)) = V V((x, y)), c’est à dire F1(x, y) = Fos y) et F2(x, y) = y y). 


PROPOSITION 18.5 Théorème de Poincaré 
Soit un ouvert U € R? convexe. Un champ de vecteurs F : U— R? de classe €! sur U dérive d’un potentiel scalaire V si 
et seulement si 


ÔF] ÔF> 
MÉAIQUSS = MES EE) 
Ôy Ôx 





Démonstration Si F dérive d’un potentiel scalaire, il existe une fonction V : U— R de classe €! sur U telle que V(x, y) EU, 
ÔV OV 

F1(X, y) = a y) et F2(x, y) = 3, © y). Puisque les fonctions F1,F2 sont de classe æ1, la fonction V est de classe €? sur U et 

d’après le A de Schwarz & 13 page 676), en tout point (x, y) EU, 


ÔF] a ÔF> 
pris X, y) = Pr y) = Svox y) = 3x 


Remarque 18.3 


1. On peut définir formellement le rotationnel du champ de vecteurs comme étant le champ de vecteurs 


U — R 


GG y) — = — (x, y Ti y) 


ô 
rot(F): x NY) 65m F1 
12 Ôx 
Ô 


E(x, y) 


Le théorème précédent s’énonce alors en disant que si un champ de vecteur dérive d’un potentiel scalaire, son 
rotationnel est nul. 
F 
2. On peut également considérer des champs de vecteurs sur un ouvert convexe U © R* : F F> :U— R. Untel 
F3 


champ de vecteurs dérive d’un potentiel scalaire V : U-R si et seulement si son rotationnel est nul où 


U — R 
se X, y) SG y) 
2 0 [FX de 
rOtF :4 (x,y) — s F2(x, y) = 4 pd çu y 
7 (san |& Us 
+ Oo 


3. Il faut une condition géométrique sur l’ouvert U pour que le théorème de Poincaré s’applique. Vous verrez en 
deuxième année une condition plus précise que la convexité et des contre-exemples dans le cas où l’ouvert ne 
vérifie pas cette condition. 


Exemple 18.7 Considérons le champ de vecteurs défini sur R? en entier par 


RO — R 
EF. 3x2y+2x+ y 
ue GS x$+3xy? —2y 


On calcule pour (x, y) € R?, 


ÔF ÔF 
7) = 3x +37? SN = 3x +3y° 
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D’après le théorème de Poincaré, ce champ de vecteurs dérive d’un potentiel scalaire V : R? — R. Déterminons ces 
potentiels scalaires. La fonction V est de classe €! sur R? et vérifie V(x, y) € R?, 


Li ( ) = 3x? +2x+ y 
X, Y) = 3x x 
5 y y y 


Il existe donc une fonction C :R— R de classe €! sur R telle que V(x, y) € R?, 


VX, y) = VE x? + Par C(y) 


ÔV 
Puisque d F>, on trouve que x° + 3y2x+ C/(y) = x° +3xy?-—2y, c’est à dire que Vy ER, C/(y) = —-2y d’où C(y) = 
y 


— V4 + K où K est une constante. Finalement, 


VX, y) =  y+ ++ x y +K 


B10 15 | George Green, né le 14 juillet à Sneinton (Angleterre), mort le 31 mai 1841 à Nottingham 


Mathématicien anglais. Il était physicien. Il n’a passé 
qu'un an de sa vie à l’école et était boulanger de métier. 
Il a appris la physique en autodidacte en lisant principale- 
ment les mémoires de Poisson. Il est le père de la théorie 
du potentiel et le théorème qui porte son nom fut publié 
dans un article qui passa quasiment inaperçu à l’époque : 
“An Essay on the Application of Mathematical Analysis to 
the Theories of Electricity and Magnetism”. Il intégra l’u- 
niversité de Cambridge à 40 ans et fit, une fois son diplôme 
obtenu, une carrière brillante, même si son travail ne fut 
pas reconnu de son vivant. 


THÉORÈME 18.6 Formule de Green-Riemann 


On considère un champ de vecteurs défini sur un ouvert U € R? par 


D — 
P(x, y) 
(x, y) en 


Soit Q une partie de U fermée et bornée, délimitée par une courbe fermée paramétrée par une fonction 


— [ab — R 
:} t  — (x(f),y(D) 


Cette courbe paramétrée est parcourue dans le sens trigonométrique. Alors la formule de Green-Riemann ramène le 
calcul d’une intégrale double à celui d’une intégrale simple : 


ee ô ôP h 
Îl Fo E axdy=“? [| x n- Lu p] axdy= [P (x, y) x (0 + Q (x, y) y] dr 
a al Ôx Ôy a 





Riemann). L’aire du domaine Q est donnée par 


b b 1 r? 
ao «yo dt=- vos dt= x | (x y (0 - y(0x (0) dt 
a a a 





Démonstration Considérons le champ de vecteurs défini par 


Q — R 


FA (nm — 





D'après la formule de Green-Riemann appliquée à ce champ de vecteurs, 
- b 
Îl rot F (x, y) dxdy= ff 1dxdy=#(Q) Cu [0+x(9y/(®] dt 
Q Q a 


On montre la deuxième formule en considérant le champ de vecteurs défini par G(x, y) = o et la troisième formule s’obtient en 
additionnant les deux premières. 


Exemple 18.8  Utilisons la formule de Green-Riemann pour calculer l’aire intérieure à l’astroïde, courbe paramétrée 
définie par 
X(É) = acos® t 
y = asinè ft 
cos(2f) +1 3a? 


27 27 34 27 
a= | «y (D dt=3a? | sin? rcost rdt= = | sin? (20 —"—— di = 
0 0 2 Jo 2 8 
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18.3 Exercices 


18.3.1 Calculs élémentaires 


Exercice 18.1 O 
Calculer || (x + ye**Y dxdy avec D={0<x<2,1< y<2} 
D 


2 2 
Îl a+ pe drdy= | ax | (x+ pe" dy 
D 0 1 
ÿ 


2 2 2 
= || ex | e"dy+ | e*dx | ye} dy 
0 1 0 1 


=[&œ-De [eh +[e]li[-De] 
= (e2+1)(e2 — e)+ (e2 — 1)e2 


3 


=e(e —&+e-1+e-—e) 


=e(2e*-e?-1) 





Exercice 18.2 Q 


Calculer || x?ydxdy avecD={y>0,x+y<1,y-x<1} 
D 


Par symétrie par rapport à l’axe Oy : 
1 1-x 1 
Îl < ydxdy =2 | dx [ vdy=2 | + |— 
D 0 0 0 2 


Exercice 18.3 © 
Calculer x? y dxdy avec D = {x? + y? < R?} 
e) 


Solution : L'intégrale est nulle par symétrie par rapport à l’axe Ox. 


Exercice 18.4 © 
I= Î Î xy dxdy 
D 


Calculer 
où D={{(xy)ER?1x>0, y>0 et x+y<l}. 


1 1-x 1 Î— 2 1 = 2 1 1 
0 0 0 2 0 2 6 8 
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Exercice 18.5 O 
Calculer 


= ff sin(x+ y) dxdy 
D 


où D={(xy)ER|Ix>0, y>0 et x+y<x}. 


T T—X T 
= il ax sin(x+ y) dy= [ [-cos(x+7y)] ” dx= Î (1+ cos x) dx = 7. 
0 0 0 





Exercice 18.6 Q 
Calculer 


: 2 
= ff ,y+ dxdy 


où D={(x y)ER?|x<l, y>z0 et y°< xl}. 





Exercice 18.7 F2 
Calculer les intégrales ji [= ms à et [l Eee mr À où 


1)T= (x, y) ER?/ neyenierei 
2)D=(x, y) EeR?/< x? +y< 1,x20 


Solution : On rend l’ensemble d'intégration symétrique : T' = (x, y) e R?/0< x< 5 3<y<i 


1l De « Î] 1 te 
xd = — ——— d d = — d d 
Île se . — D: T'UT X2 + 2 de 


Li 
4 4 16 


De même pour la deuxième : 


1 
dxdy= - 
TES fur x2 + y2 Li D mi =. x2 + y2 


37 _ 37 


ne 
4 4 16 





en utilisant les symétries 


Exercice 18.8.  ©O© 
Soit f et g deux applications continues, croissantes sur [0,1]. Démontrer que 


1 1 1 
['ragcoaxz [ fudx. | g(x) dx. 


Solution : Dans un premier temps, 


1 1 1 1 
['rœax f gudx= | fuods. | stpdy= |] ragu dd. 


Avec D = [0,1]?. En écrivant D = D; U D» avec Di = {(x, y) ED, y< x} et Di ={(x, y ED,x< y}. 
Comme f et g sont croissantes sur [0,1], sur D on a g(y) < g(x) et sur D on a f(x) < f(y). Donc on a 


[FO -fH][g& -8m]20 


que ce soit sur D ou sur D), donc sur D tout entier : 


ÎL [fo - fn] [80 - g()] dxdy > 0 
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Soit en développant, 


[L rcecodray+ l roecraxdy> [fl ron.guoaxay+ | ruo.gon ray 


Comme ff, f(x).g(2 dx dy = je fGX).g(x) dx = 1; fO.g0 dy= ff, f(".8(") dx dy, on en déduit bien, en divisant par 
2, que 


1 1 1 
['regcodz [ fudx. | g(x) dx. 





Exercice 18.9 OC 
Soit f une a de classe €* sur [0, 1] x [0,1], qui s’annule sur le bord du carré et telle que V(x, y) € [0,1] x 


[O, | (x, y) 





Ô Es 2 
Démontrer que | je d. fG, y) dxdy 
Indication 18.8 : On pourra commencer par considérer g(x, y) = x.(1-— x).y.(1 — y). 
Solution : Soit g(x, »)= Lu x)y( — y), . S = [0;1] x [0;1]. On a 
04 


g … 
307 7-20} 4, et [ [ gx, y) dx dy = — = 144 . En intégrant quatre fois par parties , on a 


LE 18 is, )f( )dxdy = | (x, y) dxd 
s Ôx?0 y? DEEE s 0x0 x, y) f (à, y) dx dy = Aie x dy. 


no A 
j Î f(x, y) dxdy\< sf li dy (x, y)g(x, y) dxdy< à [ l smyndrdys, 





18.3.2 Changement de variables 


Exercice 18.10 O 
Calculer 


“IL dxdy 


où Ÿ est l’intérieur de l’ellipse d’équation * ma _ Piel 


Solution : On fait le changement x = ar cos, y = brsinw, dx dy= abr dr dw, d’où 


27 3b 
= ar dr? cos? pabr dr dy = EE 
0 0 





Exercice 18.11 Q 
Calculer In(x+7y+1)dxdy avec D={|x+7y|<1,|x-7y|< 1} 
D 
+ —. 
Solution : oo v= x— y d’où x= = ds et y= — 
Ôx 


Cp) _ se 
Ê Ô(u, v) 5 8 


1 1 1 
ji In(x+ y +1) dxdy= [. In(1+ DE D] à udv=> | dv | iQ +wdu= | In(1+ u) du 
0,112 Ô(u, v) 2 JE » # 


-f Intdt=[tInt-#2=2(In2-1). 
0 
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Exercice 18.12 OC 
On considère le domaine 


D={(x MER |1<xy<9; O<x< y<4x} 
1. Dessiner le domaine D. 


2. Calculer l'intégrale double 


12 ff (2 + 5) dx ar 


en effectuant le changement de variables 


Solution : Le domaine D est limité par deux hyperboles et deux droites. On résout et on tire 


u 
X=— Y=uv 
V 


A — D 


: . . , . . Lee 2 . 
L'application ®: A est une bijection avec A = {(u,v)eR|1<u<2, 1< v<3}. Le Jacobien 
de vaut 

Jl= 


et l’intégrale devient 


2 pr3 F2 4 
1-2 Î [u+—) dv du= =(6+13m2) 
1 J1 u 3 





Exercice 18.13 M 5 


Soit & l’ellipse d’ équation — D = =1(0<b< a). On pose c = V a — b2.E le domaine limité par & et EF les foyers 


de &. 
1. Calculer I = Î (ME? + MF?) dx dy. 
MeE 


2. Calculer J = Î[ (MF +MF')dxdy. 
MeE 


3. CaleulerK = | (MEMF') dxdy. 
MeE 


Solution : 
1. On a par exemple, ME? = (x+ c)? + de et MF? =(x- c}2+ y. 
D'où I1= 2 Î] (x? + y? + c?) dxdy. En effectuant le changement de variable : x = ar Vu? + c? cos, y = brsinw, 
E 


27 nn 
I1=2 [ a f” (ar? cos 2p+ br2sin? p + chhabr dr = 2ab | Ep 
0 


24 p? +460? 
=2ab x 27 x —— = ab x = x (a+ D? +4(@?— 1?) = ab x © x (54? 31?) 


2. Pour M appartenant à l’ellipse 8, de mêmes foyers et de petit axe u, la quantité MF + MF’ est constante et vaut 


deux fois le grand axe soit 2V u? + c?. On effectue le changement de variable : x = Vu? + c?cos v, y = usin v. 
u € [0, b] et ve [0, 2x1. 


Ôx Ôx 1 Ver 
Se _ Qu qu _ nr cos v Vui+c’sinv _ Ares 
2 y 


Ô(u, v) Ve +rc 


7 sin v u COS v 


2 b 27 b 2 
u? + c? sin? v & 

J = ['auf” 2V U2 + c2 © — dv=2[ du | a + sin? vdu =2 | onu? +—|du 
Vu +c2 0 0 0 2 


bp b\ 2?xb p2 
=AT 4 D) on +34? =) =2nb|é-T) 
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. Soit L= il ll (ME + MF’) dxdy=1+2K. En reprenant le changement de variable précédent, 
MEE 


b 27 2 u?+ c?sin? v c? 
= du (2v U2+ C2) — dr=4 af au [” V'u2 + c2(u? + c? sin? v) du =4 [ 2n Vu? + c2|u? +— 
0 0 Vu? + c2 2 


En posant u= c sht, du= cchtdt 


eta= argsh (2) =in(L a V&+1) = In 2 atb, 


œ (0 4 œ 
L=ax | c?(2 sh? t+1).c cht.c chrdr = arc! | (2 sh? t ch t+ ch? par=2rct | (sh?2t+1+ ch2t)dt 
0 0 0 


œ 1 
=nct | (ch4t-1+2+2 ch2t) dt = rc* a+ SENS sh4a 
0 


Or sh2a= 2 sha cha = 22 LE + 2 
C c G 


et sh4a = 2 sh2a ch2a = D2uE ab +1= re b?). 
C C C 


b b 
D'où L= nc in 2° + rab(2c? + a + b?) = nc In =? + rab(3a? — b?) 
C C 


+b b 
Enfin K= > (L- I) = grec fn + ab(a? += [a - br in[ + ab(a? + b?) 
a 





Exercice 18.14 MN 


3, 3 
Calculer il j exp 7 
D 


Solution : L'ensemble d’intégration a pour frontière des arcs de paraboles sécants en O(0,0) et A(2p 
On a 





] dxdy avec D = {x? < 2py, y? <2px} 


215 JÉPTEN 


4 2p 


ue 


On considère le changement de variables ® défini par Œ(x, y) = (u, v) = LE 2 
y x 


® est un €! est un difféomorphisme de D = {x2 < 2p}y, y < 2pX} sur À =]0,2p[x]0,2q[, avec Du, v) = (x, y) = 
(u2/3 1/8 ul!3y213), 


Le jacobien de D? est 
Ô(x, y) _ qu 


ae 
Ô(u,v) |0y à 
Ôv 


3 + y3 1 1 f2P 2q 2P _ 1)2(024 — ]y2 
ul exp . Jaxay=: |] e“audv= = | eau [ msn Ye ) . 
D XYy 3 Ja 3 Jo 0 3 


Ôx ôx Re 


Lur2s v2!3 





18.3.3 Intégration en coordonnées polaires 


Exercice 18.15 Q 
Calculer 


- D 2 
1= ff cos(x + y”) dxdy 


où Ÿ est le disque de centre O et de rayon R > 0. 


27 R R ] 
i- [ ae f pcosp? dp=2x | — cos t dt = nsinR?. 
0 0 0 2 
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Exercice 18.16 O 
Calculer 


ff sin(x? + y?) dxdy 
D 


où est le disque de centre O et de rayon 7. 


27 R RAS) 
= il ao f psin p? dp=2x | ;Sintdr=n(1-cosR). 
0 0 0 





Exercice 18.17 Q 
Calculer 


x2+y? 
I= —— dxd 
JL x+/22+ y2 Ÿ 


où Ÿ est le quart de disque unité inclus dans R, x R:. 


Solution : 


n/2 1 2) 1 n/2 de 1 n/2 de 1 n/4 d 1 
= il ao f p pdo== ssl ess] _dp = = [tan pl} * = a 
0 o pcos8ô 3 Jo 1+cos0 3Jo Z2cos2(0/2) 3 cos2p 3° 


Exercice 18.18 O 
Calculer Îl (x + y)? dxdy avec D = {x? + à < 1} 
D 





Solution : En se servant de la symétrie par rapport à l’axe Ox : 


27 1 1 

Îl a+ y dxdy= |] Gé+2xy+ydxdy= |] G2+ yhdxdy= [ ae f p° dp = 27 x - 

D D D 0 0 4 
T 


Dr. 





Exercice 18.19 O 
Calculer 


Hé 


2H 


où D={(x MER |x>0, y>0, x?+y2<l}. 
Solution : En passant en polaires, 


ep dp d6 =JK 


ss [” 1 p? cosOsin0 1/1 — p2 
o Jo 


p2 (2 cos? 0 + sin? 6) 


T2 cosOsin0 


In2 

où J = = 5, d0 se calculer par le changement de variables u = sin? 6, J = = etK= sie V1-p2p dp = 
o  2cos?6+sin°6 2 

1/3. Finalement, 





Exercice 18.20 O 
Calculer 1 = Î[ (x+ y)? dxdy où À = {(x, y) tels que y >0 et x? + y?- x< 0 et x? + y? — y > 0}. 
A 
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T TT T 
3 cos Ô : T 5 cos Ù x 7 1 : - 
= | ae | (p cos à + psin Ÿ) pdp= (cos Ÿ + sin D) ao | p dp= | (1 + sin 20) —(cos* à — sin * D) dû 
0 sin Ÿ 0 sinŸ 0 4 


TT TT T T 
1 f7 1 fZ 1 fZ 1 fZ 
= à [7 A +sin20)(cos/ 0 - sin? 0) 49 = à [7 a +sin20 cos20d0 = | cos20d0+ — [”* sin 40 dû 
4 Jo 4 Jo 4 Jo 8 Jo 


déni 1 1 3 
[cosAŸ]S = =+—+—= 


1 us 
= —[sin29]} — =. 
8 COUT NT 


l 
32 





Exercice 18.21 VO 
Calculer l'intégrale double 


5 
I= dx d 
= Lu 


où D ={(x, y) ER? | x? + y? < 2x, y2>0} 


Solution : Le domaine est un demi disque de rayon 1 centré en (1,0). En passant en polaires, À = {(p,0) € R?10< p< 
2cos6, 0<6< 7/2}. Alors 


n/2 p2cos8 a/2 
1= ff p° cos* 6 dp d8 = j Î p? dp cos” 6 dB = - | cos° 6 d8 


En utilisant les intégrales de Wallis, on trouve que I = — 





Exercice 18.22 OC 


dxd 
Calculer [[ DR. avec D={0<x<1,0<y<1,x?+7y?>1} 
1+22+y 


dxd dxd 
Solution : Par symétrie, 1= |] no ee VE =2 [| _xydxdy ? 
1+x ne D' 
p 8 cos Üsin Ÿ 
1 +p? 
d Lo n/4 
{1<p< VZarccos} < 0 < 7}. Comme | | cosDsin 940 = > [cos? ÿ] _ 


4 arccos À 
arccos & p 


2 3 2 © 
= | re ï dp = DE do= |-É + Sin + pt) 
1 2(1+p?) + D À 1 


Exercice 18.23 VO 
Calculer yexp(x? + y? —2y) dxdy avec D = {x? + y? -2y <0} 
D 


On passe en polaire, = 2 il À = 
A 





Solution : En prenant la translation u = x, v = y — 1, on obtient 


ÎL yexp(x? + y? —2y) dx dy = Î[ A 
u2+v2<l € 


= =: || exp(u? +v 2) du dv, 
€ JJu2+v2<1 
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car l’intégrale il fl vexp(u? + v?) du dv est nulle pour des raisons de symétrie. Donc en passant en polaire, 
u?2+u2<l 


2x fl À 1 
Îl yexp(x? + y? —2y) dx dy = — [ peP” dp = =[ e‘dt= PES ue) 
D e Jo e Jo e e 





Exercice 18.24 OC 
Calculer | + 2dxdy avec D={{(x y) ER |0<x<1, -x<y< x} 
ë V y J y 


1 
cos Ù 


a/4 3 T/4 v212 
Îf ve raxar- À ee J'ao-if 8€ | nu 
D 3 Jo cos Ù 3 Jo (1-sin29) 3 J ( 


1- uw?) 


Solution : D'= {p®10<r< Del-F:71} Puis 


On décompose en éléments simples : 


= © + ——— 
G-wÿ 4 


l A l Il _ 
G-u} (1+u)2 





Exercice 18.25 OC 


2 
Calculer || x? + y? dxdy avec D = te x<l-— _ 
D 


2 
1+cos 9" 


En remarquant que O est le foyer de la parabole, une équation en polaire est donc p = 
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En utilisant la symétrie par rapport à l’axe Ox : 


n/2 2 m/2 24 n/2 d9 
Îl 2 + ÿdxdy=2 [ do [pd = 2 | at] = — 
9 0 0 o  4(1+cos®) 0 4cos® 3) 


r/4 dy 
= [ cosë p 


dy 1 


En posant t = tan, dt = ER : 
@ cos’ 


=]l+tan?p=1+#. 
70+5+21 96 


1 1 1 3 
Îl c+/dxdy= ué+nar= | LOES LAS re I ll — 
9 0 0 7 5 35 35 





18.3.4 Application du théorème de Fubini 
Exercice 18.26 O 
1. Montrer que : Vxe [0,1], In(1+x)= y 


In(1+x) 
1+x2 dx. 





2. En déduire la valeur de l’intégrale 1 = Fi 


Lx * du 
Î —— dy= | = =ma+2. 
o 1+xy o l1+ 


| [Da j dx [= = [] _xdxdy 
— — qXx = 
o l+x2 o 1+x2Jo Her [0,12 G+x2)(1+ xy) 


D'après la propriété de Fubini. Maintenant on a aussi bien sûr, par symétrie : 1= Il A 
0,12 (1+y*)(1+xy) 


 Î y x ]axa »=5 [| _&x+y dxdy dxdy = _xdxdy 
2 JJ 10,112 A+y2)(+xy) (A+x2)(1+xy) [0,1]2 G+x2)(+ y?) [0,112 G+x)(Q+ y) 


1 xdx [ dy _In2x  xin2 


dxd 
id donc 


de nouveau grâce à la symétrie. Donc 1 = Î Re 
o 1+Y2 2 4 8 


o 1+x2 





18.35 Green-Riemann 


Exercice 18.27 O 


2 2 2 2 
Calculer []. dxdy où À = laner,E+ +7 Lee). 


Solution : On suppose a < b. Par symétries, on ne calcule que l’aire de la figure dans le premier quadrant, sous la 
première bissectrice. C’est donc un huitième de A. Le bord est paramétré par x(f) = acost; y(f) = bsin f, t variant de 0 
à t. Attention, t n’est pas l’angle polaire. t est défini par x = y, c’est-à-dire a cos t = bsin t, soit to = arctan (4%). 


Pour calculer l’aire, on fait circuler 5 (xdy — y dx). La circulation est nulle sur chacun des deux segments. Seul reste 


to abt 
(acost x bcos t — bsin ft x (—-asin f) dt = Ô 


abt 
Donc l’aire de À égale 8 x : = Aabarctan (4). 





Exercice 18.28 VO 
x y 
Calculer || x? + y? dxdy avec D = {2 +—< 1} 
D a? 


Cet exemple a déjà été vu dans le cours. Ici on cherchera une solution à l’aide de la formule de Green-Riemann. 
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Ô 
Solution : On cherche Q(x, y) tel que = = y?. On prend par exemple Q(x, y) = xy?. De même P(x, y) = —-x? y vérifie 
x 


OP = = = 1 
_. . A de id D'après la formule de Green-Riemann, 


T3y ” = bsint dy = bcostdt 


Ô ÔP 2 
Îl x? + y? dxdy Îl RS dxdy= | pdx+Qdy= | abcos t sin (a? cos t sin + b? cos tsin t) dt 
D D 09 0 


Ôx Ôy 


sin? (25) dt = 


ab(a? + b?) ji 
4 0 À 


27 b 2 b? 271 1 At 
= ab(a + w)[ cos’ fsin? tdt = CEE ne dt 
0 0 


2 2 
= ab(a”"+b) X0R— + ab(a? + D?) 





18.3.6 Centres de gravité 


Exercice 18.29.  ©Q 
Déterminez le centre de gravité d’une plaque homogène limitée par une cardioïde. 


(C’est le point G tel que MOG = fs oOMdxdy avec M= Jfs 5 dx dy.) 


Solution : Notons © la densité massique constante de la plaque. La cardioïde a pour équation polaire 


p = a(1 + cos) 


m= |] o dx dy. 
D 


En passant en coordonnées polaires, on trouve (en posant = 0/2) : 


Déterminons la masse de la plaque : 


T ra(i+cos6) n/2 
M=20 | Î p dp d0 = 8a/o | cos* dy = 8a?014 
0 Jo 0 


en utilisant les intégrales de Wallis : 
T/2 
1 Î cos”  dp 
0 


qui vérifient la relation de récurrence 
In n—-1 
vVn>2, = 
1n-2 n 


Par symétrie, le centre de gravité de la plaque se trouve sur l’axe (0x), et son abscisse est donnée par 


l 
XG = — xdxd 
SM Î, À 
En passant en coordonnées polaires : 


1 2x ra(l+cos) ; 24al6, lg 
PS 6 dp d8= ——(2—-1 
XG sx J Î POS CCE 3 A IG 


4 I 
OU cos 0 dp dû = _ x . 2) 
4 


1 
et on trouve finalement xG= —>— x 2j 
8a 4 





On a bien sûr yc = 0. 
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es ° E 


Structures algébriques 


Pour bien aborder ce chapitre 


La notion de groupe est apparue dès la fin du 18° de manière parallèle dans différents domaines des mathématiques. 

En 1798, Karl Friedrich Gauss, dans ses « Disquisitiones Arithmeticae », utilise implicitement la notion de groupe abélien. 
Plus tard, au milieu du 19°, Ernst Kummer établie des résultats de factorisation sur les groupes dans une tentative de 
prouver le grand théorème de Fermat. 

Dans la première moitié du 19° siècle, le jeune mathématicien prodige Évariste Galois cherche à prouver que les équations 
polynomiales de degré > 5 à coefficients complexes ne peuvent être résolues par radicaux, ce qui signifie que leurs racines 
ne peuvent être écrites au moyen des opérations usuelles. Pour ce faire, il s'intéresse à un groupe relié aux racines de 
l’équation considérée. Son génie consiste alors à comprendre que les difficultés pour résoudre l’équation ne proviennent 
pas de son degré mais des propriétés mathématiques de ce groupe. 

À la fin du 19%, Félix Klein utilise les groupes pour classifier les nouvelles géométries tout juste découvertes. 

Les mathématiciens savent depuis que les groupes interviennent dans de très nombreux domaines. L'ensemble des isométries 
de l’espace ou du plan est un groupe appelé groupe orthogonal, voir le chapitre 27. L’ensemble des isométries préservant 
un objet donné (un polygone régulier, un solide platonicien, etc...) a une structure de groupe. L'ensemble des permuta- 
tions G, d’un ensemble fini est un groupe qui fut étudié par Cauchy et Cayley à la fin du 1% siècle. Le chapitre 26 lui 
est consacré. Le groupe découvert par Galois est d’ailleurs un sous-groupe de ce groupe. L’ensemble des transformations 
qui, en relativité restreinte, permettent de changer de référentiel galiléen tout en préservant les lois de la physique et la 
vitesse de la lumière, forment un groupe appelé groupe de Lorenz. En chimie, les symétries des molécules permettent 
de leur associer des groupes qui aident à comprendre mieux leurs propriétés. Plus concrètement encore, l’ensemble des 
manipulations qu’on peut effectuer sur un Rubik’s cube a lui aussi une structure de groupe. L’étude de ce groupe permet 
de mettre en place des stratégies gagnantes pour le reconstituer. 

L'objet de ce chapitre, peu ambitieux, est d’introduire la notion de groupe ainsi que le vocabulaire attenant. Nous le 
terminerons par l’étude de deux autres structures, celles d’anneaux et de corps, qui sont elles aussi omniprésentes en 
mathématiques. 


19.1 Groupe 
19.1.1 Loi de composition interne 


DÉFINITION 19.1 © Loi de composition interne 
Soit E un ensemble. On appelle loi de composition interne une application de E x E dans E: 


| ExE 
Ÿ:1 (ab) pa, b) 





Exemple 19.1 

— SiE=N, la multiplication ou l’addition des entiers forme une loi de composition interne. 

— Si E est un ensemble, la composition des applications est une loi de composition interne sur l’ensemble des fonctions 
de E dans E : S(E,E) 

— SiE est un ensemble, l’intersection ou la réunion sont des lois de composition interne sur l’ensemble des parties de 
E : @(E) 
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S Notation 19.2 

— Pour alléger les notations, on écrit plus simplement (a, b) = a, b ou (a, b) = a x b par exemple, ou encore (a, b) = 
a.b, et pour les moins courageux (a, b) = ab etc. 

— On note alors (E, x) un ensemble E muni d’une loi de composition interne x. 


Remarque 19.1 

— Ce qui est important, bien entendu, c’est que (a, b) reste dans E. 

— [n’y a aucune raison à priori pour que a x b= bx a. 

— On peut itérer une loi de composition interne : si (a, b, c) € E, on notera 


(ax b) x c=wp(p(a, b),c) 


ax(bxc)=(a,p(b, c)) 


Il n’y a aucune raison à priori pour que ces deux éléments soient égaux. 


S Notation 19.3 Pour simplifier les notations, on utilisera, suivant le contexte, pour la loi de composition interne x : 
— une nofation additive : a+ b= ax b = (a, b). 
— ou une notation multiplicative : ab= a *x b = (a, b). 


DÉFINITION 19.2 © Loi associative, commutative 
Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E. On dit que x est : 
— commutative si et seulement si V(a,b)eE2, axb=bxa, 
— associative si et seulement si V(a,b,c)EEŸ, ax(bxc)=(axb}xc. 
On dit que plus que x admet e € E comme élément neutre si et seulement si VxeE, exx=xxe=x 


: | Pour montrer que... 


… x est commutative : 2. Xk(YxZ)=(xxy)xz 
1. Soit (x, y) € E? 3. Donc x est associative 
2. XkY=YXxX …. e€E est neutre : 
3. Donc *x est commutative 1. SoitxeE 

… * est associative : 2 exX=Xx,Xxe=x 


1. soit (x, y, 2) € ES 3. Donc e est neutre. 


PROPOSITION 19.1 Unicité de l’élément neutre 
Si (E, x) possède un élément neutre, il est unique. 


Démonstration Supposons que e’ soit un autre élément neutre pour x. Alors e=exe! =e! et donce=e!. 





Exemple 19.4 

— Pour le couple (N,+), + est commutative et associative, l’élément neutre est 0. 

— Pour le couple (N, x), x est commutative et associative, 1 est l’unique élément neutre . 

— Pour le couple (Z(G),U), la loi est commutative, associative, la partie S est neutre pour cette loi. 

— Soit E un ensemble. On considère l’ensemble des applications de E dans E muni de la composition : (Z (E,E) ,o). La 
loi de composition interne o est associative mais pas commutative. IdE est l’élément neutre de cette loi. 


Remarque 19.2 Si une loi de composition interne est commufative et associative, on définit les notations suivantes 
pour (x1,...,Xn) € E": 
— Lorsque la loi est notée additivement, on définit 


n 
Dx= xt. +Xm 
i=l 


— et lorsque la loi est notée multiplicativement, 


— 


Il 
m 


Xi =X1k- X Xn. 
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Exemple 19.5 Soit E un ensemble. On considère l’ensemble des applications de E dans E muni de la composition : 
(Z (E,E),0). La loi de composition interne o est associative mais pas commutative. Id£ est l’élément neutre de cette loi. 


Dans la suite, on suppose que x est associative et admet un élément neutre. 


DÉFINITION 19.3 © Symétrique 
On suppose que (E, x) possède un élément neutre e. Soit un élément x € E. On dit qu’un élément y € E est un symétrique 
(ou un inverse) de l’élément x si et seulement si : 


XXy=yYxx=e 





Si tel est le cas, y est unique et est appelé le symétrique de x. 


Démonstration Supposons que x possède deux symétriques y, EE et Y2€E, alors, par application de la définition et par 
associativité de *, il vient : 


P=(xxn)xy=(nxx)xy=yix(xxy)=yxez 7. 


PLAN 19.2 : | Pour montrer que y e E est le symétrique de xeE 


1. On montre que xx y=e; 


2. On montre que yxx=e; 





3. Donc y est le symétrique de x. 


| Remarque 19.3 L'élément neutre est toujours son propre symétrique : el = e. 


© Notation 19.6 Si un élément x de (E, x) admet un symétrique : 
+ on l’appelle inverse de x et on le note x”! lorsque la loi est notée multiplicativement 
- on l’appelle opposé de x et on le note de x et on le note —x lorsque la loi est notée additivement. 


Exemple 19.7 

— Le seul élément de (N, +) qui admet un opposé est 0. 

— Tout élément ne Z muni de l’addition admet un opposé. 

— Les deux seuls éléments de Z* muni de la multiplication qui admettent un inverse sont 1 et —1. 
— Tout élément p/q de Q* admet un inverse donné par q/p. 

— Si feZ(E,E) muni de la loi de composition, f est inversible si et seulement si elle est bijective. 


PROPOSITION 19.2 © Règles de calcul avec les inverses 


— Si x est symétrisable alors x! est aussi symétrisable et : | (x71)7 


— Si xet y sont symétrisables, x x y est aussi symétrisable et : | (x x EE =y lxx th 





Démonstration 1 
— Soit x un élément symétrisable de E et soit y = x"! Comme Yxx=xx7y=e, y est symétrisable et x = y = ÉD R | 
— Supposons que x et y sont symétrisables, alors, par associativité de x, on a : 


1 1 1 


Ga (re t}e rayer tk =XXEKX  =XXX =e. 


On montre de même que (y=! xx"!) x{xx y) = e, ce qui prouve bien que x x y est symétrisable et que (xx y) = y lxxl. 
Remarque 19.4 La propriété (xx y” = y! xx" 1 dit simplement que l’on se déshabille dans l’ordre inverse de l’ha- 
billage. Si x désigne l’opération « je mets ma chaussette droite » et y l’opération « je mets ma chaussure droite », les 
opérations inverses sont x°!, « j'ôte ma chaussette droite » et y_! l’opération « j'ôte ma chaussure droite ». L’opéra- 
tion « je mets ma chaussette droite, puis ma chaussure droite » est désignée par x x y. Son opération inverse est bien 
(xx FE = y xx l c’est-à-dire « jôte ma chaussure droite, puis ma chaussette droite ». 

L'opération z « je mets ma chaussette gauche » commute avec x et y, (donc avec x”! et y”!). De ce fait (xx z) ! = 
z-l x x"l, ce qui peut être facilement vérifié expérimentalement. 


19.12 Groupe 


DÉFINITION 19.4 OQQ Groupe 





Soit G un ensemble. On dit que (G, x) est un groupe si x est une loi de composition interne sur G vérifiant : 
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1 la loi x est associative; 


2 G possède un élément neutre ; 


3 tout élément x de G admet un symétrique. 





Si de plus la loi x est commutative, on dit que le groupe est abélien (ou commutatif). 


Exemple 19.8 

— Les couples (Z,+), (Q,+), (R, +) et (C,+) sont des groupes. 

— Les couples (Q*, x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes. 

— Rappelons queU=1{zeC||z1=1}={2eC|20€R : z= e/}. On a montré dans la proposition 1.16 page 25 que (U, x) 
est un groupe. 

— Les couples (N,+), (Z\{0}, x) ne sont pas des groupes. Pourquoi ? 


Présentons maintenant un autre exemple essentiel. 


PROPOSITION 19.3 © Groupes des bijections d’un ensemble 
Soit E un ensemble. On note & (E) l’ensemble des bijections de E dans E. Alors (6 (E),o) est un groupe (en général non 
abélien). 





Démonstration 

— On a déjà prouvé que o est une loi de composition interne : si (f,g) € (G (E))? alors f og et go f sont encore des bijections sur E. 
— On a aussi déjà prouvé que o est associative. 

— G{E) possède un élément neutre Idx.. 

Toute application f de E possède une application symétrique : son application réciproque f-1. 


BIO 16 | Évariste Galois né à Bourg-la-Reine le 25 octobre 1811, mort à Paris le 31 mai 1832. 


Malgré une scolarité en dents de scie, Galois montre des capacités extraordi- 
naires en mathématiques. Il a un tel goût pour cette matière qu’un de ses pro- 
fesseurs dira « C’est la fureur des mathématiques qui le domine ; aussi je pense 
qu’il vaudrait mieux pour lui que ses parents consentent à ce qu’il ne s’occupe 
que de cette étude ». En 1826, il obtient un prix en mathématiques au concours 
général. En 1828, il essaie d’intégrer l’école Polytechnique alors qu’il n’est pas 
élève, comme c’est normalement l’usage, en mathématiques spéciales. Il est re- 
calé. Il entre alors en mathématiques spéciales à Louis-le-Grand dans la classe 
de Louis-Paul-Émile Richard. Ce dernier prend vite conscience du génie de son 
élève. Il conservera d’ailleurs ses copies. Le père de Galois se suicide pour des 
raisons politiques quelques jours avant que Galois ne se présente à nouveau à 
Polytechnique. Il est une seconde fois recalé, à la stupéfaction de son maître. 
La légende veut qu’il ait jeté le chiffon servant à effacer le tableau à la tête 
de son examinateur devant la stupidité des questions posées … Il intègre cepen- 
dant l’École préparatoire (appelée maintenant l’École Normale Supérieure, rue 
d’Uln). Il publie cette même année son premier article de mathématiques dans 
les Annales de mathématiques pures et appliquées de Gergonne. 

Il soumet dans les mois qui suivent plusieurs autres articles sur la résolubilité 
des équations algébriques. La légende veut que Cauchy, qui en était le rapporteur, les aurait égarés. Il est plus prob- 
able en fait qu’il les ait conservés pour que Galois puisse concourir au grand prix de mathématiques de l’ Académie 
des sciences en 1830. Galois candidate à ce concours et Fourier qui est chargé de rapporter son manuscrit meurt peu 
après … Le grand prix échoit à Abel et Jacobi. 

Suite à la révolution de juillet 1830, Galois s’engage en politique au côté des républicains. Fin décembre 1830, il 
est expulsé de l’école préparatoire suite à la rédaction d’un texte critique à l’égard de son directeur. En 1831, lors 
d’un banquet, Galois porte maladroitement un toast à Louis-Philippe avec un couteau à la main … Il est arrêté et 
passe un mois en prison. Quelques mois après, il est à nouveau arrêté et passe six mois en prison pour port illégal de 
l’uniforme de l’artillerie. Cette même année, il soumet un nouveau manuscrit à l’Académie des sciences, toujours 
sur la résolubilité des équations polynomiales. Poisson, qui le rapporte est rebuté par sa difficulté et le refuse. En 
prison, Galois poursuit ses recherches mathématiques et s’intéresse aux fonctions elliptiques. 

Le 30 mai 1832, Galois se bat en duel au pistolet suite, semble-t-il, à une bête querelle amoureuse. Il décède le lende- 
main de ses blessures. La nuit précédant le duel, il rédige une lettre” à son ami Auguste Chevalier lui enjoignant de 
faire connaître ses travaux à Jacobi et Gauss. Elle se termine par cette phrase très émouvante qui permet de mesurer 
l’optimisme de Galois quant à l’issue du duel : « Après cela, il y aura, j'espère, des gens qui trouveront leur profit à 
déchiffrer tout ce gâchis ». 

Liouville, dix ans plus tard, re-découvrira les travaux de Galoïs et qui les popularisera. 





a. On peut consulter cette lettre à l’adresse http ://www.imnc.univ-paris7.fr/oliver/galois/LettreGaloisA4.ps 


720 


THÉORÈME 19.4 OQOQ Règles de calcul dans un groupe 
Soit (G, x) un groupe. 


1. L'élément neutre est unique . 


. Tout élément possède un unique symétrique ; 


2) 
3. Pour tout élément x d’un groupe, on a Fine = 
4 


. Règle de simplification : V(a, x, y) € G ; 


AkxX=AXxy — Xx=)}y 
AA V*k A — À). 


. Soit (a, b) e G2. L’équation a x x = b possède une unique solution : 
x=a xp. 
Ve G ra Vo re 


PROPOSITION 19.5 © Groupe produit 
On considère deux groupes (G, x) et (He) et sur l’ensemble G x H, on définit la loi % par : 


V((x,p,(&,Y)DE(GxH}, Gnx(x,y)=(xxx,ye y) 


Alors (G x H, x) est un groupe appelé groupe produit. 





Démonstration La preuve est laissée en exercice. Il suffit de vérifier chacun des axiomes définissant un groupe. 


DÉFINITION 19.5 © Sous-groupe 
Soit (G, x) un groupe. On dit qu’une partie HC G est un sous-groupe de G si et seulement si : 


1. ecH. 
2. la partie H est stable par la loi : V(x, y) e H?, xxyeH. 
3. VxeH, x! EH. 





Exemple 19.9 

— Z'est un sous-groupe de R pour l’addition. 

— nzZ est un sous-groupe de Z pour l’addition. 

— L'ensemble des bijections croissantes est un sous-groupe du groupe des bijections de R dans R. 

— L'ensemble des isométries du plan est un sous-groupe du groupe des bijections du plan. (Rappelons qu’une isométrie 
est une bijection conservant les distances). 


PROPOSITION 19.6 OOQ Caractérisation des sous-groupes 
Soient (G, x) un groupe et H une partie non vide de G. H est un sous-groupe de G si et seulement si 


1. ecH; 


Démonstration 

Soit H un sous-groupe non vide de G et soit (x, y) € H2. y” l est élément de H et il en est de même du produit x x y” 1. 

Soit H une partie non vide de G vérifiant : V(x, y) € H, xxy leH.SoitxeH. Ona:e=xxx"leH donc l'élément 
neutre de G est élément de H. Pour tout (e, x) € H2, exx-leH donc x leH. Enfin, pour tout (x, y) € H2, on a (x, y71) eH et 
donc x x CR € H, soit xx y EH. 


PLAN 19.3 : | Pour montrer que H © G est un sous-groupe du groupe (G, x 





e€ehH; 


Soit (X, y) € H ; 


Vérifions que xx y EH. 


Donc H est un sous-groupe de G. 
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THÉORÈME 19.7 OQOOQ Un sous-groupe a une structure de groupe 
Si la partie H est un sous-groupe de (G, x), alors puisque cette partie est stable pour la loi de composition interne, on 


peut définir la restriction de la loi x à H qui est une loi de composition interne sur H. Muni de cette loi restreinte, (H, x) 
est un groupe. 





Ce théorème est d’une grande utilité pour prouver rapidement que des ensembles sont des groupes. 


PLAN 19.4 : | Pour montrer qu’un ensemble a une structure de groupe. 


…il suffit de montrer que c’est un sous-groupe d’un groupe connu. 





Exemple 19.10 

Montrons que (U, x) est un groupe avec : U= {ze C|1z2|= 1}. ll suffit de prouver que c’est un sous-groupe de (C*, x). 
1 Commel|l|=1,ilest clair que 1 EU. 
2 Soient x, y EU. 
3 Ona{xy”1|=1x1|y|"=1 donc xy EU. 


4 Donc U est un sous-groupe de (C*, x) et (U, x) admet par conséquent une structure de groupe. 


THÉORÈME 19.8 L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe 


Si Hi et H sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors H1 N H est un sous-groupe de G 





Démonstration Notons H = Hj NH: et montrons que H est un sous-groupe de G. Utilisons la caractérisation précédente. Soit 
(x, y) € H2. On a alors (x, y) € H? ce qui amène que xx y”! € Hi car H; est un sous-groupe de G et (x, y) € HÈ ce qui amène aussi 
que xx y € Ho. Donc xx y € H1NH2 =H et H est bien un sous-groupe de G. 


A\ Attention 19.11 HU H n’est pas un sous-groupe de G, sauf si G1 € G2 ou G2 € G1. Voir exercice 19.35 p. 735. 


19.13 Morphisme de groupes 


DÉFINITION 19.6 OO Morphisme 
Soient deux groupes (G1, x) et (G2,+). Une application f : G1 —— G2 est un morphisme de groupes ou homomorphisme 
si et seulement si : 
VGneG, faxxn= ff 


On dit de plus que w est un : 

— endomorphisme lorsque G1 = G2 

— isomorphisme lorsque f est bijective 

— automorphisme lorsque f est un endomorphisme et un isomorphisme. 


Pour montrer que f : G1 — G2 est un morphisme 
D Soit (x,y)e G; 


à Ona bien f(xx y) = f(x) + f(y). 








PLAN 19.5: 











Remarque 19.5 

— Un morphisme entre un groupe (G1,x1) et un groupe (G2, x2) permet de transformer des produits pour la loi x1 dans 
le groupe de départ en des produits pour la loi x2 dans le groupe d’arrivée. 

— La notion d’isomorphisme est fondamentale en mathématiques. Le mot isomorphisme provient du grec et peut se 
traduire en « même forme ». Deux groupes isomorphes ont non seulement le même nombre d’éléments mais aussi des 
tables de multiplication identiques. Du coup toute propriété algébrique vraie pour un des deux groupes est vraie pour 
l’autre. Si un de ces deux groupes est plus simple à étudier que l’autre, on préférera travailler avec celui-ci et on en 
tirera les propriétés de l’autre. Cette idée est à la base de la théorie des représentations. Par ailleurs, il est intéressant 
pour un groupe donné, de chercher s’il est isomorphe à un groupe connu. C’est ce qu’on appelle un problème de 
classification. La classification des groupes finis, terminée au 20° siècle pour ceux qu’on dit simples, occupe à l’heure 
actuelle encore de nombreux mathématiciens. 


PROPOSITION 19.9 Propriétés des morphismes de groupes 


Si (G1,*) est un groupe d’élément neutre e1, si (G2,+) est un groupe d’élément neutre e> et si f : G1 — G2 est un 
morphisme de groupes, alors 
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2. VxeG.|[f] = f(x È 


Démonstration 





1. Remarquons que f (e1) = f (e1 xe1) = f(e1) + f(e1) =(f (en))°. On a par ailleurs l'égalité f (e1) + e> = (f (e)}?. En multi- 
pliant cette égalité des deux côtés à gauche par (f (e1)) ?, on obtient e2 = f (ex). 

2. Soit x e G. Comme f est un morphisme de groupes, f (xxx!) = f(x + f(x" !). D'autre part, f(xx x!) = f(e1) = e2. 
Donc f(x) + f(x-1)= e2. On montrerait de même que f(x?) + f (x) = e2. Ce qui prouve que f(x!) = role 


THÉORÈME 19.10 © Image directe et réciproque de sous-groupes par un morphisme 
Soient (G1, x) et (G2, +) deux groupes et soit f : G1— G2 un morphisme de groupes. 


1. Si H1 est un sous-groupe de G1, alors f (Hi) est un sous-groupe de G> ; 


2. Si H> est un sous-groupe de G>, alors f —1(H)) est un sous-groupe de G:1. 





Démonstration 

1. Comme e = f (e1) et que e1 € Hi alors e2 € f (Hi). Soient y, y € f(H1). Montrons que ye y 7! e f (Hi). I existe x,x' EH 
tels que f (0 = y et f(x’) = y’. Comme f(x!) = (f(x)! = y", il vient ye y = f(oe f(x 1) = f(xx xl). Mais 
Hi est un sous-groupe de G1 donc xx x! € H1. On prouve ainsi que y y” est l’image d’un élément de H\ par f et donc 
que ye y le f(Hi). 

2. Comme e2 = f (e1) et que e EH,e€ fr (Hb). Soient x, x! € D APE (H2). Montrons que xxxle f=1 (Bb). Pour ce faire, 
il suffit de montrer que f (xx x!-1) € H2. Mais f(xxx 1) = f(oe(f (x)! € H2 car H; est un sous-groupe de G2. On 
montre ainsi que ff) est un sous-groupe de G1. 


DÉFINITION 19.7 COQ Noyau, image d’un morphisme de groupes 

On considère un morphisme de groupes f : G1— G2. On note e1 l’élément neutre du groupe G:1 et e2 l’élément neutre 
du groupe G2. On définit 

— le noyau du morphisme f : 


Ker f ={xe G1| f(x) = e2} = f7l({e}) 


— l’image du morphisme f : 
Imf = f(G)=1{yeG211xe G f( = y} 


PROPOSITION 19.11 OO Le noyau et l’image d’un morphisme de groupes sont des sous-groupes 
On considère un morphisme de groupes f : G1— G2. Alors 

— Ker f est un sous-groupe de G1 

— Im f est un sous-groupe de G>. 





Démonstration 

— Comme f (ei) = e2, Ker f est un sous-ensemble non vide de G1. De plus, {e2} est un sous-groupe de G et Ker f = fre ({e2}) 
donc Ker f est un sous-groupe de G1 d’après la proposition précédente. 

— Comme Im f = f(G1), on sait que Im f est un sous-groupe de G2 d’après la proposition précédente. 


THÉORÈME 19.12 OO Caractérisation des morphismes injectifs 


Un morphisme f de (G1,*x) dans (G>, +) est injectif si et seulement si L 


Démonstration 
Supposons que f est injectif. Comme f est un morphisme, on a e1 € Ker f. Comme f est injectif, e1 est le seul élément de 





f7!(e2) dans Gr, ce qui prouve que Ker f = {er}. 

Réciproquement, supposons que Ker f = {e}. Soient (x, y) € (G1)2 tel que f(x) = f(y). Montrons que x = y. On multiplie à 
droite l'égalité f(x) = f{y) par (FO) *. On obtient f(xe(f() * = fofo)! = e2. D’après les propriétés des morphismes 
de groupe f(x x y?) = er. Donc x x y”! e Ker f et nécéssairement x x y=! = ej. On multiplie à droite par y les deux membres 
de cette égalité et on obtient x = y, ce qui prouve que f est injectif. 


PLAN 19.6 : | Pour montrer qu’un morphisme f : (G1,x)— (G2,e) est injectif 


D Soit xe G1 tel que f(x) = e2 


2 Alors x=e];; 


> Donc Ker f = {e:}, et puisque f est un morphisme, f est injectif. 
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THÉORÈME 19.13 OO Caractérisation des morphismes surjectifs 





Un morphisme f de (G1,x) dans (G2, e) est surjectif si et seulement si [im f = G | 


Démonstration Par définition de la surjectivité ! 
Ajoutons, à titre indicatif, les deux propositions suivantes. Leur preuves forment un exercice instructif laissé au lecteur. 


PROPOSITION 19.14 Composition de morphismes de groupes 


— La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes. 
— La bijection réciproque d’un isomorphisme de groupes est un isomorphisme de groupes. 





19.2 Anneau, corps 
19.2.1 Structure d’anneau 


DÉFINITION 19.8 OQQ Anneau 
Soit À un ensemble muni de deux loi de composition interne notées + et x. On dit que (A,+, x) est un anneau si et 
seulement si : 


1. Le couple (A, +) est un groupe commutatif ; 
2. la loi x est associative ; 


3. la loi x est distributive par rapport à la loi + : 


VXVADEA, xx(y+2=xxy+xxz 


(X+Y)XZ=XXZ+yXxz; 


4. il existe un élément neutre pour x, noté 1. 


Si en plus la loi x est commutative, on dit que (A,+, x) est un anneau commutatif. 





Exemple 19.12 

— Les triplets (Z,+, x), (Q,+, x),(R,+, x),(C,+, x) sont des anneaux commutatifs. Ce n’est pas le cas de (N, +, x). 

— Si E est un ensemble, l’ensemble Z (E,R) des applications définies sur E et à valeurs dans R muni de l’addition et du 
produit des fonctions est un anneau commutatif. 

— L'ensemble des fonctions polynômes de R dans R muni de l’addition et du produit des fonctions est un anneau com- 

mutatif. 

L'ensemble des suites réelles (ou complexes) .(R) (ou .7/(C)) muni de l’addition et de la multiplication des suites 

est un anneau commutatif. 

On verra au chapitre 25 que l’ensemble des matrices carrées à coefficients réels (ou complexes) muni de l’addition et 

du produit des matrices est un anneau en général non commutatif. 


© Notation 19.13 Dans un anneau (A, +, x), on note — x le symétrique de l’élément x pour la loi + et 0 l’élément neutre 


de la loi +. Attention, un élément x € À n’a pas forcément de symétrique pour la loi x, la notation x7! n’a pas de sens en 
général. 


THÉORÈME 19.16 © Règles de calcul dans un anneau 
On considère un anneau (A, +, x). On a les règles de calcul suivantes : 


1 VaeA,ax0=0xa=0; 


2 VaeA,(-llxa=-a; 
3 V(a,b)eA, (-a)xb=-(ax pb). 





Démonstration Soit (a, b) € A2 


1 La distributivité de la loi x par rapport à la loi + permet d'écrire : 0x a+0 x a =(0+0) a =0 x a. Par soustraction de 0 x a 
des deux côtés de cette égalité, on obtient : 0 x a = 0. On prouve de même que ax 0=0. 


2 Toujours par distributivité de la la loi x par rapport à la loi +, ona:a+(-Lxa=1xa+(-lxa=(1-lxa=0xa=0. 
De même, on montrerait que (—-1) x a+a=0. Donc (-1) x a est l’opposé de a et (-1) x a = -a. 
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3) La dernière relation se prouve de la même façon. 
| Remarque 19.6 Si (A, +, x) est un anneau, (A, x) n’est pas un groupe. Sauf dans le cas où 1 = 0 et A = {0}. 


(\ Attention 19.14 En général, 





axb=02$ a=0oub=0| 


On dit que de tels éléments a et b sont des diviseurs de zéro. Par exemple, dans l’anneau (R,R), considérer les fonctions 


0 six#a 
F pour a€R. Il est clair que ô2 o Oo = 0 et pourtant 62 et 69 ne sont pas identiquement nulles. 


s:rmr | . 
1 six=a 


DÉFINITION 19.9 Anneau intègre 
Soit un anneau (A, +, x). On dit que cet anneau est intègre si et seulement si : 


1. A£{0}; 


2. la loi x est commutative ; 





3. V(x, y) € A2, xx y=0 — x=0 ou y=0. 





Remarque 19.7 Dans un anneau intègre, on peut « simplifier » à gauche et à droite : Si (a, y, z) € AŸ, avec ax = ay, et 
si a Z 0, alors x = y, que a soit inversible ou non. Cette propriété est fausse dans un anneau général. 


DÉFINITION 19.10 Notations 
On considère un anneau (A, +, x). Soit un élément a € A et un entier ne N. On note 
a+-.+a sin£0 
a” 
n fois 
0 sin=0 
Cna=n(ta)=(a)+..:+(a) 
a ee” 
n fois 
ax-..xa Ssinz£0 
a 
n fois 
1 sin=0 
a" n’a de sens que si a est inversible pour x. On a alors a" = la. 


DÉFINITION 19.11 Élément nilpotent 
Soit un anneau (A,+, x). On dit qu’un élément a € A (a Z 0) est nilpotent s’il existe un entier n € N* tel que a” = 0. 
Le plus petit entier n vérifiant a” = 0 s’appelle l’indice de nilpotence de l’élément a. 





| Remarque 19.8 Si l’anneau A est intègre, il n’y a pas d’élément nilpotent dans cet anneau. 


THÉORÈME 19.17 COCO Formule du binôme de Newton et formule de factorisation 


Dans un anneau (A, +, x), si (a, b) e A? vérifient 


Alors pour tout ñ e N, on a la formule du binôme de Newton 


et pour tout > 1, la formule de factorisation suivante 


n-1l 
a"—b"=(a-b}(a" + a" 2b+...+ ab" 2 + pt = (ab) Ÿ ai k pk À. 
k=0 





Démonstration La démonstration de la formule du binôme dans le cas où a et b sont des éléments d’un anneau A tels que ab = ba 
se fait comme dans le cas où a et b sont des complexes. On consultera alors la démonstration 8.34 page 315 
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Prouvons la seconde formule : 


(a- ba l+at 2p+...+abpt2 + pl) 
(a +a p4+ ap" 2 4 ap" 1)]-(e" ba a" 2+.+ab"-l+p") 








a+(a"- ba" p)+..+{a2p" 2_ ap" 2)+(ab” L_ ap" 1-0" 


a" pb". 


THÉORÈME 19.18 Calcul d’une progression géométrique 
Soit un anneau (A, +, x) et un élément a € A. On considère un entier n EN, n > 1. De la formule de factorisation, on 
tire : 


1-a"=(1-a)(+a+a+...+a"t 


En particulier, si l’élément a est nilpotent d’indice n : a” = 0, alors l’élément (1 — a) est inversible pour la loi x et on 
sait calculer son inverse : 


G=c) Let poesie 


DÉFINITION 19.12 Sous-anneau 
On considère un anneau (A,+, x) et une partie A’ € A de cet anneau. On dit que la partie A’ est un sous-anneau de A si 
et seulement si : 


1. (A/,+) est un sous-groupe du groupe (A, +) ; 
2. la partie A’ est stable pour la loix : V(a, b) € A2, axbe A; 


3. l’élément neutre de l’anneau A est dans A! : 1e A’. 





19.22 Structure de corps 


DÉFINITION 19.13 OQOQ Corps 
On considère un ensemble K muni de deux lois de composition interne, notées + et x. On dit que (K, +, x) est un corps 
si et seulement si : 


1. (K,+, x) est un anneau intègre ; 


2. (K\{0}, x) est un groupe commutatif. 





Remarque 19.9 Comme (K, +, x) est intègre, la loi x (ou plutôt sa restriction à K\{0} x K\{0}) est interne, ce qui permet 
d’envisager que (K\{0}, x) soit un groupe (commutatif). 





Exemple 19.15  (Q,+,x), (R,+, x), (C,+, x) sont des corps, mais (Z,+, x) n’en est pas un car ses seuls éléments in- 
versibles sont 1 et —1. 


DÉFINITION 19.14 Sous-corps 
Soit K’ \K un sous-ensemble d’un corps (K,+, x). On dit que la partie K’ est un sous-corps du corps K si et seulement 
Si : 


1. K’ est un sous-anneau de l’anneau (K, +, x) ; 


2. l’inverse de tout élément non-nul de K’ est dans K’. 


THÉORÈME 19.19 Calcul d’une somme géométrique dans un corps 
Soit un élément k e K du corps (K, +, x). Alors la formule suivante permet de calculer une progression géométrique de 
raison K : 


n . 
D k'=1+k+k?+...+k"= 
i=0 


A-k1(1- KT) sikz1 
(n+DIk si k=1 





Démonstration  Laissée en exercice. 
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19.3 Exercices 


19.3.1 Loi de composition interne 


Exercice 19.1 Q 
On définit une loi de composition interne x sur R par: V(a,b)eR?, axb=In (et + e?). Quelles en sont les pro- 
priétés ? Possède-t-elle un élément neutre ? Y a-t-il des éléments réguliers ? (On dit qu’un élément a est régulier si 
pour tout (b,c)eR,axb=axc — b=c. 


Solution : On a bien une loi de composition interne : en effet V (a, b) € R?, et+ eb > 0 donc a x b est bien défini. 
On a facilement (ax b)xc=In((et+e?)+e°) et ax(bx c)=In(et + {el + e°)) et donc x est associative. Elle est aussi 


clairement commutative. Elle ne peut pas avoir d’élément neutre car a x b > b. Tous les éléments sont réguliers car si 
axb=ax c alors In(e*+ el) = In (e%+ e°) donc e% + el = e% + e° donc e? = e° donc b= c. 





Exercice 19.2 O 


Sur l’ensemble Z, étudier les propriétés de la loi définie par : 
pPxqg=-p+q+pq 
. Montrer que * est une loi de composition interne commutative et associative. 
. Montrer que x possède un élément neutre. 


1 
2 
3. Quels sont les éléments symétrisables ? réguliers ? 
4. Est-ce que (Z, x) est un groupe ? 

5 


. L'ensemble R\{-1} muni de la loi x définie par Va,beR, ax b= a+b+ ab est-il un groupe ? 


Solution : 


1. La loi x est clairement commutative. Soient (p, q,r) € Z$. Calculons 


(pxqg)xr=(p+q+pq)xr=p+q+pq+r+pr+qr+pqr 


px(gxr)=px(q+r+qr)=p+q+r+qr+pq+pr+pqr. 
La loi est donc associative. 


. Cherchons un élément neutre. On cherche un élément ee Z telqueVpEeZ, 
pxe=exp=pe(l+p)=0 


On trouve donc un élément neutre : e= 0. 


. Soit un entier p € Z. Est-ce que l’élément p possède un symétrique ? On cherche un élément q € Z tel que 
pxq=qxp=0, c'est-à-dire : 


p+q+pq=-0= q{+p)=-p=(+p(+qg)=1l 


Les seuls éléments inversibles sont 0 et —-2 qui sont leurs propres inverses. 
On suppose p*x q = pxr soit (1+p)(1+q)=(1+p)(1+r). On voit ainsi que tous les éléments sont réguliers, sauf 


p=-1. 
. (Z,*) n’est donc pas un groupe. 


5. La stabilité vient de 1+ a x b = (1 + a)(1 + b) £ 0. L’associativité se vérifie comme plus haut, e = 0 est élément 
a 


1 ; ; ; 
neutre, et 1+ b= ——— fournit un inverse à a soit b = ee 1 


+a +a 1+4a 
Bref, (R\{-1},x) est un groupe. 





Exercice 19.3 Q 
Sur N, étudier les lois définies par V(x, y) € N2, 


xx y = min(x, y) 


XAy = max(x, y) 
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Solution : Les deux lois sont commutatives et associatives. La loi x ne possède pas d’élément neutre, car Vee N, 


ex(e+1)=efe+l. L'élément 0 est neutre pour À car VxeN, xAO = OAx = x. Excepté 0, aucun élément n’a de 
symétrique pour la loi A. 





Exercice 19.4 VO 
Soit x une loi de composition interne sur un ensemble E vérifiant : 


V(x, y) € E?, XKkK(XkY)=(YkxX)xX= y. 


Montrer que la loi x est commutative 


Solution : Soit (x, y) € E2, on poseX= xx 7y.Ona 
Y=XkXkxY=XKX(XkV)xY=Xxx= (XX y) xx. 
Donc en multipliant cette égalité à droite par x, on a 
YXX= (XX) xXXL xx = Xkx xx =X= XX y. 


Ce qu'il fallait démontrer. 





Exercice 19.5 OVQ 
Soit (E, *) un ensemble fini muni d’une loi interne * associative. 
Démontrer qu’il existe un élément x de E tel que xx x = x. 


Solution : On propose deux solutions 


1. Soit yeE. On considère y» = 1e, Tous les y, appartiennent à l’ensemble fini E. D’après le principe des tiroirs 
(proposition 8.18 p. 310), il existe deux entiers n > p tels que yn = y,. En posant z = y, on a 22"? = z. En 
multipliant par zE on obtient z2""*k = ZK+1 L’entier k convenable est obtenu en résolvant 2" P + k = 2(k+ 1) soit 
K—2m#=2>0 Onposex-2 0 z2" "-1, On a bien x? = x. Où l'hypothèse d’associativité intervient-elle ? 
On en a besoin pour définir z£, Par exemple 2 = z(zz) = (z2)z. 

. On considère F CE non vide, stable pour + et qui a le plus petit nombre d’éléments parmi les parties non vides et 
stables pour +. On va démontrer que pour tout élément x de F on a xx x = x, et par suite que F est réduit à {x}. 
Soit xeFetsoitF;={yeF|1y EEy= xx 7y'}.F, est stable par +. En effet, soit (y, z) € F£,(y,20€er,y+z— 
xxy/*«xxz'. Or y *xx+27€F puisque F est stable par *. Donc on a bien y*z€ F4. 

De plus, F; £ © puisque x*xeF,.F,cFetF, est stable par x. Donc F; = F puisque F a le plus petit nombre 
d'éléments. On en déduit que x e Fx. 

Maintenant l’ensemble G; des y tel que x x y = x est non vide d’après ce qui vient d’être démontré et est stable 
par *. En effet, soit (y, 2) eF, Xk(y+x2)=(xxy)xz=xxz=Xx. DoncG;=E, xeGxetxxx= x. 





19.32 Groupes 


Exercice 19.6 © 
Soient G=R* xR et x la loi de composition interne définie sur G par 


(x, y) x (x, y) = (xx/',xy' + y) 


1. Montrer que (G, x) est un groupe. 


2. Montrer que RŸ x R est un sous-groupe de (G, x). 


Solution : 


1. + C’est une loi interne : le produit de deux réels non nuls est non nul. 
+ Pour tout (xy),(x,y)},px",y" € G  ((xy)x(x,y)) x (7) = (xx,xy +y) x (x, 


I 1,1 1 I 1,1 


(ee SE ST EE (AMIS AE AE CE CS Eee RER EE 


(xx! x”, xx! y + xy'+ y). Donc x est associative. 
. La loi x n’est pas commutative : (2,0) x (1,1) = (2,2) et (1,1) x (2,0) = (2,1). 
+ Le couple (1,0) est élément neutre pour x : (1,0) x (x, y) = (x, y) x (1,0) = (x, y). 
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+ Soit (x, y) € G. On pose (x’, y’) = ( »). On vérifie que (x, y) x (x’, y’) = (1,0) et (x, y’) x (x, y) = (1,0). Donc 


RÉT: 
tout élément (x, y) € G admet un inverse pour x : (x’, y’). 


2. La stabilité est assurée par le fait que le produit de deux nombres positifs est positif. 


y 
1 


du groupe des matrices 2 x 2 inversibles. Encore faut-il le voir...et connaître les matrices ce qui ne va pas tarder... 


à : ; : e : x ; 
Remarque 19.10 Les vérifications sont très rapides si on considère les matrices | 0 ] qui forment un sous-groupe 





Exercice 19.7 O Groupe des vitesses en relativité restreinte 
Soit G=]-1,1[. On définit sur G une loi x par 


X+Y 


V(x, y) e G?, Xkxy= . 
1+xy 





Montrer que (G, x) est un groupe abélien. 


thu+th 
Solution : On ath(u+v) = es Donc on pose x=thu, y=thv,etona xx y=th(u+v) = th(argth x+argth y). 


1+thuthv 
On en déduit : 
. la loi x est interne, puisqu'’une tangente hyperbolique appartient à ]—1,1{. 
e (xx y)xz=th(argthx+argth y + argthz) = x x (y x 2). 
e Dest élément neutre. 
° L’opposé de x est aussi son inverse pour x*. 





Exercice 19.8 ©Q Groupe de Klein 


Soient les quatre fonctions de R* dans R* 
1 1 
fiO=x  fR(D=-  f(D=-x fi =-- 
X X 
Montrer que G = { fi, f>, fs, fa} est un groupe pour la loi o. 


Solution : Il suffit de démontrer que G est un sous-groupe du groupe des bijections de R* dans R*. fo f = fi; f20 f3 = 
fa; f20 fa = fa; fa0 f3= f\; 30 fa = f>. On a donc la stabilité, et tous les éléments sont leur propre inverse. 





Exercice 19.9 © 
Les ensembles suivants, pour les lois considérées, sont-ils des groupes ? 


1. C={zeC:]1z|=2} pour la multiplication usuelle ; 
2. R} pour la multiplication usuelle ; 


3. {xeR-— ax+b:aeR\{0},beR} pour la loi de composition des applications. 


Solution : 


1. Non. Le seul élément qui peut être l’élément neutre est 1 qui n’appartient pas à l’ensemble. On peut aussi voir 
que C n'est pas stable par produit. Le produit de deux complexes de module 2 n’est pas de module 2. 


2. Non. 0 n’a pas d’inverse. 


3. Oui. Il s’agit du groupe affine deR. Voir chapitre 28 page 1098 ou l’exercice 19.18 page 731. 





Exercice 19.10 Q 
L'ensemble E = {-1,1,i,-i}€ € muni de la loi usuelle de multiplication dans C est-il un groupe ? 


Solution : Oui. C’est un sous-groupe des nombres complexes de module 1, lui-même sous-groupe de (C*, x). Il est 


noté U4 dans le chapitre sur les complexes p. 33. 





Exercice 19.11 Q 
Soient (G, x) et (H, A) deux groupes. On définit sur G x H Ia loi © par (x, y)O(x’,y')=(xx x, yAYy). 


1. Montrer que (G x H,9) est un groupe. 


2. SiG est de cardinal 2, dresser la table de G x G et la reconnaître parmi les exemples des exercices précédents. 
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Solution : 


1. C’est un groupe produit, c’est du cours ! Voir proposition 19.5 p. 721. 


2 
Soit G = {1,-1} le groupe a deux éléments (pour la multiplication). On pose 


e= (1,1); a= (1,-1); b= (-1,1); c = (-1,-1). L'élément neutre pour © est 
e puisqu'il est composé deux fois de l’élément neutre de (G, x). On a x=e 
pour tout x, ce qui remplit la diagonale. La deuxième ligne (celle de e) est 
identique à la première (celle de ©) puisque e est l’élément neutre. Il s’agit du 
groupe de l’exercice 19.8. On à ab= c, puis ac = a(ab) = (aa)b = b et enfin 
bc = (ac)c = a. On complète par symétrie puisque la loi © est commutative. 


Ces deux groupes sont isomorphes. 








Exercice 19.12 Q 
Montrer qu’un groupe (G,.) tel queVxeG, x2 = e est commutatif. 


Solution : L'hypothèse de l’énoncé dit que tout élément est son propre symétrique : 


VxeG, xl =x. 


ro “ne = y, On trouve 


Soit alors (x, y) € G2. Comme (xy)! = (Xy), on en déduit que Jarre = xy. Mais puisque x7 
que yx = XY. 


Autre rédaction : Soit (x, y) € G2. Puisque (xp)? = e, il vient que 


xyxy=e = x(xyxp)y = xy = (0) = xy = yx= x. 





Exercice 19.13 Q 
Soit 
G={fEe F(R,R) | VneN, f(n)=0} 


Montrer que (G, +) est un groupe. 


Solution : II suffit de montrer que G est un sous-groupe du groupe (F(R,R), +). 
1. OnaGcF(R,R). 
2. La fonction nulle est dans G et c’est l’élément neutre de Z(R,R). 
3. Soient (f, g) € G?. Montrons que f — ge G. Soit ne N. On a bien (f — g)(n) = 0 car f,g € G. 


On prouve ainsi que G est un sous-groupe de (F(R,R), +). 





Exercice 19.14 Q 
Soit E = {7 E F(RR)|VneZ,f(n)= 0}. On munit E de la loi + d’addition des fonctions d’une variable réelle. Mon- 
trer que (E, +) est un groupe. 


Solution : SoitG=Z(Z,R), etF=Æ(R,R) On munit F et G de la loi + d’addition des fonctions deR dansR et Z dans 
R respectivement. Pour démontrer que E est un sous-groupe de F, on considère ® : F — G qui à f associe la restriction 
de f à Z. ® est un morphisme de groupes (abéliens) et E est son noyau. Comme tel c’est un sous-groupe de F donc un 
groupe. Bien entendu une vérification directe est simple à rédiger. 





Exercice 19.15 M 
Soit (G,.) un groupe. On suppose que 
V(a, b) e G? | (ab)? = ab? 


Montrer que G est un groupe commutatif. 





Exercice 19.16 Q 
Soit (G,.) un groupe commutatif d’élément neutre e. Soit ne N. On pose 


B={aeGl|a"=e} 


Montrer que B est un sous-groupe de G. 
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Exercice 19.17 Q 
Soit (G,.) un groupe commutatif d’élément neutre e. On pose 


B={aeG|2neN*,a"=e} 


Montrer que B est un sous-groupe de G. 


Solution : 
— e€eB:posons n=1,onabien e"=e. 
— Soit (x, y) € B2. Montrons que xy € B. Comme xE B, il existe nm € N tel que x"! = e. De même, il existe n € N tel 
que y"? =e. Posons ñn = mn2. Alors 
EE O ED) REC eE"e 


(car xy = yx). Donc xy € B. 
— Soit xeB. Vérifions que x" leB. Comme xe B, il existe ne N tel que x" = e. Alors on vérifie que De (xl = 


e-l=e. Donc x !EeB. 





Exercice 19.18 O 
Si(a,b)EeRx xR, on note 


LR —R 
ab x + ax+b 


Soit 
G= {tab | (a, b) E Rx xR} 
1. Montrer que (G,o) est un groupe. 


2. Soit 
H= {hp |bER} 


Montrer que H est un sous-groupe de G, isomorphe au groupe (R, +). 


Solution : 


1. Comme id = #0, id € G. La composée de deux fonctions affines bijective est affine et bijective. Plus précisément, 
La,b° ta!,b' = Laa',ab’+b. Bref, la loi est interne. La bijection réciproque d’une fonction affine est affine. On a donc 
un sous-groupe du groupe des bijections deR dans R. 


. On vérifie que b-— t,5 est un isomorphisme de (R, +) sur (H,o). 





Exercice 19.19 ©O 
Soit (G,.) un groupe et E un ensemble. Soit f : E— G une bijection. On définit sur E la loi de composition interne 
suivante : 


VGNEE, xxy=f !(fX.f() 


Montrer que (E, x) est un groupe, puis que f est un isomorphisme de groupes. 


Solution : La loi x est interne. Elle est associative : (xx y)xz= f (fGo.f(y) x z= ff (ff G.f)).f@) = 
FGF. Q) = f (FFM) = ...= xx (y x 2). Si on appelle e l’élément neutre de (G,.), e = f”!(e) 
est élément neutre de E. Soit xe E, on pose y = Fram On a f(y) = flou: donc f(x).f(y) = f(y).f(x = e et 
donc xx y = HTC FO) = f "(e) = € et de même f(y).f(x) = €. Donc y est l’inverse de x pour x. 


Par ailleurs, f(x x y) = f(f-(f(.f(N)) = fU.f(y). C’est bien dire que f est un morphisme de groupes. Comme f 
est une biection, c’est un isomorphisme. 

Cet exercice a déjà été vu dans des cas particuliers. Voir les exercices 19.1, 19.2 et 19.7, pp. 727, 727 et 729 pour 
ff = e*,x+1 et th(x. 





Exercice 19.20 VO 
Soit un ensemble E non-vide muni d’une loi de composition interne x associative telle que : 


V(a,b)eE, AXMEE: b=axx=yxa 


Montrer que (E, x) est un groupe. 
Indication 19.15 : Pour trouver un élément neutre, considérer a = b = a, ce qui donne l'existence de (e, f) € FE? 
vérifiant la propriété de l’énoncé. Considérer ensuite be E, et montrer que bxe= b, f x b = b. Montrer ensuite que 


e=f. 
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Solution : 


1. On sait déjà que la loi de composition interne est associative ; 


2. Élément neutre : Soit un élément a € E. En prenant b = &, on sait qu’il existe (e, f) € FE? tels que a =am*%xe= 
f *x &.. Montrons que e est neutre. Soit be E. Il existe (x, y) € E? tel que b= a x x = y x &.. Alors 


brxe=(yxæ)xe=yx(axe)=yxaæ=b 


frxb=frxlaxx)=(fxa)xx=axx=b 


On a donc montré que VbEeE, bxe=bet f x b= b. En particulier, si b= f, fxe=fetsib=e, fxe=e.Onen 
déduit que e = f et donc que VxeE,exx=xxe=x:e est l'élément neutre pour x. 


3. Soit un élément X € E. Montrons que cet élément admet un symétrique : En prenant b = e et a = X, il existe 
(x, y) € E? tels que e=X x x= y x X. Il suffit de montrer que x = y. Écrivons 


Y=ykxe=yxKXxx)=(yxX)xx=exx=x 


Donc x = y est le symétrique de X. 





Exercice 19.21 OC 
Soit (G,.) un groupe abélien et S € G une partie de G non-vide et stable. On définit 


St={xy | (yes). 


Montrer que S* est un sous-groupe de G. 


Solution : 
— CommeS £ ©, il existe a€eS. Alors a.a | =e€eA*. 
— Soit (a,b)€ (SE Alors il existe (x, y) € S? tels que a = x.y ! et il existe (x, y!) € S? tels que b= x'.y!|. Alors 


ab !=x.y y x le (x.y). (x.y 


car la loi est commutative. Comme S est stable, x.y'eS et x’.yeS, donc a.b!eS*. 





Exercice 19.22 VO 
Soit E un ensemble. On munit P(E) de la loi de composition interne AAB (différence symétrique). Montrer que 
(PE), A) est un groupe. 


Solution : On va faire travailler les groupes : On considère G l’ensemble des fonctions de E vers le groupe ({—1,1},.). 
Muni de la multiplication des fonctions G est un groupe abélien. Maintenant, on considère 


E — {-1,1} 
À Fe = 5 avec  XA: —1] sixEA ,S AE @(E). 
XA : 1 sixéA 





On vérifie que f"(fA).f(B)) = AAB. D’après l’exercice précédent, (@(E), À) est un groupe. 


Exercice 19.23 OQ 
Soit (E,*)eteeE tels que : 
@) V(X, 7,2, 0 € Et, (xy)(z0) = (x2) (ty) 
()VxEeE,ex=x 
(ii) VxeE,1X eE:xx'=e. 
Montrer que * est commutative, associative, puis que (E, *) est un groupe. 


Solution : On prend x = z=e. D’après (i), on a (ey)(et) = (ee)(ty). D’après (ü) ey = y,et = t et ee = e. Donc 
yt=e(ty)= ty. La loi est donc commutative. 
On prend z = e. D’après (i), on a (xy)(et) = (xe)(ty). Or et = t d’après (ii) et comme + est commutative, Xe = ex = x. 


Donc on a (xy)t = x(ty) = x(yf) puisque * est commutative. La loi est donc associative. 
D'après (üi), e est élément neutre à gauche, donc à droite puisque * est commutative. D’après (ii), tout élément admet 
un inverse à gauche, donc à droite puisque + est commutative. On a bien démontré que (E, *) est un groupe (abélien). 
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Exercice 19.24 VO 
Soit (G,+) un groupe de cardinal fini et H € G une partie non-vide de G stable pour la loi x. Montrer que H est un 
sous-groupe de G. 


Solution : Comme H est non-vide, il existe a € H. Considérons alors la translation à gauche suivante : 


H 
5e ax 


La fonction y, est à valeurs dans H car H est stable. On vérifie facilement que Y, est injective (on peut simplifier à 
gauche dans un groupe). Or Y, : H — H va d’un ensemble fini vers lui-même. On sait alors qu’une telle application 
injective est également surjective. 

Par conséquent, a € H possède un antécédent par Y, : il existe b € H tel que Y,(b) = a : 


a.b= a 


et alors on obtient que b= e et donc eeH. 
Soit ensuite x e H. Comme y, :H-- H est surjective, et que e € H, e possède un antécédent par Y; : 


1y € H : ÿ;(y) = e donc x.y=e. 


En multipliant à gauche par x7! (symétrique de x dans G), on obtient que y = x7!. Comme y € H, x°! €H. 





Exercice 19.25 ©Q 
l 
On considère le groupe (R, +) et A = —|neN* L Trouver le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-groupe contenant 
n 


la partie A. 


c ; : ; ; : 1 Ie 
Solution : Un tel groupe contient tous les inverses d’entiers (non nuls) mais aussi toutes les sommes — +...+ — ainsi 
n 





n 
que leurs opposés. Donc un tel groupe contient Q. Comme (Q,+) est un groupe, c’est le plus petit d’entre eux. 


Exercice 19.26 ©Q 
On considère un groupe commutatif (G,.). On dit qu’un sous-groupe H est distingué lorsque V g € G, Vh eH, g.h.g le 
H. Soient deux sous-groupes G1 et G2 distingués de G. Montrer que l’ensemble G1G2 = {g1.82 | (g1, 82) € G1 x Go} est 
un sous-groupe distingué. 


Solution : Soit ge G, h € G1G2. A(g1, 82) € G1 * Go, h = g1 go donc g.h.g ! = g.g1g.g !=(g.gg !)(gg.g |). OrG 


est distingués dans G, donc g\ = g.gg | € G1. De même, comme G est distingués dans G, donc 8 = g.g2g | € G. 
Donc g.h.g"! = gl g, € G1G, ce qu'il fallait vérifier. 





Exercice 19.27 OO 
Soit un groupe (G,.) et deux sous-groupes H, K du groupe G. 
On note 
HK={xeG|3heH:3KkEK:x=hKk} 


1. Soit xe G. Montrer que 
xeHKS x lekH 


2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : 
(@ HK est un sous-groupe de G. 
Gi) KH est un sous-groupe de G. 
Gi) HK = KH. 


Indication 19.15 : Il faut bien comprendre la signification des notations. Par exemple, HK = KH ne revient pas à dire 
que V(h,k)EHxK, hk=Kkh! 


Solution : 
1. Soit un élément x € HK, il existe deux éléments (h, k) € H x K tels que x = hk. Alors xl =k-lh"leKH. Si 


x"l e KH, alors il existe (k,h) eK x H tels que xl = kh et donc x=(x 1) 1 = h-lK "le HK (car H et K sont des 
sous-groupes et donc si h € H, on a aussi he H). 
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2. (a) (G) — (Gi) : Montrons que KH est un sous-groupe. Si e désigne l’élément neutre de G, alors puisque ee K 
eteeH (sous-groupes), par définition, e = ee € KH. Soit (x, y) € (KH)?. Montrons que xy ! € KH. D’après 
1), il suffit de montrer que (xy 1)! e HK. Or (xy 1!) ! = yx°! et puisque y € KH, y ! EHK et x! EHK. 
Mais puisque HK est un groupe, y = (y!) ! e HK et aussi yx |! e HK. 


(b) (ii) == (i) se démontre de même. (A faire !). 

(c) Montrons que (ii) == (iii). Montrons que HK © KH : Soit x e HK. (h, k) e H x K tel que x = hk. Mais 
puisque KH est un sous-groupe et qu’on a (ii) — (i), on sait aussi que HK est un sous-groupe. Par 
conséquent, x! e HK : (h/,kK)eHxK tels que x7! = h'k'. Alors x = (k!/) !(h') ! e KH. On démontre de 
la même façon que KH € HK. 

(d) (ii) — (i) : On a bien e = ee € HK. Soit x e HK. D’après 1), x leKkH et puisque KH = HK, il vient que 
xl e HK. Soient (x, y) € (HK)°. Montrons que xy € HK. Comme x € HK, il existe (h,k) € H xK tels que 
x= hk. De même, il existe (h/,k') EH xK tels que y = h'k'. Alors xy = h(kh')k'. Mais comme kh' e KH et 
que KH = HK, il vient que kh’ € HK. Donc il existe (h",k”) EHxK tels que kh! = h"Kk". Alors xy = hh"k"k. 
Mais puisque H et K sont des sous-groupes, hh" € H et k”kEeK et donc xy = hh"Kk"kEeHK. 





Exercice 19.28 O0 Théorème de Lagrange 
Soit (G,.) un groupe de cardinal n et H € G un sous-groupe de G de cardinal p. Pour a € G, on note 


aH = {ah;heH} 


1. Lorsque a € H, déterminer a. 
2. Pour (a, b) € G?, montrer que 
aHn bH £ S — aH = bH 


3. En déduire que p divise n. 


Solution : 


1. Lorsque a € H, on montre que aH = H. 


2. Supposons qu’il existe 6 € aHnbH. Alors 4(h, k) € H? tels que 0 = ah = bk. Montrons que aH © bH. Soit x € aH. 
Donc 31 € H tel que x = al. Mais puisque a = bkh”}, il vient que x = bkh”! I et puisque H est un sous-groupe de 
G, et que (k, h, D) € HË, kh=-!1EeH. Par conséquent, x € bH. On montre de la même façon que bH € aH. 
. Considérons tous les ensembles aH lorsque a parcourt G. Deux tels ensembles sont disjoints ou confondus. On 
a donc un nombre fini de tels ensembles disjoints tels que l’union de ces ensembles soit égale à G : en effet, si 
a € G, alors a = ae € a. 


Puisque l’application ® : . sa est bijective, |aH]| = |H| et donc toutes les classes ont le même cardinal 
p. 


En notant q le nombre de aH distincts, d’après le lemme des bergers (corollaire 8.22 p. 311), il vient que 


n=pq => pdivisen 





Exercice 19.29 OVQ 
Soit un groupe (G,.) non commutatif d’élément neutre e. On suppose qu'il existe deux éléments (5, t) € G2 vérifiant 
sS =t?=e. On note 
= CO Os; AGOTAI MENT 


Montrer que T est un sous-groupe du groupe G. 


Solution : T est non vide. Démontrons qu’il est stable. Il y a 16 cas à vérifier. Par exemple il s’agit de démon- 
trer - par récurrence sur m - que (st)".t(st)" = (st)""5s pour n < m et t(st)"" pour n > m. On en déduit que 
(sh .r(s0"s = (51) "ss = (st) " pour n < m et t(st)"""s pour n > m, puis que t(st)".t(st)"s = t(st)" " pour 
n<mett.t(st)""s=(st)" "s pour n > m. 

De même, (st)"s.(st)}" = t(st)"" pour n < m et (st)""s pour n > m. On en déduit que (st)"s.(st)"s = t1(st) "5 
)77%5 pour n > m. Les autres cas 


pour n < m et (st)"" pour n > m, puis t(st)"s.(st)" = (st)"" pour n < m et t(st 
sont rapidement vérifiés. 

Pour les inverses, (st)".s et t.(st)" sont leurs propres inverses. D'autre part (st)" POS) pour n > 1 montre que 
l'inverse de (st)" est t.(st)"-L.s. On en déduit que l’inverse de t.(st)".s est (st)"*1 Test doncun sous-groupe du groupe 
G. 
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19.3.3 Sous-groupe 


Exercice 19.30 O Réseau de € 
SoientweCetH={a+wb| (a,b)e Z}. Montrer que H est un sous-groupe de (C, +). 


Solution : Comme 0 € H, H est non vide. Soit z= a+wb et z! = a!'+wb' appartenant à H. On a z-2' = (a-a')+w(b-b") € 


H. H est donc bien un sous-groupe de (C, +). 
H est le sous-groupe de (C,+) engendré par 1 et w. 





Exercice 19.31 Q 
Soient ae C* etH={a" | ne Z}. Montrer que H est un sous-groupe de (C*, x). 


Solution : Comme 1 € H, H est non vide. Soit z = a” et z! = a” appartenant à H. On a zz! = a"*"eHetz l= a "EH. 


H est donc un sous-groupe de (C*, x). 
H est le sous-groupe de (C*, x) engendré par a. 





Exercice 19.32 Q 
Soit un ensemble E non-vide et un élément a € E. On note 


G={fEe Z(E,E) | f(a) = a} 


(c’est l’ensemble des bijections de G laissant invariant l'élément a). Montrer que (G,o) est un groupe. 


Solution : Le sous-ensemble G est un sous-groupe du groupe des permutations de E : Idg € G, la composée de deux 


bijections est une bijection. Si de plus elles admettent a comme point fixe, la composée admet aussi a comme point 
fixe, la réciproque aussi. 





Exercice 19.33 O Centre d’un groupe 
Soit (G,.) un groupe. On note 
C=fxeG|VgeG, g.x= x.g} 


C’est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les éléments de G. Montrer que (C,.) est un sous-groupe 
de G (appelé centre du groupe G). 





Solution : L'élément neutre de G appartient à C. Soient x, y eC, ge G, g.(xy) = (g.x).y = (x.g).y = x.(g.y) = x.(y.g) = 


(x.y).g. Donc xy € C. Soient xe C,ge G, gx”! = (Han) = Es = x°lg. Donc x! € C. C est bien un sous-groupe 
de G. 





Exercice 19.34 OQ x 
IT 
Les questions sont indépendantes. Soit j le nombre complexe e 3. 
1. Déterminer le sous-groupe du groupe additif € engendré par i et j. 


2. Déterminer le sous-groupe du groupe multiplicatif C* engendré par i et j. 


Solution : 
1. C’est le groupe {ni+ mj|(n,m)e 2°}. En effet, si un sous-goupe de (C,+) contient i, alors il contient tous 
les ni = i+...+i,n € N ainsi que leurs opposés (symétriques pour +.) Il contient donc tous les ni,n € Z. 
n fois. 
De même, il contient les mj, m € Z. Il contient aussi toutes les sommes de ces éléments, c’est-à-dire tous les 
{ni + mj|(n,m) € 2h Comme cet ensemble est lui-même un sous-groupe de (C,+), c’est le plus petit sous- 
groupe de (C,+) contenant i et j, à savoir le groupe engendré par i et j. 


. C’est le groupe U:2 des racines douzièmes de l’unité. En effet, comme précédemment, c’est le groupe G = 


2ir 
{i j" | (n, m)e Z?}. En posant G>2=e2,onai= ee et j = ce Donc {12 = ji ! e G. Donc Uy, le sous- 
groupe engendré par (12 est inclus dans G. Inversement, comme i € Ui2 et j € U2, le sous-groupe engendré par i 
et j est inclus dans C2. 





Exercice 19.35 ©Q 
Soit (G, x) un groupe, F1 et F2 deux sous-groupes de G. 
On suppose que F = F1 U F2 est aussi un sous-groupe de G. Démontrer que 


FcEP ou EP CF]. 
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Solution : Supposons F1 # F2. Cela se traduit par : 1x€ F1: xé F2. Maintenant, soit y € F2. On a z= xx YE F1 UP. 
Supposons l’espace d’un instant que z € F2. On aurait alors zx y | € F> comme produit de deux éléments de F>. Donc 


on a zé Fo. Donc ze F1. Donc x! xz=7ye. 


On a donc démontré que si F1 $# F2, alors F2 € F1. 





19.34 Morphisme de groupe 


Exercice 19.36 © 
Soient ne N* et f : DE: é . Montrer que f est un endomorphisme du groupe (R*, x). Déterminer son image 


X E—+ 


et SOn noyau. 


Solution : Endo : Il s’agit de démontrer que Vxe R*, f(x) e R*. 
Morphisme : Il s’agit de démontrer que Vx, y € R*, f(x) f(y) = f{xy) soit x" y" = (xy)". 
Si n est impair, l’image est R* et le noyau est réduit à {1}. Si n est pair, l’image est RŸ et le noyau est {—1, 1}. 





Exercice 19.37 Q 
— G 


, :  - . G 
Soit (G, x) un groupe (noté multiplicativement). Pour a € G, soit Ta: : Al 


1. Montrer que T, est un endomorphisme du groupe (G, x). 

2. Vérifier que Y (a, b) € GG, Tao Th = Tab. 

3. Montrer que 7, est bijective et déterminer son application réciproque. 

4. En déduire que 7 = {r, | a€ G} muni du produit de composition est un groupe. 


Solution : 
. Soient a, x, y € G, on a T4(Xy) = a(xy) al = axa laya | = T4(X)TA(y) ce qu'il fallait vérifier. 
. Soient a, x, y € G, on a Ta° Tp(X) = abxb= la! = abx(ab) ! = Tab(X) puisque (ab)! = plat. 
. On en déduit que Ta9T,-1 = Ty-19 Ta = Te = Idg. Donc T, est bijective et son application réciproque est T,-1. 


. On en déduit que t : a— 7, est un morphisme de G dans le groupe des automorphismes de G. Son image, à 
savoir T est un sous-groupe du groupe des automorphismes de G. 





Exercice 19.38 © 
Montrer que la composition de deux morphismes de groupe est un morphisme de groupe. 


Solution : Soient f et g deux morphismes d’un groupe (G,.). Soient x,y € G, on a fo g(x.y) = f(g(x.y)) = 
FeG.g(y) = f(g(x).f(g(y) = f ° g(x).f ° g(y) ce qu'il fallait vérifier. 





Exercice 19.39 © 
Soit f :R — C* l’application qui à tout x ER associe e'* € C*. Montrer que f est un morphisme de groupes. Calculer 
son noyau et son image. L'application f est-elle injective ? 


(R,+) — (C*,x) ee : 2 
: . . Vérifions que f est un morphisme de groupe. Soit x, y ER, alors 


Solution : Ona f | 





furet nee ftp), 


fu) = ei? = — = f(9"1, 


Donc f est un morphisme de groupe. 
Montrons que f n’est pas injective en prouvant que le noyau n’est pas réduit à 0 : 


Kerf={xeR| f(=1}={xeRle*=1}={2km| ke Z}=2n7. 


Enfin 
Imf={e*|xeR}=U 





est l’ensemble des complexes de module 1, c’est-à-dire le cercle de centre 0 et de rayon 1. 


Exercice 19.40 O Quelques morphismes bien connus 
Traduire en termes de morphisme de groupes les propriétés traditionnelles suivantes : 
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1. In(xy) =Inx+Iny; 4, e*t7 =etet : 
2. 1zz1=12117| ; 5. z+2/=27+721. 


1 1 1 — — 
3. (xy)2 = x2y2 ; 6: :22!= 227/. 


Solution : 


. Le logarithme est un morphisme du groupe (RŸ, x) sur (R,+). 


. Le module est un morphisme du groupe (C*, x) sur (RŸ, x). 


. La racine carrée est un morphisme du groupe (R*, x). 
. L’exponentielle est un morphisme du groupe (C,+) sur (C*, x). 
. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe (€, +). 


. La conjugaison complexe est un morphisme du groupe (C*, x). 





Exercice 19.41 ©O 
On considère un groupe (G,.). Montrer que l’application f : : EH Li est un isomorphisme de groupes si et 
seulement si le groupe G est commutatif. 


Solution : L'application f est bijective (vérification immédiate). 


1. Montrons que si G est commutatif, alors f est un morphisme. Soient deux éléments (x, y) € G2. Alors 





Her men on à 


2. Montrons que si l’application f est un morphisme de groupes, alors le groupe G est commutatif. Soient deux 
éléments (x, y) € CE; Puisque 





moitie 


oo ON ONE ee 


= Xy = yX=Xy 


et donc la loi est commutative. 





Exercice 19.42 VO 
On considère deux groupes G et G' et une application @ : GG G'. On définit l’ensemble 


H = {(x,wp(x)) | xe G} 


Montrer l’équivalence 


(p morphisme } = (H sous-groupe de G x G) 
() (ii) 







(i)$ (ii) Puisque est un morphisme, on sait que (e) = e'. Donc (e, e') = (e,p(e)) € H. Soient deux éléments X, Y de H. Il 
existe (x, y) € G? tels que X = (x,(x)) et Y = (y,wp(y)). Comme l'inverse de (y,p(y)) est y 1,p(n) !, 





XV 12 (xp), p) = y pet = (xy !,p(xy ) EH 


On a utilisé la propriété d’un morphisme, @(y"!) = (y) !. 


(Gi]= (1) Soit (x, y) € G2, montrons que @(xy) = p(x)p(y). Puisque (x,p(x)) € H et que (y,wp(y)) € H, comme H est un 
sous-groupe de G x G’, (x,p(x))(y,p(y)) = (xy,p()p(y)) € H. Mais alors, par définition de H, il existe z € G tel 


que xy = z et p(z) = p(x)p(y). Cela donne p(xy) = p(2) = p(x)p(y). 


Exercice 19.43 OVQ 
Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) vers (Z, +). 


Solution : Soit f un tel morphisme. Soit ne N*. On a 


f@= (24 


orp=f(leZ et qn=f(i)eZ. Donc 
P=nQn — |pl= nlqnl 
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Cette relation étant vraie Vn e N, en particulier pour n > |p|, on obtient que p = f(1) =0 etqueVneN*, f() 0! 


. a 
Alors, si x = 3 eQ',avecaeNetbeN*, 





f@ = f(a:) = af(:) = 0. 


On en déduit que f est nulle sur Q., et puisque f est un morphisme, f(-x) = — f(x) ce qui montre que f est également 
nulle sur Q-. 





19.35 Anneaux 


Exercice 19.44 Q 
On définit sur Z? deux lois de composition internes notées + et x et définies, pour tout (a, b),(c,d) € 72, par : 


(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) et (a,b)xi(c,d)=(ac,ad+ bo) 
1. Montrer que (Z?,+, x) est un anneau commutatif. 


2. Montrer que À = {(a,0) | ae Z} est un sous anneau de (Z2,+, x) 


Solution : 


1. . Les deux lois sont internes. 
L’addition est commutative, associative, admet (0,0) comme élément neutre et (a, b) admet (—-a,—b) comme 
opposé. 
Associativité de la loi x : ((a,b)x(c,d)) x(f,g) = (ac,ad+bc)x(f,g) = (acf,acg+(ad+bc)f) = (acf,acg+ 
adf+bcf) et(a,b)x((c,d)x(f,g)) = (a,b)x(cf,cg+df)=(acf,a(cg+df)+bcf) = (acf,acg+adf+bcf), 
ce qu’il fallait vérifier. 
La loi x est commutative, et admet (1,0) comme élément neutre. 
Distributivité : (a, b) x ((c, d) +(f,g)) = (a,b) x (c+ f,d + g) = (a(c+ f), a(d + g) + b(c+ f)) = (ac + af,(ad + 
bc) + (ag+bf)) = (a, b) x (c,d) + (a, b) x (g, f), ce qu’il fallait vérifier. 

Donc (Z?,+,*) est un anneau commutatif. 


. On vérifie facilement que A est un sous-groupe de 2e +), que A est stable pour x et que (1,0) € A. 





Exercice 19.45 Q Anneau de Boole 
On considère une anneau de Boole (A,+, x), c’est-à-dire un anneau non réduit à {0} tel que tout élément est idempotent, 
c’est-à-dire vérifie: VxEA, x?2=x. 


1. Montrer que : V(x, y) € A, xy+7yx=0A et en déduire que VxE AÀ,x+ x = OA. En déduire que l’anneau A est 
commutatif. 


2. Montrer que la relation binaire définie sur À par x 4 y yx= x est une relation d’ordre. 


3. Montrer que V (x, y) € A2, xy (x+ y) = 04. En déduire qu’un anneau de Boole intègre ne peut avoir que deux 
éléments. 


Solution : 


1. Pour tout x, y € À, on a x+ y = (x+ y)? = x?+xy+ yx+ y? = x+xy+yx+ y. En soustrayant x + y aux deux 
membres, on a bien xy+ yx = 0. 
On prend y = x, on obtient x? + x? = 0 soit x + x = 0, ceci quel que soit x € A. 
On a xy + yx = 0, d’où en ajoutant xy à chaque membre, xy + xy + yx = xy d’où 0+ yx = xy ce qu’il fallait 
vérifier. 


. Réflexive : On a x? = x donc x < x. 


Antisymétrique : On suppose x < y et y < x. On a donc yx= x et xy = y. Comme la multiplication est commu- 
tative on en déduit x = y. 

Transitive : On suppose x y et y  z. On a donc yx= x et zy = y. On en déduit zx = z(yx) = (zy)x = yx = x, 
soit X  Z. 

Donc < est une relation d’ordre. 





. Soit x,y € À. On a xy(x+ y) = x2y+ xy? = xy+xy = On. 
Supposons À intègre. Soit x et y deux éléments non nuls. On a, d’après la question précédente, x+ y = 0, donc en 
additionnant x à chaque membre, x+ x+ y = x, et comme x+ x= 04, y = x. Il n’y a donc qu’un seul élément non 
nul au plus. Ce qu’il fallait démontrer. 
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Exercice 19.46 O 
Soit (A,+,x) un anneau et 
C={aeA|VxEA,xa= ax} 


Montrer que C est un sous-anneau de A. 


Solution : Soient a, be C, soit x € À, on a ax = xa et bx = xb. On en déduit : (a+ b)x = ax+bx = xa+ xb = x(a+ b) 
et ce pour tout x e À. Donc a+be C. De même, (ab) x = a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab) et ce pour tout x € A. 
Donc ab e C. Comme de plus 1 e C, C est bien un sous-anneau de A. 








Exercice 19.47 VO 
Soit un anneau (A,+, x). Rappelons qu’un élément a € À est nilpotent s’il existe un entier n € N* tel que a” = 0. 
1. Montrer que si a est nilpotent, alors 1 — a est inversible et calculer son inverse. 
2. Montrer que si a et b sont nilpotents et commutent, alors ab et a+ b sont nilpotents. 


A — A 


; si ve 
à à Heu Calculer l’application u 


3. Soit un élément a € A. On définit l'application u : 
uO... OU. 
a” 
p fois 
4. Montrer que si a est nilpotent , il existe p € N* tel que u? soit l’application nulle. 


2 


Indication 19.15 : Pour 3., commencer par déterminer u?, u°, puis deviner la formule générale que l’on démontrera 


par récurrence. 


Solution : 


1. Si a" =0, alors (1-a)(1+a+...+a"1)={(1+a+..+a"1)(-a)=1-a"=1. Donc 1+a+...+a" t'est 
l'inverse de 1 — a. 


2. Puisque a et b commutent, on a (ab)" = a"b". Si a" =0, alors on a (ab)" = 0, ce qu’il fallait vérifier. 
p 
Puisque a et b commutent, on peut appliquer la formule du binôme : (a+ b)P = se {) a*bP-E, Si a" =0 et 


k=0 
b" = 0, alors en prenant p = n+ m, pour tout entier k variant de 0 à p, on a k > n - auquel cas a* = 0 - ou 


p-k2> m -et dans ce cas bP-E = 0. Tous les termes () a*bP-E sont donc nuls et (a+ b}P = 0, ce qu'il fallait 


vérifier. 
. Montrer par récurrence que 


P 
Nr A M CES p (—1)far Exar. 
f=o\K 


. Si l’on choisit alors p>2n-—1, pour k> n, aP=ExaK = 0,etsik<n-—1, alors p-k>p-n+12>n et alors on 
a également a?-Kxaf = 0. Finalement, tous les termes de la somme sont nuls, et ceci quel que soit x € A. Donc 
uP =0. 





Exercice 19.48 MN 
Soit un anneau (A,+, x) et deux éléments a, b de A. 


1. Si (ab) est un élément nilpotent, montrer que 1 — ab est inversible et déterminer (1 — ab)"!. 
2. Si (ab) et (ba) sont nilpotents, exprimer (1 — ba) ! en fonction de (1- ab)”. 


3. On ne suppose plus (ab) ni (ba) nilpotents. Montrer que si 1 — ab est inversible, alors 1 — ba est également 
inversible. 


Solution : 
1. Ona(i- ab) !=1+ab+abab+...+ abab..ab si ab est nilpotent d’indice n ; 
a 
n-1 facteurs ab 
2. Ona aussi (1—-ba) !=1+ba+baba+..+ baba...ba si ba est nilpotent d'indice p. Donc, si ab est nilpotent 
me” 


p-1 facteurs ba 
d’indice n et si ba est nilpotent d’indice p, on peut écrire les formules précédentes pour q = max(n, p) : 





(= ba) !=1+b(1+ab+abab+...+abab.…..ab)a=1+b(1- ab) ‘a 
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3. Posons c=(1- ab) !. Montrons que (1 — ba) est inversible et que| (1 — ba)! =1+ bca|. Pour cela, calculons 


(1—-ba)(i+bca)=1-ba+bca-babca=1+b[-1+(1-ab)cla=1+bx0xa=1 


(1+ bca)(1- ba) =1-ba+bca-bcaba=1+b[-1+c(1-ab)la=1 





Exercice 19.49 AV] Algorithme d’exponentiation rapide 
Soit un anneau À, un élément de cet anneau a € À et un entier ne N. On rappelle que 


a = a, et a" = aa"! 


1. Combien de multiplications faut-il pour calculer a” avec cette méthode ? 
2. Si l’on écrit 
b= &, c=b?, d=c°? 
combien de multiplications sont-elles nécessaires pour calculer aÿ ? 


3. Plus généralement, si l’on écrit : 


: (ak) x (at) sin=2k 
ax (a*) x (ak) sin=2k+1 


et si on note T(n) le nombre de multiplications nécessaires pour calculer a”, trouver une relation entre T(n) et 
n 
T(L3)). 
4. Lorsque l’exposant n est une puissance de 2 : n = 2P, calculer T(n). 


5. Si un ordinateur met 10 seconde pour effectuer une multiplication, comparer les temps de calcul de a100000 


en utilisant à) et c). 


Solution : 
1. Il faut en calculer n-1. 


. Il faut en calculer 3 : une pour b, une pour c une pour d. 


2 
3. OnaT(n)=T(|%])+1 si n est pair et T(n) =T(|2])+2 si n est impair. 
4 


. On vérifie que T(2P) = p. 


5. Un peu moins de 0,1 seconde avec 1. Avec 3. on écrit en binaire 100000 = (11000011010100000)> autrement dit 
10°=25+27+2942104 2154216 On a donc 16+6-—1=21 opérations donc 2,1 x 10° seconde avec 3. 





Exercice 19.50 VO Sous-anneaux et morphismes de (Z,+, x) 
1. Trouver tous les sous-anneaux de (Z,+, x). 


2. Trouver tous les morphismes d’anneaux de Z vers Z. 


Solution : 


1. Soit A’ un sous-anneau de Z. Si 1 € A’, montrer par récurrence que Vn EN, ne A’. Ensuite que A'=7. 


2. De même, soit f un morphisme de Z. Si f(1) = 1, montrer par récurrence que Vn EN, f(n) = n puis que f = id. 





Exercice 19.51 VO Anneau 7 | 2] 
On désigne par Z[V?2] l’ensemble Z x Z muni des deux lois : 


(a,a')+(b,b')=(a+b,a +b) (a,a')x(b,b')=(ab+2ab',ab! + ab) 


1. Montrer que Z[V?] est un anneau commutatif. Quel est l’élément neutre pour x ? 
2. Soit Z' l’ensemble des éléments de la forme (a,0). Montrer que Z' est un sous-anneau de Z[v21]. 


3. On note pour a € Z, (a,0) = a. Montrer que tout élément de Z[V?2] s’écrit de manière unique sous la forme 
a+ a! x (0,1) avec (a, a/)€ Z2. 


4. Montrer qu'il existe X € Z[V?2] vérifiant X? = 2 (2 admet une racine carrée). 


Voir aussi exercice 19.58 p. 743. 
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Solution : La clé de la solution réside dans la notation Z[2]. Soit À = {x ER, A(a,b)eZ2,x= a+ bv2}. On a l’unicité 
de la notation x = a+ bv2 pour x e À et (a, b) € Z2 puisque V2 4 Q. Donc ® :x=a+ bV2EA.— (a,b)eZ[V2] est une 
bijection qui vérifie D(zz') = D(z) x D(z/). Donnons une démonstration indépendante de cette remarque : 


1. Vérifons que la loi x est associative. Elle est interne, c’est évident, et commutative. On a ((a, a’) x (b, b')) x (c, c') = 
(ab+2a'b',ab'+a'b)x(c, c')= ((ab+2a/'b')c+(ab'+a'b)c',(ab+2a'b')c'+(ab'+ a" b)c) = (abc+2a'b'c+2a'bc'+ 
2ab'c', abc! + ab'c+ a'bc+2ab'c'). Sous cette forme on voit bien que la loi x est associative. (1,0) est élément 
neutre pour x. Distributivité : ((a, a) +(b, b')) x (c,c') = (a+b,a!+b')x(c,c')=((a+b)c+2(a!+b')c',(a+ bc! + 
(a! + b')c) = ((ac+2a!c')+(bc+2b'c'}, (ac! + a!c) +(bc'+ bc')) = (a, a!) x (c, c'}+ (b, b') x (c, c’). 

2. Z'est stable pour l’addition, la multiplication et contient l’élément neutre (1, 0). 

3. Ona(a,a')=(a,0)+(0,a') = a+(0,a)= a+ a”(0,1). 


4. La remarque prélimininaire nous incite à considérer x1 = (0,1) et x2 = (0, —1). Ce sont deux racines de X2 = 2. 





Exercice 19.52 OC 
Soit (A,+, x) un anneau commutatif et f : A—R, une application vérifiant : V(x, y) € A2, 


f(x+ y) < sup(f(x), f(y)) 


fx y) = f(xf (y) 
fH=0 x=04 


Montrer que B = fr (10, 1]) est un sous-anneau de A. 


Solution : 

. B est non-vide puisque 01 € B. 

. Puisque AU) = Tu) et que f est à valeurs dans R,, on en déduit que f(1a) = 1. 

. Puisque 1 = f((—1a) x (—14)) = ft-1a)?, on en déduit que f(—1a) = 1. 

. Soient (x, y) € B2. Puisque f(x, y) < sup(f (x), f (y) < 1, (x+ y) € B. Donc B est stable pour +. 

. Soit xe B. Puisque f(—x) = f(-1a x x) = f(x), on en déduit que xeB —> -xeB. On a donc montré que (B, +) 
était un sous-groupe de (A, +). 

. Soit (x, y) € B2. Alors f(x x y) = f(x f(y) < 1 et donc x x ye B. Donc B est stable pour >. 


Donc B est un sous-anneau de A. 





Exercice 19.53 OC 
Soit (A,+, x) un anneau. Soient (a, b) € A? tels que 


ab+ba=1et a b+ba = a 


1. Montrer que a?b = ba? et que aba+ aba= a. 


2. Montrer que a est inversible et que son inverse est b+ b. 


Solution : 
1. En multipliant ab+ ba = 1 à gauche par a : aab+aba = a = aab+baa d’où aba = baa. De même en multipliant 
à droite cette fois : aba+baa= a= aab+ baa d’où aba = aab. On en déduit baa = aba = aab et donc l’égalité 
a b+ ba? = a peut s’écrire aba+ aba = a. 


. En multipliant &b+ba? = a à gauche par b : ab= aabb+baab = (baa)b+baab = b(aab) + b(aab) = b(aba) + 
b(aba) = b(aba+ aba) = ba. On déduit de ab + ba= 1 que ab + ab = a(b+ b) = 1 et que ba+ba=(b+bja=1 
ce qu'il fallait vérifier. 





Exercice 19.54 VO 
Soit (A,+, x) un anneau. On pose 


2 


[A — A 
lg = à 


Montrer que si @ est un morphisme d’anneaux surjectif, alors À est commutatif. 
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Solution : L'application @ est un morphisme d’anneaux donc @(a+ b) = @(a) + æ(b) ou encore (a+ b}? = a? + b? soit 
ab+ ba = 0 et ce pour tous a,b € A. On a aussi @(xy) = p(x)p(y) soit (xy)? = x? y? autrement dit x? y? = xyxy = 


x(-xy)y = —x2 y? = y?x2. Soit a,b € A. Comme est surjectif, 2x, y € À, a = (x) et b = p(y). La dernière égalité 
s’écrit ab = ba ce qu’il fallait vérifier. 





Exercice 19.55 OVOQ 


Soit un anneau (A, +, x). On dit qu’il est régulier lorsque 
VuEA,1xEA :u=uxu. 


1. Si l’anneau À est intègre, montrer que À est régulier si et seulement si À est un corps. 


2. Si À est un anneau, on définit son centre Z(A) par ; 
Z(A)={xEeA|VaEnÀ, ax= xa} 


(a) Montrer que Z(A) est un sous-anneau de A. 
(b) On suppose désormais que À est un anneau régulier. Soit u € Z(A) et x € À tel que u = uxu. On pose 
Y= XUX. 
i. Calculer pour a € À, uxa(1 — ux) et (1-ux)aux et en déduire que ux € Z(A). 
ii. Montrer que y = xuxe Z(A). 


iü. Montrer que si À est un anneau régulier, son centre Z(A) est également un anneau régulier. 


Solution : 
JL 


: soit ue À. Si u = 0, il suffit de prendre x = 0. Si u £ 0, u est inversible. Posons alors x = u-!, On a bien 
U = UXU. 


: soit u € À, tel que u Z 0. Comme A est régulier, il existe x € À tel que u = uxu, c’est-à-dire u(1 — xu) = 0. 


L’anneau étant intègre, il vient que xu = 1. De même, on a (1- ux)u = 0 et donc ux = 1. Par conséquent, u 


est inversible avec u71 = x. 


2. On vérifie facilement que Z(A) est stable pour +, *x et qu’il contient 0 et 1. 


. On a uxa(i - ux) = xau(1 — ux) = xau -— xauxu = xau — xau = 0. De même, (1 - ux)aux = (1 - ux)uax = 
uax-(uxu)x = uax-uax = 0. Donc uxa(1-ux) = (1-ux)aux et en développant, uxa-uxaux = aux-uxaux 
ce qui donne (ux) a = a(ux). On a donc montré que (ux) € Z(A). 


. Soit a € À. Calculons (xux)ja = (ux)(xa) = (xa)(ux) = (xu)(ax) = (ux)(ax) =  (ax)(ux) = 
ueZ{(A) uxeZ{(A) uEZ(A) ueZ{(A) uxeZ{(A) 
a(xux). 


. Soit ue Z(A). Posons y = xux. On a vu que y € Z(A) et alors uyu = u(xux)u = (uxu)xu = uxu = u. 





Exercice 19.56 OVQ 
Soit (A,+, x) un anneau tel que 
VAyNEA, (x =Xy 
1. Montrer que V(x, y) € A2, XYX= x? y = vx. 


2. En déduire que A est un anneau commutatif . 


Solution : 
1. Soit (x, y) € A2. En utilisant la propriété de l’énoncé avec x et (1+ y), on trouve que 
[xa +] =x241+ n° 


=> LIL V+rX)YA (AP) x +20 ytx y 


= XYX=X y 





(car (xy)? = x? y?). De même, en utilisant la propriété avec x et (1+ y) on démontre que xyx = x? y. 
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. Soit (x, y) € A2. En utilisant la propriété du 1. avec (1+ x) et y, on trouve que 


A+ y=-yUl+0 


— V+2XV+LY=VY+i2yxtyx 


—> 2xy =2yx 


Ce qui ne suffit pas à conclure que xy = yx! 





Mais avec la même idée, développons (1 + x)° y. Comme x y = x(x? y) = x(yx?) = (xyx)x = (yx?)x = yx, 


A+xŸy= y +2 
=> y+3xy+3x y +2 y = y+3yx+3yX + yX° 
—> 3xy =3yx 


Donc 3xy-2xy =3yx-2yx et par conséquent, Xy = yx. 





Exercice 19.57 OQQ 
Soit f:R—R un morphisme de l’anneau R vers lui-même. 


1. Montrer que l’application f est croissante ; 
2. Calculer f(r) lorsque re Q : 


3. Soit un réel xe R. Montrer qu’il existe une suite de rationnels (r,) croissante et une suite de rationnels (qh) 
décroissante qui convergent vers x ; 


4. En déduire tous les morphismes d’anneaux de R vers lui-même. 


Solution : 


1. Soit z> 0. Écrivons fQ = f(Vzv2) = fV2? > 0. Soit alors (x, y) € R2 tels que x < y. Calculons f(y — x) = 
fO) — fx) > 0. Donc l’application f est croissante sur R. 


2. En utilisant que f est un morphisme de groupe (classique) et que f (1) = 1, on montre que Vr ER, f(r)=r. 
. Utilisons la densité de Q dansR : 


Ve>O, A(r, q) € Q? : X—E<T<X<A<X+HE 


Pour £ = 1, il existe (r1,q1) € Q? tels que x-1< r1 <x< q; <xXx+1. Supposons construits les rationnels r1,...,rn et 
is... An. POSONS E = min(=—, An ne > 0. Il existe alors (Tn+1, Qn+1) € Q tels que rn < Tn+1 < X < Qn+1 < n 
n+ 


, e - d RE ; . ; 
avec en plus x nt < Fn+1 < Qnt1 < X+ 1 On construit ainsi par récurrence deux suites de rationnels, avec la 


suite (r,) qui est croissante et la suite (q) décroissante. D’après le théorème des gendarmes, puisque Vn > 1, 


1 Il 
X—-<In SX<n<X+— 
n n 


ces deux suites convergent vers X. 


. Soit xeR et ne N*. Puisque la fonction f est croissante, on a 


f(rn) < FD < f(qn) 


or comme Vn>1, f(rn) = rn et f(Qn) = Qn, et que les deux suites convergent vers x, il vient que f(rh) rt 
+ +O0 


et f(Qn) no L et par passage à la limite dans les inégalités, on trouve que f(x) = x. Par conséquent, f = id et 
n— +00 


réciproquement, id est bien un morphisme d’anneau. 





Exercice 19.58 VVO Anneau Z [V7] 


1. On rappelle (exercice ?? p. ??) que tout sous-groupe de (R, +) non réduit à {0} est soit de la forme aZ où ae R', 
soit dense dans R. 
Soit H un sous-groupe de (R*, x). 
Démontrer que 
. soit: 1a>1:H={a",neZ}, 
. soit : V(a,f)e R2, (a < B) = (la, PIN H Z ©). 
(On pourra utiliser le logarithme.) 
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2. Dans toute cette partie, # = {a+ bV7 | (a, b)e 2 On admet que V7 # Q. (voir l'exercice ?? p.??.) 
(a) Démontrer que pour tout x e 4, il existe un unique couple (a, b) € 7? tel que x= a+ bV7. 
(b) Démontrer que Z est un sous-anneau de (R, +, x). 
(c) Démontrer que l’ensemble U(Z) des éléments inversibles de 4 est un sous-groupe de (R*, x). 
3. Pour x= a+ bV7€ #, on note X le réel a— by7 et on note N(x) = xx = a? —7b?. 
(a) Expliquer rapidement pourquoi x et N(x) sont bien définis. 
(b) Démontrer que V(x, y) € A?, N(xy) = N(X)N(y). 


On admet que l’équation N(x) = -1 n’admet pas de solution dans #. Voir à ce sujet l’exercice ?? p. ??. 
(c) Démontrer que Vxe 4, (xEeU(Z) > (N(x) = 1)). Le cas échéant, que vaut l’inverse de x ? 
4. (a) Soit a+ bV7E U(c). Démontrer que (a>z0 etb>0)=— (a+ bV7> 1). 
() Démontrer que U(££) n’est pas réduit à {—1, 1}. 
(c) Démontrer que l’intervalle ] 1,3V7 [ ne contient pas d’éléments de U(Z). 
(d) Démontrer qu'il existe un élément de u de U()n]1,+ool tel que 


U(æ) = {eu";e=+letnez}. 


Le nombre u évidemment ( ?) unique est appelé unité principale de 4. 
5. On pose pour tout ne N, u" = an+ bn V7. 
(a) Démontrer que les suites (4n)nen et (bn)nen Sont positives et strictement croissantes. 
(b) En déduire la valeur de u. 


(c) Donner dans l’ordre croissant des valeurs de x, les quatre plus petites solutions dans N* x N* de l’équation 
dite de Pell-Fermat : 
7 Fa = 1. 


6. On pose an = an et fn = bon. 
(a) Établir des relations de récurrence entre les Qn+1 Et Pn+1 d’une part et les à, etf, d’autre part. 
a ns ; : . 
(b) Démontrer que _ converge vers une limite finie À que l’on déterminera. 


n 


(c) Démontrer que VneN, 
1 


an | 
M 
Bn 2V7: 
d) Donner une majoration explicite de l’erreur €, en fonction de n. 
y P 
j ” n n 
(On pourra, faute de mieux, démontrer que VneN*,a>3 etBy>3 .) 


En — 





(e) En déduire une approximation rationnelle de 1/7 à 10720 près. 
Voir aussi exercice 19.51 p. 740. 


Solution : 


1. On considère l’image G de H par le logarithme. On vérifie que G est un sous-groupe de (R, +). 
+ Supposons que G soit de la forme mZ,meR.. En posant a = e", on a bien H={a",neZ}. 
« Sinon G est dense dansR. Soit 0 < à < f, on peut donc trouver un élément x de G dans ] In a, In bl et e* appartient 
à la fois à H et à Ja, fl. 


a 
b'-b 


. 1) Supposons a+ bV7 = a'+ b'V7 soit a— a! = (b'— b)V7. On a b! — b= 0 sinon on aurait V7 = 
est impossible. On en déduit a — a’ = 0 ce qu’il fallait démontrer. 
2) > 4 est stable pour la soustraction : a+ bV7-(a +b'V7)=(a- a')+(b-b')V7e 4. 
»> 4 est stable pour la multiplication : (a+ b7) x (a! + b' V7) = (aa! +7bb') + (ab! + ba!)V7. 
»> l'élément unité 1 de (R,+, x) appartient bien à #4 : 1=1+ 07. 
Donc 4 est un sous-anneau de (R,+, x). 
3) Ona lEU(). Si x,ye U(S),ona Va e U(<) et par suite 2j € U(#). 
. 1) Lorsqu'on écrit x = a+ bV7, les entiers a et b sont uniques. Par suite x et N(x) sont définis. 
2) Soit (x, y) € 4°. On pose x = a+ bV7, y = a! — b'V7, on a xy = (aa! +7bb!)+ (ab! + ba')V7, xy = (aa! + 
7bb!')-(ab'+ba!)V7. Ensuite xÿ = (aa! +7(-b)(-b!))+(a(-b')- ba')V7 = %y. Puis N(xy) = xyxy = xyx} = 
N(XN(y). 


€ Q ce qui 
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3) Si N(x) = 1, alors xx = 1 et donc x e U(Z est bien l’inverse de x dans #. 
Réciproquement, si x est inversible dans 4, il existe y dans # tel que xy = 1. Donc N(HN(y) = N(1) = 1. 
Donc N(x) et N(y) sont des entiers dont le produit vaut 1, ils sont donc égaux à 1 ou —-1. Comme l’équation 
N(x) = —-1 n’admet pas de solution, c’est que N(x) = 1. Ce qu'il fallait démontrer. 


4. (a) En effet, en posant x = a+bV7,ona : =a-bv7,-x=-a-bVv7 et se = —a+ bV7. Parmi ces quatre 
nombre, le plus grand appartient à [1, ol son inverse à ]0,1], son Fe à ]—c, —1] et l’inverse de son 
opposé à [-1,0[. Comme le plus grand des quatre a ses deux coefficients positifs, la proposition en résulte. 

(b) Ona8 7x3 =1, donc8+3V7E U(c). 

(c) Tous les éléments de U(Z) plus grands que 1 ont des coefficients a et b positifs. On regarde donc les valeurs 
de be N* pour lesquelles a? —7b? = 1. Les solutions b = 1 ou b = 2 ne conviennent pas, donc on a b > 3. 
Comme a > 0, on en déduit que a+ bv7 > 3V7. C’est bien dire qu'il n’y a pas d’élément de U(<4) dans 
11,3V71. 

(d) La question précédente montre que U(#)NRŸ n’est pas dense, puisqu'il évite er Donc il est de la 
forme {u"| ne Z}. En rajoutant les ie on CS le résultat. 

5. 1) Comme u > 1, on a & > 1 et b > 1. Comme u"*1 = (a; +b1V7)(an + bn V7) on en déduit 





An+1 = An + 7bnb1 > 4h, et Dn+1 = Anb1 + bn > Dh. 


D'où le résultat. 
2) L'image de la suite u” est U(#)n1[1,+ool tout entier, donc u, = u est la plus petite valeur de U(æ#)n]1,+oœl, 
à savoir 8+3V7. 
3) D'après ce qui précède ce sont les (ay, by) fournis par les uk pour k= 1,2 et3. Soit (8,3), (127,48), (2034, 765), 
(32257,12192). 
6. (a) On a an+1 + Dr NT = (an + BV?) On en déduit än+1 = a + 762 et Pn+1 = 2QnPn. 
(b) Comme on a Vn EN, —7f = 1, en divisant par f3? on a 


de » l 
p, Br 
2 


; : ; : : x 
La suite (B;)nen est une suite d’entiers strictement croissante, qui tend donc vers +00. Donc —Z tend vers 7 
2 
n 


et par suite À = V7. 
(c) Démontrer que VneN, 


< ; 
2V76; 
a 
(d) On a VneN,o = 78? +1 > 782. Donc Led V7 >2V7. 
n 
1 1 
2V7 6% 
Il Il 
Pour n = 1, on a 1 = b = V48” et & = 42 = 127 > V8” . On montre par récurrence que pour n > 1,@n > 
n n n+1 n+1 n+1 
VAS” et Br > V48 . On a alors an+1 = @ÿ, + 7, > VAS +7V4B >VAB et fur = 20nfn > 
n n n+ 

2V 18” V 18” > V 48” , ce qu'il fallait vérifier. 


Finalement, pour n> 1, 


On en déduit En = 7 < 


n 


dn | Ë 1 1 
Br _ 2V7 482"! 
(e) On cherche à avoir 27482" > 102, En prenant les logarithmes décimaux, cela revient à log,0(2V7 ) + 


20-—lo 2 
2" log,9(48) > 20. On calcule 20 logo V7 < 11,5, donc il suffit d’avoir 2" > 11,5, par exemple n = 4. 


— ST Fe 
2081028097 786554688 
8661355881006882817 | 3273684811110137472 


8661355881006882817 ._ > . 
——— à 10 * près. 
327368481111013747 


Donc V7 = 
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19.3.6 Corps 


Exercice 19.59 ©O 
On définit sur R les deux lois & ete parxæy=x+y-1etx@y=x+7y-xy. Montrer que (R,®, ®) est un corps. 


Solution : On pose f(u) = 1-u. On a f(xe y) = f(x) + f(y) et f(xe y) = f(x) + f (y). De ce fait (R,®, &) est un corps 





et f réalise un isomorphisme de corps entre (R,&, e) et (R, +, x). 


Exercice 19.60 O 
Pour (a, b) ER?, on pose : 
aTb=a+b-1 et axb=ab-a-b+2 


Montrer que (R,T, x) est un corps. 





Solution : On pose g(x) = x-—1 donc g (y = y+1. OnaaTb=a+b-1=(a-1)+(b-1)+1= gl (g(a) + g(b)) et 


axb={(a-1)(b-1)+1= gl (g(a).g(b)). 





Exercice 19.61 
Soit K et L deux corps et f:K:— L un morphisme de corps. Démontrer que f est injectif. 


Solution : Soit x Z 0x. On a f(x).f(x 1) = f(x) = 11. L'élément f(x) est inversible dans L, donc il est différent de 
OL. Par contraposée, si f(x) = 0, alors x = OK. Le noyau de f est réduit à OK. Donc f est injectif. 





Exercice 19.62 OVC Corps à 4 éléments 
On se propose de construire un corps (F4,+, x) sur un ensemble à quatre éléments :{0, 1, x, y}. 


1. En calculant 1 x x x y de deux façons différentes, démontrer que x° = 1. 
. Démontrer que nécessairement x? = y et que y? = x. 

. En déduire la table du groupe (F?, x). 

. Démontrer que nécessairement 1+1+1+1=0. 

. En déduire que 1+1=x+x=7y+y=0. 


. En déduire la table du groupe (F4, +). 


NN D D OR & 


. Démontrer que l’on a bien construit un corps à quatre éléments. 


Solution : 
1. Comme l'application 1, de Ff dans lui-même, définie par t,(#) = x x t est une bijection, de bijection réciproque 
T;-1 ON à 
TEST AU) CE NAT tee ete) 
on en déduit, en simplifiant par 1 x xx y, que x = 1. 


. Comme x £0,onax=0 puisqu'’un corps est intègre. On a aussi x2 Z x. En effet, sinon on aurait (x—1) x x = 0 d’où 
x= 1 où x= 0, absurde. Supposons x? = 1. On aurait alors x° = x en contradiction avec la question précédente. 
Donc x? = y. Pour les mêmes raisons, y? = x. 


xifxtr | 


Remarque : Un argument plus savant aurait été : il n’existe qu’une seule loi de groupe possible sur un ensemble à 
trois éléments. 


. Cette fois on calcule 
S=0+1+x+y=(0+1)+(1+D+(1+x)+(1+y)=1+1+1+1+S, 


d’où 1+1+1+1=0. 


. Ona1+1 Z 1. Supposons 1 + 1 = x, en élevant au carré, on aurait 1+1+1+1 = x? = y soit y = 0, absurde. De 
même 1+1= y n’est pas possible. Il ne reste qu’une seule possibilité : 1+1 = 0. En multipliant cette égalité par x 
puis par y, on obtient x+x=0 et y+y=0. 
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On a1+0=1 donc1l+x/l,onal+1=0 donc 1+x%#0 ona 10 donc 
1+ x x. Il reste une seule possibilité pour 1+ x, donc on a nécessairement 
‘ 1+x= y et en ajoutant 1 aux deux membres, x = 1+ y. On a donc la table du 
groupe (F4,+). 


. I reste à vérifier la distributivité, (a+b)xc=axc+bx c, ce qui donne a priori 43 = 64 vérifications. Les cas où 
c=0 ou c= 1 sont évidents, même chose si a = 0 ou b = 0 ou a = b. I] reste donc trois possibilités pour a, deux 
pour b donc six pour (a, b). La commutativité de + divise le nombre de cas par deux. Comme il y a deux choix 
pour c, il y a au total six vérifications à effectuer. 

(EE NME EE Ur 

A+xxy=yxy=xetl1xy+xxy=y+l=x. 

A+Nxx=xxx=yetlxx+yxx=X+1= y. 

A+y)xy=xxy=letlxy+yxy=y+x=1. 

(X+YNxXx=I1xXx=xetXxxXx+yxx=y+1=x. 

(x+yxy=lxy=yetxxy+yxy=1+x= y. 








747 


base 207 


Arithmétique 


Le père Rouault vint apporter à Charles le paiement de sa jambe remise, 
soixante-quinze francs en pièces de quarante sous. 
Gustave FLAUBERT, Madame Bovary, 1857. 


Pour bien aborder ce chapitre 


Un très beau chapitre. Tellement beau que nous allons le traiter deux fois ! En effet, il a beaucoup de points communs avec 
le suivant. On peut expliquer ces points communs à l’aide de la théorie des idéaux d’un anneau, mais ce n’est pas l’objet 
ici. 

Par ailleurs l’arithmétique a toujours fasciné les hommes, les mathématiciens comme les profanes. Avec un peu de cu- 
riosité et d'observation, n’importe qui peut conjecturer des propriétés qui peuvent s’avérer ardues à démontrer. On peut 
par exemple contempler le tableau des derniers chiffres de i/ pour 0 < i <9 et 1< j < 5. Une explication viendra plus 


tard. 
LiViNif2f31415 16171819 
[1 H11213/415]6]7]819 
[2 Hif4ls/6]5]6]9{4ftt 
[3 Hifs]7/415]6]3/219 


_4 [Hifelifsfst6fif6f1] 
ps Hif2/s1afs167f8f9] 





Par ailleurs, on peut s’émerveiller devant les nombres premiers, le mystère de leur répartition et la beauté gratuite de 
leur étude. Gratuite ? Rien n’est moins sûr ! La découverte d’un algorithme rapide de décomposition en facteurs premiers 
mettrait à mal bien des codes secrets et l’arithmétique est devenu un secteur d’étude stratégique. 

Parmi les nombreux mathématiciens qui se sont intéressés à l’arithmétique, le nom de Gauss se détache. Toute sa vie 
durant il est revenu sur des problèmes d’arithmétique. Mais on peut citer Euclide, Diophante, Fermat, Legendre, Euler et 
Ramanujan. 

L’arithmétique est une école de rigueur. Mais une fois les mécanismes acquis, ce chapitre devient une récréation. 


20.1 Relation de divisibilité, division euclidienne 
20.1.1 Relation de divisibilité 


DÉFINITION 20.1 © Divisibilité 


Soient deux entiers relatifs (a, b) € Z2. On dit que l’entier a divise l’entier b si et seulement si ke Z tq b= ka. 





© Notation 20.1 On notera a | b (se lit « a divise b ») le fait que l’entier a divise l’entier b. 


Remarque 20.1 

— VneN,n|0; 

— VneN, On — n=0; 

— V(a,b,c,d)eZ{,[alb et c|d] — ac|bd. 
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PROPOSITION 20.1 Propriétés de la divisibilité 
— La relation « divise» estréflexive: VaeZ, al|a. 


— La relation «divise» est transitive : V(a,b,c)eZ, [alb et b|c| — alc. 
— La relation « divise» n’est ni symétrique, ni antisymétrique. Donc ce n’est ni une relation d‘’équivalence, ni une 
relation d’ordre sur Z ). Par contre : [a|b et b|a\ = a=+b. 





Démonstration 
1. Soit ae Z. Comme a= 1x a il est clair que ala. 


2. 
alb 3keZ, b=ka ; 
— —= c=kk a — alc 


blc 1k'eZ, c=kb 


3. Ona:lalb et bla] = [A(k,k'}e Z2: b=ka et a= k'b] = a=kk'a.Il vient alors : 
— sia=0 alors b= ka=0 et donc a= b. 
- sia£0,kk'=1, comme k et k! sont des entiers, cette égalité n’est possible que si k= k/ = 1 ou alors si k = k!/ =-1. On 
a finalement bien a = +b. 
Réciproquement si a = +b, on a nécessairement [alb et blaï. 


PROPOSITION 20.2 
Soit a, b,ceZ et ki, k2 € Z. Alors : 


[alb et alc] — al(k1b+k0) 





Démonstration En effet : 


— kib+koc=k1ka+kk'a=(kik+kk)a — a|(k1b+ko0c) 


3keZzZ, b=ka 
[alb et alc] — 


1k'eZ, c=ka 


20.1.2 Congruences 


DÉFINITION 20.2 Congruence 


Considérons un entier strictement positif ñ € N* et deux entiers (a, b) € Z?, On dit que l’entier a est congru à l’entier b 
modulo n, et l’on note a = b [n] lorsque l’entier n divise l’entier (b — a) : 


a=b[n] = n/(b- a). 


PROPOSITION 20.3 Compatibilité des lois avec les congruences 


Soient quatre entiers (a, b, c,d) € Z* et un entier n € N*. On suppose que 
1. a= bn; 
2. c=dfnl. 
Alors 
1. a+c=b+dinl; 
2. axc=bxdn]; 
3. VKEN, aË= bf [n]. 





Pour démontrer que a | b il peut être intéressant de démontrer que b = 0 [a]. 


Exemple 20.2 


On veut démontrer que 641 divise 2%2 + 1. 

On remarque que n = 641 = 1+640 = 1+5 x 2° =625+16=54+24. 

On en déduit 5 x 2° = -1 [n]. En élevant à la puissance 4, on à 5% x 228 = 1 [n]. Comme 5* = -2{ [n], on obtient 
24 x 228 = ][n] soit en ajoutant 232 aux deux membres, 0 = 2%2 + 1 [n], ce qu'il fallait vérifier. 

Cet exemple historique est dû à Euler et fournit un contre-exemple à une conjecture de Fermat : 


Vne N, 22” + 1 est premier. 
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Exemple 20.3 Pour un nombre entier n (écrit en base 10) on a n = a [10] où a désigne le chiffre des unités de n. Ainsi 
la dernière ligne du tableau des i/ p. 748 peut se lire 5° = i [10] pour tous entiers i. 


Exemple 20.4 On a 10 = 1 [9] et donc Vke N,10* = 1 [9]. En particulier D ag10t = ne ax [9]. Autrement dit, un 
nombre entier n = ne ay 10 (écrit en base 10) est congru modulo 9 à la somme de ses chiffres, et donc aussi à la 
somme des chiffres de la somme de ses chiffres, etc. C’est le principe de la preuve par neuf enseignée autrefois à l’école 
élémentaire. Elle peut s’énoncer de la façon suivante : « Le produit des restes des deux facteurs modulo 9 est congru au 
reste du produit modulo 9 ». 

L'exemple suivant est dû à Eugène Ionesco (La Leçon 1951). 

LE PROFESSEUR 

combien font, par exemple, trois milliards sept cent cinquante-cinq millions neuf cent quatre-vingt-dix-huit mille deux 
cent cinquante et un, multiplié par cinq milliards cent soixante-deux millions trois cent trois mille cinq cent huit ? 
L'ÉLÈVE, très vite. 

Ça fait dix-neuf quintillions trois cent quatre-vingt dix quadfrillions deux trillions huit cent quarante quatre milliards deux 
cent dix-neuf millions cent soixante-quatre mille cinq cent huit... 

On prend a = 3755998251, b = 5162303508. La somme des chiffres de a vaut 54 donc a = 0 [9]. De même la somme des 
chiffres de b vaut 33 donc b= 6 [9]. Donc le produit ab est congru à 0 modulo 9. 

La somme des chiffres du produit c = 19390002844219164508 annoncé par l’élève vaut 76 donc c = 4 [9]. 

Moralité, le résultat donné par l’élève est faux. 


Exemple 20.5 On peut de demander quelle est valeur exacte du produit. Faute d’un logiciel de calcul formel qui 
donnerait la solution, on travaille avec une calculatrice qui donne quatorze chiffres significatif (en l’occurence il s’agit 
d’un tableur). 

Il donne 3755998251 x 5162303508 = 19389602947179200000. Il est clair que les derniers chiffres sont faux. Pour les 
trouver, on travaille modulo 107, ce qui va donner les sept derniers chiffres : Soit a! = 5998251 et b! = 2303508. On a 
az a’ [10’] et b= b! [10°]. On a donc ab= a’ b! [10’]. Le tableur donne a/b' = 13817019164508 = 19164508 (mod 10°). 
On peut donc reconstituer ab = 19389602947179164508. 

Bien entendu, on vérifie avec la preuve par neuf que ab = 0 [9]. 


DÉFINITION 20.3 Système complet de restes modulo m 


Soit m un entier > 2. On appelle système complet de restes modulo m un système d’entiers contenant un et un seul 
représentant de chaque classe. 





Exemples : [0,m— 1], système de m entiers consécutifs, m entiers non congrus modulo m deux à deux. 


PROPOSITION 20.4 


Soit x— f(H =X", a; x! une fonction polynôme où les a; € Z. 


On suppose que l’on a f(r) non congru à 0 modulo m pour r décrivant un système complet de restes modulo m. On a 
alors Vxe Z, f(x) non congru à 0 modulo m. 





Démonstration En effet, soit x € Z, il existe un r appartenant au système complet de restes modulo m, tel que x = r [m]. Comme 
par ailleurs, X aix" =X% air" lmi, le résultat en découle. 


20.1.3 Division euclidienne 


<> 


B—— 8 — 2 —8 — 3 —3 —# —$—5 —5 — — ZE — 
qa b (qg+lja 
FIGURE 20.1 -— Division euclidienne dans Z 


THÉORÈME 20.5 OO© Division Euclidienne 


Soient deux entiers (a, b) € Z x N avec b Z 0. Alors il existe un (g,r)€ 7? tel que : 


1 a=bq+r 


2 O<r<b 





On dit que l’entier gq est le quotient et l’entier r le reste de la division euclidienne de a par b. 
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Démonstration 
Unicité :| Soient (q,r) e Z? et(q!,r')e Z? tels que a= qb+r,0<r<beta=q'b+r',0<r'<b. Comme0<r<bet0<r'<b, 

on a : b|q' - q| = fr! r| < b ce qui n’est possible que si |q! - q| = 0, c’est a dire que si q = q'. Ceci entraîne r = r' et donc 
(@r)=(a,r). 

— Supposons que a e N et considérons l’ensemble .# = {neN | nb< a} des multiples de b inférieurs à a. .W est 

une partie de N. De plus, .# est : 

— non vide car0€E.#. 
— majorée par a. En effet, sine .# alors, comme b>1,n<nb< a doncn< a. 
On en déduit que .# admet un plus grand élément (voir page 304), noté q qui vérifie : 


D qgb<acaærqe.k#. 
2 (q+1)b>a carq+1> get q est le plus grand élément de .#, donc q+168.#. 


Posons r = a- bq. On a bien a = bq+r. Par ailleurs 0<r car a> bq etr <bcarb={(q+1)b-qb>a-qb=r. 

— Supposons maintenant que a € Z. Si a est positif, on se ramène au cas précédent. Sinon —a est positif et il existe (q',r!) € Z? 
tel que:-a=g'b+r et 0<r'<b. On a donc a=b{-q'}-r". Si r' = 0 alors on pose q = -q' et r = 0. On obtient ainsi le 
couple recherché. Sinon, si r! Z 0, alors r' e [1,b—1] et a = b(-q'-1)+(b-r'). On pose alors q=-q'-1etr=b-r'eton 
obtient, ici encore, le couple recherché. 


20.2 PGCD, théorèmes d’Euclide et de Bézout 


DÉFINITION 20.4 © PGCD, PPCM 
Soient deux entiers non tous deux nuls (a, b) € z*?. 


1. L'ensemble des diviseurs de N* communs à a et b admet un plus grand élément noté a A b. C’est le plus grand 
commun diviseur (PGCD) des entiers a et b. 


2. L'ensemble des entiers de N* multiples communs de a et b admet un plus petit élément noté : a V b. C’est le plus 
petit commun multiple (PPCM) des entiers a et b. 


Si a= b=0, on pose an b=avb=0. 


THÉORÈME 20.6 © Théorème d’Euclide 
Soient deux entiers (a, b) € Z*?. Effectuons la division euclidienne de l’entier a par l’entier b : 


(gr)eN : a=bq+r et O<r<b 


añb=bnr 





Démonstration Comme r = a-— bq, tout entier divisant à la fois a et b divise aussi r. L'ensemble des diviseurs communs à a et 
b est égal à l’ensemble des diviseurs communs à b et r. En particulier, ces deux ensembles ont le même plus grand élément, ce qui 
s'écrit aussi : añb=bnr. 


A ——————————————+ 


b 
FIGURE 20.2 - Euclide : si d|bet d|a, alors d|\r 


Le théorème précédent justifie l’algorithme d’Euclide pour trouver le pgcd de deux entiers non nuls (a, b) € N*2. On pose 
ro = 4, r1 = b et on définit ensuite VKk > 1, les couples (gy, rx) en utilisant une division euclidienne : 


sire #0, Age, rex) € Z? tq rk-1 = gere + rex et O< rks1 <Tk 
Comme la suite d’entiers (r4) est strictement décroissante, il existe un rang n > 1 tel que r, À 0 et rh+1 = 0. D’après le 


théorème d’Euclide, on a Vke[0,n—1], aA b=rgArg,1. Comme r, divise rh-1, On a rn A Tn-1 = Fn. Par conséquent, le 
dernier reste non-nul r, est le pgcd des entiers (a, b). 
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Exemple 20.6  Déterminons le pgcd des entiers 366 et 43 en utilisant l'algorithme d’Euclide : 
x 8+ 

x 1+ 

x 1+ 


[1 ]x21+0 


366 


43 


2 


ES] ES] & 
Il 


donc 366 A 43 = 1. 


MAPLE 
pgcd := proc(a, b) 
local À, B, r; 





Paramètres : a, b (entiers). 
Variables locales : A,B,r. 

— Initialisation : 

— A a, 

— Bb, 

Corps : Tant que b 0 faire : 
— r<— À modB, 

— AB, 

— Br, 

Fin tant que 

— Renvoyer A (A = pgcd(a, b)). 


ou sous une forme récursive : 
MAPLE 


pgcd := proc(a, b) 
if b = 0 then a 
else 

pgcd(b,iremi(a,b 
ÊL; 

















d 10 15 20 
Le pgcd de 17 et 24 égale 1. 


DÉFINITION 20.5 Nombres premiers entre eux 


On dit que deux nombres a et b sont premiers entre eux si et seulement si leur plus grand diviseur commun est 1, 
autrement dit si et seulement si a A b=1. 
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Mathématicien français. Auteur de différents livres d’enseignement 
qu'il rédigea à l’attention des gardes de la marine ou des élèves du 
corps de l’artillerie. Il est surtout connu pour le théorème ci dessous 
mais il a travaillé également sur les déterminants et les équations 
algébriques. Son nom est attaché à d’autres théorèmes en géométrie 
algébrique et intersections de courbes. 


THÉORÈME 20.7 OO0Q Coefficients de Bézout 
Soient deux entiers non nuls (a, b) € Z*?. Il existe (uw, v) € Z? tels que 


au+bv=aAb. 





Un tel couple (4, v) est appelé couple de coefficients de Bézout de a et b. 


Démonstration Quitte à considérer |a| et |b| à la place de a et b, on peut supposer a et b positifs. La preuve se fait par récurrence 
sur b. Si b=0, alors a Ab = a et 1.a+0.b = a donc un couple de coefficient de Bézout est (1,0). On fixe b € N* et on suppose que la 
propriété est vraie pour tout a € N et tout nombre n de l'intervalle d’entiers [0, b—1]. Par division euclidienne, il existe (q,r) € N2 
tels que a = bq+r et0<r<b-—1. D’après le théorème d’Euclide, on sait que a A b= bAr. On applique l’hypothèse de récurrence 
àbetr, il existe (U,V) € Z? tels que Ub+Vr = bAr. Donc Ub+V(a-bq) = anbetVa+{(U-Vaq)b=anb. La propriété est alors 
prouvée par récurrence. 


| Remarque 20.2  Iln’y a pas unicité du couple de coefficients de Bézout de deux entiers. Voir exercice ?? p. ??. 


THÉORÈME 20.8 OQQ Théorème de Bézout 
Soient deux entiers non nuls (a, b) € (Z*)?. On a 


añb=1{Auv)ez?: 1=au+bvl 





Démonstration 

C’est une conséquence directe du théorème précédent. 

Supposons qu'il existe (u, v) € Z? tel que au + bu = 1. Si d est un diviseur commun à a et b alors d est un diviseur de 1. Il est 
alors clair que an b=1. 


Remarque 20.3 Soient deux entiers (a, b) € Z x N* premiers entre eux. L’algorithme d’Euclide permet de trouver un 
couple de Bézout (u, v) € Z? tel que au + bv = 1. On définit les suites (r£) et (gr) des restes dans l’algorithme d’Euclide. 
Notons ry = a A b= 1 le dernier reste non-nul. On pose ro = a, r1 = b et par récurrence, on définit 


Vk21, rg-1 = qure+ Tk+1 avec 0 < rp41 < rx 
On définit simultanément deux suites (u£) et (vy) telles que 
Vkel[0,n], rx =ura+vr;b 
Pour que cette propriété soit vraie pour tout ke [0, n], on doit poser : 


Uk+1 = Ug-1 — 4kUk 


(uo, vo) = (1,0), (wa, v1) = (0,1) et Vkel[2,n1], 
Uk+1 = Vk-1 — GKVk 


On a alors 1 = aun + buy. 


po [1 HMulLwf..fusv) 
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Voici une procédure Maple qui prend comme paramètres a et b et qui retourne a A b, ainsi qu’un couple de Bézout (U, V) 
MAPLE 





bezout := proc(a, b) 
local R, RR, Q, U, UU, V, VV, temp; 
R 
RR 
U 
UU 
V 


#Cond entrée : R = r0, RR = 
while (RR > 0) do 
Q := iquoiR, RR); 
temp := UU; 
UU := U —- Q *x UU; 
Ui=temp; 
temp := VV; 
VV = V —- Q x VV; 
NW := Cémpb} 
temp := RR; 
RR := iremi(R, RER); 
FR := Cemb; 
#INV : R = rk, RR r_{k+1}, U = uk, UU u_{k+1}, V = vk, VV = v_{k#L}, 
# Q = qk, K : nombre de passages dans la boucle while 
od; 
#Cond sortie : RR u_{n _ pgcd(a, b), 


























R, U, V; 
end; 


Carl Friedrich Gauss, né le 30 avril 1777 à Brunswick (Saint-Empire romain germanique), mort le 
23 février 1855 à Gôttingen (Royaume de Hanovre) 


Mathématicien allemand. C’est un des plus grands mathématiciens de tous les 
temps. Certains l’ont même surnommé le « prince des mathématiques ». Alors âgé 
de trois ans, on raconte qu’il sut corriger son père dans un calcul de salaire. Il est re- 
marqué par ses instituteurs qui le poussent à poursuivre ses études. À dix-neuf ans, 
il résout un problème qui date d’Euclide, celui de la construction à la règle et au 
compas du polygône régulier à dix-sept côtés. Cette découverte fut à l’origine de sa 
décision de consacrer sa vie aux mathématiques. Il effectue sa thèse sous la direc- 
tion de Johann Pfaff à l’université de Brunswick. Celle-ci porte sur une démonstra- 
tion du théorème fondamental de l’algèbre 21.24 page 778. Gauss s’intéressa à de 
nombreuses branches des mathématiques : l’arithmétique, la géométrie, les proba- 
bilités, etc. Il a permis des avancées énormes en théorie des nombres, en géométrie 
non-euclidienne, .. .Mais il s’est aussi intéressé, entre autres, à l’astronomie ou à la 
cartographie à chaque fois avec génie. Même si la portée de ses travaux ne fut pas 
complètement comprise par ses contemporains - Gauss ne publiant que très peu - 
ce fut la postérité qui comprit la profondeur et l’étendue de son travail à la lecture 
de son journal intime qui fut publié après sa mort. Il eut comme élèves Richard 
Dedekind et Bernhard Riemann. 


THÉORÈME 20.9 OQQ Théorème de Gauss 
Soient trois entiers non nuls (a, b, c) € Z*$. 


[albc et aAb=1] = alc 
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Démonstration Si a A b=1 alors, d’après le théorème de Bézout 20.8, il existe (u, v) € Z2 tel que au + bv = 1. On a donc aussi 
auc+ bvc= c. Mais comme a divise bc et que a divise auc, a divise auc+bvc=c. 


PROPOSITION 20.10 Caractérisation des diviseurs et des multiples 
Soient deux entiers (a, b) € Z2. 


1. Soit un entier dE Z. É.  d|(aAb) 


d|b 
aim 


2. soit un entier mE Z. = (av b)|m. 
b|\m 





Démonstration 


1. Supposons que que d divise a et b et notons ô = a A b. D’après le théorème 20.7, il existe (u, v) € Z? tels que au + bv = 6. 
Comme d | a et que d| b, on sait que d | ô. La réciproque est facile. 


2. Supposons que a et b divisent m et notons li = a V b. Il existe k, k' EN tels que p = ka et pu = kb. Il existe aussi L, l'E N tels 
que m= la et m= lb. De plus, par application du théorème 20.5, il existe un unique couple (q,r) € N? tel quem=pu+r 
et0< r < ji. On peut alors écrire La = pka+r et l'b= pk'b+r et donc ar etb\r. Sir Z0 alors r est un multiple commun 
à a et b. Par définition de pi, il vient r > 1 ce qui est impossible. Donc r = 0 et p divise m. La réciproque est évidente. 


PROPOSITION 20.11 
(ka) À (kb) = k(a A b) 


Soient deux entiers non nuls (a, b) € Z*?. Pour un entier ke N", 
(Ka) V (kb) = Kk(aV b) 





Démonstration 

— Posons ô= an b et A= kan kb. Il est clair que kô| À. Montrons que À | kô, ce qui prouvera la première égalité. Comme k| A il 
existe m € Z tel que À = km. Mais alors km| ka et m| a. De même, km | kb et donc m| b. L’entier m est donc un diviseur de ô 
et A = km| kô. 

— Posons maintenant d = av b et D = kaV kb. L’entier kd est un multiple de ka et kb donc D kd. Si on montre de plus que kd | D 
alors la seconde égalité sera prouvée. Comme ka | D et que kb | D, il existe des entiers m1 et m2 tels que D = kami = kbm. 
L’entier k est donc un diviseur de D et il existe un entier D’ tel que D = KD’. Par suite, on a D’ = am = bm2 et D' est donc un 
multiple commun à a et b ce qui amène d | D’ ainsi que kd | D. 


PROPOSITION 20.12 © Autres propriétés du PGCD 
Soient trois entiers non nuls (a, b, c) € Z*ÿ. 


1 Soient trois entiers (6, a/, b!) e N* x Z? tels que a = 6a’, b = ôb', alors 


(ô=anb)= (a Ab'=1) 


añb=l1 
2 = aA\(bc)=l1; 
aAc=l 


a|c 
b|c —> ab|c; 
añb=l1 


4 pour tout couple (p, q) eN*2, si an b= 1, alors a? A b1=]1; 


5 pour tout entier ke N*, ak AbE=(anb}f. 





Démonstration 
1) C’est une conséquence directe de la proposition 20.10. 


2 Siañb=1letanc=1l, alors par application du théorème de Bézout 20.8, il existe des entiers s, t, u, v tels que 
sa+tb=1etua+vc=1. Sion multiplie membre à membre ces deux égalités, on obtient l'égalité de Bézout : 
(sua + vsc+ tub) a+ (tvc) b= 1 et en conclusion a A (bc) = 1. 
Réciproquement, si a A (bc) = 1 alors il : est clair que a est premier à la fois avec b et c. 


3 Comme al c, il existe ke Z tel que c = ka. Mais comme b| c = ka et que a A b= 1 alors par le théorème de Gauss 20.9, il 
vient que b| k. En conclusion ab| c. 


4 Considérons À,B eN* tels que AAB = 1 et me N*. Si on applique la deuxième règle avec a = À, b=B et c = B, on obtient : 
AAB? = 1. En l’appliquant une nouvelle fois avec a = À, b = B et c = B?, il vient que A A B3 = 1. Si on l’applique encore 
m3 fois, il vient que : AA B"? = 1. En résumé, on a prouvé que si A AB = 1 alors A AB" = 1. Considérons a, b € N* tels 
que an b=1 et p,q € N*. On applique ce résultat à A = a, B= b et m= q. Il vient a À b1 = 1. On l’applique alors une 
nouvelle fois mais à A= b1,B=aetm= p et on trouve : aP À bd =1. 
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k k 
5 Soit ke N*. Posons ô = a A b. Grâce à la première règle, on a : TA L = 1 et grâce à la quatrième : (4) A (2) = 1. En 


appliquant à nouveau la première règle, il vient que : a À DE = &K = (a nb. 


THÉORÈME 20.13 © Relation entre PGCD et PPCM 
Soient deux entiers non nuls (a, b) € FA 


1. SiaAb= 1 alors av b=|abl; 
2. (aAb)(aV b)=|abl. 





Démonstration 


1. Supposons que a et b sont positifs et premiers entre eux. Soit d un multiple commun à a et b. Alors il existe ke N tels que 
d = ka. Comme b| d et que a A b= 1, on en déduit, grâce au théorème de Gauss 20.9, que b] k et qu’il existe donc k'EN 
tel que d = k'ab. Comme d est le plus petit commun multiple de a et b, il vient forcément que k = 1 et que d = ab. Si a et 
b ne sont pas tous deux positifs, on applique ce résultat à |a| et |b|. 


2. Notons = anbeta= 6ôa/, b= Gb! avec a/,b! eZ. Montrons que l’ensemble des multiples communs à a et b est l’ensemble 
des multiples de 6a' b'. Il est clair que tout multiple de ôa’b' est un multiple commun à a et b. Réciproquement, si m est un 
multiple commun à a et b alors il existe k, k! € Z tels que m = ka = K'b. On a aussi : m = kôa’ = k'ôb!. Comme a et b' sont 
premiers entre eux, cette égalité implique, par application du théorème de Ga uss 20.9 que b' | k. Donc m est un multiple 
de &a’b'. Il s'ensuit que le ppem de a et b est le plus petit multiple de Ga” b', c’est à dire que a V b= |ôa'b'|. Il vient alors 
ô (av b) = ô|5a/b | = |ab| d’où l'égalité. 


20.3 Nombres premiers 


20.3.1 Nombres premiers 


DÉFINITION 20.6 © Nombre premier, nombre composé 
Un entier ne N est dit premier si n > 2 et si ses seuls diviseurs dans N, sont 1 ou lui-même : 


VkeN*, kin = ke!{l,n} 


On note P l’ensemble des nombres premiers. 
Si un entier ne N n’est pas premier, on dit qu’il est composé. 





| Remarque 20.4 Un entier positif est premier si et seulement si le cardinal de l’ensemble de ses diviseurs est égal à 2. 


PROPOSITION 20.14 © Propriétés des nombres premiers 


1. Soit un entier p e N premier, et a e Z un entier. Alors, p | a ou bien pAa=l. 


2. Si net m sont deux nombres premiers distincts, ils sont premiers entre eux : n£m — nAm=l. 


3. Si nest un nombre premier et si (G1,..., 4x) € ZÉ, 


n|a..ar = [Hieli,n]: nla;l 





Démonstration 


1. Sin et a ne sont pas premiers entre eux alors Ô= nA a > 1. Mais comme Ô | n et que n est premier, Ô = 1 ce qui n’est pas 
possible ou ô = n. En conclusion, n| a. 


2. nest premier et peut diviser m donc d’après le point précédent nAm=1. 


3. D'après le théorème de Gauss et une petite récurrence. 


PROPOSITION 20.15 © 
Tout entier supérieur à 2 admet un diviseur premier. 


Démonstration  Effectuons une récurrence forte. Si p = 2 alors p possède un diviseur premier : lui même. Supposons la propriété 
vérifiée pour tout entier p € [2, n] et montrons là pour p = n+1. Soit l’ensemble des diviseurs de n+1. Ona|æ|2> 2. Sil|=2 
alors n+ 1 est premier et cela démontre la propriété sinon « contient un entier q € [2, n] qui divise n+ 1. On applique l’hypothèse 
de récurrence à q : q possède un diviseur premier. Ce diviseur premier divise nécessairement aussi n + 1 et donc n+ 1 possède un 
diviseur premier. La propriété est donc démontrée par récurrence. 


756 


PROPOSITION 20.16 © 





L'ensemble P des nombres premiers est infini. 


Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas. P forme alors une partie finie de N. P possède donc un plus grand élément 
n. Considérons le nombre entier N = n!+1. Ona:N>n. D’après la proposition précédente, N possède un diviseur premier p 
différent de 1. Ce dernier est nécessairement élément de l’ensemble [2, n]. p divise donc aussi n!. Mais alors p divise 1 ce qui est 
impossible. L'ensemble P des nombres premiers est donc infini. 


20.3.2 Décomposition en facteurs premiers 


LEMME 20.17 
Soit m € N°. On considère m nombre premiers p1,..., Pm € P distincts deux à deux et des entiers naturels non nuls 


@,..….;, Qm. On forme le nombre entier De … py". Alors tout diviseur premier de n est l’un des p; où ie [1, mm]. 





Démonstration Considérons l’ensemble des entiers de la forme n = pr pa" avec ME N*, P1,..., Pm € P distincts deux à 
deux et &1,...,&m € N* qui admettent un diviseur premier différent de chacun des p;. La propriété sera prouvée si on montre que 
4 est vide. Supposons que ce n’est pas le cas. Alors comme est une partie de N, «7 admet un plus petit élément no = Di: Spa 
et d’après la proposition 20.15, nç admet un diviseur premier p qui n’est, par définition de #, aucun des p;. L’entier p divise donc 
le produit p1.p®17}. p#". Les enti t t t iers. On en déduit lication du 1 d 
P P1-P, -.Pm - Les entiers p et p1 sont premiers entre eux car premiers. On en déduit, par application du lemme de 
Gauss, que p | ph: … py". Mais comme ng est le plus petit élément de # , l’entier ni: … py" n’est pas élément de & et p est 
l’un des p; pour i € [1, m] ce qui rentre en contradiction avec l’hypothèse faite sur p. Le lemme est alors prouvé par l’absurde. 


THÉORÈME 20.18 OOQ Décomposition en facteurs premiers 
Soit un entier ne N\{0,1}. Cet entier n s’écrit de façon unique de la manière suivante : 


vil Xm 
n=p; ...Pm 


où m € N°, Pi << Pm Sont m nombres premiers et où o1,...,@m € N°. Ce résultat se formule aussi sous la forme 
suivante : n s’écrit de manière unique, à l’ordre des facteurs près, comme 


= (n) 
n=[]p" 
peP 


où Vh(n) E N'est appelé la p-valuation de l’entier n. 





Démonstration 

La preuve se fait par récurrence sur n. Si n = 2 alors comme 2 € P, la proposition est vraie. Soit n e N\{0,1}. 
Supposons que tout entier < n se décompose comme indiqué dans le théorème. Si n est premier alors le théorème est vrai pour 
n. Sinon n admet un diviseur premier p € P et il existe 0 < m < n tel que n = pm. Mais par application de l’hypothèse de 
récurrence, m se décompose comme indiqué dans le théorème et il en est alors de même de n. L'existence de la décomposition 
est alors prouvée par récurrence. 

La preuve se fait à nouveau par récurrence. Supposons que 2 = pi. pa" avec pour tout ie [1,m], p; EP, a; EN* et 
P1 <...< Pm. Comme 2 est le plus petit des nombres premiers, il vient : 2 = pi pa" > 20 x,.,x2%m ce qui n’est possible 
que sim= 1, p1 = 2, & = 1. L’unicité de la décomposition de 2 en facteurs premiers est alors prouvée. Soit n e N. Supposons 


que tout entier < n admet une unique décomposition en facteurs premiers et supposons que que ce ne soit pas le cas pour n, 
ra ! . . 
nm” . Par application du 


ur : : ds : 1œ 
c’est à dire que n admet au moins deux décompositions en facteurs premiers : ñn = ni pa" = Pj lp 
lemme précédent, il vient p1 = p} pour un certain i € [1,m"] et p\ = p; pour un certain j € [1, m}. Mais p1 < p;j = pi < p}= p1 
et forcément p1 = P1- On peut alors écrire : 


! 
m! 


n 1-1 a ra —1 1& 
1  Pm =P Pr 


p1 
L'hypothèse de récurrence nous permet d’affirmer que la décomposition de n/p1 en facteurs premiers est unique donc : m=m, 
P1 = Pi; P2 = Pos. Pm = Ps A1 = À; Am = Ah. Les deux décompositions de n en facteurs premiers sont donc égales. 
L’unicité est ainsi prouvée par récurrence. 


Remarque 20.5 Tout entier relatif ne Z non nul s’écrit de façon unique sous la forme : 


n= + II pret), 
peP 


Pour des entiers a,be N*,et peP, 


Vp(axb)=v)(a)+Vv,(b) alb — v,(a)<vp(b) 
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THÉORÈME 20.19 © Expression du PGCD et du PPCM à l’aide des facteurs premiers 
Soient deux entiers non-nuls (a, b) e N*?. Leur décomposition en facteurs premiers s’écrit : 


a= El pra b = El p'rb) 
peP peP 


Alors la décomposition de a A b et de a V b en facteurs premiers s’écrit : 


añb= I] DEN E tb av b= I] prete (avr D) 
peP peP 





Démonstration Posons à = []hep pin? (@), pr (D} et montrons que à = a À b. Considérons a’, b' EN tels que a = 6a/! et b= 5b'. 
D'après la proposition 20.12, on aura montré que 6 = a A b si et seulement si a! À b! = 1. Supposons que ce ne soit pas le cas alors 
il existe un diviseur d £ 1 commun à a et b qu’on peut supposer premier. On a donc : 


; b ; 
d| a. II pYp(@-min{vo(@), vo (b)} et d|-- II pYp(b)-min{v, (av) (D, 


d peP peP 


Il vient alors que d est un facteur de chacun des deux produits ci dessus et que v,(a) - min{v,(a), v4(b)} > 1 ainsi que v,(b) — 
min{v,(a), va(b)} > 1 ce qui constitue une contradiction et prouve par l’absurde que a’ À b' = 1. La formule pour le pgcd est ainsi 
démontrée. On procède de même pour le ppem. 


Exemple 20.8 
Soit ñn e N non nul, ñ = [per pet), Les diviseurs positifs d de n s’écrivent d = [lpep,pin p'rtdn, avec Vp € P,v,(Idl) < 
Vp(Inl). Pour chaque p € P qui divise n, on a v,(Inl) +1 choix pour v,(|d|), à savoir 0,1,...,v,(Inl). On obtient ainsi 


II Goün)+1 


peP,pin 


diviseurs positifs de n. Ces diviseurs de n sont distincts deux à deux à cause du théorème de décomposition en facteurs 
premiers. 
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20.4 Exercices 


20.4.1 Divisibilité 


Exercice 20.1 Q 
Déterminer le nombre de diviseurs de 10! 


Solution : On sait que 10! = 1x2x3x...x 10 donc 10! = 28.34,52.7 et un diviseur de 10! est donc de la forme 2°.3P.5°.74 


avec a € [0,8], be [0,4], ce [0,2] et de [0,1]. Réciproquement, tout nombre de cette forme divise 10!. On compte alors 
9x5x3x2=— diviseurs de 10!. 





Exercice 20.2 © 
Résoudre dans Z l’équation x—1|x+3. 


Solution : On remarque que 1 n’est pas une solution de l’équation. On suppose donc que x z 1 et on écrit : 


x+3 4 
X—-1[x+3—= ——=]1+——EZ. 
x—1 x—1 


Mais les diviseurs de 4 sont +1,+2,+4. Donc x est solution de l’équation si et seulement si x — 1 est égal à un de ces 6 
nombres. On trouve alors pour l’ensemble solution | {—3,—1,0,2,3,5} |. 
Exercice 20.3 O 


Sachant que 3285 = 25 x 123+210 trouver, sans effectuer cette division, le reste et le quotient de la division euclidienne 
de 3285 par 123. 





Solution : On sait que le reste doit être plus petit que le quotient. Alors 3285 = 25 x 123 + 123 + 87 = 26 x 123 +87 et 
par unicité du couple quotient-reste on trouve que le quotient est 26 et le reste 87. 





Exercice 20.4 O 
Prouver que pourtoutneN, ñn(n+1)(n+2)(n+3) est divisible par 24. 


Solution : On remarque que dans 4 nombres successifs, il y a toujours un diviseur de 2, un de 3 et un de 4. Donc il est 
clair que le produit de ces 4 nombres est divisible par 24. 





Exercice 20.5 O 
Montrer que Vn > 0,6| 5 + n. 


Solution : Par récurrence. La propriété est vraie au rang 0. Soit n e N. Supposons que 6 | 5n° + n et montrons que 
615(n+1)°+n+1. On calcule : 5(n+1}+n+1=5n+n+15n2+15n+6. Mais6|5n+n d’après l’hypothèse de 
récurrence. Comme 3 | 15 que et 2 | n+n=n(n+l (noun+l est pair), 6 | 15n? + 15n et la propriété reste vraie au 
rang n +1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 





20.4.2 Bezout, PGCD, PPCM 


Exercice 20.6 © 
Calculer le pgcd des couples 


1. (120,230) 2. (210,135) 3. (211,112) 


Solution : On applique l’algorithme d’Euclide et on trouve : 
1. 1201230 = 10 


2. 2101135 =15 
3. 211A112=1 





Exercice 20.7 © 
Soient a, b des nombres premiers entre eux. Montrer que : 


1. aA(a+b)=bA(a+b)=]1. 
2. (a+b)Aab=l. 
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Solution : 


1. On suppose que a et a+ b ne sont pas premiers entre eux. Alors soit k un diviseur commun à a et a+ b différent 
de 1. Comme Kk| a et que k| a+ b, k| b et donc k| a A b= 1 ce qui n’est pas possible. Donc a A (a+ b) = 1. La 
seconde relation se prouve en échangeant les lettres a et b dans la première. 


. Comme avant, on suppose que ab et a+ b ne sont pas premiers entre eux. Alors soit k un diviseur premier 
commun à ab et a+ b différent de 1. Comme k| ab, k| a ou k| b. On suppose que k | a, alors comme avant, 
comme k| a+ b, k|b et donc k| aA b=1 ce qui n’est pas possible. 





Exercice 20.8 © 
Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) e N? (a< b) tels que a A b= 18 et a+ b= 360. 


Solution : Soient (a, b) € N? un couple solution du problème. Alors il existe (a’,b') € N° tel que a = 18a!, b = 18b! 
et d'A b'=1. De plus comme a+ b = 360, on sait que a! + b' = 360/18 = 20. En résumé, (a, b!) est un couple de deux 
entiers premiers entre eux et de somme 20. Les seuls couples à vérifier cette propriété sont 


(,19), (3,17) (7,13), (8,11). 
On multiplie ces couples par 18 pour retrouver le couple (a, b) : 


(18,342), (54,306), (126,234), (162, 198). 





Réciproquement, chacun de ces couples vérifie les deux conditions. 


Exercice 20.9 Q 
Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) € N2 (a< b) tels que an b= 18 et ab = 126. 


Solution : Soient (a, b) € N? un couple solution du problème. Alors il existe (a',b'}e N2 tel que a = 18a', b= 18b' et 
a! Ab! = 1. Comme ab = 126, on sait que a'b' = 7. Les seuls couples à vérifier cette propriété sont (1,6), (2,5) ,(3,4). On 
multiplie par 18 pour retrouver les couples (a, b) : (18,108), (36,90),(54, 72). Réciproquement, chacun de ces couples 
vérifie les deux conditions. 





Exercice 20.10 ©Q 
Résoudre dans Z l’équation 1665x + 1035 y = 45. 


Solution : Comme 1665 A 1035 = 45 cette équation est équivalente à 37x + 23y = 1. Comme 37 et 23 sont premiers 
entre eux cette équation admet des solutions par le théorème de Bezout. Une d’entre elles est par exemple donnée par 
x= 5 et y = -8. Les autres s’en déduisent, elles sont de la forme (5—-23k,-8+37k). En effet, elles sont de la forme 
(5+a,-8+ b) avec (a, b) € Z2. On injecte dans 37x + 23y = 1 et il vient que 37a + 23b = 0. Comme 23 et 37 sont 


premiers, on en déduit que 23 | a et 37 | b. Donc il existe k, k' € Z tels que a = 23k et b= 37K/. On injecte dans l'égalité 
37a+23b = 0 et on trouve que k = —k' d’où la forme des solutions. Réciproquement, toute couple de cette forme est 
solution de l’équation. 





Exercice 20.11 OC 
On se donne trois entiers non nuls (A,B,C)E€ 7*$. et on considère l’équation diophantienne : 


(E) : Ax+By=C (x yeZ? 


Résoudre cette équation consiste à déterminer l’ensemble des solutions $ = {(x, y) € Z? |[Ax+By=C}. 
1. Notons à = A AB. Montrez que si à ne divise pas C, alors $ = G ; 


2. On suppose désormais que 6/C. Il existe trois entiers non nuls (A',B',C') € Z*$ tels que À = 6A/, B = ôB/ avec 
A'AB'=1,etC = ôC'. Montrez que l’équation (E) a même ensemble de solutions que l’équation 


(E') : A'x+B'y=C 
3. Comment trouver une solution particulière de l’équation (E') ? 


4. En déduire l’ensemble de toutes les solutions ; 


5. Résoudre dans Z l’équation 
(E) : 24x+20y = 36 
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Solution : 


. Par contraposée, si S £ © alors il existe a y) eZ? tel que Ax+By=C.Commeôl|Aetôl|B,ô|C. 


. Soit és y) une solution de (E). Alors Ax+By = C. Comme A, B,C sont divisibles par Ô, on peut écrire A’x+B/y = C' 
et (x, y) est solution de (E'). Réciproquement, si (x, y) est solution de (E”) alors A'x+ By = C' et en multipliant 
par 6, on obtient Ax+By=C et (x, y) est solution de (E). 


. Comme A et B' sont premiers entre eux, on peut déterminer un couple (u, v) de coefficients de Bezout tels que 
A'u+B'v=1. Alors (C'u,C'v) est une solution de (E'). 


. On considère une solution particulière (u, v) de (E'). On cherche une autre solution de (E'). On peut l'écrire 
(u+ a, v+b) où a,be Z. On doit alors avoir A’ (u + a) +B'(u+ v) = C' soit A'a+B'b=0. Comme A! AB'=1, on 
en déduit que grâce au théorème de Gauss que a est un multiple de B' et que b est un multiple de A! : a = KB’ 
et b = IA'. On injecte dans A'a+ B'b = 0 et on trouve que ! = -k. Donc une solution de (E/) est de la forme 
(u+ KB',v— KA!) où ke Z. Réciproquement, on vérifie facilement que tout couple de cette forme est solution de 


(E'). On en déduit que|.7 = {{u+ KkB',v-KkA')|ke Z}| 


. On applique les questions précédentes. Les solutions de (E) sont celles de (E') : 6x+5y = 9. Un couple de 
coefficients de Bezout pour 6 et 5 est (1,-1). Donc une solution particulière de (E) est (9, —-9) Les solutions de 


(E) sont les couples| (9+5Kk,—9—6K) | où (k,l) e 72 


Exercice 20.12 VO 
Soient H1 et H> deux sous-groupes du groupe (Z,+). On définit l’ensemble 





Hi + Ho = {hi + ho ; (hi, h2) € Hi x Hb} 


1. Montrer que H; +Hb est le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-groupe de (Z, +) qui contient la partie H1 UE ; 
2. Déterminer le sous-groupe 4Z + 67 ; 


3. Comment interpréter l'inclusion aZ U bZ € cZ en termes de divisibilité ? 


Solution : 


1. On vérifie facilement que H:1 + H2 est un sous-groupe de (Z, +). Il contient de plus clairement H; et H2 et donc 
Hi U H2. Montrons que c’est le plus petit sous-groupe de (Z,+) à vérifier cette propriété. Soit H’ un sous-groupe 
de (Z,+) qui contient H1 UH2. Alors H' doit contenir toutes les sommes h1 + h2 avec h1 € Hi et h2 € H2. Donc 
HcH!. 

. Déterminons le sous-groupe H = 47 +6Z. Ces élements sont de la forme 4a+6b avec a, be Z. Comme 4A6 =2, 
d’après le théorème de Bezout, il existe u, v € Z tels que Au + 6v = 2 donc pour tout ke Z, Auk+6vk=2KketH 
contient tous les entiers pairs. Réciproquement, tout élément de H est pair donc [4Z+6Z =2z| 


. En suivant le même raisonnement que précédemment, on pourrait montrer que aZ+bZ = (a A b)Z donc aZLbZ € 
cZ si et seulement si c|aA b. 





Exercice 20.13 VO 
Soient deux entiers non nuls (n, m) € N*?. On suppose que {/m € Q. Montrez qu’alors {/me N*. 


Solution : Comme {/m € Q, il existe deux entiers (p, q) € N*? tels que {/m = plq avec pA q=1. Alors, p" = mg". 
Mais puisque p et q sont premiers entre eux, on sait que p” et q" sont également premiers entre eux. Puisque p"/mq" 
avec p” A q" = 1, d’après le théorème de Gauss, il vient que p” divise m. Donc il existe k € N* tel que m = kp”". Mais 


alors on a k= Pa et donc q" = 1. Par conséquent, m = p" et donc Ÿm= p. 





Exercice 20.14 VO 
Soient deux entiers non nuls (a, b) € Z?, On note ô= an b leur pbcd et p = a V b leur ppcm. Montrez que 


(a+b)Au=Ôû 
Solution : On sait qu’il existe (a/,b') € Zx? tels que a = ôa!, b = 6b! et a’ Ab! = 1. On a de plus ôu = ab donc 


u = Ôa’b'. Par conséquent, 
(a+b)Au= (ô(a"+b"}) À (6a'b')= 6 x ((a'+b') A a'b! 


Mais puisque a’ et b' sont premiers entre eux, on a également a! A (a'+ b')= 1 et b' A (a! + b') = 1 (il suffit d’écrire une 
relation de Bezout. Donc puisque a! À b! = 1, a'b' A(a'+ b') = 1. Finalement, (a+ b) A p = 6. 
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Exercice 20.15 Q 
Trouver les couples d’entiers (x, y) € N*2 vérifiant 


l1x-5y=10etxA7y=10 


Solution : Supposons que (x, y) soit un couple d’entier satisfaisant les hypothèses. Comme x À y = 10, on peut écrire 
x= 10x et y=10y avec x’ A y'= 1. Alors le couple d’entiers (x’, y’) vérifie 


11x-5y =1 


Un couple de Bezout évident est (x’, y’) = (1,2). On trouve alors (voir l’exercice 20.11) qu'il existe un entier ke Z tel 
que 
x =1+5ket y =2+11k 


d’où nécessairement 
x=10+50Kk et y =20+100k 


On vérifie réciproquement que tout couple de cette forme convient. 





Exercice 20.16 O 
Considérons deux entiers (a, b) € z*? premiers entre eux : a A b = 1 et un couple de Bezout (uo, vo) € Z? tel que 
auo + bvo = 1. Déterminer l’ensemble de tous les couples de Bezout (u, v) € Z2 vérifiant au+ bv= 1. 


Solution : Par soustraction on a a(u — uo) = b(vo -— v). Donc b divise a(u — uo). Puisque (a, b sont premiers entre eux, 
d’après le lemme de Gauss, b divise nécessairement u — uo, donc 3k € Z,u — uo = kb ou u = uo + kb. En remplaçant 
u — uo par kb, on obtient alors akb = b{vo — v), d’où v = vo - ka. 

Réciproquement, les couples (uo + kb, vo — ka), k e Z sont bien solutions. 





Exercice 20.17 Q 
Soient deux entiers non nuls (a, b) € z*? premiers entre eux. Montrez qu’il existe deux entiers (u, v) € Z? tels que 


au+bv=letl|ul <|b|, |v\<|al 


Solution : Le résultat est faux dans le cas (sans intérêt) où a et b sont égaux à +1. Dans les autres cas : 

Quitte à changer a et/ou b en leurs opposés, on peut toujours supposer a et b positifs. Il suffit pour cela de changer 
le/les signe/s de u ou v selon les cas. 

On écrit une relation de Bezout auo + bvo = 1. Reste à avoir —-b < u < b et —-a < v < a en posant u = uo + kb et 
v = vo — ka (voir exercice précédent). On à bien au + bv = 1. Pour avoir |u| < b, il suffit de prendre —-b < v < b soit 


U 3.9 , : Dane 
<1— a On choisit k entier dans un intervalle ouvert de longueur 2. On a deux possibilités, sauf lorsque 


(7 : : ne U : = 
— est entier (pour b = +1), auquel cas on peut (et on doit) choisir k = = et donc u = 0 et par suite bv = 1 entraîne 
bien v = +1 et donc |v|< |a| puisque dans ce cas on n’a pas |a|= 1. 

u À te MP 
Lorsque = n’est pas entier, on a donc deux possibilités pour (w1, v1) et (u1 + b, vi — b) qui vérifient |u| < b. 


Comme au+bv=1,ona0<au+bv=1< ab. Donc ab<-au< bv< ab-au< ab+ ab. 
Donc — a < v < 2a. Deux cas se présentent : Si -a < u < a, alors c’est gagné. Sinon c’est qu’on s’est trompé dans le 
choix de a; et on considère cette fois v — a qui vérifie 0 < v— a < a et c’est encore gagné. 





Exercice 20.18 OC 
Soit un entier n € N*. Montrer qu’il existe (an, Dn) € 7? tels que (1+ V2)" = an + V2b,. Montrer ensuite que les 
entiers an et PA sont premiers entre eux. 


Solution : Par le binôme : 


n E(n/2) n E((n—1)/2) n 
(ESALE AIN L jee 5 je 
p 


k=0 p=0 p=o \(2P+1 


Il suffit de poser 


E(n/2) n E((n7-—1)/2) 2 
- DONS TE 2 
2p 


p=0 2p+1 


De la même façon, on montre l’existence de (Ch, dy) € Z? tels que (V2-1"=c,+1/4d,. En effectuant le produit, 





1=(V2-1)"(V2+1)" = an cn + 2bndn + V2{bnCn + dn An) 
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Mais puisque dans le Q-espace vectoriel R, le système (1, V2) est libre, il vient que byCn + And = 0 et donc on obtient 
une relation de Bezout entre les entiers a; et Dh : 


CnAn + 2dnbn = 1 





ce qui montre que les entiers a; et b, sont premiers entre eux. 


Exercice 20.19 ©Q 
Le but de cet exercice est de déterminer l’ensemble E des triplets (x, y, 2) € N** vérifiant 1 ‘équation de Pythagore : 


+= 


1. Montrer que pour tout couple (a, b) € N*2, le triplet (a? — b?,2ab, a? + b?) appartient à l’ensemble E. Donner 3 
éléments distincts de l’ensemble E. 
2. On considère un triplet (x, y, 2) € E vérifiant xA y=1. 
a. Montrer qu’alors xAz=1et yAz=I1. 
b. Montrer que les entiers x et y ne sont pas de même parité. 


c. On suppose par exemple que x est impair et que y est pair. Montrer qu'il existe deux entiers non nuls 
(p, q) eN*? premiers entre eux tels que 


x=p-q, y=p+q, y =4pq 
Montrer que p et q sont des carrés parfaits. 
3. En déduire l’ensemble E. 


Solution : 
Par un calcul simple. 


Si x et y étaient pairs, 2/x A y, impossible. Si on suppose x impair, et y impair, alors x? + y? =2 mod (4), ce qui 
est impossible car z? =0 mod (4) (regarder la décomposition de z en facteurs premiers, et la puissance de 2). 


Posons p = (z2+x)/2 et q =(z-x)/2. Ce sont des entiers car z et x sont impairs. Ils sont positifs car z > x. Comme 
xA2Z= 1, d’après Bezout, il existe (u, v) € 7? tels que ux+vz=l, mais alors (u+v)p+(v-u)q= 1 ce qui montre 
que pA q=1. Alors 4pq = 2? — x? = y. 
Comme p A q = 1, ils n’ont pas de facteurs premiers en commun dans leur décomposition. Comme pq = y? est 
un carré, tous les exposants dans la décomposition de p et q sont pairs, ce qui montre que p et q sont des carrés. 
. Soit (x, y,2)EE. sixAyÆl,enposantô=xAy,ona 82 (x? + V—) = z2 et donc 52/22, par conséquent, il existe 
z'e N tel que z2 = 627? (comme z? est un carré, z2/52 en est encore un comme on le voit en examinant la 
décomposition en facteurs premiers). Alors x? + y? = z°? avec x! A y' = 1. D’après la question précédente, il 
existe (a, b) € N*2 tels que (X, y, z) = 82 (a? — b?,2ab, a? + b?). On a donc montré (avec la première question) que 


E = {52 (a? — b?,2ab, a? + b?) ; (a,b)eN*?, 5eN} 





Exercice 20.20 ©Q 
On appelle nombres de Fermat, les entiers de la forme 


F,=22"+1, neN 


a. Montrer que pour tout entier x e N, l’entier x2” — 1 est divisible par x+1. 
b. Montrer que deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux. 


Solution : Soient deux entiers n < m. Posons p = m-—n et écrivons 
27 2n+P 272P 2n\2? 
Em=2= 22-1222 12222 1222) 1 


Mais pour tout entier x, l’entier x2” — 1 est divisible par x+1. Il existe donc un entier q EN tel que 


2-2 Da 


c’est à dire 
Em Eng =2 


Il en résulte que F} AF, est un diviseur de 2. Mais puisque les nombres de Fermat sont impairs, le seul diviseur possible 
est 1. 
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Exercice 20.21 VO 
On considère la suite de Fibonacci définie par 


Uo =0, u =1, et VnEeN,uUn+:2 = Un+1 + Un 


Montrer que Vn > 1, Un+1Un-1 — u = (-1)". 
Montrer que deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci sont premiers entre eux. 
c. Montrer que VneN, VpeN*, 
Un+p = UnUp-1 + Un+1 Up 
et en déduire que 


Un À Up = Un À Un+p 


d. Montrer que V(n,m) € NË, 
Un À Um = Unnm 


e. Montrer que pour tout entier n > 5, si u, est un nombre premier, alors n est un nombre premier. La réciproque 
est-elle vraie ? 


Solution : 


a. Par récurrence, en écrivant 


2 2) 2 n+1l 
Un+2Un = Unss = (Un+1i + Un)Un — Us = Un+1 (Un — Un+1) + U5 = (D 


b. L'identité précédente fournit une identité de Bezout entre u et Un+1. 


c. Par récurrence sur p, en écrivant Un+p+1 = Un+1+P €t En remarquant que 


Un+p+1 = Un+1Up-1 + Un+2Up 
= Un+1 Up-1 + (Un+1 + Un) Up 
= Un+1(Up-1 + Up) + UnUp 


= Un+1Up+1 + UnUp 


De la relation précédente, tout entier qui divise u,, et u, divise u,+# et tout entier qui divise un et Un+Y divise le 
produit Un+1up, mais comme il est premier avec Un+1, il divise u,. Donc 


Un À Up = Un À Un+p 


Appliquer le résultat précédent en faisant tourner l’algorithme d’Euclide. 


Soit n un entier supérieur à 5, tel que u, soit premier. Si n n’était pas premier, on aurait un diviseur propre d > 3. 
Mais alors u,, serait divisible par u4 avec 2 < uq < un, Ce qui est impossible. La réciproque est fausse avec n = 19, 
et Fi9 = 5181 = 37 x 113. 





20.43 Nombres premiers 


Exercice 20.22 Q 
Soit p un nombre premier. 


1. Montrer que Vkef1,p-1], pl 4 
2. En déduire le petit théorème de Fermat : 


Vnez, pln?-n. 


Solution : 


1. Soitke[1,p-1]. On sait que AË = x?) a plAË= p(p-1)...(p-n+1) donc comme p est premier p|\ k! 





ou p| 2 Si p | k! alors p divise un des entiers 1,2,...,k < p ce qui n’est pas possible et prouve la propriété. 
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2. On effectue un raisonnement par récurrence. Si n = 0 alors la propriété est vérifiée. Soit n € N. On la suppose 
vraie au rang n : p|n? — n et on montre que p|(n+1)? -(n+1). On utilise la formule du binôme : 


p p=1 


m+1DP-(n+1) = (ere -umrn=nr-ns JE 


k=0 k=1 k 


Comme p| n? -n et que p| {) pour ke [1,p-—1], on sait que p | (n+1)P—(n+1) et le petit théorème de Fermat 
est prouvée par récurrence pour n > 0. Si n <0 et si p = 2 alors n° -n= n(n-1) est clairement divisible par 2. 


Si p > 2, comme p est premier il est impair et en notant m= -n, on a n°? —-n=-—m? +m =—{(m? - m) qui est 
divisible par p. 





Exercice 20.23 © 
Soit ne N. Montrer que 
2-1 premier — n premier 


Solution : Soit p et q deux entiers naturels. On a 2P4—1 = (2P)7— 14 = (2P -1){2P(4-D 4+2P@-2) 4 ,,,4+2P 41), Si on 
prend p et q plus grands que 1, alors 2P — 1 > 3 et la somme 2P(4-D +2P(472 + ,,,4+2P 41 comporte q termes tous plus 
grands que 1. Donc 2P4 — 1 est composé. En résumé, si pq est composé, alors 2P4 — 1 est composé. Par contraposée, si 
2 — 1 est premier, alors n est premier. 





Exercice 20.24 O 
Montrer que le nombre n° — n° + 16 avec ne Z est composé. 


Solution : On factorise : n° — n°? +16 = (n°? + 4) -9n? =(n?-3n+4)(n2+3n+4). Les deux trinômes x? -3x+4 et 
x? +3x+4 ne s’annulent pas sur R et donc pas sur Z. On vérifie qu’il en est de même des trinômes x? —3x+4+ 1 et 
x2+3x+4+1. Le nombre n* — n? +16 est donc bien composé. 





Exercice 20.25 MN 


1. Prouver que pour tout xeC et peN, 
xP+1= (x+1)(1-x+x2+...+ 2771) 


2. SoitaeNetneN tels que a” +1 est premier. 
(a) Montrer qu’il existe ke N tel que n = 2*. 


(b) Que penser de l'affirmation : VneN, ETS | est premier ? 


Solution : 
1. On développe la seconde partie de l’égalité et on simplifie par télescopage. 


2. (a) On va effectuer un raisonnement par contraposée. On suppose que n n’est de la forme n = 2* pour aucun 
keN. Alors n est de la forme pq avec p > 2 premier et q EN. On écrit alors 


a"+1=a+1=(at)P+1=(at+1)(1-a7+ (a) —..+ (a) 7) 


et on remarque que les deux facteurs de ce produit sont strictement plus grand que 1. Donc a” +1 n’est pas 
premier. 


(b) Avec un logiciel de calcul formel, on montre que 22° +1 = 641 x 6700417. 
8 q 





Exercice 20.26 ©Q 
À la suite d’un hold-up, on interroge quatre témoins qui ont vu les malfaiteurs s’enfuir en voiture : Antonin dit que le 
numéro d’immatriculation comporte quatre chiffres. Bébert, que les deux premiers chiffres sont identiques. Corentin 
que les deux derniers chiffres sont identiques. Dudule le matheux a remarqué que le nombre en question est un carré 
parfait. Quel est ce numéro d’immatriculation ? 
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Solution : Le numéro d’immatriculation s’écrit N = aabb = 11 x 100a+11b = 11(100a+ b). Donc 11 |N. Comme N 
est un carré parfait, l’exposant de 11 dans la décomposition de N en facteurs premiers est pair. Donc 11? = 121 divise 
N :soitN=121Kk. Comme N est un carré parfait, k l’est aussi (regarder sa décomposition en facteurs premiers). Donc 


N = 121M? avec MEN. Les essais pour M variant de 1 à 9 montrent que seul M = 8 convient, et alors N = 7744 = 882. 
Remarque : On pourrait aller plus vite en remarquant qu’un nombre dont les deux derniers chiffres sont impairs n’est 
Jamais un carré parfait. Mais c’est un autre exercice. 





Exercice 20.27 OQOQ 
Au cours d’un congrès de mathématiques, des mathématiciens (en nombre n) sont logés dans les n chambres d’un 
hôtel. Ils décident (dans des circonstances qui restent a déterminer), de s’attribuer le numéro de leur chambre. Avant 
que la horde ne se mette 4 envahir l’hôtel toutes leurs chambres sont fermées. Le mathématicien numéro k doit changer 
l’état (ouvert/fermé) des chambres qui portent un numéro multiple du sien. 


1. Quel est le nombre de portes qui seront ouvertes après le passage des mathématiciens ? 


n 
2. Démontrer que 3 [=] — [VA] est un entier pair. |x] désigne la partie entière de x. 
k=1 


Solution : © . Plaçons nous du point de vue d’une porte. Elle sera ouverte après le passage des mathématiciens si son 

état (ouvert/fermé) a été modifié par un nombre impair de mathématiciens (et fermée sinon). Autrement dit elle sera 

ouverte in fine si son numéro m admet un nombre impair de diviseurs (positifs). On décompose m en facteurs premiers : 

m = El pr), Les diviseurs d de m s’écrivent donc d = El p'rtd avec Vp EP, v,(d) < v,(m). Pour chaque choix 
peP peP 

de nombre premier p divisant m on a V,(m) + 1 puissances de p qui divisent m, à savoir 1, p, D D il y a donc 

un total de El (Vh(m) + 1) diviseurs de m. Maintenant un produit de facteurs est impair si et seulement si chacun des 

eP 

facteurs mo. donc dans notre cas on doit avoir tous les V,(m) + 1 impairs c’est-à-dire tous les V,(m) pairs ce 

qui signifie que m est un carré parfait. 

Une autre façon de voir : Si d est un diviseur de m alors © est aussi un diviseur de m. On peut ainsi regrouper les 

diviseurs de m deux par deux, sauf si, par extraordinaire, m et # sont égaux, c’est à dire lorsque m = d? donc lorsque 

m est un carré parfait. 

Notre problème devient donc : Combien y a-t-il de carrés parfaits entre 1 et n ? Il yen a |Ÿ/n1. 


Vp(m) 


2. Plaçons nous du point de vue du mathématicien numéro k. Il change l’état (ouvert/fermé) des portes k,2k,.... De 


n 
combien de portes change-t-il l’état ? En n combien de fois k ? II va =] . Il y a donc eu au total 5» F1 changement 
k=1 
d’état. Si on enlève les | /n] portes exceptionnelles, toutes les portes ont changé un nombre pair de fois. C’est bien dire 


n 
que 2. = | — |A] est un entier pair. 
k1rk 





20.44 Divers 


Exercice 20.28 OO 
On considère un polynôme P(X) = aX2+bX+ceZIX]. Montrer que s’il admet une racine rationnelle, alors au moins 
un des coefficients est pair. 


Solution : Soit È une racine rationnelle où on a pris p et q premiers entre eux En particulier p et q ne peuvent pas être 
q 


tous les deux pairs. On a alors ap? + bqr + cq? = 0 en chassant les dénominateurs. 
+ Si p est pair, alors ap? + bqr est pair, q et q? sont impairs. Comme cq? est pair, nécéssairement, c est pair. 


° Si q est pair, alors, de façon symétrique, a est pair. 
* Sip et q sont impairs, alors si on suppose de plus que les trois coefficients a, b et c sont impairs, alors ap?+bqr + cq? 
serait la somme de trois nombres impairs et donc serait impair. Contradiction (zéro serait impair). 
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SR ——————— 


Polynômes 


.… polynomials are notoriously untrustworthy when extrapolated. 
WG Cochran, GM Cox Experimental designs. 


Dans tout ce chapitre : 

- K désigne un corps (R ou €). 

° KNou.7Z(K) représente l’ensemble des suites à coefficients dans K. 
e mn, p, q,reN sont des entiers. 


Pour bien aborder ce chapitre 


Les polynômes remontent à la plus haute antiquité. Le premier usage du mot semble remonter à François Viète (1540- 
1603). Cependant les babyloniens savaient résoudre les équations du second degré. Plus généralement, la résolution des 
équations polynomiales a été un moteur de l’étude des polynômes. Nous avons déjà évoqué Tartaglia et Cardano éprou- 
vant le besoin d’introduire les nombres complexes pour résoudre les équations du troisième et quatrième degré, ainsi que 
Galois aux prises avec les équations du cinquième degré. Par ailleurs, le mot polynôme lui-même semble d’une origine 
discutable. 


Pour autant, qu’est-ce qu’un polynôme ? Prenons un exemple. Soit 


f:R — R 
X — fO=3x4-2%2+x+1 | 


On peut résumer toute l’information contenue dans f(x) à l’aide de la liste de ses coefficients : 

1;:1;-2;0et3. Un autre polynôme g(x) = x? x-—2 se verra attribuer -2 ; -1 et 2 comme liste des coefficients. On voit 
par là que la liste est à longueur variable ce qui n’est pas confortable. 

Pour que tous les polynômes soient logés à la même enseigne, on considère une suite (donc infinie) de coefficients pour 
chaque polynôme en rajoutant des zéros. Autrement dit, un polynôme est assimilé à une suite de coefficients tous nuls 
sauf (peut-être) un nombre fini d’entre eux. 


C’est cette définition purement algébrique qui va être suivie dans ce chapitre. Faudra-t-il pour autant oublier nos bonnes 
vieilles fonctions polynomiales ? Certes non ! D'abord elles sont à la base de cette nouvelle définition et elles permettent 


d'établir, via le TVI, que tout polynôme réel de degré impair admet au moins une racine. 


Ce chapitre a beaucoup de points communs avec le précédent. Cependant il faudra une fois de plus attendre les espaces 
vectoriels pour bien comprendre les tenants et les aboutissants de celui-ci. 


21.1 Polynômes à une indéterminée 


21.1.1 Définitions 


DÉFINITION 21.1 © Polynômes 





On appelle polynôme à coefficients dans K une suite (a) d'éléments de K nulle à partir d’un certain rang : 
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(an) + (@o, d,..., 4k,0,...) 


On note K [X] l’ensemble des polynômes à coefficients dans K. 


DÉFINITION 21.2 © Opérations sur K [X] 


On définit les opérations suivantes sur les polynômes : Soient les polynômes P = (@o,a1,...,4n,0,...) € K[X], Q = 
(bo, b1,..., Dn,0,...) € K [X] et le scalaire À EK : 


P+Q = (ao + bo, & + b1,..., an + bn,0,...) 


À-P=(A-4@0,À:@,...,À-4n,0,...) 


+00 
PxQ=(co,c1,...,Cn,..) où: VKkEN, cx= SN AEPyEE 
k=0 





Remarque 21.1 

— À partir d’un certain rang (exercice !), la suite (c4) est nulle. La multiplication est donc bien définie dans K [X]. 

— L’addition et la multiplication par un scalaire précedemment définies coincident avec l’addition et la multiplication 
définie sur l’espace des suites à coefficients dans K : KN, Ce n’est par contre pas le cas de la multiplication entre 
polynômes, qui ne coincide pas avec celle définie entre les suites. 

— Pour une suite de nombres (ag) qui sont tous nuls sauf un nombre fini, le nombre 


+00 

> & 

k=0 
est la somme de tous les nombres non nuls de cette suite. 


PROPOSITION 21.1 
Structure de K [X] 


— (K[X],+,-) est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel KN, Le vecteur nul est le polynôme (0,...) 
— (K[X],+, x) est un anneau commutatif unitaire. L'élément neutre de la loi x est le polynôme (1,0,....). 





Remarque 21.2 
— Attention, en raison de la remarque précédente, (K,+, x) n’est pas un sous-anneau de (KN, +, x). 
— Comme (K[X],+, x) est un anneau commutatif, la formule du binôme est vraie dans K [X]. 


Notations définitives : 

On note : 

+ 1le polynôme (1,0,...). 

+ X le polynôme (0,1,0,...). 

En multipliant le polynôme X par lui-même, on obtient pour X”, le polynôme : 


FE AREA ‘d Ge 
Î 


place d'indice n 
Avec ces notations, si P e K [X] est donné par P = (ao, &1,..., 4n,0,...), On a: 


P ao (1,0,...)+ a1(0,1,...)+...+ an (0,...,0,1,0,...) 


= d'l+a: X+...+an" X" 


Ag + &X+...+aAnX" 


Démonstration Du fait que la multiplication des polynômes est abstraite, il est nécessaire d’effectuer un certain nombre de 
vérifications qui n'auraient pas lieu d’être avec des fonctions polynomiales. La plupart de ces vérifications sont immédiates. 

La multiplication est commutative : Soit P = ag +...+ a, XP € K[X] et Q = bo +...+ b,X9 EK[X], on a : PQ = co +...+ Cp+qgXP*4 
avec, pour k=0,...,p+q, Cy = Le ab = 40 + &by_1 +...+ag_1b1 + axbo. En effectuant la somme de droite à gauche, 
c’est-à-dire en effectuant le changement d’indice p = k—£, cy = ay bo + ay_1b1 +... + a41by_1 + apby ce qui est le coefficient 
d’indice k du polynôme QP. Donc PQ = QP. 
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; : £ 
Associativité : Soit P=Y a;X,Q=) b;X/,R=Y bEXE. On a PQ = » deX® avec co = Ÿ ajbe_;. On a alors (PQ)R= Y fnX”" 
î E E n = m 


i=0 


j 


avec {=0 





p 





n 


m 


n 
OÙ En = » bqCn-q désigne le n-ième coefficient de QR. Autrement dit fn, est aussi le m-ième coefficient de P(QR). 
q=0 
Le principal intérêt de l’algèbre linéaire (qui ne va plus tarder maintenant) est d’éviter ce genre de démonstration particulièrement 
indigeste. Voici comment nous pourrons rédiger une démonstration très bientôt. 
PQR :KIX] —  KIX 

P —  (PQ)R-P(QR) 
est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que toutes les images 
d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que VneN,®o,r XX?) = (K!Q)R-X/(QR) = O. 

Var :KX] — KIX 

Q — (X'Q)R-X7(QR) 
nulle. Or V,,R est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que 
toutes les images d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que Ÿ meN, hr (X°?) = (X'X7)R -X"{(X7R) = O. 

On,m :KX] —  KIX] 

Q — (X!X7)R-X/7(X/'R) 
nulle. Or ®n,m est une application linéaire. Pour démontrer que son image est réduite au vecteur nul, il suffit de démontrer que 
toutes les images d’une famille génératrice sont nulles. Par exemple que V p EN, Y,,R (XP) = (XX ")XP —-X"(X//XP) = O. Or cette 
dernière égalité est vérifiée immédiatement. Ce qui établit le résultat. 


Soit Q et R deux polynômes. On cherche à démontrer que est l’application nulle. Or ®QR 


Pour cela, soit neN et Re K[X] On cherche donc à démontrer que est l’application 


Pour cela, soit ne N et me N On cherche donc à démontrer que est l’application 


21.12 Degré d’un polynôme 
DÉFINITION 21.3 © Degré d’un polynôme, terme dominant 
Soit un polynôme P = ap +...+ apXP € K [X] avec a, Z 0. 


+ On appelle degré de P et on note deg (P) l’entier p. 
+ Par convention, le degré du polynôme nul est -co. 


+ On appelle terme dominant de P le monôme a,,X?. 


DÉFINITION 21.4 © Polynôme normalisé 





On appelle polynôme normalisé un polynôme dont le terme dominant est égal à 1. 


THÉORÈME 21.2 © Degré d’un produit, degré d’une somme 
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Soient P, QE K[X], on a : 
1 |deg(P +Q)< max(deg(P),deg(Q)) 


2 |deg(P x Q) = deg (P) + deg (Q) 


Démonstration 





1 e _ SiP=Q=0 alors degP = degQ = -c et deg(P + Q) = - et la formule est prouvée dans ce cas. 

e Si P ou Q est non nul alors, supposant, quitte à interchanger P et Q, que P£Z0,ona:P= DRE agXX, 
Q = EE bEXE où n = max(degP degQ) et où les ax pour k€ [1,n] ne sont pas tous nuls (en l’occurence, 
les bL peuvent être tous nuls). On a donc : P+Q = EE (a + b)XE. Si an + bn # 0 alors deg (P +Q) = 
max (deg P deg Q) et sinon deg (P + Q) < max{deg(P),deg (Q)) 

2 + _SiP=0 ou Q =0 alors PQ =0 et deg(PQ) = -c = degP + degQ d’après les lois d’addition dans R. 

° Sinon, on suppose que : P = Le asXF, Q = 3 bExX* où an Z 0 et où bm # 0. Par conséquent, n = degP 
et m = degQ. Quitte à échanger le rôle de P et de Q, on peut supposer que n > m. Soit le N. Notons cj le 
coefficient d’indice ! dans PQ. D’après la définition du produit de deux polynômes 21.2 et utilisant la remarque 
suivant cette définition, on a : 

He agbiy-x Sil<m+n 
GE v: ; 
0 sl>z2m+n 


Nécessairement, deg (PQ) < m+n. Mais le coefficient d’indice m+ n dans PQ est an bm # 0 donc deg (P x Q) = 
deg (P) + deg (Q). 


| Remarque 21.3 Si deg(P) # deg(Q) alors deg (P +Q) = max (deg (P), deg (Q)). 


PROPOSITION 21.3 
Intégrité de l’anneau des polynômes K [X] 
Soient P, Q € K[X]. 





PxQ=0 == P=0ouQ=0 


Démonstration Si P x Q = 0 alors deg(P x Q) = —-co = degP + degQ ce qui n’est possible que si degP = - ou degQ = -æ et 
donc que siP=0 ouQ=0. 





PROPOSITION 21.4 

Éléments inversibles de l’anneau K [X] 

Les seuls éléments inversibles de l’anneau K [X] sont les polynômes de degré 0, c’est à dire les polynômes constants non 
nuls. 

Autrement dit, si P, Q e K [X] et si P x Q = 1 alors il existe à e K* tel que P = a et Q = al. 





Démonstration Soit P € K[X] un polynôme inversible. Il existe alors un polynôme Q € K [X] tel que : PxQ = 1. On a donc : degP+ 
degQ = 0. Cette égalité n’est possible que si degP = degQ = 0 et donc que si P est un polynôme constant non nul. Réciproquement, 
si P est un polynôme constant non nul alors il est clair que P est inversible. 


21.13 Valuation d’un polynôme 
DÉFINITION 21.5 © Valuation d’un polynôme 
Soit un polynôme P = 49 +...+ a XP € K [X] non nul. On appelle valuation de P le plus petit entier K tel que ax 0. On 


le note val(P). 
Par définition, la valuation du polynôme nul est val(0) = + 


THÉORÈME 21.5 © Valuation d’un produit, valuation d’une somme 


Soient P, QE K[X], on a : 


1 |val(P+Q)>min(val(P),val(Q)) 
2 |val(PxQ)=val(P)+val(Q) 
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21.14 Composition de polynômes 
DÉFINITION 21.6 © Composition de deux polynômes 


Soient deux polynômes P, Q € K[X]. On suppose que P = ao + &X +... + anX". On définit le polynôme composé de Q 
par P, noté PoQ, par: 


PoQ= ÿ &Q° 
k=0 


PROPOSITION 21.6 
Soient deux polynômes non nuls P, Q e K IX]. Alors : 


deg (P o Q) = deg (P) x deg (Q) |. 





Démonstration Supposons que P = ap+&X+...+anX". Comme P £ 0, on a an # 0. Alors PoQ = 7 ay QK et deg (Po Q) = 
degQ" = ndegQ = degP x degQ car Q Z 0. 


21.15 Division euclidienne 
DÉFINITION 21.7 © Divisibilité 


Soient deux polynômes A, B € K[X]. On dit que A divise B si et seulement si il existe Q € K [X] tel que B = QA. On le 
note A|B. 





Exemple 21.1 

— (X-1) divise X2—2X+1. En effet : X2-2X+1=(X-1)2 

— (X-1) divise X?--1. En effet : X2—-1=(X-1)(X+1). 

— (1-X) divise 1-X"*1. En effet: 1-X1={(1+X+X2+...+X7)(1-X). 


PROPOSITION 21.7 
Polynômes associés Soient A, B e K[X] deux polynômes non nuls. On a équivalence entre : 


1 AlBetBIJA. 
2 2ÂeK*: B=AA 


Deux tels polynômes sont dits associés. 





Démonstration 

Supposons que AIB et BIA. Alors il existe des polynômes Q1,Q2 € K [X] tels que : À = QB et B = Q2A. On a alors : À = 
(Q1Q2)A ou encore : A(1—Q1Q2) = 0. Par intégrité de K[X] 21.3, comme A z 0, ceci n’est possible que si 1— Q1Q2 = 0 c’est à 
dire si : Q1Q2 = 1. Par conséquent, Q1 et Q2 sont des polynômes inversibles inverses l’un de l’autre. Appliquant la proposition 
21.4, il existe à« € K* tel que Q1 = a et Q2 = al. On a alors B = «A. A et B snt donc bien associés. 


La réciproque est triviale. 


THÉORÈME 21.8 © Division euclidienne 


Soient À, B € K[X] deux polynômes. On suppose que B Z 0. Alors il un couple (Q,R) de polynômes 


de K [X] vérifiant : 


D A=BQ+R 
fi, deg (R) < deg(B) 





Démonstration 
Soient (Q1,R1) € (K IX? et (Q2, R2) € (K (XI)? tels que : 


A=BQ: +R: ‘ A = BQ: +R 
€ 
deg (R1) < deg (B) deg (R2) < deg (B) 


alors : B (Q1 — Q2) = R1 -R2 et donc, si Q1 -Q2 À 0 : deg (B(Q1 — Q2)) = deg (R1 — R2) < degB et par ailleurs : deg (B (Q1 — Q2)) = 
degB + deg (Q1 — Q2) > degB ce qui constitue une contradiction. Si Qi = Q2 alors R1 — R2 = 0 et Ri = Ro. 
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La démonstrations se fait par récurrence sur n = degA. Fixons pour toute la suite B = bo + b1X +... + bmX/? avec 
bn # 0 et pour tout ne N, notons P, la propriété : 


A=BQ+R 


1 
Ph: pour tout À € K[X] de degré n, il existe (Q,R) € (K[X 2 tels que 
n:P IX] g (Q,R) € (K [X)) q ô deg(R) < deg (B) 


.| 1ère étape | Po, P1, ..., Pm-1 Sont vraies. Si À est un polynôme de degré ne [1,m— 1], il suffit de prendre Q =0 et R= A. On 
a bien : A= BQ+R et degR= degA= n< m. 
| 2ème étape| Soit n > m. 


| 3ème étape | Supposons que la propriété PA est vraie. C’est notre hypothèse de récurrence et montrons que Ph+1 est vraie. 
Soit A= ag + &X+...+an+1X"*l un polynôme de degré n+1. Posons A1 = A- AXE. A est un polynôme de degré 

A1 = BQ1 +R; 

deg (R1) < deg (B) 


“ 
n. On lui applique alors l'hypothèse de récurrence : il existe (Q1,R1) € (K XD)2 tels que * . Posons 
2 


Q=Q1+ XI et R=Rj. On a: 
m 


QB+R= [Qu + x M |BER, = BQ+R+ Lx N-MB LA, + Plxn-mp LÀ 
Dm Dm m 
«[ 4ème étape| Le théorème est alors prouvé par application du théorème de récurrence. 
Exemple 21.2 
X$ + X + 1 X+1 
= x + X2) X°-X+2 

 —XZ + X 
=(-X —  X) 

2X + l 

—(2X + 2) 

—1l 


On a donc : X°+X+1=(X+1)(X2-X+2)-—1 et deg(—1) = 0 < deg(X+1) = 1. 


21.1.6 Division selon les puissances croissantes 


La division des polynômes suivant les puissances croissantes est hors programme. 


THÉORÈME 21.9 Division selon les puissances croissantes 
Soient À et B deux polynômes à coefficients dans K. On suppose que le terme constant de B n’est pas nul et on note p 


un entier supérieur ou égal au degré de B. Il existe un unique couple de polynômes (Q, R) tels que A= BQ+X/*IR et 
degQ < p. 





Exemple 21.3 A=1+3X+2X2-7X%, B=1+X-2X? p=3. La présentation est celle de la division des nombres 
décimaux lorsqu'on veut un quotient à 10 P. Le rôle de X étant joué par 107!. 


1 +3X +2X2 -7X$ 
+2X +4X2 -7X$ 
+2X2 3x5 

—5X5 +4Xx4 

+9X4 —10X° 





Ce qui s’écrit : 
1+3X+2X7—7X$ = (14+X—2X2)(1+2X + 2X2 —5X°)+X4(9— 10X). 
Re x ù À 
B 


Interprétation en termes de développements limités en zéro : 
1+3x+2x7 —7x Here à 
5; —#©1l+2xX+2% 5x" + o(x°). 
1+x-2x 
Démonstration 
+ Unicité. On suppose l’existence de deux couples (Q1,R1), (Q2, R2) résultat de la division selon les puissances croissantes de 
A par B à l’ordre p, on va montrer qu’ils sont égaux. On dispose des égalités : 


A=BQ1+XP*IR], A=BQ>+XP*IR donc (1) B(Q1-Q2)=XP*1(R> —Rj). 
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On regarde les valuations des deux membres. Par hypothèse val B = 0. Donc val B(Q1 —-Q2) = val B+val (Q1 —Q2) = val (Q1 — 
Q2). D'autre part val XP+I(R: -R;) > p+1. Conclusion : Q1 -Q: est un polynôme dont la valuation est supérieure au degré, 
c’est donc le polynôme nul. Donc Q1 = Q2 et par suite R1 = R2. 


- Existence. Comme dans l’exemple, on va poser notre division, supposer qu’on a réussi à l’ordre p et passer à l’ordre p + 1. 
A= ap++an iX""l+anX" et B=bp++by 1X""l+b,X" avec bp £0 


On raisonne donc par récurrence sur p. Si p =0 : 





b b 
A= B+XR avec Ro= [a - 9) + [as = 
bo bo 





b 
X ++ [an on xt 
0 


Qo = F et on a bien degQo< p. 
0 


On suppose maintenant le résultat vrai pour l’ordre p et montrons le à l’ordre p +1. L'hypothèse de récurrence montre 
l'existence d’un couple (Qp;Rp) tel que : 


A=QpB+xXPTIRy avec degQ»< p. 
On applique la division selon les puissances croissantes à l’ordre 0 pour R} et B : 
TD EK, IRp+1 € KIX] Rp = ÀpB+XRp+1 
En remplaçant la valeur de R} dans l'égalité au-dessus on obtient : 
A=QpB+XP* 1 pB+XRp41) etsi Qp+1 = Qp+ApX?*l alors A=Qp+1B+X/TZRp+1 avec degQp+1< p+1 


Ce qu'il fallait vérifier. 


21.2 Fonctions polynomiales 
On cherche à démontrer que tout polynôme qui admet une infinité de racines est le polynôme nul. On peut le démontrer 


par récurrence grâce au théorème de Rolle dans le cas où K =R ou Q. Dans le cas de €, il n’y a plus de théorème de 
Rolle. 


21.2.1 Fonctions polynomiales 


DÉFINITION 21.8 © Fonctions polynomiales 


Soit P = 40+æ&X+...+anX" Ee K[X] un polynôme. On appelle fonction polynomiale associée à P la fonction donnée 
par : 
= K — K 
P: " 
X — A+ aX+...+AnX 


Nous noterons Z le sous-espace vectoriel de 7 (K,K) des fonctions polynomiales. 





| Remarque 21.4  P est à la fois un sous-espace vectoriel et un sous-anneau de 7 (K,K) 


PROPOSITION 21.10 
L'application 


RIRES F(K,K) 
: D — À 


est un morphisme de K-espaces vectoriels et d’anneau. En particulier, si P, Q e K [X] et si À, pe K, on a: 


ÀP + uQ = ÀP + uQ 


PxQ=PxQ 
PoQ=PoQ 





De plus Im6 = 6 (K [X}) = Z. 


Démonstration  Laissée en exercice. 


21.2.2 Racines d’un polynôme 
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DÉFINITION 21.9 © Racine d’un polynôme 


Soit P e K [X] un polynôme. Soit à € K. On dit que « est une racine de P si et seulement si P (a) = 0. 


THÉORÈME 21.11 © 


Soient P € K [X] un polynôme et a € K un scalaire. On a équivalence entre : 
1 œest une racine de P. 


2 On peut factoriser P par X — a, c’est à dire : (X— @) [P. 





Démonstration 

P=X-@Q+R 

deg (R) < deg(X-— =1 
On a alors deux possibilités, soit degR = 0, soit degR = —-c, c’est à dire R = 0. Montrons que la première n’est pas possible : 
si on avait degR = 0 alors il existerait y € K* tel que R = ÿ et on aurait : À = (X—-a@)Q +Y, mais alors : P = (X—-@Q+Yy et 
0 = P (æ) = R (œ) = y Z0 ce qui est une contradiction. On a donc bien R=0 etP=(X-@Q. 

Supposons que (X-—@)|P. Alors il existe Q € K[X] tel que P = (X—-a)Q. Par conséquent : P= (X-œQ et P (œ) = 0 ce qui 
prouve que «à est une racine de P. 


Soit « une racine de P. Alors P (x) = 0. Par division euclidienne, il existe (Q,R) € (K [XP 2 tels que : | 


COROLLAIRE 21.12 
Si &,...,@ÿ Sont p racines distinctes d’un polynôme P € K [X] alors le polynôme 


P 
X—œ)..(X-ap) = [[ X- ax) 
k=1 





Démonstration La démonstration se fait par récurrence sur le nombre p de racines distinctes de P considérées. 
1 La propriété vient d’être prouvée au rang 1 dans le théorème précédent. 
2 Soitp>l. 
3) On suppose que la propriété est vraie au rang p—1 et prouvons-la au rang p. Soient «,...,@}) p racines de P. Par application 
de l’hypothèse de récurrence, il existe B € K [X] tel que : P=(X-a1).. (X- ap-1) B. Comme ap est une racine de P, on a : 


0=P(a=(ay-œ)...(ap -ap-1)B (0). 


Comme : Viefl1,p-1], a; # ap, le nombre (ap -æ1)...(ay -ap_1) est non nul et donc nécessairement B (a) = 0, 
c’est-à-dire à} est une racine de B. Appliquant le théorème précédent, il existe C € K [X] tel que : B = (X- ap) C et donc 
P=(X-a)...(X-ap)C. On a alors prouvé que (X—-o)...(X- ap) divise P. 


4 Le théorème est alors prouvé par application du principe de récurrence. 


THÉORÈME 21.13 © Un polynôme non nul de degré < 7 admet au plus n racines 





Soit P e K [X] un polynôme non nul de degré < n. Si P admet au moins ñ + 1 racines distinctes alors P est nul. 
Démonstration Supposons qu’il existe &1,...,@n+1 n+1 racines distinctes du polynôme P non nul de degré > n. Appli- 
quant le théorème précédent, le polynôme de degré n+1 : X-a1)...(X-an+1) divise P. Il existe donc B e K[X] tel que : 
P=BX-œ)...(X-04»+1). On a alors n = degP = degB+n+1. Comme degP > 0, cette égalité n’est pas possible et donc notre 


hypothèse de départ est absurde. 
On en déduit : 


THÉORÈME 21.14 © 
Tout polynôme qui admet une infinité de racines est le polynôme nul. 


THÉORÈME 21.15 © Identification polynômes et fonctions polynomiales 


L'application 


p: KIXJ — Z(K,K) 
: PE 


qui envoie un polynôme sur sa fonction polynomiale associée est injective. 
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Démonstration Soit P et Q deux polynômes vérifiant 6(P) = 8(Q) soit P-Q =0.P—-Q possède donc une infinité de racines (tous 
les éléments de K), ce qui n’est possible, d’après la proposition précédente, que si P—-Q = 0. 
Ce théorème permet de confondre polynômes et applications polynomiales. Attention, ceci est vrai à condition que K 
contienne une infinité d’éléments, ce qui est bien notre cas car K =R ou C. 


On convient désormais de confondre les notations P et P. 


21.2.3 Schéma de Horner 


C’est une façon de calculer les valeurs d’un polynôme en minimisant le nombre d’opérations, en particulier les multi- 
plications. Soit P = 40 + aX+ a2X? + a3X° + ...+ an_2X" 2 + an_1X"1 + anX". On a P = ao + X(@ + X(a2 + X(a3 + + 
X(Gn-2 +X(an-1 + 4nX)) …))) Donc pour calculer P(@) on initialise avec a, ensuite on effectue une boucle : multiplier par 
a puis ajouter le coefficient ag. Cet algorithme utilise ñn additions et ñ multiplications pour un polynôme de degré n. 


On peut aussi obtenir le quotient de la division euclidienne de P par X — a : P = (X— a) Q + P(a) avec Q = bo + biX+...+ 
bn_1X""}. En effet, on a 


P(X) — P(œ) = (X— 0) (bn-1 Xl +...+ b1X + bo) 
AXE. ax ta-Po=X = 0 AXE. EbiX #0) 


anX"+...+aX+ ao — P(œ = bn-1X" + (bn-2 — abn_-1)X" 1 +...+ (bo ab1)X — «bo 


Par identification, on obtient le système ( d’inconnues bo, b1,.…, bn-1, P(®) ) : 


Dn-1 — An Dn1 = An 
Dn-2-Qby-1 = An-1 Dn-2 = An-1+0by-1 
sa soit 

Do = ab: = 4] Do = d+ ab: 
—àbo = _aäpy-P(a) P(@ = apo+abo 


Autrement dit, les différents coefficients du polynôme quotient Q sont les nombres obtenus à chaque étape de la boucle. 


21.2.4 Racines multiples 


DÉFINITION 21.10 © Racine d’ordre p, racine multiple 


Soient P € K [X] un polynôme, ae K, pe N*. 

+ On dit que a est une racine d’ordre p (ou de multiplicité p) de P si et seulement si (X— a)? divise P et (X—a)?*1 
ne divise pas P. 

* Si æ est une racine d’ordre 1 de P, on dit que « est une racine simple de P. 

. Si «est une racine d’ordre > 2 de P, on dit que « est une racine multiple de P. 


PROPOSITION 21.16 
Caractérisation de l’ordre d’une racine 
Soient à € K un scalaire et P e K [X] un polynôme. On a équivalence entre : 


1 «œest une racine multiple de P d’ordre p. 
2 Ilexiste QE K[X] tel que P=(X-a)?Q et Q (x 0. 





Démonstration 

Supposons que « est une racine multiple de P d’ordre p. Comme (XP divise P, il existe Q € K/[X] tel que P=(X-aPQ. 
Montrons que Q (a) Z 0. Si c'était le cas, alors à serait une racine de Q et il existerait Q'EK[X] tel que :Q=(X- a) Q'. Par suite, 
on aurait : P=(X-@) p+l Q' et X- oP+l diviserait P, ce qui n’est, par hypothèse, pas possible. Donc Q (® z 0. 

Supposons qu’il existe Q € K [X] tel que P = (X- PQ et Q (a) À 0. Pour montrer que « est une racine multiple de P d’ordre 
p, il faut montrer que X-œP?*l ne divise pas P. Par division Euclidienne de Q par X — a, il existe A,B € K[X] tels que : 
Q=(X-œA+B et degB < deg(X —) = 1. Par conséquent degB > 0 et comme «à n’est pas une racine de Q, B est un polynôme 
constant non nul. On a alors : 


P=(X-@?((X-a)A+B)=(X-oP?*lA+(X- PB 


Par unicité du couple quotient-reste dans la division Euclidienne de P par (X-— a)P, X-PB est le reste de cette division et 
comme B 0, ce reste est non nul. Par conséquent, (X — x) P+1 ne divise pas P. 


775 


21.3 Polynômes dérivés 
21.3.1 Définitions et propriétés de base 


DÉFINITION 21.11 © Polynôme dérivé 


Soit P = 4+æ&X+-.-+a,X" € K[X] un polynôme. On définit le polynôme dérivé de P par : 


pP' a+2aX+..-+nanX"! 
n 
kayXK"! 
k=1 





Remarque 21.5 
- Cette définition est purement algébrique. 
« Elle coïncide avec la dérivée des fonctions polynomiales sur le corps K: 


PROPOSITION 21.17 
Soit P e K [X] un polynôme. On a : 


1 Si deg(P) > 0 alors deg(P') = deg(P)—1. 


2 Pest constant si et seulement si P/= 0. 





Démonstration 
D Sideg(P) = p > 0 alors P = > apXË avec ap #0 etP'= SH kayX®. Le coefficient de terme dominant de P' est Pap 
qui est non nul. Par conséquent degP' = p -1. 


2 SiP est constant, il est clair que P' = 0. Réciproquement, si P n’est pas constant, alors degP > 0 et degP/ > 0 ce qui prouve 
que P' est non nul. 


PROPOSITION 21.18 
Linéarité de la dérivation 
Soient P, Q e K[X] deux polynômes et à, 6 e K deux scalaires. On a : 


(aP + BQ)' = aP'+8Q' 





Démonstration  Laissée en exercice. 


PROPOSITION 21.19 
Dérivée d’un produit 
Soient P, Q € K[X] deux polynômes. On a : 


(PQ)' = P'Q+PQ' 





Démonstration Supposons que P = Xpen apX£ et Q = Yen byXF. On a donc : PQ = Lio a;b;xiti et : 
+00 re 
Y (i+j)a; b;xi+i"1 par linéarité de la dérivation 

i+ j=0 


Il 


(PQ) 
+00 : +00 es. 
= » ia;b;X 1x] + y jaib;x x"! 
i+j=0 i4f=0 
= P'Q+PQ' 


21.3.2 Dérivées successives 


DÉFINITION 21.12 © Polynôme dérivé d’ordre n 


Soit P e K[X] un polynôme. On définit par récurrence la dérivée n-ième (ou d’ordre n) de P par : 


CU LE 
+ VnEN, PUD2=[pu] 
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Remarque 21.6 L'application 


K[X] — K{[X] 


est linéaire comme composée de n applications linéaires. 


THÉORÈME 21.20 © Formule de Leibniz pour les polynômes 


Soient P, Q e K[X] deux polynômes. On a : 


n 


PQ = Y He 


k=0 





Démonstration C’est la même démonstration que celle écrite pour les fonctions n fois dérivables. 


Remarque 21.7 
0 Sin>p 


p\(n) 
(& ) E a =APXP-R sinon 
(p-n)! r 


THÉORÈME 21.21 © Formule de Taylor pour les polynômes 


Soit P un polynôme de degré inférieur ou égal à n et ae K. Alors : 





Démonstration Soit P = ne, apXP = 2 apQp. 


+ Soit p<n. La formule est vraie pour le polynôme Q} = XP : en effet, Q,, = Hxr be OU = p(p-1).….(p-k+DXPTÉ. 
° Maintenant, utilisant la formule du binôme de Newton : 


P P k P k 
es X-a) p! _k (X-a) (&) 
=XP = ((X P = Prat ÿ 9 PE pk y A 
Qp (X- 4) + a) :| ee a) x à Gene on nu ® @ 





k 
+ En rajoutant des termes nuls, Qp = De & a QU (a). 
e Par linéarité, 


n 
P= } apQp 
p=0 





n n k 
_ &-a)" (x 
: À Es È, a 


&-a)* 
h À! 





n 
ÿ apQ0° (a) 
p=0 


Il 
beË 


Cou 
Il 


&-a)* 


: PA (a) 


Il 
M3 





cs 
Il 
o 


LEMME 21.22 





Soient r e N* et P € K [IX]. Soit a e K. Si a est une racine d’ordre r de P alors a est une racine d’ordre r — 1 de P’. 


Démonstration Comme a est une racine d’ordre r de P, il existe Q € K [X] tel que : P = (X- a)" Q et Q (a) £ 0. Par conséquent : 


P'(a=rxX-a" 1Q+(X-a"Q'=X-a""1(rQ+(X-a)Q/) 
a —————” 
=B 


et on a clairement B(a) Z 0 ce qui prouve le lemme. 
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THÉORÈME 21.23 © Caractérisation des racines multiples 


Soient un polynôme P € K[X], un scalaire a € K et un entier r > 0. On a équivalence entre : 


1 aest une racine d’ordre r de P. 


2 [P(@=P'(@=...=P0-0 (a) =0 et Pt (0 0] 





Démonstration 

Par application du lemme, si a est une racine d’ordre r de P alors a est une racine d’ordre 1 de PU-D er d’ordre 0 de PU) 
donc P (a) = P' (a) =...= PU (a) = 0 et PU) (a) £ 0. 

Réciproquement, si P (a) = P' (a) =... = pu) (a) = 0 alors, par application de la formule de Talor : 


np 
P= dx at = x-a)"8 


k=0 





avcBeK[X] tel que B(a) #0. 


21.4 Polynômes scindés 


21.4.1 Définition 


DÉFINITION 21.13 © Polynôme scindé sur K 


Soit P e K[X] de degré p. On dit que P est scindé sur K si et seulement si il s’écrit : 


P 
P= ap (X-0)...(X- a) = El (X-— ay) 
k=0 


où les scalaires ax € K sont les racines de P comptées avec leur multiplicité et a, est le coefficient du terme dominant 


Mathématicien Français. Il fut avec Diderot à l’origine de l'Encyclopédie qui 
se voulait une synthèse et une vulgarisation des connaissances de l’époque. 
Tous deux durent jouer à cache-cache avec la censure pour faire paraître cette 
œuvre monumentale. D’Alembert abandonna le projet, fatigué des controver- 
ses et se consacra à la partie mathématique. Son œuvre fut considérable en 
mécanique, astronomie et mathématiques. Il énonce le théorème fondamen- 
tal de l’algèbre dans son Traité de dynamique en 1743. Musicien, il établit 
l'équation des cordes vibrantes. Enfant trouvé sur les marches d’une église, il 
n'eut pas droit aux obsèques religieuses, car considéré comme athée. 


THÉORÈME 21.24 © théorème fondamental de l’algèbre 
Soit P un polynôme de C [X] de degré > 1 (c’est à dire non constant) alors P possède au moins une racine dans C. 





Démonstration  Admise. Il existe de nombreuses démonstrations. Aucune n’est assez élémentaire pour être exposée ici. La 
première démonstration rigoureuse est due à Gauss (1799). Ce théorème est aussi appelé théorème de d’Alembert-Gauss. 


Remarque 21.8 Attention ce théorème est faux dans R. Par exemple P = X?+1 est non constant mais ne possède aucune 
racine dans R. 
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COROLLAIRE 21.25 
Factorisation dans C [X] 


Tout polynôme de € [X] est scindé sur C, c’est à dire tout polynôme P € C [X] s’écrit sous la forme : 


P = ap.(X-a)...(X- a) 





où les scalaires ay sont les racines de P comptées avec leur multiplicité et a, est le coefficient du terme dominant de P. 


Démonstration Supposons que P est non constant, sinon la propriété est évidente. Soient &,...,ap € C la liste des racines de P. 
Par application du théorème fondamental de l’algèbre cette liste est non vide. Il existe Q € € [X] tel que : P = HS (X-a;)Q. Si 
Q est non constant alors il possède une racine à et « est nécessairement aussi une racine de P. Donc la liste &1,...,ap n'était pas 
celle de toutes les racines de P, ce qui constitue une contradiction. Par conséquent, Q est un polynôme constant et la proposition est 
démontrée. 

Une formulation équivalente du théorème fondamental de l’algèbre est la suivante : 


THÉORÈME 21.26 © 


Un polynôme P € C [X] de degré p possède p racines (comptées avec leur multiplicité) dans C. 





Démonstration C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente. 


Exemple 21.4 Soit P=X"-1. Vke[0,n-—11], Cr = exp{2n) est une racine de P. Donc P est divisible par chacun 


n-1 

des X —&yr. Comme les ©£ sont distincts deux à deux, P est aussi divisible par leur produit : X”—1 =K El (X—ry). En 
k=0 

regardant les degrés des deux memebres, on a degK = 0 c’est-à-dire que K est constant. En regardant les coefficients 





n-1 
dominants on en déduit que K = 1 et donc | X” — 1 = El (X—Üx) 
k=0 


21.43 Interlude : polynômes conjugués 
DÉFINITION 21.14 © Polynômes conjugués 
Soit P = a+ æX+---+a,XP € C[X] un polynôme. On appelle conjugué de P le polynôme, noté P et donné par : 


P=Go+aX+..:+apXP 


PROPOSITION 21.27 
Soient P, Q e C[X] et r eN. On a: 


1 P+Q=P+Q 
2 PxQ=PxQ 
3 VaeC, P(x 


D PU -P0 


5 PERXI—P=P. 





d’où l'égalité. 


LEMME 21.28 
Soient P e C[X] et re N*. Soit ae C. On a équivalence entre : 


1 «est une racine de P d’ordre r. 


2 œest une racine de P d’ordre r. 
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Démonstration On a la série d’équivalences : 


« est une racine d’ordre r de P 
8 P(o=P'(0=...-=PlD(@=0 et PU (040 
e P(ü=P(=..-=PU-D(a)=0 et PU (& 40 


& «est une racine d’ordre r de P 


COROLLAIRE 21.29 


Soit P E R[X] un polynôme à coefficients réels. Si « est une racine d’ordre r de P alors & est aussi une racine d’ordre r 
de P. 





Démonstration Exercice laissé au lecteur. 


| Remarque 21.9 On en déduit que les racines de P € R[X] sont ou réelles ou complexes conjuguées. 


21.44 Factorisation dans R [X] 


PROPOSITION 21.30 

Factorisation dans R[X] 

Soit P € R[X] un polynôme non nul. Alors, il existe a1,...,a; € R non nécessairement deux à deux distincts, 
(b1,c1),...,(bs, cs) € R2 non nécessairement deux à deux distincts tels que A7 = b — 4c; < 0 pour tout £ € [1,s], et 
À e R* tels que : 


S 
X— ax) [I (X7 + beX + ce) 
k=1 £=1 


P=a 


r 





Démonstration  Appliquant la proposition 21.25, P est scindé sur € et ses racines sont, d’après la dernière remarque, ou réelles 
ou complexes conjuguées : 





P=axX-a)...(X-ap)(X-w1)(X-w1)...K-wr)(X-%7) 


où &1,...,üp € R sont les racines réelles de P et où w1,&7,...,w;,&7 sont les racines complexes conjuguées de P. On a, pour tout 
kell,r] : 
(X- 04) (X-07) =X2- (04 +07) +0p07 = X?-2Re (wy)X +? = X2- pEX+ gg 


avec Pr, qk ER. Le résultat annoncé s’en suit. 
21.45  Polynômes irréductibles 
DÉFINITION 21.15 © Polynôme irréductible 


Soit P e K[X] un polynôme [non constant | On dit que P est irréductible si et seulement si : 


P=QH = QEK ou HEeK 


Autrement dit : un polynôme P non constant est irréductible si et seulement si ses seuls diviseurs sont les polynômes 
constants et les polynômes proportionnels à P. 


PROPOSITION 21.31 
Les polynômes de degré 1 sont irréductibles 
Soient à € K un scalaire et P = (X— «) un polynôme de degré 1. Alors P est irréductible. 





Démonstration Soit P un polynôme de degré 1. P est clairement non constant et si Q € K[X] est un diviseurs de P alors il existe 
HE K[X] tel que : P = QH. Par conséquent : 1 = degP = degQ + degH. Une des deux possibilités suivantes est alors vraie : 

— degQ= 1 et degH = 0 donc Q est un polynôme proportionnel à P 

— degQ=0 (et degH= 1) etQ est un polynôme constant. 

Par conséquent P est irréductible. 


THÉORÈME 21.32 © Polynômes irréductibles de C [X] 





Les polynômes irréductibles de € [X] sont les polynômes de degré 1. 


Démonstration On vient de prouver que les polynômes de degré 1 sont irréductibles dans € [X]. Réciproquement, si P € € [X] est 
un polynôme irréducible de € [X], montrons qu'il est de degré 1. Si ce n’était pas le cas, alors comme P est non nul : 
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— soit degP > 1 et par application du théorème fondamental de l’algèbre P possède au moins une racine «à dans C. Par conséquent 
le polynôme X — a divise P et donc P n’est pas irréductible. 

— soit degP = 0 et dans ce cas P est un polynôme constant non nul et ne peut être irréductible. 

Dans les deux cas, on aboutit à une contradiction et la proposition est alors prouvée par l’absurde. 


THÉORÈME 21.33 © Polynômes irréductibles de R[X] 


Les polynômes irréductibles de R[X] sont : 
- les polynômes de degré 1. 
- les polynômes de degré 2 dont le disciminant est négatif. 





Démonstration 

— Les polynômes de degré 1 sont irréductibles dans R[X]. 

— Soit PERIX] un polynôme de degré 2. Il est irréducible si et seulement si il n’est pas divisible par un polynôme de degré 1, c’est 
à dire si et seulement si il n’a pas de racine réelle, ce qui est équivalent à dire que son discriminant est strictement négatif. 

— Tout polynôme de degré > 3 se décompose, d’après le théorème de factorisation dans R[X] 21.30, comme le produit de polynômes 
de degré 1 et de degré 2. Un tel polynôme ne peut être irréductible. 


21.4.6 Relations coefficients-racines 
DÉFINITION 21.16 © Polynômes symétriques élémentaires 


Soit &1,..….,@p € K. On définit les polynômes symétriques élémentaires en les variables @,...,a@} par : 


O1 QG +: +ap 


02 D Qi, Ai 
i <i 


Plus précisément, pour tout k € [1, p] 


THÉORÈME 21.34 © Relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme 


Soit P = 4 +&X+---+4,XP € K[X] un polynôme scindé de degré p. Soient &1,...,a, € K les p racines de p. On a: 


vke1,p], Ge CEE 


ap 





Démonstration On démontre ces égalités en identifiant les coefficients des monômes de même degré dans l’égalité : 
P=ap(X-o)...(X-ap)=4p (ke? —oXP-l4 XP 2 #...+(-1)P 0p) 


Remarque 21.10 
— En particulier, si p =2, on a: 


P = a (X-—œ)(X- 1) = a (x? - (@1 + &2)X + &1 0) 


et donc : 
ai ao 
O1=Q+H=—-— et OC2=A1X2 = — 
a2 a2 
— Sip=3, 
P = a (X-aœ1)(X— 2) (X— 3) = 43 te — (y + A2 + a) X2 + (12 + 203 + X1 03) X — 1203) 
et : 
a2 ai ao 
O1 = X +2 +03 = ——, O2 = Qi + O203 + A0 3 = — et O3 = 10203 = —— 
a a3 a 
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21.5 Arithmétique dans K [X] 


Nous allons définir le PGCD, comme pour les entiers relatifs. Ici il y a une difficulté : que veut dire "plus grand"? Cela 
veut dire avec le plus grand degré. Mais que se passe-t-il lorsqu'il y a deux polynômes de même degré en concurrence ? 
Cela ne se produit pas (ou alors ils sont associés) et c’est ce qu’il faut établir. 


21.5.1 Diviseurs communs 


PROPOSITION 21.35 Propriétés de la divisibilité 


— La relation «divise» est transitive : V(BQ,R)eK[IXJ*, [PIQ et QIR] = PIR. 
— Soit PQ,RE K [IX] et U,Ve K[X]. Alors : [P|Q et PIR] — P|(UQ+VER) 





On note pour la suite d(P Q) = d(P) n d(Q) l’ensemble des diviseurs communs à P et à Q. 
Remarque : Si D € d(P Q), alors tout polynôme associé à D est aussi dans d(P Q). 


PROPOSITION 21.36 
Soit P un polynôme non nul. d(P,0) = d(P). 


PROPOSITION 21.37 
Si P =BQ+R alors d(P. Q) = d(Q,R). 


Démonstration En effet, si D € d(PQ), alors D | Q et D|P-BQ donc D|Q et DIR donc D € d(Q,R) : d(PQ) € d(Q,R). 
Inversement, si D € d(Q,R), alors D|Q et D|BQ+R donc D|Q etD]|P donc De d(PQ) : d(Q,R) € d(PQ). 


THÉORÈME 21.38 





Soient PQ e K[X],non tous les deux nuls, il existe un unique polynôme D € K [X] unitaire, tel que d(P Q) = d(D). 


Démonstration  Unicité : Si D et D) sont solutions alors d(D1) = d(D2) donc D; | D2 et D2 | Di donc ils sont associés. Ils sont 
unitaires et associés donc égaux. 


Existence : Quitte à échanger P et Q on peut supposer Q # 0. Posons Po = P et P1 = Q. On réalise ensuite les divisions euclidiennes 
suivantes tant que les restes obtenus sont non nuls (c’est l’algorithme d’Euclide) : 


Po = P1B1 +Po avec degP: < degP1, 
Mi Ce processus s’arrête puisqu'on a une suite strictement décroissante 
Pm-2 = Pm-1Bm-1+Pm avec degP}h < degP»h-1, 
Pm-1 = PrnBm + 0. 
d’entiers naturels degP1 > degP2 >... On a alors d(P.Q) = d(Po,P1) =... = d(Pm,0) = d(Pm) Le polynôme D unitaire associé à 


Pyn convient. 


21.52 PGCD, théorèmes d’Euclide et de Bezout 


DÉFINITION 21.17 © PGCD 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls. 


L'ensemble des diviseurs communs à admet un polynôme unitaire de plus grand degré A noté 6 = P A Q. C’est le plus 
grand commun diviseur des polynômes P et Q. 





Démonstration On choisit À unitaire pour que d(PQ) = d(A) avec les notations du paragraphe précédent. C’est dire que tout 
diviseur commun à P et à Q divise A. Donc son degré est inférieur ou égal à celui de D. 
Par ailleurs l’algorithme d’euclide fournit un moyen de calculer le PGCD : on normalise le dernier reste non nul. 


PROPOSITION 21.39 
PAQ=QA P.Si un polynôme divise deux polynômes, alors 1l divise leur PGCD. 


THÉORÈME 21.40 Bezout 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls, soit A=P AQ. 
Il existe deux polynômes U et V tels que 


PU + QV = A. 
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Exemple 21.5 P=X5-2X$-2X2-3X-—2, Q=X° -3xX4+2X% —3X? +X. On descend avec l’algorithme d’Euclide : 














dividende quotient diviseur reste 

RE DRE ON AND à (NO NTI DWI ANT IN) OL ANT ANII YA I) 
X°—2X°-2X"-3X-2 — l x  (X°—-3X"+2X"-3X"+X) +  (3X°-4X°+X"-4X-—2) 

5 4 3 2 1, _5 4 3, y2 Sv3_ 10, 5 10 
X°—-3X"+2X"-3X"+X = BR) X (3X*°—-4X°+X"-4X—2) + ( ra 4. 4. re 

nn 7 5 a 10, 5, 10 à 

3X°—-4X°+X"—-4X-2 = (—-—X+18) x ( 9% Free “in 3? + (18X° + 18) 

er 10%: te. (10 5 s 

=X —-—X --X-— = (—-—X-—) x (18X° + 18) + 0 

9 9 9 9 162 8l 


Le dernier reste non nul est 18X? + 18, qui normalisé, donne X2 +1 comme PGCD de P et Q. 
Maintenant on remonte en partant de l’avant-dernière ligne : 


; un 27 Sd LS 
18X7 + 18=3X*-AXŸ+X?—4X-2— (TX +18) x (EX 


10 
—X2 - =X- —) d’où 
9 9 9 


27 1. 5 
18X2 +18 = 3X4-—4X3 +X2-4X-2-— CTX+ 18) x [X°—3X4+2X3-3X2+xX— GX- <) x (3X4-4X$+X2-4X-2) 





d’où 
2 27 1 5 4 3 2 27 5 4 3 2 : 
18X7+18=(1+(-X +18) x (EX 2) x (XÉ—AXŸ + X? —AX 2) (TX +18) x (K — 3X* + 2XŸ —3X? +X) soit 


9 27 
18X2 +18 = EX? +9X 9) x (3X4—4X3+X2-4X-2)— CTX+ 18) x (X° — 3X4 + 2X3 — 3X2 + X) d’où 





G] 27 
18X? + 18 = (EX +9X —9) x [QE 2X$-2X?2-3X-2) — R-8X"+2X"—8X7+X)] (EX +18) x 
3X*+2X% —3X7+X) soit 

2 = _9 2 : 5 3 2 9 2 _a _27 5 __ay4 3 __ay2 
18X? +18 = (—EXÈ +9X 9) x (x —2XŸ—2XÈ —8X—2) + | (EX + IX —9)— (EX +18) | x (XS —3X* + 2XŸ —8X7 +X) 








9 9 82 
18X2 +18 = ee +9X—9) x (X°—2X3-2X2-3X-2)+( us + ee 27) x (X°—3X1+2X3 -3X2+X) 
En divisant par 18 : 


1 1. 1 1 1. 1 
(——X2+-X——)(X5—2X$ —2X2-3X 2) +(—X2—X— —)(X° —3X4+2X8 — 3X2 + X) = X2 + 1. 
10 2° 2 10 5 2 





Démonstration L'exemple montre comment conduire la démonstration. Par récurrence sur n = min(degP deg Q). 

Sin =- ou n=0 la propriété est claire. Pour fixer les idées degP > degQ = n+1. On écrit la division euclidienne de P par Q, 
P =BQ+R avec degR< n. En utilisant la propriété de récurrence, il existe deux polynômes U et V, de K [X] tels que A=U1Q+ViR 
avec A=QAR.OrA=PAQ d’une part, et d’autre part À = U1Q + V1(P — BQ) = V1P + (U1 —- BV1)Q. D'où le résultat en penant 
U=Viet V=U;-BVi1. 


Remarque 21.11 Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls. S’il existe trois polynômes U, V et D 


vérifiant PU + QV = D, alors D est un multiple de A=P AQ. 
En effet on écrit P = PA et Q = Q;A. On obtient alors D = (P;U +QV)A donc A | D. 


PROPOSITION 21.41 

Si C est unitaire alors AC A BC = C(A AB). 
Démonstration  Posons À = AC A BC et D = A AB. On a DC] AC et DC |BC donc DC|A. 
Dans l’autre sens D = AU + BV donc DC = ACU + BCV d’où A|DC. 


21.5.3 Polynômes premiers entre eux 


DÉFINITION 21.18 © Polynômes premiers entre eux 
Soient P et Q deux polynômes de K [X]. 
On dit que P et Q sont premiers entre eux si leur PGCD est égal à 1. 


PROPOSITION 21.42 Bezout 
Soient P et Q deux polynômes de K [X]. 
P et Q sont premiers entre eux si et seulement s’il existe deux polynômes U et V de K [X] tels que 


PU + QV = 1. 





Démonstration Dans un sens c’est le théorème de Bezout déjà vu. Dans l’autre sens, comme PU +QV = 1 on en déduit que P AQ 
divise 1. Il n’y a qu’un seul polynôme unitaire qui divise 1, c’est 1 lui-même. 
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PROPOSITION 21.43 Lemme de Gauss 


PIQR 


3 è à 1 
Si PQ et R sont trois polynômes vérifiant 4 alors P|R. 
2 PAQ=I 





Démonstration La condition P AQ = 1 permet d'écrire une relation de Bezout : PU + QV = 1 qui multipliée par R donne PUR + 
QRV = R. Mainteant la condition P | QR assure l’existence d’un polynôme A tel que AP = QR et donc PUR+APV = P(UR+AV) =R 
et donc P divise R. 


PROPOSITION 21.44 = 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls et soit D = P AQ. 5 et : sont des polynômes et ils sont 


premiers entre eux. 





P 
Démonstration On écrit P = P,D etQ=Q;D.Ona a Pet . = Q1. De plus 
D=PAQ=PDAQD=D(PAQ:) 


puisque D est unitaire. Ceci établit le résultat (K [X] est intègre). 


PROPOSITION 21.45 
Si un polynôme P est premier avec Q. et avec Q2 alors il est premier avec Q1Q. 


Démonstration On écrit une relation de Bezout pour (PQ) : PU; + Q3Vi = 1 puis une autre pour (PQ) : PU) + Q2Vo = 1. On 
effectue le produit de ces deux égalités : P2UjU> + PU1Q2Vo + PU2Q1 Vi + Q1 QoU Un = 1 soit P(PU: U2 + U1 Q2Vo + U2Q1 Vi) + 
Q1Q2(U1 Up) = 1, ce qui donne le résultat. 

Autre démonstration : Soit D un diviseur commun à P et à Q1Q2. D est premier avec Q\, En effet, soit d diviseur commun à Q\ et 
D. Comme d|D et D|P, on a d|P et donc d diviseur commun à P et Q donc deg d = 0. Maintenant d’après le lemme de Gauss, 
D|Q1Q2 et D AQ1=1 donc D|Q, donc D] P A Q», ce qu’il fallait démontrer. 


PROPOSITION 21.46 
Si un polynôme P est premier avec Q1,Q2,...,Q alors il est premier avec leur produit. 


Démonstration Par une récurrence sans malice. 


COROLLAIRE 21.47 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls et premiers entre eux. Alors 


< Pour tout entier m, P est premier avec Q°". 


* Pour tous entiers m et n, P” est premier avec Q7. 





21.5.4 PPCM 


PROPOSITION 21.48 P 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls et soit D=PAQ. _ est un polynôme, multiple commun 
àPetàQ. 





P 
Démonstration On écrit P = P,D etQ=Q;D.Ona . = P1Q = PQ, ce qui établit le résultat. 


PROPOSITION 21.49 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls et soit D=PAQ. 


P 
Tout multiple commun à P et à Q est multiple de _ 





Démonstration Soit M un multiple commun à P et à Q. On écrit M = AP = AP1D = BQ = BQ1D. Après simplification par D on 
a AP1 = BQ1 avec P1 et Q1 premiers entre eux. Maintenant P; divise BQ1 et P1 A Q1. Donc d’après le lemme de Gauss, P1 | B. 





P 
Autrement dit, on peut écrire B = B1P;1. Donc M = BQ;D = B1P1Q1D=B: … Ce qu'il fallait démontrer. 
Cette propriété permet d’énoncer la 


DÉFINITION 21.19 © PPCM 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls. 


L'ensemble des polynômes de K [X] multiples communs de P et Q admet un polynôme unitaire de plus petit degré pi 
noté : 1 = PV Q. C’est le plus petit commun multiple des polynômes P et Q. 
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ainsi que la 


PROPOSITION 21.50 
Soient P et Q deux polynômes de K [X] non tous les deux nuls. 


(P À Q) x (P V Q) est associé à PQ. 





ce qui fournit un procédé de calcul au PPCM de deux polynômes. 


21.55  Polynômes irréductibles 


Où l’on revient vers les polynômes irréductibles. Nous avions vu quels étaient les polynômes irréductibles de € [X] ou 
ceux de R[X]. Le théorème fondamental de l’algèbre permet de décomposer tout polynôme de € [X] ou R[X] en produit de 
facteurs irréductibles. Mais qu’en est-il des polynômes irréductibles de Q [X] ? Nous ne répondrons pas à cette (difficile) 
question, mais nous allons établir un résultat à la fois plus général et plus élémentaire (il se passe du théorème fondamental 
de l’algèbre que nous avons dû admettre). C’est le pendant pour les polynômes de la décomposition en facteurs premiers. 


PROPOSITION 21.51 


Soient P et Q deux polynômes irréductibles de K [X]. P et Q sont soit associés, soit premiers enre eux. 





Démonstration Soit D =P AQ. Comme D|P et que P est irréductible, alors D = 1 ou D est associé à P. Dans le deuxième cas, 
comme D|Q et que Q est irréductible, alors D = 1 (impossible) ou D est associé à Q. Donc P est associé à Q. 


THÉORÈME 21.52 Décomposition en produit de facteurs irréductibles. 
Soit P un polynômes de K [X] non nul. 
Il existe a e K*, il existe me N, m polynômes P1,...,P} unitaires et irréductibles tels que 


m 
P=a ]] Px. 
k=1 


a, m sont uniques et les PL sont uniques à l’ordre près. 





Démonstration 


m n 
° Unicité : On suppose P = «à I Pr=$ Il Qe. 
k=1 £=1 
Déjà, «à est égal au coefficient dominant de P, ainsi que $. Donc a = f. 


Pour établir que m = n et que la liste des PL égale celle des Q4 nous allons raisonner par récurrence sur min(m, n). Pour fixer 
n 


les idées, m< n. Si m=0 alors I Qe. Comme degQy > 0, on a bien n=0. 


£=1 
m+l n n 
Supposons donc que I Pr = I Qg avec n > m+1. Prenons P,5+1. Pm+1 divise Il Qe. D'après la proposition précédente, 
k=1 £=1 £=1 


il n’y a que deux possibilités : soit Pm+1 est premier avec chacun des Q, soit il est associé à l’un d’entre eux. Le prmier cas 
ne se présente pas, car Si Pm+1 était premier avec chacun des Q, il serait premier avec leur produit ce qui n’est pas possible 
(deg p1 > 1). Reste donc le second cas. Il existe {Q € [1,n] tel que P+1 soit associé à Qy, auquel cas ces deux polynômes - 


m 
unitaires - sont égaux. On en déduit que I PE = I Qv. Maintenant, en utilisant la propriété de récurrence u rang m, on en 
k=1 1<t<n 
{400 
déduit que m=n-—1 et que les (Pp)1<k<m sont les (Qe)e4e,- Ce qu'il fallait démontrer. 
Existence : Elle se démontre par récurrence sur le degré. Tout polynôme non nul de degré < 1 est soit constant, soit irréductible. 
On considère donc un polynôme non nul. Soit il est irréductible et il n’y a rien à faire, soit il peut s’écrire comme produit de deux 


polynômes de degré strictement inférieur et alors on applique la propriété de récurrence à chacun de ces deux polynômes. 


Le chapitre fut copieux. Pour s’en convaincre, il convient de jeter un coup d’œil au diagramme : 
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21.6 Exercices 


21.61 L’anneau des polynômes 


Exercice 21.1 VI] 
Calculer P = (1+X)(1+ X2)(1+X4) ll +x7"). 


onm#12] 


Solution : Le produit (1— X)P se téléscope en (1-X)P =1 x 00 On en déduit que P = ÿ X£, 
k=0 





Exercice 21.2 Q 
Soit P le polynôme P(X) = (1+X)(1 + gX)(1+ q?X)...(1+ q" IX), (q À L). 
Etablir une relation entre P(qX) et P(X). En déduire la valeur des coefficients de P. 


n 
Solution : On a (1+X)P(gX) = (1+ q"X)P(X). En posant P(X) = ÿ° azX*, on en déduit que pour k > 1, ax (1- q*) = 
k=0 
* k-1_ ,n 


ax-1(q*-!- q"). On en déduit, puisque &o = 1, ax = Eee re 





Exercice 21.3 Q 
Déterminer les coefficients de 


1 (A+X+X2+..,+Xx02. 
2. (1=X+X2+...+(—-1)"X")2. 
3. (1+X+X2+...+X0).(1-X+X2—...+(—1)"X") 


Solution : 
2n 
1. En développant (1+X+X2+...+X") x (1+X+X2+...+X7) = y aiX®, on trouve ay = k+1 pour0<k< n et 
k=0 
ax=2n+1-kpourn<k<2n. 


. D'après le résultat précédent, en composant par le polynôme —X, on trouve : 


n 2n 
G=X4X2+.., + (-DPX M = SN (DÉE+DXÉ+ D CDfOn+1-HXE. 
k=0 k=n+1 

. Sik< n, le coefficient ay de XE est (— 1)£ (—-1+1—...) sachant qu'il y a k+ 1 termes dans la parenthèse. Donc 
ax = 1 lorsque k est pair et ax = 0 lorsque k est impair. Maintenant, lorsque n < k < 2n, on écrit k= n+£ et le 
coefficient de X* est (— IDE" (1) 41+4..,+(-1)" soit n-0+1. Là encore si n-£+1 est pair tous les termes s’annulent 
et le coefficient a- est nul. Cela se produit lorsque n — (k-— n) + 1 est pair c’est-à-dire lorsque k est impair. Sinon, 
lorsque k est pair ay est égal au premier (ou au dernier) terme de la somme, à savoir (— 1){ = (—-1)£-" = (-1)" 
puisque k est pair. 
Exemples : n=4. n est pair, (1 NN NS ENS) NC EN EN ENS) I ENSEIGNER 
n=5.n est impair, (1+X+X2+X°5+X4+X5)(1-X+X2-XS-X4+X5)=1+X2+X1-X6-X6-XI0, 





Exercice 21.4 Q 
Calculer S=(n-1)+(n-2)x2+...+2(n—-2)+(n-—1). 


Solution : 
L IL LL +1 +1)(2n+1 
1. Tout d’abord un calcul sans malice : S= Ÿ kin-H =n)k-Y k2 = pe = te = 
k=0 k=0 k=0 


n(n+1) n(n+l)(n-1) A x 
——— [3n-2n-1] = nu Mais où sont les polynômes ? 


n n n 
. Soit P = y XF on a P'= » KXE-1 et p" = + k(k-— DXE 2.5 est le coefficient de degré n — 1 dans le polynôme 
k=0 k=0 k=0 


(E 

Par ailleurs (P2)' = 2PP' et (P2)" =2P2+2PP". 

Le coefficient de X"*1 dans (P?) c’est n+ 1. En dérivant deux fois, 
Le coefficient de X"=! dans (P2)" c’est(n+1)(n+1)n. 


n n 
D'autre part le coefficient de X"-! dans (P?)” c’est (n+1)n+n(n-—1)+...+2%x1 = DANS k2 + 
k=1 k=1 
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nin+1l)(2n+1) F n(n+1) n(in+1l)(2n+1) 


n 
k = ©" + =. On en déduit nn +1)? = 2S + © + n(n+1), d’où 2S = 
os] 6 D 6 


2n+1 L n(in+l)(n-1) 
me ue 


nin+1l)|(n+1)-1- . On retrouve bien le même résultat. 





Exercice 21.5 O 


Trouver tous les polynômes PQ € C[X] vérifiant : 


1. Q2(X) = XP?(X). 3. P(X2) = P(X) 
2. PoP=P. 4. P(X+ 1) =XP(X) 


Solution : 


1. 


Soient P et Q deux polynômes vérifiant l'égalité. On a alors : 2degQ = 2degP + 1 ce qui est impossible à moins 
que P = Q = 0. On vérifie réciproquement que si P = Q = 0 alors P et Q vérifient l'égalité. 


. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l'égalité. On a : (degP)” = degP 


ce qui amène degP = 1 ou degP = 0. Si degP = 1 alors il existe a, be € tels que P = aX + b. On a alors POP =P 
si et seulement si a = 1 et b= 0 donc si et seulement si P = X. Si degP = 0, P est alors un polynôme constant et on 
vérifie facilement que P est solution de l’équation. L'ensemble des solutions de l’équation est donc| {X,a | ae €} |. 


. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l'égalité. On à : 2degP = degP 


ce qui n’est possible que si deg P = 0 c’est à dire que si P est un polynôme constant. On vérifie que tout polynôme 
constant est solution de l’équation et l’ensemble des solutions de l’équation est l’ensemble des polynômes con- 
stants. 


. On vérifie que le polynôme nul est solution de l’équation. Supposons qu’il existe un polynôme P € R[X] non nul 


solution de l’équation. Alors degP = degP (X+ 1) = 1+ degP ce qui n’a pas de sens. Donc la seule solution de 
l’équation est le polynôme nul. 





Exercice 21.6 Q 


Trouver tous les polynômes PQ € C[X] vérifiant : 


1. P(X2) = XP(X) 3. P(X)—P(X- 1) = X2 
2. P(X)?2=XP(X+1) 4. (X+3)P(X) = XP(X +1) 


Solution : 


1. 





Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l'égalité. On a : 2degP = 
degP +1 ce qui n’est possible que si degP = 1. P est donc de la forme P = aX + b avec a,be C. Mais P doit 
vérifier : aX? + b = X(aX + b) et donc on a : b= 0. Réciproquement, on vérifie que les polynômes de la forme aX 
avec a € € sont solutions de l’équation. 


. Le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P un polynôme non nul vérifiant l'égalité. On à : 2degP = 


degP +1 ce qui n’est possible que si degP = 1. P est donc de la forme P = aX + b avec a,be C. Mais P doit 
vérifier : (aX + b}2 = X(a(X+ 1) + b) ce qui n’est possible que si a = b = 0. Seul le polynôme nul est solution de 
l’équation. 


. Soit P un polynôme solution de l'équation. Comme deg (P (X) — P(X- 1)) = degP — 1, on a : degP —- 1 =2 et donc 


degP = 3. On pose P1 = P — P(0). P; est aussi une solution et est de la forme P1 = ax + bX2 + cX avec a, b,ceC. 
Injectant dans l’égalité on trouve alors P1 = 1x$ + 1x2 + 2x qui est l’unique solution de l’équation dont la valuation 


: : ; : 1 1 1 
égale 1. On obtient toutes les solutions de l’équation en ajoutant les termes constants | P =-X°+-X?+-X|+c. 
3 2 6 


. On vérifie que le polynôme nul est solution de l’équation. Soit P = a,X" +... + ao € RIX] un polynôme non 
nul de degré n € N solution de l’équation. On identifie les coefficients des termes de degré n dans l’égalité 
(X+3)P(X) = XP(X+ 1) et on obtient : nan = 34n l, Comme an À 0, nécessairement n = 3 et deg P = 3. Cherchons 
alors les polynômes de Ia forme P = aX° + bX? + cX + d e R[X] solutions de l’équation. On obtient le système 


b-3a=0 
2c—-a-b=0 
d=0 


qui admet comme ensemble solution {(a,3a,2a,0) | ae R}. Les polynômes solutions de l’équation sont alors les 
a(X$+3X2+2X),a€R. 
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Exercice 21.7 Q 
Soit f(2z) = ao+@2z+...+4n2" une fonction polynôme définie sur C. a, &,...,an sont n+ 1 nombres complexes tels 
que VzEC, f(2) = 0. On se propose de redémontrer que les ay sont tous nuls. 


27 . . 
Pour cela on calculera pour tout k€ [0, n] l’intégrale I} = Î Î (ei?) e-1K® 49 de deux façons différentes. 
0 


Solution : On a f(z2) = 0 pour tout z complexe, c’est donc vrai a fortiori pour tous les complexes de module 1. Donc 
V9 € [0,2x], f (e/°) = 0 et donc Ix = 0. 


2x n ne . n 2x . . 2x . : eiP® 27 
D'autre part 1x = | Dre Je” da, et Go. Or pour p € Z*, Jp = || ePd=|—| = 
0 m=0 m=0 0 0 1p 0 
0 et Jo = 27. Donc Ix = 27 ay. 
On en déduit a; = 0 et ce pour tout k € [0, n]. 





Exercice 21.8 OQ 
On considère un polynôme P = aÿ+ aX+:---+anX" € C[X] à coefficients complexes et l’on note 


M= sup J|P(z)l 


zeC, |zl=1 


1. On note pour tout k e [0, ñn], w4 les n+ 1 racines (n + l)ième de l’unité. Pour p € [[0, n], calculer la somme 
n _… 
Sp = Y_ w,PP(wy) 
k=0 
2. En déduire que Vp € [0, n], la,| <M. 


Solution : 


1. En notant w la racine nième primitive de l’unité, 


n n * n n . 
= Du PQ ajuitz ÿ aj[5 0) 
k=0 


k=0 j=0 j=0 


» (ui-r)"- (n+1) sij=p 
k=0 0 sinon 
Par conséquent, Vp € [[0,n], S, = (n+1)ap. 


2. Soit p € [[0, n]. Avec l’inégalité triangulaire, 
n . n 
(m4 Da|=] À vP@p|< YPO! < (+ DM 
k=0 k=0 


d’où le résultat. 





21.6.2 Dérivation, formule de Taylor 


Exercice 21.9 O 
Trouver tous les polynômes P e R[X] vérifiant : 


1. P-XP'=X 2 Pe=9p 3. (X2+4)P"=6P. 


Solution : 


1. Soit P € RIX]. Supposons que P — XP’ = X. Alors P £ 0. Notons n = degP. Comme deg(P —XP') < n, il faut 
que n > 1. Mais si l’on cherche le coefficient de X" dans P — XP’, on trouve (n—1)an. Par conséquent, si n = 1, 
deg(P—XP’) < 0 et ce n’est pas possible, et si n > 2, deg(P—XP') = n, ce qui n’est pas possible non plus. Il n’existe 
donc aucun polynôme vérifiant la propriété. 


. Le polynôme nul est solution de l’équation. Supposons que P € RIX] soit solution de l’équation. Alors : 
2(degP -1) = degP et donc degP = 1. On a alors P = aX + b avec a,be R. Mais a et b doivent vérifier : 
a = ®PaX+b ce qui n’est possible que si a = b = 0. La seule solution de l’équation est donc le polynôme 
nul. 
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. Le polynôme nul est solution de l’équation, c’est même le seul polynôme de degré < 1 solution de l’équation. 
Supposons que P € R[X] soit solution et de degré n > 2. Raisonnant sur le monôme de degré n dans P, on obtient : 


n(n—1)=6 ce qui donne n = 3. On vérifie par ailleurs que les seuls polynômes de la forme aX° + bX2+cX+de 
R3 [IX] solutions de l’équations sont ceux de la forme : ax? + 44X avec a€R. 





Exercice 21.10 VO 
Déterminer les polynômes non-constants P € R[X] tels que P' divise P 
Indication 21.5 : Etudier le degré du quotient, et utiliser la formule de Leibniz 


Solution : Soit P e R[X] une solution de l’équation. II existe Q € R[X] tel que P = QP'. On a forcément degQ = 1 et 
donc Q = A(X— a) où a,X ER. En identifiant les coefficients de X”, on trouve À = 1 et donc : 


nP=(X-a)P! 


On utilise alors la formule de Leibniz. Pour tout k € N, il vient : np® = (X — a)pK+D + KPŸ, D'où (n- k)p(® = 
(X= a)P#+1), On a alors P (a) = 0 pour ke [0, n] et donc (X-— a)" | P. Alors P = A(X— a)". On vérifie réciproquement 
que tout polynôme de cette forme convient. 





Exercice 21.11 OC 
Déterminer tous les polynômes P € R[X] vérifiant : 


P(X+1)-2P(X)+P(X-—1) =0 


Indication 21.5 : Utiliser une formule de Taylor. 


Solution : Ecrivons les deux formules de Taylor : 
! 1 Il 1 (n) 
P(X+1) = P(X) +P (X) + De (X) ++ ee X) 
! n! 


Ut 


Le PUR) 


P(X— 1) = P(X) — P'(X) + ZP"00 ee 


Alors la condition de l’énoncé dit que : 


P'(X) + RP 00 += 0 


Mais alors P'(X) = 0. En effet, si P'(X) # 0, P/(X) = anX" +. avec an # 0. Mais en cherchant le terme en X" dans 
légalité précédente, on trouve qu'il vaut a,X” (tous les polynômes PŸ, .…. .sont de degré strictement inférieur à n. Donc 
P est un polynôme de degré < 1 : 

PX = aX+b 


Et on vérifie réciproquement que tout polynôme de cette forme convient. 


Une autre solution : On résout P(X + 1) — P(X) = 0. L’ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynômes constants. 
On résout ensuite P(X + 1) — P(X) = c. L'ensemble des solutions c’est l’ensemble des polynômes cX + d. Maintenant 
P(X+2) —2P({X + 1) + P(X) = D(D(P)) avec D(P) = P(X +1) -P(X). On en déduit que les polynômes de degré < 1 sont les 
solutions de P(X+2)-2P(X+1)+P(X) = 0 puis que les polynômes de degré < 1 sont les solutions de P(X + 1) —-2P(X) + 
P(X-1)=0. 





Exercice 21.12 
1. Quels sont les polynômes de CIX] tels que leur fonction polynôme associée soit une surjection de € sur € ? 
2. Quels sont les polynômes de RIX] tels que leur fonction polynôme associée soit une surjection de R sur R ? 


Solution : 


1. Ce sont tous les polynômes P de degré > 1. En effet, soit ze €, le polynôme P — z admet au moins une racine à 
d’après le théorème fondamental de l’algèbre. Cela signifie que P(a) = z et donc que la valeur z est atteinte par P. 
Donc P est une surjection de € sur C. 


2. Ce sont les polynômes de degré impair. 





21.63 Arithmétique des polynômes 


Exercice 21.13 O 
Prouver que le polynôme A divise le polynôme B et déterminer le quotient correspondant : 
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1. A=X-1letB=X+X2-X-1 3. A=X-ietB=X3-2iX?-; 
2. A=X+2etB=2X3+5X2+X-2 4 A=X+l1etB=X3+X2-X-1 


Solution : 


1. On utilise le schéma de Horner : 


LA A 


On trouve ainsi B(1)=0 etX?+X2-X-1=(X-1)(X2+2X+1) 
2. Idem. 
1 


x(—2 x(—2) 


A4 | 
ÿ+ 


Le zéro en vert montre que A divise B. Les coefficients du quotient s'affichent en rouge. Le quotient est : 2X2+X-—1. 
3. Idem. 


Le quotient est :X? — iX+1. 





x(-1 x(-1) x( l x(-1) 


|A À À 
1/77 


4. Idem. Le quotient est :X? — 1. 





Exercice 21.14 M 
Trouver tous les polynômes de R3[X] divisibles par (X-— 1) ayant même reste dans les divisions euclidiennes par 
(X—2),(X—3),(X—4). 


Solution : Soit P e R3[X] un polynôme vérifiant ces propriétés. On pose 1 = P(2) P(X) — P(2) est par hypothèse divisible 
parX-—2, X3 et X—4. Il est donc divisible par leur produit. Comme degP < 3, on peut écrire P(X)-u = AX-2)(X-3)(X—-4). 
La condition P(1) = 0 se traduit par -6À + p = 0. Donc P(X) = AC — 9X2 + 26X — 18). Par division euclidienne : 





P = ÀA(X- 1)(X?—8X+ 18) 





Exercice 21.15 
Soit A=XI0-X#4+X-1 etB=X%+X2+X+1. Trouver le reste de la division de A par B. 
Indication 21.5 : Considérer X190 - X4. 
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Exercice 21.16 VO 
Soit n > 1. Trouver une CNS pour que (X— 1)? | aX"*! + bX" +1 dans R[X]. Trouver le quotient. 


Solution : Notons P = aX"*! + bX" +1. Le polynôme (X — 1)? divise P ssi 1 est racine double au moins de P, c’est à 
dire P(1) = P'(1) = 0. On trouve donc que a= net b=-(n+1). On a alors 


P=nX"*l (n+1DX"+1= nX"(X-1)—(X7-1)=(X-1)[nX"- x" 1 2x2 








Mais en factorisant, 





USSR ES ee da el une emo 


n-]1 
Q= 7) (&+1x" 
k=0 





Exercice 21.17 


1. Montrer que X° — 1 et X?+X+ 1 sont premiers entre eux. 


2. Déterminer explicitement une relation de Bezout entre X° — 1 et X?+X+1 


Solution : 


1. j est racine de X?+X+1. Mais il n’est pas racine de X° — 1. Par conjugaison, j n’est pas non plus racine de X° — 1. 
Aucune racine dans € de X?+X +1 n’est racine de X° — 1. Par conséquent X° — 1 et X? +X+ 1 sont premiers entre 
eux. 

. On descend : 
dividende quotient diviseur reste 
XS-1 = (X$-X2+1) x (X2+X+1) — (X+2) 
X2+X+1 1) x. (X+2) + 3 
ce qui redémontre que X° — 1 et X? +X + 1 sont premiers entre eux. Maintenant, on remonte : 
3 = X2+X+1-X-Dx(X+2) = X2+X+1-(X- 1) x [R$-X2+1)x (X2+X+1)-(X5-1)] = 
(X2+X+1)[1-X-DR$-X2+D]+(X-D(X5-1) = (X2+X+1)(-X1+2X8 -X2-X +2) + (X—1)(X9 —1). 





Exercice 21.18 
Soit PEK[X] etae K. Montrer que « est racine double de P ssi « est une racine de P A P’. 


Solution : 

Si «à est racine double de P, alors (X— a) divise P et P' et donc divise P À P’, ce qui montre que à est racine de P À P’. 
Réciproquement, si « est racine de P A P', comme (X— a) divise P A P', (X— a) divise à la fois P et P', et donc est racine 
de P et P’. Donc a est racine double de P. 





Exercice 21.19 
Trouver une CNS pour que (XP X4)|(X4—X€) dans C[X]. 


Solution : En utilisant les congruences, il faut que (b— a)| (d — c). 


Exercice 21.20 
Soit PQ E R[X]. Montrer que 
(P—-Q)IPoP—-QoQ — (P-Q)](PoQ-—QoP) 


Solution : Soit ze C une racine de P-Q, autrement dit P(z) = Q(z). Dire que (P — Q) | PoP — QoQ, c’est dire que 
toute racine complexe de P — Q, est aussi une racine de PoP — QoQ. Donc on a P(P(z)) = Q(Q(z)). Mais alors on a aussi 
P(Q(z)) = Q(P(2)). Mais on démontre ici que PoQ — QoP a toutes les racines de P -Q. C’est insuffisant. Il faut encore 
démontrer que les ordres de multiplicités pour PoQ — QoP sont supérieurs à à ceux pour P —-Q. On pourrait dériver, mais 
les formules (de Faà di Bruno) deviennent vite compliquées. Il vaut mieux chercher une autre voie : 


p p p 
On pose P(X) = ÿ agX*. On a donc PoQ - PoP = » ax(Q*-P#) Do (of-P#}. Or pour k>1,P-Q|QF-pt= 
Kk=0 


k=0 k=1 
(Q-P)(QF 1 +Qf2p+...+QP#2+PET), Donc P -Q | PoQ — PoP. De même P -Q|QoQ-—QoP. Donc P-Q divise 
la somme PoQ — PoP + QoQ — QoP. Comme par hypothèse P — Q | PoP —-QoQ, on en déduit que (P —- Q) | PoP -QoQ. 
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Exercice 21.21 
Soit un entier n > 2. Montrer que le polynôme 


P=(X-3)"+(X-2)"-1 
est divisible par (X— 2)(X —3) et calculer le quotient. 


Solution : On calcule P(3) = P(2) = 0 et donc (X—2)/P, (X—3)/P et comme (X—2) A (X—3) = 1, il vient que (X—-2)(X— 


3)/P. Pour le quotient par (X — 2)(X -— 3), développer avec le binôme. 





Exercice 21.22 
Soient deux entiers (n, p) € Nx2 et un polynôme A € K[X]. Montrer que 


A2+A/A2%+(A+1)P-1 


Solution : Soit T = X2"+(X+1)P — 1. 0 et —1 sont racines de T, donc X(X+ 1) | T. Autrement dit T = X(X + DQ pour un 


certain polynôme Q. Donc ToA = A2 + (A+ 1) —]1=A(A+1).QoA. Donc A(A+ 1)|P. 





Exercice 21.23 
Soit un entier n > 2 et un complexe non-nul À € C*. Déterminer les couples de polynômes (A, B) € C IX]? vérifiant : 


AT+B"=1 


Solution : Soient deux polynômes A, B € C [X] vérifiant A" +B" = À. En dérivant, on trouve (n > 2) LANTA! = -pr-lp!, 
Mais AAB= 1 (si D est un diviseur commun à A et B, il doit diviser À) et donc Al nB"-1=1 également. Donc 
puisque A"-1/B'B""1, d’après le théorème de Gauss, on doit avoir A"1/B'. Il existe donc un polynôme Q € C [X] tel que 
B=A""1Q. Mais en notant p = degA et q = degB, d’après l’équation on trouve que p = q et alors puisque B! = QA"”|, 
en examinant les degrés, on a degQ+(n-—1)p = p-1, ce qui donne degQ = (2- n)p- 1 < 0. Par conséquent, B' = 0 et 
donc B = b est constant. On a également À = a constant, avec les complexes (a, b) vérifiant a” + b" = À. 





Exercice 21.24 
Soit P, la suite de polynômes définie par P1 = 1;:P2=Xet Vn>2,P; =X.P;_1-P,-2. Démontrer que Vn > 2P2 — 
Ph-1.Pn+1 = 1. En déduire que P, et P,,1 sont premiers entre eux. 


Solution : On a P3 = XP2—P1 =X?-1 et donc P?-P1P3=X?2-(X?-1)x1=1. 
pes —PyPyr2 = Pet (XP —Pn-1) -Pn (XPn41 — Pn) = XPy41Pn—Pn+1Pn-1-XPnPn+1+P2 = PE PriPr i. La récur- 
rence tourne toute seule. 





Exercice 21.25 
Soit ne N*. 


1. Démontrer qu'il existe un unique couple (PQ) € Q-1[X], tel que (1 -X)"P(X) +X"Q(X) = 1. 
. Démontrer que P(X) = Q(1—X). 

. Démontrer que 3a € Q, (1 —X).P'(X) — n.P(X) = aX"°1. 

. Calculer P(0). 


. Déterminer les coefficients de P. 


OO OR & D 


Solution : 

1. Unicité : Soit (P1,Q1) un autre couple. On a (1-X)"(P — P1) +X”(Q — Q1) = 0. Donc X” divise (1 —X)"(P — P1). 
Comme X" et (1-X)" sont premiers entre eux, d’après le lemme de Gauss, X" divise P — P,. Comme ce dernier 
est de degé < n, P —P1 = 0. Par suite, Q = Q1. 

Existence : Les polynômes X et 1-X sont premiers entre eux. Il en est donc de même pour (1-X)" et X”. 
D'après la propriété de Bezout, il existe deux polynômes Po et Qo tels que (1 — X)"Po(X) + X*Qo(X) = 1. Reste à 


règler le problème des degrés. Or pour tout polynôme A de QIX], le couple (Po — AX",Qo + A(1 — X)") est aussi 
solution. A partir de là, on effectue la division euclidienne de Po par X” : Po = AX" +P avec degP < n. En posant 
Q = Qo+A(1-—X)" on a X"Q(X) = 1—-(1-X)"P(X). En regardant les degrés, on a n+ degQ = n+ degP et donc 
degQ < n. 

. En substituant 1—X à X on a X"P(1—X)+(1-—X)"Q(1-—X) = 1. Comme deg Q(1 —-X) = degQ < n, d’après l’unicité 
pécédente, on en déduit que Q(1 — x), qui joue le rôle de P est égal à P. 
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3. En dérivant (1 - X)"P(X) + X”Q(X) = 1, on trouve —-n(1 — X)"=!P + nX"71Q(X) + (1-X)"P! + X7Q'(X) = 0, soit 
GX)" 1(( —X)P' - nP) +X7-1(KQ' + nQ) = 0. On applique à nouveau le lemme de Gauss car Xl divise 
GX)" 1((1-X)P'-nP) et est premier avec (1-X)""! donc X"”! divise (1-X)P'-nP. Comme deg((1—X)P'—nP) < 
n— 1, on en déduit l’existence d’un a € Q (éventuellement nul) tel que (1 -X)P' -— nP = ax" 1, 


. On a (1-—0)"P(0) +0/Q(0) = 1 donc P(0) = 1. 
n-1l 
. On écrit P = 1+ » 


= n-1 n-1 
ax, Pi » kazXF°1, XP! = kayX®. D'où 
fil k=1 Ki 


n-2 n-1l n-1 
(=X)P'-nP= ÿ) (k+ Da + kazXF— + RAR 1 = XL, 
k=0 k=1 k=1 


On regarde, suivant les valeurs de k, le coefficient de xE. 
> k=n-1:-(n-1l)ay 1-hnan1-n=(1-2ñn)an 1 -n=a. 





n+k 
ak. 


» k=1,...,n-2:(k+1)ag:1 - kay - nay =0 soit (k+1)ag:1 = (n+Kk)ayr ou ay:1 = Es] 


> k=n-1:a=n. 


On trouve 
n-2+n 2n-3 
—— X x 


n—-2 


n+1l 
X 
2 
k=1 


x nn 
Sy 


=4] 


An-1 = 
n—-1 
k=n-2 


Q@n-2)) pr 
(n-l'{n-1)} ‘#17 
n+k-1 n+l 
— x X — 
k 2 


Soit An-1 = 
CGA+k=1) 


+k-1 
7 Kk{n-1l! =(x 


De même ay = 





21.6.4 Division euclidienne 


Exercice 21.26 
Effectuer la division euclidienne de À par B dans les cas suivants : 


1. A=X3+X2-2X+3et B=X2+2X-1 
2. A=XT+2X2-3X$-2X+4etB=X2+1 
3. A=X2+IX+3etB=X+2i 


Solution : 
. X$4+X2-2X+3—(X-1)(X2+2X-1)+(X+2) 
. X44+2X2-3X3-2X+4=(X2-3X+1)(X2+1)+(X+3) 
. X2+IX+3=(X-i)(X+2i)+3 
. X=0(X2+1)+X. 
. 2X2+4X-1=2(X2+3X-1)-2X+1 
. X2-1=0(X+2X-1)+X2-1 


Exercice 21.27 O 


4 A=XetB=X?2+1 
5. A=2X?2+4X-1etB=X2+3X-1 
6. A=X?2-1etB=X3+2X-1 





Soit P e K[X] et r et s les restes de la division de P par (X — a) et par (X — b). Quel est le reste de la division de P par 
X- a)(X-— b) ? (on déterminera ce reste en fonction de r, s lorsque a  b et si a = b, en fonction de P(a) et P'(a). 


Indication 21.5 : Lorsque a= b, utiliser la formule de Taylor. 


Solution : 
degR< 1. Donc R = aX+$ où a, fe K. 

— Si a # b, alors l'égalité précédente amène P (a) = aa +6 
PRE) 


ces deux équations et on trouve R = 5 
a— 


T—S br -as 
+ L 
b-a 
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bP(a) — aP(b) 


Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) € (K (XD? tel que P=(KX-a)X-b)Q+Ret 


et P(b) = ab+f. On résout le système formé par 


Pa . Comme r = P(a) et s = P(b), il vient 





— Sia=b, on écrit la formule de Taylor : 


P(X) = P(a) + (X— a)P'(a) + (X-— a)2Q(X) 


et le reste vaut alors| R = P(a) + (X-— a)P'(a) |. 


Exercice 21.28 Q 
Trouver le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1. 





Solution : En utilisant la formule de Taylor, on trouve 


X-—1D?+(X-1°Q 


— 1 
KZ LE NX D + 


où Q € RIX]. Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on trouve pour le 
reste 
n(n-1) 2 
Er X-1)+n(X-1)+1| 
Exercice 21.29 ©O 


Soient ae K etPeK[X]. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X- a)? en fonction de P (a) et P'(a). 





Solution : Par division euclidienne, on a : 
P=OX-a)+ax+p 


où QE K{X] et a, Be K et il vient P' = (Q' (X— a) + 2Q) X— a) + a. On remplace X par a dans ces deux égalités et on 
obtient le système : 


P(a) =aa+f 
P'(a) =«a , 


Le reste est donc :| P'(a)X + (P (a) — aP'(a)) |. 





Exercice 21.30 O 
Soient aeR et ne N*. Déterminer le reste de la division euclidienne dans R[X] de (Xsin a+ cos a)" par X2+1. 


Solution : Par division euclidienne, on a : 
(Xsin a+ cos a)" = Q(X +1)+aX+$ 
avec QE RIX] et a, Be R. On remplace X par les racines i et —i de X? +1, on obtient : 


= ai+f$ 
= ai+f$ 


On résout ce système, il vient : a = sin a et 6 = cos a. Donc le reste recherché est : | X sin a+ cos a |. 


Exercice 21.31 
Pour me N*et 9 ER, on considère Fm,9 = X2 _ 2X" cos m9 + 1 € CIX]. Vérifier que Fho est divisible par F1,9. 
Calculer le quotient. 





Solution : D'abord, il est bon de remarquer que F9 = [x - (ei°)”] [x - (en) D On en déduit que le quotient 


égale [X"-1+ .i0xm-2 4... + ein DP] [xml + x 24 + ein DÔ], Les coefficients se calculent plutôt bien. 1 

pour X?"-2, ei + 67 = 2cos9 pour X?"-$, e2%4+1+e"2% = 1+2cos29 etc. Pour la suite on prendra 9 £ 0 (mod n). 

Pour 0 < k< m-1, le coefficient de X* égale eitm-k-D8 im, itm-k-29 ,-itm-29 4 Qitm-k-D8 im-D9, On a la 

2i(k+D9 _ ik i(k+1)9 _ ,—i(k+1)9 

5 soite-ik8 € Pose e 

jÙ — i0 i0 —iÙ a 
e2iè 1] e ._eè—e 
sin(K&+1)0 


sin Ÿ 








somme d’une suite géométrique de k+ 1 termes de raison e?! 


sin(&+1)0 


sin Ÿ 
Une dernière vérification, car il en faut pour tous les goûts : Il s’agit de calculer les coefficients de 


. Les coefficients sont symétriques, c’est-à-dire que le coefficient de X2”-2-K est aussi 





Le —2Xcos9+1) (Sin OX TS +sin29X27$ + ...+ sin(m —1)9X" + sin mOX""1 + sin(m-1)9X" 2 + ...+ sin Ÿ). 
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Le coefficient constant vaut sin Ÿ, pour 2 < k< m-—1, le coefficient de XF vaut sin(k+1)9—2cossin k0+sin(k— 1) = 
sin &Ÿ cos Ÿ + cos kÿ sin Ô — 2 cos Ÿ sin k0 + sin k0 cos Ô — sin Ÿ cos KÔ = 0. 

le coefficient de X" vaut sin(m + 1)9 — 2cossinm9 + sin(m — 1)9 = sinmÜcosô — cosmÿsin® — 
2cosdsinmÿ + sinmÜcosÙ — sinlcosmŸ = —-2cosmÜsinŸ. En utilisant les symétries des co- 


efficients (on dit que ces polynômes sont réciproques. Voir aussi l'exercice 21.47 p.801 ), 
le coefficient de XF pour m+1 < k < 2m-1 est nul et celui de X?" vaut sin9. D'où 
(X2 — 2X cos 9 + 1) (sin OX2"72 + sin 29X2778 +... + sin(m — 1) OX" + sin mOX" L + sin(m—1)0X" 2 +... + sin) 

= sin 9 (X?" — 2X"! cos m9 + 1). 





Exercice 21.32 Q 
Vérifier que X” sin 9 — X.sin n9 + sin(n — 1)9 est divisible dans C[X] par X2—2X. cos 9 + 1 et calculer le quotient. 





Solution : Les racines de X? —2X cos9+1 sont e!? et e-ŸŸ. Vérifions qu’elles sont aussi racines du dividende. Pour e? : 

; ei? _ ei? ù einÿ a er inÿ eitr-Dù = ei DÔ 1 . | . . . ; | 

ein? ei à de - _— etes _ eit1-D9 _ et1+D9 Se ei Dù de eitr-D9 _ e-i@-D ] _ 
2i 2i 2i 2i k 

0. Comme le dividende est un polynôme réel, le conjugué de eŸŸ est aussi racine. 

On pose la division sans se dégonfler : 


X'"sin9 —X.sin nŸ —2X cos Ÿ 
X"-Lsin29 X72 sin Ÿ —X.sin nŸ 
2X"72 sin 29 cos Ÿ —X.sinnŸ sin(n-1)Ù +XT4 sin 39 + … 
X"-2 sin Ÿ(4 cos? 9 — 1) —-X.sinn®Ÿ sin(n-1)9 
X7-2 sin39 —-X.sinnŸ sin(n-1)9 


On peut donc supposer que le quotient est X"2sin9 + X"-Ssin29 + … + sin(n — 1)9. En remar- 
quant que sinx = Im(e*) on est amené à calculer bé nt +Xn 8020 4 + Ce (X- ei?) = 
eln(xr2+ x Soit +, +0 20){(x- 60) = (xl Qi D8) = Si0xn 1 _ iŸ, En multipliant le résultat 
précédent par X — eiŸ, (x"-26i9 + x7-8 28 +, + gitt-D8) (x2 - 2X cos 9 + 1) = e0x" — eir0x xl + it DO, 

En prenant les parties imaginaires des deux membres, on a bien le résultat annoncé. 


La partie imaginaire d’un polynôme P c’est bien sûr le polynôme Y (P = P). 


Remarque : On a aussi démontré que X" cos9—X""! — cos n9X+ cos(n— 1)9 est divisible par X? —2X cos 9+ 1 et que le 
quotient est X-2 cos9+X/73 cos29 +. + cos(n—1)9. 


Exercice 21.33 Q 
Soit n et m deux entiers naturels. 


1. Démontrer que si d| n alors xd_] [X7— 1. 


2. On pose n = mq+ Tr à la faveur d’une division euclidienne. 
Démontrer que X"—1AX"-1=X7-1AX"-—1. 


3. Démontrer que X"—-1AX"-1=X71M21, 


4. Soit a un entier naturel. Démontrer que a"-1Aa"-1=a 





nAm _] 


5. Montrer que si a et b sont deux entiers premiers entre eux alors V P € K[X], (P*— 1).(P?- 1) divise (P-1).(P4-—1) 


Solution : 


1. On écrit n = dk et on a immédiatement X" —1 = (x4)' —1=(X4-1)(1+X4+Xx24 +... +X4Œ-D) ce qui permet 


de conclure. 
d-1 


Sinon on écrit X{— 1 = El (x- exp| 
m=0 
X" — 1. Cela veut dire que X” — 1 est divisible par chacun des X —-exp( Zinkm donc par leur produit puisque toutes 
ces racines sont notoirement distinctes. 
. OnécritX"-1=X"4#HT_XT4+XT 1 = X" (KM q-1)+X-1=X (KM 1) (1+ XX + X2m + XD) EXT 21, 
Comme degX’ -1=r < m = degX/"' -1 on en déduit que X' —1 est le reste et X' (1+X"+X27+...+X7(4 D) 
est le quotient. Par application de l’algorithme d’Euclide, on en déduitX"-1AX"-1=X7-1AX"-—1. 


2inkm 


)): Cela veut dire que toutes les racines de X{ — 1 sont aussi racines de 





. On effectue en parallèle l’algorithme d’Euclide pour netm d’une part, et pour X" —1 et X”—1 d’autre part. Dans 
le premier cas on appelle ro, r1,...,rp,0 la suite des restes. D’après le résultat précédent, la suite des restes pour 
X"-1etX"-—-1 est X"0-—1,X"1—1,...,X/r —1,0. Dans les deux cas le PGCD est le dernier reste non nul. On en 
déduit bien que X"—1AX"-—1=X"r — 1 avec r, = n Am. Ce qu'il fallait démontrer. 
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4. On peut parfaitement appliquer la méthode précédente. 


5. On va commencer par démontrer le résultat pour P = X. On sait que X®— 1 divise X® —1 soit XP — 1 = Q1 (X4- 1). 
De même X% — 1 = Q (x — 1). Or on sait aussi que le PGCD de X*— 1 et XP - 1 égale X— 1. Donc on peut écrire 
X4-1=-(X-1)Q3 etXP-1=(X- 1)Q4 avec Q3 A Qu = 1. Donc on a Q1Q3 = Q2Q4. Q3 divise Q2Q4 et Q3AQu= Il, 


donc d’apès le lemme de Gauss, Q3 divise Q2. Autrement dit Q2 = Q3D. Résumons-nous : Le — 1) (X = 1) = 
DÉDDR NE Q ET EU EE) 
En toute généralité, on a (P48 —1)(P-1) = D(P(X)) (P4-1) (p? — 1). Ce qu'il fallait démontrer. 





Exercice 21.34 
Soit p : Z — K[X] un morphisme de d’anneaux. Alors V (a, b) € Z?, (a) À p(b) = p(a Ab). 


Solution : Soit d = an b. On écrit a= da’, b= db', avec a! A b'=1. 

Soient u, v € Z tels que ua! + vb! = 1. On a alors q(u)p(a') + @(v)p(b") = p() = 1, et donc (a!) et p(b') sont premiers 
entre eux. 

Comme (a) = p(d)p(a) et p(b) = p(d)p(b'), on a le résultat. 





21.6.5 Racines d’un polynômes 


Exercice 21.35 © 
On considère le polynôme : P = —6X° +4X2 +X4+X%+3X +9. 


1. Montrer que 3 est une racine double de P. 
2. Factoriser P dansR. 


3. En déduire toutes les racines de P dans C. 


Solution : 
1. Comme P (3) = P’(3) = 0 et que P"(3) Z0 , 3 est une racine double de P. 


2. P est donc de la forme : P = (X-— 3)? (aX + bX + c). Par identification, on trouve : 
P=(X-3)(X?+X+1)| 
: ; ss : 2ir _ZiT 
3. Les racines de X2 +X + 1 sont les racines troisièmes de l’unité:e 3 ete 3 donc: 
2 2im __ZiT 
P=X-3); |X-e3 ||X-e 3 


2ir 2; 
et P comporte une racine double : 3 et deux racines simples complexes conjuguées : e 3 ete 3. 





Exercice 21.36 © 
Montrer qu'il existe un unique polynôme unitaire P € R3[X] vérifiant : 


P(0) = P(1) = P'(1) =0 et P'(0) =2 


Solution : O0 est une racine simple de P et 1 est une racine au moins double de P. Donc P est de la forme 
P=X(X-1)2(aX+b) avec ,bEe R. Comme P’(0) = 2, on obtient b = 2 et comme P est unitaire, on a : a = 1. Donc 


P=X(X-1)/(X+2) | 





Exercice 21.37 © 
Soient a, b, c trois éléments non nuls et distincts de K. Démontrer que le polynôme 


_XK-DK-O ,XX-OX-& ,XX-@(X-b) 
7 a(a-b)(a-c) b(b-c)(b-a) c(c-a)(c-b) 


peut s’écrire sous la forme P = \(X-— a) (X— b) (X-— c) + 1 où À est une constante que l’on déterminera. 
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Solution : Par division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) € R[K] telqueP=Q(X-4a)(X-b)(X- c)+R où 
R = aX?+ BX+YE K [X]. Remarquons que P (a) = P (b) = P (c) = 1 donc a, b, c sont trois racines disctinctes du polynômes 
R-—1. Ce polynôme étant de degré < 2, ceci n’est possible que si R—1 = 0. On a doncR=1etP=Q(X-a)(X-b)(X-c)+ 
1. En raisonnant sur les degrés, il est clair que degQ = 0 donc Q = X est une constante. Le coefficient du terme dominant 


de P est 
1 1 1 1 


AN Teen eee x 


Exercice 21.38 © 
Quel est l’ordre de multiplicité de la racine 1 dans le polynôme X?" - nX"*!+nx"-1-1? 





Solution : On calcule P(1)=1-n+n-—-1=0, P'(1)=2n-n(n+1)+n(n-—1) =0, P'(1)=-n2(2n-1) Z0, et donc1 
est une racine d’ordre 2. 





Exercice 21.39 Q 

On considère le polynôme 
x? tu 
P,X = 1+X+ TÉL 


Montrer qu'il n’a pas de racine multiple. 


Solution : Supposons que P, admet une racine à € € d’ordre au moins deux. Alors P;(@) = P},(@) = 0. Mais 


2 n n-1 


Do) rar Me to 
Œ=1+a+t—+...+— e QD =1+A+—+... + ——, 
ï 2! n! # 2! (n-1)! 


n 
: : += œ . à ES 
Donc par soustraction de ces deux égalités, on a Te 0 et forcément à = 0. Mais P, (0) = 1 et on aboutit à une contra- 
n! 


diction. 





Exercice 21.40 O 
Trouver P € R;5[X] tel que —1 soit racine triple de P + 1 et que 1 soit racine triple de P — 1. 


Solution : Soit P un polynôme répondant aux hypothèses de l’énoncé. Alors il existe S = aX? + bX? + c € R2IX] et 
T = dX? + eX? + f E R2[X] tels que 
P=(X+1)/S-1=(X-1)T+1. 


On développe ces expressions et on identifie les termes de même degré. On obtient le système : 


a = d 

3a+b =e—3d 
3a+3b+c =f-3e+34 
a+3b+3c =-3f+3e-d 
b+3c =3f-e 

c—1 =-f+1 





dont l’unique solution est a = 3/8, b = -9/8,c = 1,d = 3/8,e = 9/8, f = 1. On en déduit que P = (x+1)°(3/8x? —9/8x+ 


1)-1=|3/8x° -5/4x° +15/8x | Réciproquement, on vérifie que ce polynôme est solution de notre problème. 


Exercice 21.41 O 





Soit 
Py=(X+ 1) 2x2 LT ERIX] 


Montrer que (X2 +X) divise P,. Est-ce que (—1) est racine double de P ? 


Solution : Comme X2+X = X(X+ 1) et que Ph(-1) = P, (0) = 0, le polynôme X2+X divise P. Par ailleurs, ne 


(2n+1)(X+1)2*-(2n+1)X27 et P,(-1)=-(2n+1) #0 donc —1 est une racine simple de P. 





Exercice 21.42 Q 
Soit ne N*. on considère Ph € RIX] défini par P,(X) = (2n—1)X"*2-(2n+1)X"*1+X2+X. 
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1. Calculer le quotient euclidien Q, de P, par (X-— 1)2. 
2. Démontrer qu'il existe un unique réel x, > 0 tel que Q;(xn) = 1. 


3. Etablir que la suite (x,) est convergente et préciser sa limite. 


Solution : 
1. On a P;() =2n-1-(2n+1)+1+1 = 0. Ps = (2n-1)(n + 2)x7#l — (n+1)(2n+1)X"+2X +1. D'où 
P,()=(2n-1(n+2)-(n+1)(2n+1)+2+1 = 0. Donc 1 est racine de P d’ordre au moins 2 et donc (X-— 1)2 
divise P,. On pose la division : 


Q@n-1)X"*2 -(2n+1)x"*1 de 
—(2n-1)X"+2 +(4n-2)X"1 (Qn-1)X" +... 


_ ñ 
C0, po ORNE 


Il semblerait donc que P, = (2n-— 1)X"(X2-2x+1)+P,_1 en posant s’il le faut Po = —X2-X+X2+X = 0. Vérifions- 

le : 

Py1+(2n—-1)X"(K2-2x+1) =(2n-3)X"*1-(2n—1)X"+X2+X+(2n—1)X"*2-2(2n-1)X"*1 + (2n—1)X" = 
n 


Q@n-1X"*?+[(2n-3)-4n+2]+X2+X = Ph. On en déduit que Pr = (X2—2x+1) D (2k- XF. 
k=1 


. On a Qh(x) = x+ 3x2 +...+(2n—1)x". Q, est une fonction strictement croissante sur [0,+cof, avec Q,(0) = 0 et 
lim Q — n(x) = +o. Donc l’équation Q,(x) = 1 admet une unique solution positive. Comme Q, (1) = n,ona 
X— +00 


0<xh< ll. 
. Ona Qn+1(Xn) = Qn(Xn) + (2n+ Ip =1++(2n+ Des >1=Qh+1(Xn+1). Donc, comme Q,:1 est croissante, 
la suite (x) est strictement décroissante. Comme elle est minorée par zéro, elle converge. Soit { = lim x,. Pour 
ñn— 00 
n+1l _ 


2n-1)x"*2-(n+1)x"tl#+x2+ x 
=0et lim (2n+1)x = 0. Donc lim ER ET RS _ 
n—00 n— 00 (x 1)2 


xe [0,1[, on a lim (2n-1)x"*? 
ñn— 00 


x2+x ee x2+x 
RE un G- 


13-1 1 
On a 1—-Q(£) = Q(xn) — Q(xn) + Q(xn) —- Q(L). Pour n>20na0< xp < X2 = v13 < > D'après la continuité 


2 
, Qn-1)xft2-(2n+1)x%*1! 
de la fonction Q sur [0,1[ on a Jim Q(xn) — Q(£) = 0. Par ailleurs Qy(xn) — Q(xn) = Dr = 
O0 n — 


, 


ren 1 il | 
donc |Qn(xn) — Q(xn)l < | — ————— et comme — <1—Xn < 1, Ona ——— <4 (toujours pour n > 2). 
2 (Xn — 1)2 2 (Xn — 2 
On en déduit que Jim Qn(xn) — Q(Xn) = 0. 
O0 


1 
Finalement, 1 — Q(£) = 0, donc L2+0=02-28+1 d’où £ = FL 





Exercice 21.43 Q 
On considère deux polynômes (PQ) e € IX]? vérifiant 


VzecC, [P(2)| =|Q()| 


Montrer qu'il existe ue C, |u| = 1 tel que P = uQ. 


Solution : Pourtout ae C, on a P(x) =0 — Q(a) = 0. Donc P et Q ont les mêmes racines. Comme tout polynôme de 
m 


€ IX] est scindé, le résultat est immédiat.Du moins tant que les racines sont simples. Sinon on écrit P = À El = ay)PE 
k=1 
m 
etQ=H El X-ax)%. Soit ko € [1, mm] Pour fixer les idées, on peut supposer px, < qk- En divisant par (z- ax, )PF0 
k=1 


m 
on obtient, pour z À x, |À El (z-ax)P#| = |u(z- ao) 7"07 PF ['-, (-ax)#|. Supposons l’espace d’un instant que 


k=1 kZk 
K#k0 2 


m 
dk > Pt On obtiendrait, en faisant tendre z vers ay,, |À El (ctko — ax) 
k=1 
kZko 
Vko € [1,m]. Ce qu'il fallait démontrer. Finalement, c'était bien immédiat. 


PK] = 0 contradiction. Donc ko = Pko> Et ce 





Exercice 21.44 VO 
Soit P ERIX] un polynôme de degré n > 0. 
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1. On suppose que P admet n racines réelles distinctes. Montrer que P' admet n— 1 racines réelles disctinctes. 


2. En déduire que pour tout a € R*, le polynôme Q = P? + 4? n’a pas de racines complexes multiples. 


Solution : 


1. Notons &,...,a les racines de P dans l’ordre croissant. Soit i € [1,ñn—1]. P est continue et dérivable sur le 
segment [a;,@&;:1] et P (a) = P(&;,1) = 0. D’après le théorème de Rolle, il existe c; € ]a;,@;,1[ tel que P'(c;) = 0. 
On démontre ainsi que P' admet une racine c; € ]a;,@;,1[ pour tout i € [1,n—1]. Donc P' admet donc n-—1 racines 
et ces racines sont toutes distinctes. 


. Par l’absurde, s’il existe à € C tel que Q(a) = Q'(a) = 0, on aurait 


P2(d+a? =0 
2P(œP/(4) =0 


et donc à n’est pas réel car P2(œ) + a? > 0. On ne peut pas avoir P (a) = 0 (car P est scindé), et donc P'(a) = 0. Mais 
comme P' est scindé, on aurait «ae R ce qui est absurde. 





Exercice 21.45 OC 
Trouver les racines de 


nin 
P(X) = X7E cos ka 
A k 


n 


k 
du binôme, Q = (X+ ci et Q = (X+ cn. L'ensemble des racines de P est exactement l’ensemble des racines de 


Q+Q. Soit a une racine de P. Comme Q (a) +Q(a) = 0, (a+ 20) = -(a+ ei) et il existe k € [0,n—1] tel que 


a+ et = ele) (a+ en) et 


Solution : Introduisons le polynôme Q = >= CE Il est clair que P = (e +0) 12. Mais d’après la formule 


: 2kx) 
À fre 2ÈX ; 
e Ce n Jia 


a=— 
2kx) : 


Qilr+2$x > 


On obtient ainsi n valeurs possibles pour a. Comme P est de degré n, il a exactement n racines dans C et les n nombres 
complexes de la forme précédente forme l’ensemble de toutes les racines de P. 





Exercice 21.46 ©Q 
On définit par récurrence la suite de polynômes (P) : 


Po=2, Pi=X 
VneEN, Py42=XPy41 Ph 


R 


. Calculer P; et P3. 


D 


. Déterminer le degré et le coefficient du terme dominant de P, pour tout ne N. 


U) 


. Montrer que pour tout ne N et pour tout ze C* : 


l 
= z"+— 
zn 


l 
z+— 
Z 


Pa 








EN 


. En déduire une expression simple de P, (2cos0) pour tout 6 ER. 


Un 


. Déterminer les racines de P, et en déduire une factorisation de P. 


Solution : 
1. Po=X2-2,P3=X2-3X. 


2. Par récurrence, montrons que pour tout n > 1, le coefficient du terme dominant de P, est 1 et degP, = n. La 


propriété est clairement vraie aux rangs 1 et 2. Soit n > 2. Supposons que le coefficient du terme dominant de 
P, et de P,-_1 est 1 et que degP, = n, degP,-1 = n—1. Comme Py+1 = XPy — Ph-1, il est clair que degP,+1 = 
degP, + 1= n+1 et que le coefficient du terme dominant de P, est 1. La propriété est prouvée par récurrence. 
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3. Démontrons à nouveau cette propriété par récurrence : Celle ci est vraie au rang 0. Soit ne N Supposons que la 
propriété est vraie au rang n et au rang n+ 1 et prouvons là au rang n+2 : 


1 1 1 1 
Pnr212+— Z+—-|Ph1112+-]-P,1z+- 
z 2 2 2 


l 
z+- ge —|274+— 

Z zn+ zh 
1 


zn+2 


zn+2 


La propriété est alors prouvée par récurrence. 


4. Soit8 ER. Par application de la question précédente et utilisation des relations d’Euler : 


: 1 
P,(2cos0) = P,le°+— 
eiû 


l 
eine 


eine 


5. La question précédente nous invite à chercher les racines de P, sous la forme z = 2cos@. Remarquons que 
si ZE [—2,2], il existe un unique 0 € [0,x] tel que z = 2cos@. Considérons donc 8 € [0,7] tel que P, (2cos0). 


On a alors : cos(n0) = 0 c’est à dire 0 = ——— avec k E [0,n—-1]. Les n nombres 2cos 


(Kk+17 on 
——— | pour 
n 2n 


ke [0,n—1] sont tous distincts et comme deg = n, ce sont les n racines de P,. Le coefficient du terme dominant 
de P étant 1 on obtient : 





PE [x-2008 | 


2n 


Exercice 21.47 


Polynômes réciproquesOn appelle polynômes réciproque un polynôme dont la suite des coefficients est symétrique. 
Par exemple 1—2X+X? ou 1+2X+2X? +X% sont réciproques. Voir aussi le paragraphe B.4.4 p.1176. 


1. 


& & © DR 


l 
Démontrer qu’un polynôme de degré n est réciproque si et seulement si V x E K*,P(x) = x"P Ë] 
x 


Démontrer qu’un polynôme réciproque de degré impair admet —1 comme racine. 
On suppose que P = (X+1)Q. Démontrer que si P est un polynôme réciproque alors Q l’est aussi. 
Démontrer que le produit de deux polynômes réciproques est réciproque. 


Résoudre x° + 3x4— 2x5 — 2x2 +3x+1 = 0. (On utilisera les questions précédentes et on se souviendra de 
l'exercice précédent). 

On considère la suite de polynômes : Po = 1 et P, = (1+ nX)Py-1 +X(1 AP (n > 1). Démontrer que les P, 
sont des polynômes réciproques. 


Solution : 


1. 


Si on pose P(x) = anx" + an-1x"7 


An-1 
xl 


1 


l a ra 1 
+...+4@x+ ao on a P|— +...+— + et donc x"P|—|= 
x x 56 


An+ An1X+.…. + 4x"! + ax". D'où le résultat. 


l 
. Pour P polynôme réciproque de degré 2p + 1, on a P(-1) = (- 1)2P+1p (=) = —P(-1). D'où le résultat. 


1 l l 1 
. Soit n = degP. On a degQ =n-1etVxeK*,P(x) = xp] on en déduit wp[=] = x" (= + vo(=] d’où 
x x x x 


(x+DQ(x = (x+1)x"71Q (:) d’où Q(x) = x"71Q (:) ce qu'il fallait vérifier. 


l l 
. Soit P et Q deux polynômes réciproques de degrés respectifs n et m. On a P(x) = x"P (:) et Q(x) = x”Q (=) 
x x 


| ; 1 el 1 re 
PQ est un polynôme de degré nm et on a PQ(x) = x"*”P [<) Q (=) LPO (<) ce qu’il fallait vérifier. 
x x 0 





. On a un polynôme réciproque de de degré impair. —1 est racine (évidente ?). On peut factoriser par (x+ 1) et on 


trouve (algorithme de Horner) x°+3x4-2x3 2x2 +3x+1=(x+1)(x+2x — 4x2 +2x+ 1). On est donc amené 


801 


1 l l 
à résoudre x? x2+—+2 X+— 4] 2072+2y-0 avec y = x+—. on trouve y = 1+V7 ou y = 1- V7. 
x x x 


1+V7+V4+2V7 1+V7-V4+2V7 
er. 


; 1 : : 
On résout donc x+-—=1+47 ce qui donne deux racines X = ———— et x = 
x 


2 
1-V7+V4-2V7 _1-V7-V4-2V7 
= 


1 : : 
x+— = 1-17 donne aussi deux racines X3 = = et x4 
5% 


; sans oublier x5 = —1. 


: ; l 
. Par récurrence, Po = 1 est réciproque. On suppose que P,-1 l’est aussi. On a alors Ph_1(x) = Cap, Û et 
x 


1 l 
P_.(H=(n- 1x 2p,_ (<) _ Sn Ë . D'où 
x x 


1 1 1 1 1 1 1 
x"P _ = (1 Gta _ Pret = SF Ë = :) Le =) =(x+n)Ph-1(x) + LOU (=) a Date, =) 
= (x+n)Pn 100) 22 P (0) +(n- Dax 1P; (x) + XP (9 -(n- Dax 2P; 100 = Pr-1(0)((x+n)+(n-1)x- 
n+1)+P}_,((-x2+ x 
= P;-1(x)(nx + 1) + por (x)x(1 — x). Ce qu'il fallait vérifier. 





Exercice 21.48 OC 
Déterminer tous les polynômes P e C[X] vérifiant : 


VxER, P(Z2ER 


Solution : Soit P = a,X"+---+ ap € C[X] vérifiant la condition de l’énoncé. Puisque ao = P(0), ao € R. Montrons que 
tous les coefficients de P sont réels. Considérons le polynôme 


P=anX"+... +4 


etH=P-P. Soit xeR, 
P(XH ER —> P(x) =P(x) 


Mais P(x) = anx" +: +40 = P(x). Par conséquent, 
VxEeR,H(x) =0 


Le polynôme H a donc une infinité de racines, il est nul et donc Vi € [0, n], a; = a;. Donc P e R[X]. Réciproquement, 
tout polynôme à coefficients réels vérifie la propriété. 





Exercice 21.49 OVQ 
Déterminer tous les polynômes complexes P tels que P(1— 2X) = P(X) 


Solution : Soit z une racine de P dans C. 1-22 est aussi une racine de P. On s'intéresse donc à la suite z, définie 


Par Zo = Z et Zn+1 = 1-27. L'étude est classique : on résout x = 1-—2x ce qui donne x = 1. Ensuite on regarde la suite 
auxiliaire Vn = Zn — À. On a Vyr1 = 1—-2Z7n 4 =1-2v, £ l= 2vh, autrement dit (v,) est une suite géométrique 
de raison —2. Elle prend une infinité de valeurs sauf pour vo = 0 soit z = 1. On a donc deux possibilités, 

e P=0. 


1 m 
e pa(x-:) ,À 20. 





1 m 
Dans le deuxième cas, P admet À comme coefficient dominant et P(1 — 2X) = À Ë —2X-— : admet (—-2)""\ comme 


coefficient dominant. On en déduit (-2)""=1etm=0. 
Réciproquement, les polynômes constants conviennent bien. 





Exercice 21.50 OVOQ 
Trouver tous les polynômes P € R[X] vérifiant : 


P(X2) = (X? + DP(X) 


Indication 21.5 : Trouver des racines de P, les mettre en facteur 


Solution : Soit P un tel polynôme. Alors P(i2) = 0, donc -1 est racine de P : ilexiste QE R[X] tel que P(X) = X+DQ(X), 
mais alors (X2 + 1)Q(X2) = (X2+1)(X+ 1)Q(X), donc Q vérifie 


QG) = X+1)QX) 
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(on peut simplifier par un polynôme non-nul). Alors Q((—1)?) = 0, et donc 1 est racine de Q : il existe R € RIX] tel que 
QD = (X— DR(X).R vérifie alors (X2 — DR(X?) = (X+1)(X— DR(X), c'est à dire 


R(X?) = R(X) 


Mais si on introduit le polynôme S(X) = R(X) - R(2), alors on montre par récurrence que Vn e N, S(22”) = 0, donc S 
possède une infinité de racines, donc S = 0 et alors R est constant. Finalement, il existe À ER tel que 


PX =AX+1)(X—1) 


Réciproquement, tout polynôme de cette forme convient. 





Exercice 21.51 OVOQ 
Trouver tous les polynômes P e R[X] vérifiant 
P(X?) = (P(X)) 


: : : D k 
Solution : Supposons P non-nul. Soit à € C une racine complexe de P. On montre par récurrence que VkeN, & est 
encore racine de P. Mais puisque P n’admet qu’un nombre fini de racines, il est nécessaire qu’il existe k e N° tel que 


2K_ ] 


avec 6 € [0,27]. 
6 


.0 ; .Q i— 
Comme (P(e!2))2 = P(ei), alors e'? est encore racine. Par récurrence, on montre que VkeNx,e 2E est encore racine. 
La seule possibilité pour qu’il y ait un nombre fini de racines est que 0 = 0, c’est à dire a= 1. 
Les seules racines de P sont donc 0 et 1. Donc P=AX"(1-X)?, À€R. Alors P(X2) = P(X)? —> AX2*(1-X)/(1+X)P = 


AX2"(1-X)2P et nécessairement, 


On vérifie réciproquement que les polynômes de la base canonique et le polynôme nul conviennent. 


Par conséquent, à = 0 ou alors a 1 =], et alors |[a| = 1. On peut alors noter à = ei 





Exercice 21.52 OVQ 
Trouver tous les polynômes P e C[X] vérifiant : 


P(X2)+P(X)PX+1)=0 (x) 


Solution : Soit P un polynôme solution de l’équation et «à e C une racine de P. En utilisant l'égalité (x), on montre par 
une récurrence facile que pour tout ne N, P(œ2") = P(x) = 0. Mais P possède un nombre fini de racines donc il existe 
N EN tel que a" = à Forcément, à = 0 ou alors ol = ], et alors |a| = 1. 

Mais l’égalité (x) amène aussi P((a— 1)2) = P(œ)P(a — 1) = 0, donc (ax — 1)? est aussi une racine de P et on doit avoir 
a—-1=0oula-1|=1. 

Les seules racines de module 1 sont — j où — j? (à l'intersection des cercles de rayon 1 centrés respectivement en 0 et en 
1) ou 1. 

Mais — j ne peut être une racine de P. En effet, comme (-j-1)? = j, j devrait aussi être une racine de P ce qui n’est pas 
possible car on n’a pas ji = 1| = 1. De même comme (- j? —1)? = j?, — j? ne peut être une racine de P. 

En conclusion, les seules racines éventuelles de P sont 0 et 1. Donc P = AXE (1 —X)P où k,peNetÀ\eC. Comme P doit 


vérifier (x), il vient que À = —1, et finalement| P = xéc —X)P | La réciproque est immédiate. 


Exercice 21.53 OVQ 
Soient deux polynômes (BQ)EeR IX]? et ke Nx. 


1. Montrer que (X-— 1) |P(XÉ) — (X-1)]|P. 
2. Montrer que (X?+X+ 1) | (P(X?)+XQ(X$)) — (X-1)|Pet(X-1)|Q. 





Solution : 
1. Si P = ao+ aX+--+ anX", alors P(XF) = ao + a X* ++. + ayX"Ë. Par conséquent, en notant Q = P(XÉ), si 
(X— 1) | Q, alors Q(1) = P(1) = 0. Donc (KX-—1)|P. 
2. En notant H = P(Xi) +XQ(X), puisque ble (tt DX- Fa on a H(j) = H(j?) = 0, c’est à dire 


P(D+jQ(1)  =0 
PE ONU 


On en déduit que P(1) = Q(1) = 0, c’est à dire que (X-1)|P etque (X-1)|Q. 
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Exercice 21.54 OVQ 
1. On considère le polynôme P = aX"+...+ ao € Z [X] un polynôme à coefficients entiers tel que a; 0 et ao À 0. 


On suppose que P admet une racine rationnelle — € Q où p A q = 1. Montrer que p | & et que q | an. 
q 


. En déduire une factorisation de P = 2X3—X2-X-—3 dans C. 


. Vérifier si le polynôme P = X5 + 3X2 + 2 est irréductible dans QIX] ? 


$ & N 


. Démontrer que p- q|P(1) puis, sans effort, que p + q | P(1). 
5. Factoriser dans R le polynôme 3X4 — 19X$ + 9X2 — 19X +6. 
Voir aussi le paragraphe B.4.3 page 1174 de l’annexe B. 


Solution : 


n 
Je Comme P [2 = 0, il vient : An +: + &1% + &o = 0 ce qui amène : 


AD ani. + AD ot pq 0 


Comme anp"=-{an-1p"q+...+apq" + aq"), q divise ap" et comme p et q sont premiers entre eux, 
q divise a,. On montre de même que p | &o. 


. Le résultat prouvé dans la question précédente nous invite à vérifier si 3/2 est une racine évidente de P, ce qui est 
2ir 2im 
le cas. On vérifie alors que| P = (2X —3) (x- +) (x- +) 


. Si le polynôme P n'était pas irréductible dans Q IX], il aurait une racine plq € Q avec p A q = 1. Comme pl2 et 
q|1, cette racine doit être un des entiers relatifs : +2 ou +1. On vérifie qu'aucun de ces nombres n’est une racine 
de P. P est donc irréductible dans Q [X] 


. On écrit q"P(1) = a"(po-P[?) = an(q"-p") + an-1q(q"1- pt) +. aq" K(qK 1 pK) +... + 


ag" \(q-p). 
Orvke[1,n],p-q divise ajq""*(q#-1- pK) 
somme q"P(1). 

Maintenant, q est premier avec p — q (Bezout, algorithme des différences ou tout ce que vous voudrez) donc q" 
est premier avec p — q. Il est l’heure d’utiliser le lemme de Gauss : p — q divise P(1). 

Pour démontrer sans effort que p + q | P(1), on applique le résultat précédent à Q = P(-X). 


aq" #(q= p) (a D me) donc il divise leur 


. Comme il n’existe pas de méthode simple pour factoriser un polynôme de degré 4 un jour d’oral, il faut chercher 
les racines rationnelles : On a & = 6 et an = 3. P(1) = —-20 et P(—1) = 56. 








1 1 
Les candidats sont donc 3° — 3’ — 3 3 Après division par (3X— 1)(X—6) on a 3x4 


19X% + 9X2 — 19X +6 = (3X— 1)(X — 6)(X2 + 1). 
Remarque : Lorsqu'on programme la recherche des racines rationnelles, le raffinement avec P(1) et P(-1) est 
inutile. Lorsqu'on travaille à la main, il n’est pas de trop. 
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Exercice 21.55 
Soit P € C[X], non constant, n’admettant aucune racine complexe. P(X) = ao+aX+...+anX",(an #0,n>1) 
1. Démontrer que ao À 0. 
1 
IP(2)° 





2. On considère f : z— 


n-]l 
> Démontrez que VzeC,|P(z)| > |anl.|2l" - 3 lal.lzl*. 
k=0 


> Démontrez que Ve > 0,3ME > 0,12] > Me — f(a<E. 
> Démontrez que si (Un)nen est une suite de nombres complexes qui converge vers £ e € alors la suite (f(Un))neN 
converge vers f(£). 


3. On pose € = f(0). 
»> Démontrez que f est majorée sur De = {ze C,|z] < Me}. (On pourra penser au théorème de Bolzano-Weïerstrass 
au milieu d’une démonstration par l'absurde.) 


»> Démontrez qu'il existe une suite (Un)nen telle que (f(un))nen converge vers la borne supérieure des f(2) 
pour z € D.. (On pourra penser au théorème de Bolzano-Weïerstrass ). 


»> Démontrer que f est majorée sur €, et que m = sup f (2) existe. 
zeC 


> Démontrez que 1z'€C, f(z') = m. Déduisez-en que m # 0. 
P(z+ 2!) 
4 O = ———— 
in pose Q(z) PA 


> Démontrez que A(by)1<K<n € €”, QX) = 1+b1X+...+ b,X" avec bn # 0. 
> Démontrez que inf lQC2)l =: 
ZE 


5. Soit p la valuation de Q(X) — 1, c’est-à-dire le plus petit indice k > 1 tel que by Z 0, et soit à une racine pè" de 
— by. 

n z k 
Ÿ be (£) 
k=p+1 œ 
> En prenant z réel dans ]0, 1[ et en faisant tendre z vers zéro, quel théorème avez-vous démontré ? 


> Démontrez que VzeC,1<|1-z?|+ 








Solution : 


1. On a & = P(0). Comme P n’a pas de racine, 40 # 0. 
n=1 n-1 
2. æ Ona + agz = P(2) - a,z”, donc d’après l'inégalité triangulaire, >. agzk <|P(z)|+|a»hl|zl". 
k=0 k=0 
n-]l k n-]1 k 
Donc |P(2)| > alla" -|Y axz°| > lala" - Ÿ Iallzl*. 
k=0 k=0 
n-]l ; n-1 ak 1 
On pose, pour r > 0, g{r) =|anlr"- ÿ laglr" =lanlr"|1- ÿ |— = 
Kk=0 k=olan|r" 
n-1 
Comme lim 1-— 
T—+00 k=ol An rank 
comme f(z) > g(|zl), on a pour |z| > Me, f (2) < €. 


La démonstration est identique à celle de la propriété pour les fonctions (continues) de R dans R et les suites 
réelles. On remplace simplement les valeurs absolues | | par des modules | |, c’est dire si ça ne se voit pas ! 


ag| 1 


1 
=]1,ona Jim g(r) = +oco. Donc VE > 0,3ME4 > 0,r > Me = g(r) > -. Et 
Etes € 


Supposons que f ne soit pas majorée sur D... Alors VneN, un € De, f (Un) > n. Comme la suite (Un)nen est 
bornée, d’après le théorème de Bolzano-Weïerstrass, on peut en extraire une sous-suite (un,.) Len dui converge 
vers £. On aurait alors f (u»,) > nx > k et donc lim f{(un,) = +o et lim f(un,) = f(@). Contradiction. 

n—0co n—0co 


L'ensemble {f(2) | ze D} est non vide et majoré. Il admet donc une borne supérieure m. D’après la carac- 


térisation de la borne supérieure, V n e N*,uy € De, m — 1 < f(un) < m. Toujours d’après le théorème de 
Bolzano-Weïerstrass, on peut en extraire une sous-suite (un,.) Len dui converge vers z'. On a alors m— + < 
m— T < fun.) < M. La limite de la suite f(un,) est m d’après la propriété des gendarmes, et f(z/) d’après 
la question 2. 

> OnaVzeD,,f(2<metVzéD,,f(2)<Ee= f(0)< m. Donc m est un majorant de {f() | zeC}. C’est aussi 


la borne supérieure et le maximum puisque m = f(z'). 


> L'existence de z' a été vue plus haut. m =0 voudrait dire que = 0 ce qui est impossible. 


IP(z) 


l 
4. » Q est un polynôme de degré n qui vérifie Q(0) = P&) x P(z/) = 1. D'où le résultat. 
2 
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> OnaVzecC,iQ(z)|= f(z!) x 1 0e Comme |Q(z2)| = 1, on a bien inflQ(21 = 1. 
ZE 


= NN ———— 
f(z+ z! fiz+z m 
zP 


Z z\P L z k P L k . z)\P ZzP. 
5. > OnadoncQ(£Z)=1+b,(£)"+ Y b&(<) =1-2+| bk(£) puisque b, (£) Te cars 
p 


k=p+1 k=p+1 


n k 
—zP. Il ne reste plus qu’à écrire 1 <|Q (2)| <|1-#1+| ÿ by (£) grâce à l’inégalité triangulaire. 


k=p+1 Se 
br #k-p-1 


> On prend z=t réel dans ]0,1[, on a|1-—tP|=1-—1?. On a donc tP < An pe 
k=p+1 À 


2 b 
puisl<t 5 + tK-P-1|, On fait tendre t vers zéro pour obtenir 1 < 0. 
k=p+1 x 
L'hypothèse de départ, à savoir que P n’admet aucune racine complexe est donc absurde. 


On a donc démontré par l’absurde le théorème fondamental de l’algèbre. 





21.6.6 Factorisations de polynômes 


Exercice 21.56 Q 


Décomposer en produit de polynômes irréductibles dans € [X] puis dans R[X] les polynômes suivants : 





1. Pi=Xt-1 5. Ps=(X2-X+1)+1 

2. P>=X°-1 6. Pé=X6-X°+X1-XS+X2-X+1 
3. P3=Xt+X2+1 7. Pr=(X2+1) +(X2-xX-1) 

4. Pa=X6+1 8. Pg=X8+X1+1 


Solution : 
2ik 
1. Dans CIX] : p1 = Ilz203 (x- +] =|[X-DX+DX-;i)(X+i)|et dans R[X], en appariant les deux racines 
complexes conjuguées : P1 =|(X-—1)(X+1) Le +1) | 


2ikr 2ir AiT Gi Bi 
. Dans CX] : p1 = H-o4 (57) =|X-1)IX-e ]lx-e ]le-<#) (x et dans R[X], en ap- 


; ; ; : TT AT 
pariant les racines complexes conjuguées : P2 =| (X-—1) Le —2cC0s es +1][xX2-2cos 5 +1}! 


. On a : XT+X2 +1 = (X2 + 1)? — X2 = 2 +X+ D'EXC 1)| Les discriminants des deux polynômes 


de ce produit sont négatifs, donc la décomposition de P3 dans RIX] est P3 = (X2 + X + D(X2 — X + 
1) . Par ailleurs : X2+X +1 = (e+ HS) [x4 ES) et X2-X+1 = (x-285)fx- LS) CLNP3— 


fc =) fc =) x_ =) (x- =) | 
2 2 


2) 2 


; : : .Ck+Dr no 
. Les six racines de —1 sont données par les complexes e 6 avec k€ [0,5]. La factorisation dans € de 


. Ck+Dr 3 : = 

P4 est donc : Xx6 +1] = IE +) = {x e17/6) (x eins) {x 15116) (x e7157/6) = i) (X + i). 

En appariant les racines complexes conjuguées, on obtient la factorisation de P4 sur R : P4 = 
(X2- V3X+1)(X2+V3X+1)(X2+1). 

, Ps=(R2-X+1) +1=(X2-X+1+i)(X2-X+1-i)=(X-1+H)X-1-HX+DX-D=(X2-2X+2)(X2+1) 

. Comme 1-X7 = (1+X+..+X6)(1-—X), (14+X)P6 = 1+X7. Mais 1+X7 = | donc P6 = 

non (X- ca ii On apparie les racines conjuguées pour obtenir la factorisation de P& dans R. On obtient : 


P5 = (X?—2cos27/7+ 1) (X?—2cos47/7+ 1) (X?—2cos67/7+ 1) 
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Pen res es 
(R2+xX-1+:(X2+1))(X2+X-1-15(xX2+1)) 
(A+nX2+X-1+15)((1-HX2+X-1-i) 


(x- —) (X+1-i) (x- —)cc+1+ i) 


On en déduit la factorisation sur R : P7 = (X2-X+1/2)(X2+2X+2) 


8. Comme dans la question 3., on commence par décomposer le polynôme bicarré Y*+Y? +1. On a : Y*+Y2+1= 
(Y2+1)2-Y2 = (Y2+Y+1)(Y2-Y+1). Alors Pa = (X4+X2 + 1)(X4— X2 + 1). On recommence pour ces deux 
polynômes bicarrés. On obtient finalement que 


Pg = (X2+X+ 1)(X2 = X + L)(X2 + V3X + L)(X2 — V3X +1) 


et on en déduit la factorisation de Pg dans C : 


= (x- ee) (x- 0e) (x- EE (x- gr] (x- ie) (x- ce (x- ca) (x- cu) | 





Exercice 21.57 OC 
Factoriser sur C[X] et sur R[X] le polynome X27-2X"cosa+l(ae R). Écrire l’égalité obtenue en substituant 1 à X. 


, n_1 ., 2ik ._2ik 
Solution  : XX cosu til = (ten) (et AI El (x- eat #) fx- ue 
k=0 


nl 2 2kx . 2kn 2 (na 
Il x —2cos[a+—)x+ 1). On en déduit 2(1 — cosn®) 1 cos (a+ —)) ou sin (2) 
n n 
n-1l 
k 
2 |] sin [a+ —]. 
k=0 7L 





Exercice 21.58 ©Q 
Factoriser sur R le polynôme 


XX-1) XX-1)(X-2) XX DR -REd 
- © 


P=1-X+ —  — |. 
2! 3! n! 





Solution : Soit ke [1,n]. Prouvons que k est une racine de P : 


P() ei. En D EE ei EEE 1) 


0-0 


(1- 1)F d’après la formule du binôme 
0 


) 


1} 
Comme P est de degré n, il admet au plus n racines et nécessairement : | P = EE X-1)X-2)...(X-n) |. 
n! 





Exercice 21.59 NAN 
SoitneN,n>2. 
1. Factoriser dans C [X] le polynôme : K+1)"—-(X-1)" 
2. En déduire pour tout me N*, [[?” cotan TE et T7, cotan TZ . 


: . . * 2m kr 
3. En déduire aussi pour tout me N, pi cotan 7: 
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1. Remarquons que degP = n—1. Il nous faut alors trouver les n — 1 racines de P dans €. Remarquons que 1 n’est 
pas une racine de P. Soit xe C\{1}. On a, avec w = e2inin : 


x+1\" 
P(x1=0 = | =] 
x-1 


x+1 
x—1 
& 


2kell1,n-1 = WF on reconnaît des racines nième de l’unité 


K+] 


w£—1 
eikx/n 4 -ika/n 


2kefl,n-1 1 


1kefl1,n-1 en factorisant par les angles moitiés 


a eikr/n _ ,-iknin 








k 
2kell,n-1 x=-icotan _ d’après les formules d’Euler 
n 


n-]1 
kT 
Comme le coefficient du terme dominant de P est 2n, on obtient alors| P =2n El (x+ icotan —) L 
k=1 fe 


2. On suppose ici que n = 2m+1. On identifie les termes constants entre l’expression développée et l’expression fac- 
our 
2m+1 2m+1l| 


kr 


5) = 2 ce qui amène :| [ ] cotan 


torisée de P. On trouve alors que : (2m+1) IDÉLS (- icotan 


+k —k+1 
Remarquons que pour tout k € [1, ml], Ie EL =T— MEET donc 
2m+1 2m+1 


Il cotan 


(m— | 


m 
Il cotan 1] cotan(- 


I cotan x (—1) 7 x [l cotan 


E=1 2m+1 


#1 
st El cotan 1 
2m+1 


2m+1 2m+1 2m+1 


1 


car pour tout x £ 0 [n], cotan (n — x) = — cotan x. Finalement : I cotan L 
2mt1 V2m+l 


3. En développant avec la formule du binôme, on remarque que le COCROERE du Esre de degré n—2 dans P est nul. 
On en déduit que la somme des racines de P est nulle, ce qui donne Y}_, lcotan On retrouve facilement ce 
résultat en utilisant la relation cotan (n — x) = - cotan x. 


nn 





Exercice 21.60 OVCQ 
On note 
&={PERIXI|1PQ)ERIXI, avec P = Q?+R?} 
1. Montrer que & est stable pour la multiplication. 
2. En déduire que & = {PER[X]|VxeR, P(x) > 0}. 


Solution : 
1. SiP\=Q+RŸe&, Ps = Q2+R2e 6, alors P1P2 = (Q1Q2 + R1R2)° + (Q1R1 — QoRo)? et P1P2€ €. 
2. Effectuons un raisonnement par double inclusion. L’inclusion direct € est clair. Montrons l’inclusion réciproque 
>. Soit P e R[X] un polynôme positif. Décomposons P en produit de polynômes irréductibles normalisés de R [X] : 


œ ax 
P=Ap pe 


où les P;, pour i € [1,k] sont soit des polynômes de degré 1, soit des polynômes de degré 2 à discriminant 
strictement négatif. 

Si cette décomposition contient effectivement des polynômes de degré 1 alors P ne peut être positif. Il change 
de signe en la racine de ces polynômes. Donc la décomposition de P ne contient que des termes de degré 2 de 
la forme X? + pX + q où p,q € R sont tels que p? —-4q < 0. Mais un tel polynôme est élément de & car il s’écrit 
X2+ pX+ q = (X- p/2}? +(/q- p?l4)? € &. Comme & est stable pour le produit, on en déduit que P € & ( la 


2 
constante À est nécessairement positive et elle s’écrit par exemple À = 0? + (Va) ; 
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21.6.7 Relations entre coefficients et racines 


Exercice 21.61 ©O 
Trouver une condition nécessaire et suffisante sur À pour que 


Et ee er en 


possède deux racines de somme 1. 


Solution : Notons x1,x2, x3 les racines de P. Supposons, quitte à re-indicier les racines, que x1 + x2 = 1. D’après les 


relations coefficients-racines, on sait que x1 + X2 + x3 = —. Une condition necessaire est donc que la troisième vale — 5: 





Par conséquent, P(—-1/2) = 0 d’où À = -3. On vérifie facilement que la réciproque est vraie. 


Exercice 21.62 Q 
Soit P(X) = X? +2X2-7X + À e C[X]. Trouver À pour que le carré d’une racine de P soit égal à la somme des carrés des 
autres racines. 


Solution : Notons x1,x2, x3 les trois racines de P. On suppose, quitte à les renuméroter, que = 4 + 1 On écrit les 
relations coefficients racines : 


O1=X]+X2+X3=—-2 O2 = X1X2 + X1X3 + X2X3 = —7 O3 = X1X2X3 = —À. 


Donc 26 = ref —202 =18 et 1 = 9. On trouve alors À = —24 ou À = —12. On vérifie que À = —-24 convient. En effet, 
dans ce cas les racines de P sont x3 = 3,x1 =-5/2+iV7/2 et x =-5/2-iV7/2 et on a bien i< = + 1 Si À = —-12 


alors les racines de P sont x3 = —3 et x1 = 1/2+V17/2, x = 1/2-V17/2 et on n’a pas 1 = 4 +28. Donc seul 
convient. 





Exercice 21.63 MN 
Montrer qu'il n’existe pas de triplet de réels (u, v, w) vérifiant : 


u+v+w=3 et uv+vw+wu=6 


Indication 21.5 : Utiliser les relations coefficients-racines et le théorème de Rolle. 


Solution : Si un tel triplet (u, v, w) existait, les réels u, v, w seraient racines de P(X) = X3—3X2+6X+0c d’après les 
relations coefficients-racines. Mais d’après le théorème de Rolle, P' posséderait alors deux racines réelles distinctes, ce 
qui est faux. Un tel triplet n’existe donc pas. 





Exercice 21.64 VO 
Trouver les racines dans C du polynôme X* —X$ —7X? +X+6 sachant qu’il possède deux racines dont la somme est 0. 


Solution : Notons &,@2,@3,04 les racines de P et supposons que & +2 = 0. Écrivons les relations coefficients racines 
pour P : 


dy + 2 + O3 + O4 = 1 

dy 2 + 1 A3 + A1 A4 + A2 3 + A2 O4 + A3 O4 = —7 

1203 + A1 A2 04 + 1 34 + HU 3 04 = — 1 

XA2X3 04 — 6 
De la première, on tire que à3 + &4 = 1. La seconde se re-écrit (@1 + &2) (@3 + &4) + œ1@2 + 304 = —7 et il vient que 
102 +304 = —7. La troisième équivaut à o1 2 (@3 + &4) + A3 04 (ay + 2) = —1 et donc on a 12 = —-1. Comme les réels 
©, 02 satisfont le système 


O1 + 2 

A1 X2 = —] 
ce sont les racines du trinôme X? — 1. Donc on a par exemple œ& = 1 et à = —1. 11 vient alors que 3,04 satisfont le 
système 


3 + 4 =] 
304 = —6 


ce sont les racines du trinôme X?-X—6 = (X—3)(X+2). Donc æ& = 3 et o«4 = —2. Les racines de P sont alors : 


ESPN) 
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Exercice 21.65 OQ 
Soit P=X®+X-— 1e C[X]. On note x4 avec ke [1,3] ses trois racines complexes. 


1. Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines sont distinctes. 
2. Effectuer la division euclidienne de X° par P. 
3. En déduire la valeur de 


3 
5 
Be » XE 
k=1 
Solution : 


1. Par l'absurde, si x est une racine double de P, alors P(x) = P'(x) = 0. Mais P'(x) =0 —> 3x2+1=0 — x= 


. 
V3 


qui ne sont pas des racines de P. Donc toutes les racines complexes de P sont simples. 
2. On trouve que X5=(X2-1)P(X)+X2+X—1. 
3. Si xx est une racine de P, alors = (Le — 1)P(xg) + . +X£ —1 = ” + xx — 1. On peut alors exprimer la somme 


cherchée en fonction des fonctions symétriques élémentaires des racines de P. Si 61 = x1 + xX2 + x3 = 0 et si 
O2 = X1X2 + X1X3 + X2X3 = 1 alors 


3 
S= D xf+01-3=07-202+01-3=-2-3=[-5| 


k=1 





Exercice 21.66 ©Q 
Trouver m € € pour que le polynôme 
P=X*+X7+mX+6€eCIX] 


possède deux racines x1,x2 vérifiant 
X1 + X2 = X1 X2 


Déterminer alors explicitement ces racines. 
Solution : Notons x1, x, x3 les racines de P. En écrivant les relations coefficients-racines, il vient que : 
X1+X+X=-1 XX2+X1X3 +X2X3 = M X1X2X3 = —6 
En supposant que x1 + x2 = x1 X, de la deuxième et la troisième relation, on tire 
(1 + X2)X3 = —-6 —> x1Xx2 = m+6. 


Mais de la première, on tire aussi 
(-1-x3)x3 = -6 — x+x-6-0 


et par conséquent, l’une des racines de P doit être égale à 2 ou alors à —-3. Etudions les deux cas : 

— x3 = 2 : comme P(2) =0, m= -9 et alors P = (X—2)(X2 +3X —3). Alors comme x1,x sont les racines du trinôme 
X2+3X-—3, X1X2 = —3 et X1 + X2 = —3 conviennent. 

— x = -3 : comme P(-3) = 0, m = —4 et alors P = (X+ 3)(X2 — 2X + 2) et dans ce cas, x1 X2 = 2, X1 + X2 = 2 conviennent 
également. 


Exercice 21.67 OVQ 
Trouver les triplets (x, y, z) € C3 solutions de 





Solution : Exprimons ces trois quantités en fonction de o1 = x+y+2, O2 = xy +x2z+ yz et 63 = xyz. On a x? + 
1  o2 


il : : ! ; : 
y+a= 0? —202 et—+—+—=—. Si x,y,z sont solutions du système d'équations de l’énoncé, alors on doit avoir 
X Y Z 03 


Ô ’ ; À 
O1 = 1, 0? —202 =9et 1 d’où l’on tire 61 = 1, 62 = —-4 et ü3 = —-4. Alors x, y,z sont racines du polynôme 
03 


X$—01X2+02X-03=X°-X72-4X+4=(X-1)(X-2)(X+2) et donc| (x, y,z) = (1,2, —2) | à permutation près. On vérifie 
que réciproquement, ces Valeurs, à permutation près, donnent des solutions au système. 
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Exercice 21.68 OVQ 
Résoudre dans C, 
21 + 2 + Z3 =0 
1Z1l=1221= 1231 = 1 


Z1 22 73 — 1 


Solution : Il est clair que les racines cubiques de l’unité 1, j et j? sont un triplet de solutions. 
Soient trois complexes (21, 22, z3) vérifiant les conditions. Ils sont racines du polynôme 


P(X) = (X— z1)(X — 22)(X — 23) = Ve — (21 + 22 + 2x + (2122 + 2123 + Z2Z3)X — Z1 2223 = 0 


Mais puisque |Z1| = |Z2| = |Z3l = 1, et que Z12223 = 1, 


l l D — 
212 +123 +22 = —+—+— = 73 +22 +21 = 21 +22 +23 =0. 
Z3 22  Z 


Par conséquent, les complexes z1, 2, z3 sont racines du polynôme P(X) = X3 — 1. Ce sont donc les racines cubiques de 
l'unité : {Z1,22, z3} = D Te) 


Sinon, en considérant les points M4 d’affixes respectives 24, l'égalité z1 + 22 + z3 = 0 se traduit par O est le centre 
de gravité de M\M>M3. Comme on a |Zl = |21| = |z3l = 1, O est aussi le centre du cercle circonsrit. Les médianes 
sont donc aussi médiatrices, donc M1M2M3 est équilatéral. Quitte à changer la numérotation, il existe «à tel que zx = 


exp (ia + 2e). La troisième égalité 1 z2z3 = 1 dit alors que o = 1 ce qu'il fallait vérifier. 





Exercice 21.69 OC 


: JS . - X(I) — acost 
On considère une vraie ellipse G) 


y =  asint 
si et seulement si leurs paramètres (ty)1<x<a Vérifent t1 + f2 + f3 + ta = O[2x] (passer en eit). 


, & 4 b? Démontrer que quatre points (M;)1<;<4 Sont cocycliques 


Solution : Une intersection se détermine simplement lorsqu'un ensemble est déterminé par une équation cartésienne 
et l’autre en paramétrique. Ici cela fournit la solution. On considère un cercle d’équation x? + y? +2ax+28By+ y = 0 qui 
coupe l’ellipse en quatre points M;(acos t4, bsin tx) qui vérifient a? cos? ty + b? sin? 4 + 2aacos ty + 2bB sin ty + y = 0. 
2itk —2it 2it —2it it —2it itk _ D=2it 
, CEE EEE C te CC TC rt CRE C RE CRETE ai —. : 
Soit a on = Er + D + A +y = 0. En multipliant par e?'# : 
i 
2_p2 Bi pe D = pe 

ab ;; : a +b ;; : ; db ; À +. 

etitk + (aa — ibB)e*Ÿ#*x + HS + (aa + ibB)e'tr + nn 0. Donc les e'* sont des racines distinctes 

2 _p2 np 2H T2 
a -b . a” +b . a“ —b 
du polynôme : re + (aa — ibB)X$ + nn. + (aa + iDB)X + —— 
db? 


exp (i (f1 + {2 + fa + t4)) et d’autre part es = 1. D'où le résultat. 
a =D" 


. Le produit des racines vaut d’une part 





Exercice 21.70 VV 
Juliette se réveille à la fin du cours d’algèbre du mardi après-midi. À ce moment précis, elle entend le professeur 
dire : ".. et je vous donne comme indication que toutes les racines sont positives et réelles." En levant les yeux vers le 
tableau, elle découvre une équation du 20°" degré à résoudre à la maison, qu’elle essaie de recopier à toute vitesse. 
Elle arrive seulement à voir les deux premiers termes : x2° — 20.x!° avant que le professeur n’efface complètement le 
tableau. Heureusement elle se souvient que le terme constant est +1. Pouvez- vous aider notre héroïne à résoudre cette 
équation ? 


Fibarcocan A 


Solution : Facile ! Si on appelle a1,.…, a20 les racines. On a &20 = 1. On est dans le cas d’égalité 





de l’inégalité arithetico-géométrique, donc tous les ay sont égaux à 1. 
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Fractions rationnelles 


Pour bien aborder ce chapitre 


Les fractions rationnelles sont aux polynômes ce que les nombres rationnels de Q sont aux entiers relatifs de Z. On 
construit ainsi un corps contenant l’anneau des polynômes. Cette construction peut s’adapter à tous les anneaux intègres. 
Elle ne sera qu’évoquée dans les lignes qui suivent. 

Comme les polynômes, les fractions rationnelles sont des objets abstraits, plus algébriques qu’analytiques. Par exemple 
la dérivation est purement formelle. 

L'essentiel est de savoir calculer avec les fractions rationnelles, et ce ne sont pas les calculs qui manquent. 

Vous devrez donc apprendre un certain nombre de techniques qui pourront vous éviter de vous noyer. Après quoi, vous 
verrez en fin de chapitre des applications surprenantes des fractions rationnelles. 

Lapartie la plus utilitaire de ce chapitre reste l’application au calcul de primitives. 


22.1 Fractions rationnelles 


Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C. 


22.1.1 Définition 


DÉFINITION 22.1 © Fractions rationnelles 


P(X) 


Une fraction rationnelle est un « quotient » de deux polynômes PQ € K[X]. On la note F(X) = ——. On note K(X) 


QX 





l’ensemble des fractions rationnelles. 


22.1.2 Égalité de deux fractions 


: : P P / ; : 
On dit que deux fractions Et a sont égales si et seulement si 
1 2 


P1Q2 = P2Q1. 


Pi P5 ns : . 
Autrement dit — et @ sont des écritures d’une même fraction. 
1 2 


Remarque 22.1 Si ô=PAQ, alors P = P,0 et Q = Q10 avec P1 A Q1 = 1 et alors ô = L &- On peut également 


diviser au numérateur et au dénominateur par le coefficient dominant du polynôme Q1. Dans la suite, on considérera 
donc uniquement des fractions rationnelles de la forme F = à avec PAQ= 1 et Q un polynôme unitaire. 


22.1.3 Polynômes 


P 
On assimile les polynômes P de K[X] aux fractions + de K(X). En particulier le polynôme nul de K[X] est assimilé à la 


0 
fraction nulle . de K (X). 
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22.14 Opérations sur les fractions 
On peut définir la somme et le produit de deux fractions rationnelles par les formules suivantes : 


P1(X) P2(X) 


F X — » F X — 
PIE 0100 To 








et 
12 2K1 FF 12 


Q1Q2 CE Q1Q 


Les sommes ou produits de fractions ne dépendent pas des écritures choisies. 
Muni de ces lois, (K (X),+, x) est un corps commutatif. K[X] en est un sous-anneau. 


F1 + Fo = 





22.15 Degré d’une fraction 


DÉFINITION 22.2 © Degré d’une fraction rationnelle 


P 
Soit une fraction rationnelle F = G € K (X). On appelle degré de EF : 


degF = degP-degQ eZ 





On vérifie que la notion de degré d’une fraction rationnelle ne dépend pas de l’écriture choisie. 
On vérifie que le degré des fractions rationnelles prolonge le degré des polynômes, c’est-à-dire que 


P 
degP = deg + 
7 
KE 


PROPOSITION 22.1 
On a les mêmes propriétés que pour le degré des polynômes : 


deg(F1 + F2) < max(degF\,degF)), deg(F1P2) = degF1 + degF2 


Lorsque F # 0, le degré de F est un entier relatif. Lorsque F = 0, degF = -co. 


DÉFINITION 22.3 © Zéros, pôles d’une fraction rationnelle, fonctions rationnelles 


P 
Soit F = — e K(X). On rappelle que P et Q sont premiers entre eux. Les racines de P s’appellent les zéros de F et les 


racines de Q les pôles de F. Si @ désigne l’ensemble des pôles de F, on peut définir la fonction rationnelle associée à 
F: 
K\Z — K 
P(x) 
QG) 


X —> 





Remarque 22.2 Un pôle ae K de la fraction F = 
multiplicité k du polynôme Q. 


, est dit de multiplicité k e N, lorsque le scalaire a est un zéro de 


Al 


DÉFINITION 22.4 © Dérivée d’une fraction rationnelle 


P 
Soit une fraction rationnelle F = Q € K (X). On définit formellement la dérivée de cette fraction rationnelle par la formule 


P'Q-PQ' 
= FAO 


F' 
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Remarque 22.3 On associe la fonction rationnelle dérivée associée F:K\2— K. Cette fonction dérivée coïncide 
avec la dérivée usuelle de la fonction F lorsque K = R. On vérifie aussi que cette dérivée des fractions prolonge celle des 
polynômes. 


22.2 Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle 


PROPOSITION 22.2 © Partie entière d’une fraction rationnelle 


A 
Soit une fraction rationnelle F = E e K (X). Il existe un unique couple (E, G) € K [X] x K (À) tel que 


F=E+G 
degG <0 


Le polynôme E est appelé la partie entière de la fraction F. 





Démonstration 

+ Unicité. 
On suppose que F = E1 + G1 = E2 + G2 avec E1,E2 € KIX] et G1,G2 € K(X) avec degG1 < 0 et degG»2 < 0. On en déduit 
E1 — E2 = G2 — G1. Donc deg(G2 — G1) < 0 soit deg(E1 — E2) < 0. Le seul polynôme qui a un degré négatif est le polynôme nul. 
Donc E1 = E> et donc G2 = G1. Ce qu’il fallait vérifier. 

+ Existence. 
on effectue la division euclidienne du polynôme A par le polynôme B : A = BE+R avec degR < degB et alors F=E+ . avec 


EeK [IX] etG= . de degré strictement négatif. 
PROPOSITION 22.3 © Partie polaire d’une fraction rationnelle 
: : : A 2 one 
Soit une fraction rationnelle F = B € K (X) et un pôle ae K de multiplicité K : 
B=(X- a)FB avec B(a) Z 0 
Il existe un unique couple (C, D) € K[X]? de polynômes tels que 


C 
F= r et deg(D) < &k 


= + —— 
B (X-a) 





A 
La fraction rationnelle De est appelée partie polaire de la fraction F relative au pôle a. 
— 4 











Démonstration 
e Unicité. _ . : ce és 
On écrit F = ar + L = + = avec deg(D1) < ket deg(D2) < k. On en déduit que 1 — He L et donc 
B (X-ak B  (X-ak B &- a)k 





(C1 — C2)X a)* = (D2 Di)B. On en déduit que a est une racine d’ordre au moins k du polynôme (D - D1)B donc du 
polynôme (D2 — Di) puisque B(a) # 0. a est une racine d’ordre > k d’un polynôme de degré < k : Ce polynôme est nul. D2 = D 
et par suite C1 = C2. Ce qu’il fallait vérifier. 

- Existence. 
Dans un premier temps on ne s’occupe pas du degré de D : Comme B(a) # 0, B et X— a sont premiers entre eux. Il en est donc 
de même pour B et (X- at. D'après la propriété de Bézout, il existe deux polynômes U et V vérifiant 


AX) =UXX- af + VB). 


Dans un deuxième temps on s'occupe du degré de D : On effectue la division euclidienne de V par (X— a)F. Il existe deux 
polynômes Q et D avec degD < K tels que 
V=QX- a) +D. 


En remplaçant V, on obtient À = (U +Q)(X- a)* + DB, ce qui donne le résultat en prenant C=U+Q. 


PROPOSITION 22.4 © Coefficient associé à un pôle simple 
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P 
Si une fraction rationnelle F = Q est de degré < 0 avec Q(X) = (X — a)V(X), où V(a) Z 0, la partie polaire de la fraction F 


: À : DES 
relativement au pôle simple a est de la forme = : 





C’est le résultat précédent dans le cas particulier k= 1. 


Remarque 22.4 
Pour trouver le scalaire À, on peut : 


P 
° Multiplier (22.1) par (X— a), puis faire x = a dans la fonction rationnelle associée. On trouve que : | À = _. L 
a 


- Utiliser la formule de Taylor pour Q, et obtenir . Cette formule est très utile lorsqu'il est difficile de trouver 





le quotient V du polynôme Q par (X— a). 


22.2.1 Décomposition en éléments simples dans C (X) 


THÉORÈME 22.5 © Décomposition dans C (X) 
Soit une fraction rationnelle F = Q € € (X), avec la décomposition du polynôme Q en éléments irréductibles qui s’écrit : 


Q=X-a)%...(X- an)" 


Alors la fraction F s’écrit de façon unique sous la forme 


F=E+ 


A À Lio 
D dE 00 de 
X-a (X-æ) X- a) 
Ani An2 Anar 
+ ——_—_— + …. + Rene EN AE 2 eee 
X—-an (X- an)? X- an) 


où la partie entière E € C[X] est un polynôme nul, ou de degré deg(P) — deg(Q) et où les coefficients À;; € C sont 
complexes. 





Démonstration 
e Unicité. 
On part de l'écriture 








À À 
F-E+| 11 ss 
X-a (X-a) X- a) 
X-an (X-an) X- an)°n 


et on réduit chaque partie polaire au même dénominateur : 


EE 5e APRES. 
au = an) 


Chaque polynôme Dy = Ag, (X- ap) 1 +...+ Aka, Vérifie deg(D}) < az. D’après la proposition 22.3, les polynômes D} sont 
uniques. Il en est de même des coefficients À4,,1 < p < àj qui sont les coordonnées du polynôme DX dans la famille libre 
X- ap) P. 

- Existence. 
La proposition 22.3 utilisée jusqu'à épuisement des parties polaires donne 


D1X) DrX 


FE + ————— ++ ——— 
&- a)°1 X— an)" 


avec deg(D}) < ag. La fraction rationnelle E est une fraction sans pôle, c’est donc un polynôme. Comme la fraction 


DD. DnX 
= a)" = an) 
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est de degré strictement négatif, E est donc la partie entière de F. 
Il ne reste plus qu’à obtenir les coefficients Akp:1< p <aÿ qui sont les coordonnées du polynôme D} dans la famille génératrice 
X- ap)K P. 


Remarque 22.5 Tous les coefficients Aga, Sont différents de zéro. 
Exercice 22.1 , 
Décomposer les fractions rationnelles F(X) = ne et G{X) = XI dans € (X). 


Solution : Pour chaque fraction, tous les pôles sont simples. 
Pour F, en multipliant par X — a où a vaut successivement 1, —1 et 0, on trouve : 


X-4 2, 5/2 


4 
RIRE IR Ne 


En effectuant un développement limité à l’infini à l’ordre 1 de f(x) = HET de deux façons différentes on 
x—1)(x+1)x 
—3/2  —5/2 
trouve d’une part : f(x) = o(À) et d’autre part : f(9 = ——+——+-+0(1). Ce qui est bien cohérent. Cette 
x x x 


vérification simple et rapide est à retenir. 


PR P ; 

Pour F(X) = ÉÊ on utilise À4 = EUUR Les pôles sont les exp (aix) ,0<k<n-Il. 
QX Q'(a) 

2ikx | 


exp| F } : 1 
———— , On en déduit ——— = 
n X7—1] 


Q(X) = X"— 1, Q'(X) = nX"71, Q/ (exp{2x)) = n-1 exp| 





Recherche des coefficients associés aux pôles multiples 


P 
On suppose que F(X) = Q avec degF < 0 et Q(X) = (X— a)"V(X) avec (V(a) À 0). La décomposition de F s’écrit alors 














À À À UX 
— + ht 7 Put (22.2) 
X-a) X-a) X-a)}" VX 
— En multipliant (22.2) par (X — a)" et en faisant x = a, on trouve À; ; 
À 
— Sinest petit, (n <2), on retranche x d a à F, et on recommence pour trouver Àh-1 etc; 
— 4 
P 
— Sin2>3,on fait le changement de variables Y = X — a, F(Y) = enr et on effectue une division selon les puissances 
1 


croissantes (ou un DL(0, ñn — 1)) à l’ordre n— 1 : 


Pi = Vi(ao+ @YŸ+:-+ an 1Y"Tl)+R avec val(R)>n 





On a alors : ” à ; 
0 1 n-1 
FE Gtpmrt ot É 5 
et on trouve les coefficients À1 = 4y_1, À2 = 4n_2,..…. 
Exercice 22.2 
Dé CC Let bons tele ED = en 
écomposer dans es fractions rationnelles = ———— e 2 —— — 
P XX 1} R= DIX 


Solution : Pour F, on commence par déterminer la partie entière en posant la division euclidienne de X° +1 par 
X(X—1)2. On trouve X° + 1 = (X?+2X + 3)X(X — 1)? + 4X27 —3X + 1. On obtient donc E(X) = X?+2X +3. Donc F(X) = 
A C 
X2+2X+3+—+ + —. 
X (X-1)2 X-1 
On trouve À = 1 par multiplication par X. Pour la partie polaire relative à 1, on pose X = 1+Y. En utilisant les techniques 


1+y)°+1 
des développements limités : = = (2+5y)(1— y) + o(y) = 2+3y+o(y). D'où B =2 et C = 3. Finalement, 
y 


XS+1 : 1 2 3 
—— = X +2X+3+—+ Te 
X(X—1)2 X (X-1)2 X-1 
Autre méthode, en utilisant le fait qu’il n’y a qu’un seul pôle d’ordre 2 : 
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nr Fe ; 4X2-3X+1 A 

On détermine la partie entière et on écrit F(X) = X° +2X +3 + —————— = X°+2X +3 + — + ——— + ——. 
X(X-—1)2 X (X-1}? X-1 

détermine À = 1 comme précédemment, et B = 2 en multipliant par (X— 1). Ensuite en écrivant le développement limité 


1 2 
. On trouve d’une part : fi (x) = o(À) et d’autre part : f1(x) = — + Gp + 
x (x- 


On 


4x2 —3x+1 
à l'infini à l’ordre 1 de f1(x) = - 
C 1 C 


——=-+—+0o(À) D'où 1+C=4etC=3. 


X—1 ZX x 
B (G; D 


À 
On écrit G(X) = — + al R- 1 + m1 dr On a À = 1 facilement. Pour la partie polaire relative à 1, on 
+y l 


+ 2) 

__—_ On détermine donc un développement limité à l’ordre 3 de =l+— = 
YA + y) l1+7y 1+7y 
2 Viet Va — ÿ° + o(y?). D'où B=2,C=-1,D=1,E = -1. On vérifie après coup que A+E = 1+(-—1) = 0, le coefficient 
de L dans le développement limité à l’infini à l’ordre 1 de g(x). 


X=1)X X (X-1}4 (X-15 (X-1Z X-1 


pose x = 1+ y. g(1+ y) = 





Finalement, 





Remarque 22.6 Trois astuces à retenir pour obtenir des relations entre coefficients : 

— multiplier par x? et faire x — +oo (ou prendre la partie entière des fractions résultantes) ; 
— Utiliser la parité éventuelle de la fraction ; 

— Donner une valeur particulière à x (x = 0). 


Exercice 22.3 


X+2 
Décomposer dans € (X) les fractions rationnelles F(X) = 


DR 27 DR -27 et G(X) = 


=D 


À B 
Solution : On écrit la décomposition à priori : F(X) = Tes + =D + R=2> + => 


+y + =G+:ypa+2n +00) = 
PGI (y=1} RSA 
3+7y+o(y). D'où À =3 et B = 7. On détermine C = 4 en calculant F(K)(X - 2)? en 2. En écrivant le développement 


limité à l’infini à l’ordre 1 de F(x) on obtient B + D = 0 soit D = -7. 
X+2 3 F 4 4 7 


R=DX-22 1 XD. QE 2. 


On écrit la décomposition à priori : G(X) = 


. On pose x =1+7y, 


on a F(1 + y) = et on détermine un développement limité à l’ordre 1 de 


Finalement, 
à + Ê O 1+ G(1+ y) 

. Un DOSE X = , On 4 = 
PTE ENTE To “ 1 


1+ 1+ 1 l 
a. et on détermine un développement limité à l’ordre 1 de te = (ia nr +0(y) = —-+o(y). D'où À = 
y<(2+ y}? (2 + y}? 4 4 


et B = 0. On écrit aussi G(X) = —-G(-X) PRE ER RS PE  eE RSR 
. (-X-1)2 (-X-1) (X+1 (-X+1) X+1)2 (X+1) (X-1}2 
1) 
D'après l’unicité de l’écriture de la décomposition en éléments simples, C = —A = == et B = A = 0. Finalement, 
X l l l 
æ@-n2 4-07 &+1/ 








22.2.2 Décomposition en éléments simples dans R(X) 


Une fraction rationnele de R(X) est aussi dans € (X). On peut comme telle lui appliquer le théorème 22.5. Comme ses 
pôles non réels sont conjugués deux à deux, on peut additionner les parties polaires correspondant à ces pôles conjugués 
pour obtenir : 


THÉORÈME 22.6 © Décomposition dans R(X) 


P 
Soit F = Q e R(X), où la décomposition en facteurs irréductibles dans R[X] du dénominateur s’écrit : 


Q=X-a)2...X- a) 02 + biX+ ca)... (X2 + b,X+ ch) 
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Alors la fraction F s’écrit de façon unique : 


F=E+| 


An À Ar | 
+ —_>©Ù + + — ++ 
X-a (K-æ) X- a)" 
À nl À n2 non | 
+ —_>©Ù + + — 
X-an (X- an) R— an) 
( biX + Or1 , —H2 + Ô12 Lo Hip: 1B1 Jr 


X+hXta +rhX+o} CrbhX+a)à 


Hp1X + Op1 Hp2X + Üp2 à Hpp X + O pfy | 
X2+b,X+c) (X2+b,X+ cp}? 2 + byX + Cp}Pr 


où la partie entière E € R[X] est un polynôme nul ou de degré degP — degQ, et tous les À;;, bij, Ô;; sont des réels. 
Le premier groupe est formé d'éléments simples de première espèce et le second groupe d’éléments simples de seconde 
espèce. 





La recherche de la partie entière et des coefficients des éléments simples de première espèce se fait comme précédem- 
ment ; 
— On peut utiliser une décomposition dans € (X) et regrouper les éléments simples correspondant aux pôles conjugués 
pour obtenir les éléments simples de seconde espèce ; 
Si X2+ pX+q={(X- a)(X—a), on peut multiplier la décomposition par (X? + pX+ a)? et faire x = a, puis X= 4; 
Utiliser les remarques précédentes pour trouver des relations entre coefficients. 

Exercice 22.4 


1 
Décomposer dans R(X) les fractions rationnelles F(X) = Xn = G(X) = 


HX 


C+x+17 © +R -12" 


2ikn 
‘ ë = exp| 2n ] 
Solution : On a déjà vu la décomposition sur € : F(X) = — » —————— 
2h 4 n x- exp Zikx 
qui correspondent aux valeurs de k opposées. Restent k = —n, (pôle —1) et k= 0, (pôle 1). Enfin 


exp(2lx) exp(-2ikx) _ 2cos[Æ)x-2 


. On regroupe les pôles conjugués 


1 1 1 1 n-1 2cos[Et)x 2 
—— = — | + — + ———————————————— 
ON ET SRE CON éix2-2cos[Æt)x +1 


Un jour l'Empereur voulut engager un conseiller qui soit aussi sage que savant. À cette fin il fit réunir tous les prétendants 
au poste dans une pièce fermée par une lourde porte sur laquelle était une serrure aussi imposante que complexe. Il leur 
fit savoir que le premier qui passerait cette porte serait nommé mais qu'ils devaient prendre garde à ne pas bloquer la 
serrure auquel cas tous seraient livrés à leur sort. 

Tous les prétendants se mirent fébrilement à observer, à mesurer la serrure, à effectuer de longs et savants calculs pour 
percer le mystère du mécanisme. Tous sauf un qui méditait dans un coin de la pièce, insensible au brouhaha. Alors 
que l’excitation était à son comble parmi les doctes savants, l’adepte du zen se leva, alla droit sur la porte, en tourna la 
poignée et s’en alla. 

La serrure G(X) est déjà un élément simple. Les Empereurs et les interrogateurs sont parfois facétieux. 


AX+B CX+D E 
———© + —— + + — 
R2+1)2 X2+1 (X-1)2 X-1 
l+7y 
(A+ y)2+1)27y2 
l+y 1+7y 1 1 l 


Mens 272 US .D'où E=-etF=--. 
(A+ y2+1)2y2 10 + 7 + 20 10 nee n 


On écrit la décomposition à priori : H(X) = . On s'occupe de la partie polaire rel- 


ative au pôle 1. On pose y = x-—1, H(1+ y) = . On détermine un développement limité à l’ordre 1 de 


Calcul de À et B : On multiplie par (X2 +1)2 et on calcule la valeur des deux membres en i. Ai+B= EE = 
i i 

Ho 

Calcul de C et D : On soustrait — 


1 X2+1). 1 
2(X2+12) (&-12)  2&2+D(X-1)2 


l l 
=--—, D'où A=0etB=--. 
D ? 

1 X l 1 


à chaque membre. Or 


2 X2+1)2 Œ+12X-1Z  2R+17 


Maintenant on multiplie par (X2+ 1) et on calcule la valeur des deux mem- 
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1 1 j 
bres en i. CD D oc 

2(i—-1)2 —4i 4 

Final : X 1/2 ñ 
inalement, => = © + — 
X2+1)2(X—1)2  (X2+1)J2 X2+1 
Exercice 22.5 n 
Décomposer dans R(X) la fraction F(X) = T'ES PS ENT 


: B : C F DX+E " EX+G 
X+13 (X+1)2 X+1 (K2+X+1)2 X2+X+1 


cupe de la partie polaire relative au pôle 1. On pose y = x+1, F(y-1) = 


Solution : On écrit la décomposition à priori : F(X) = . On s’oc- 


Fe 0 On détermine un développement 
il 
limité à l’ordre 2 de ———— = 1+2y+ y? +o(y?). D'où A=1,B=2etC=1. 
tes AE 


Calcul de D et E : On multiplie par (X2+X + 1)? et on calcule la valeur des deux membres en j. Dj+E 


l 
— —— = -]. D'où D=0etE=-I1. 
1+3j+3j2+1 
l l l 
Calcul de F et G : On soustrait -—— à chaque membre. Or > + — = 
X2+X+1)2 X+1(K2+X+1)2 (KX2+X+1)2 
1 1 1 X$+3X72+3X+2  (X+2)(X2+X+1) 
—__————— ——————— || a 
X2+X+1)2 | (X+1) (X2 +X + 1)2 (X + 13 (X + 1)3(X2 +X + 1)2 
transformé le pôle d’ordre 2 en pôle d’ordre 1, on est sûr que la factorisation existe ! Maintenant on multiplie par 
352 
X2+X+1 et on calcule la valeur des deux membres en j. Fj+G= ip = —(j+2). D'où F=-1 et G= —2. 
d) 
1 l 2 Il 1l X+2 


= G+ TE = 


Miracle ? Non. Comme on a 





Finalement, ©  °#? +4 + 2 2 - ——_—— 
X+DS(R2+X+1)2 (X+135 (X+1)2 X+1 (X2+X+1)2 X2+X+1 
Exercice 22.6 : 
Utiliser la décomposition de la fraction FX) = == pour trouver la limite de la suite de terme général 
X(X + 1)(X +2) 


n i 
1e 2 KE + 1) (&+ 2) 


1/2 


— + — 
l l l l 1 1 es 

EF(&K)==|--—|--|—— -——|.LAa sommes, se télescope en — |1-— . La limite deS, 
21K k+1 2[Kk+1 Kk+2 2 n+l 212 n+2 


égale donc —. 
égale Er 


Solution : Tous les pôles sont simples, et on obtient simplement F(X) = . On peut donc écrire 





Exercice 22.7 
a. Soit f la fonction arctan. Décomposer f'(x) dans C(X), puis utiliser cette décomposition pour calculer explicite- 


ment f(x). En déduire les zéros de fl”. 
1 


1—2X cos 9 + X2° 
1-XcosŸ 


1—-2Xcos9+X2 


b. Calculer les dérivées successives de F = 


c. Calculer les dérivées successives de G = 


Solution : ; : 1 
a. ! UE — — || —— + 
fo x2+1 2i[x-i x+i 
be tabl 1 1 
En dérivant n — 1 fois cette égalité, on obtient f (x) = CLR — — — |. 
2i (x—i)t  (x+i)”? 
Sr Din) ee) 
2i (x2+1)7 
de degré n —1. Son coefficient dominant égale n. Les racines sont les solutions de (x+i)" = (x-—i) 
exp{ziln)+1 exp{4x) + exp[-ikx) 
]cœ- i), k=0,...,n-—1, soit pour k=1,...,n-1, X= i—————%>;i——— -z 
exp{an) 1 exp{#kt) -exp[-itx) 
cotan (&). Ces n-—1 racines sont distinctes car la fonction cotan est strictement décroissante sur ]0;r[. Ce sont donc 


(— 1) nl n-1l 
+1)" 


1 
On peut écrire Fou) = . Le polynôme P,(X) = … (X+i)?—-(X-;i)") est réel, 
i 


"soit x+ 


2ikn 
n 


i= exp| 


kT 
Xx—cotan (=) 
n 


les n— 1 racines de P,,. Donc Fo CE 





819 





b. F(X) = 





Ne nes Donc F-D(x) = Es D" D! | (x ei)" (X ai) 
2isin9 (X-e XxX-e-i/ 2isinŸ (1-2Xcos9 +X2)” 


(Xe )" {x ei)" est de degré n- 1. Ses racines sont les solutions de (z-e-?)" = {(z-e 


. Le polynôme 


EN . 
Mots el 


—i(0+Kkx/n) i(O+KT/n) ; 

; ; ; ; 2 Re. ; e —e sin(9 + Kkx/n) 

cree), Soit z(1-e2ikun) = ei _ ei e2iknin SO Z = = — 
e-iknin _ Qikn/n sin(kr/n) 

1,...,n-—1. 


Comme le coefficient dominant de (Rec _ Dec égale -2insin®9 on en déduit que F-D(x) = 


n-1 ; 
sin(9+Kx/n) 
D tn ]] (x- re 
K=1 


» 


sin(kr/n) 


(1-2Xcos9 +x2)" 


Exercice 22.8 


Soit un polynôme P = 3 arX® de degré n à coefficients réels n’admettant que des racines réelles simples. 
k=1 

p' 

a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F = T° 


b. En déduire que VxEe R, P/(x)P(x) < P'(x)2. 
c. En déduire que le polynôme (P')? - PP" n’a aucune racine réelle. 


Vérifier que Vke{l,...,n—1}ay_1.4+41 < a? 


Solution : 





P'(xx) _ : 


a. . On calcule \x = —— = 
P( P'(xx) 


p' P _p! 2 n 1 
On dérive les deux membres (en dehors des pôles) pour obtenir ARR ESEE =— D. =:  Ù, Liné- 
P<(x) il (x — Xp) 


galité reste vraie pour les racines de P. 


Donc les seules racines réelles de (P'}?- PP" ne peuvent être que les racines de P. Mais si xx est racine de 
PP"-—(P')2, alors ag serait aussi racine de P’ et donc racine double de P ce qui est impossible. 


D’après le théorème de Rolle, P' est aussi un polynôme à coefficients réels n’admettant que des racines réelles 

simples. Il en est de même de sa dérivée k— 1-ième. On en déduit que VxeR, PA+D (pK (x) < po (x)2. En 
particulier pour x = 0, PÉ+D (0)PÉ-D (0) < PA (02, soit (k+ D'ags1(k— llar-1 < (KI)? a? 

k2 

donc 4y+144-1 < 4? 4. 

k+1Uk-1 k K(K+ D) k 


22.23 Moralité 


On peut traiter les parties polaires séparéments. 
Il est déconseillé de soustraire la partie entière. 


Traduction du théorème d’existence et unicité : Pour obtenir les coefficients, tous les coups sont permis ! 


Pour les pôles simples : multiplication par (X— a) et valeur en a, ou P/Q' lorsqu’on ne connaît pas explicitement la 
fraction. 

Pour les pôles multiples : Division suivant les puissances croissantes ou développement limité. 

Exploiter la parité ou plus généralement les symétries. 

Regarder le comportement à l'infini. 

Prendre une valeur particulière. 
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22.3 Exercices 


22.3.1 Fractions rationnelles 


Exercice 22.9 


Résoudre dans R, 
1 1 1 1 1 1 l 1 


+ + = 0. 
X X+2 x+4 x+6 x+8 x+10 x+12 x+14 


: 1 l 1 1 1 1 l 1 
Solution  : — + + | — + — | — + ES 
x+14 x+2 x+12 x+4 x+10 x+6 x+8 
1 1 














er PE LE ele c 


x= —7 est solution. Pour trouver les autres solutions, on suppose x £ —7, en posant y = (x+ 7) l'équation devient : 


1 1 1 1 3 1 : 
Peso mon 


12,32,52,72 yY= 19+6V5 & x=-7+119+64V5 soit x = —-7+V 19-645 sont les seules solutions autres que x = —7. 
Exercice 22.10 


Soit FE C(X). On suppose qu’il existe P1,P2,...,PA dans C[X] tels que : F" + P,F#-l+#...+P, =0(n > 1) Démontrer 
que F e C[X]. Commentaire. 





Solution : On pose F = P/Q, P et Q sont deux polynômes de C[X] premiers entre eux. En chassant les dénominateurs 
on a P+PP#1Q+...+P1Q" = 0, soit P'=-Q(P,P"1Q+...+P,Q" 1). Donc Q divise P". Comme Q est premier 
avec P"1 d’après le lemme de Gauss, Q divise P, donc F = P/Q est un polynôme. 

Sinon, on peut appliquer le résultat de l’exercice suivant pour établir que F n’a pas de pôle. 





Exercice 22.11 
Soit FE C(X). On suppose qu’il existe G1,G2,...,Gn dans C(X) tels que : F" + G1F-1+...+Gy=0(n> 1) Démontrer 
que l’ensemble des pôles de F est inclus dans la réunion de l’ensemble des pôles de (Gy)1<t<n- 


Solution : On pose F = P/Q, P et Q sont deux polynômes de C[X] premiers entre eux. En chassant les dénominateurs 
on a P'+GP#1Q+...+G:Q" = 0. Soit z un pôle de F. z est donc une racine de Q. Supposons que z ne soit un pôle 
d’aucun G+4. C’est donc aussi une racine de P" = -— (G.P"1Q +...+GrQ”). C’est donc une racine de P. Ce qui contredit 
le fait que P et Q sont premiers entre eux. 

Sinon, on peut appliquer le résultat de l’exercice précédant : On pose Gy = Px/Q+ où les PE et QE sont deux polynômes 
de CIX]. On appelle M le ppem des Q4. En multipliant l'égalité par M" on obtient (FM)"+G1M(FM)"!+...+GnM"= 0. 
Chacune des fractions Px = GxMŸ,k= 1..., n est un polynôme, donc P = FM est un polynôme, donc les pôles de F = P/M 
sont parmi les racines des (Gk)1<k<n- 





Exercice 22.12 
Quelles sont les fractions de C(X) qui sont des dérivées (de fractions rationnelles) ? 


À 
Solution : Ce sont les fractions rationnelles dont les coefficients À des éléments simples x sont tous nuls. Exemple 
Re) LAN 
X2+1 2i[X-i X+i 


n’est pas une dérivée. 





Décomposition sur C 


Exercice 22.13 


Décomposer en éléments simples dans C(X), F(X) = x 





Solution : La décomposition s’écrit 
FX = ÿ 
120 À — 


PC) _ Op 


Q'(wx) now"? 


1 
= — et donc 
n 


On utilise la formule y = 


1221 ] 


D 


F(X) = 
N £=0 X — Wk 
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Exercice 22.14 


: | we n. 
Décomposer les fractions F(X) = 


pan @= xx 


Solution : On trouve : 





1 “n 
4 16 
+ 
Do TE X-1 (X-1} 
” 2 
+ 
(X-1)? 
Exercice 22. 15 
Dé X2+1 
ÉCOMPOSET ———— 
POSE ZX DA 


X2+1 4 1 4 3 2 2 


Soluti —— = — + — + ——— — ——— + à 
DETTE CE EEE TEE TENTE 








Exercice 22.16 
Décomposer FX) = XX D" puis GX) = XX-1D7 
1 n 
Solution : La partie polaire de F relative au pôle nul est obtenue par multiplication par X : x ” La partie 
l 
polaire de F relative au pôle 1 est obtenue par développement limité à l’ordre n—-1 de y"F( + y) = Te à 
d/ 
1-y+...+(-1 y 4 o(y 
1 1 1 De 
Finalement ————— = = ———— +...+ 
X(X-—1)7 (X-1}7 (X-1)7-1 X-1 X 
La partie polaire de G relative au pôle 1 est obtenue par développement limité à l’ordre n — 1 de 
PEL + y) = —— —=1—2y+...+(-Dlnyl tot"). 
y FA+y) EE D J C1) ry O(Y" ) 
A1 À 
La partie polaire de G relative au pôle nul est + — À s'obtient par multiplication par X? : 1 = (-1)". À2 s'obtient 
par développement limité à l’infini de G(x) à l’ordre 1 qui donne À2 + (D ln =0. D'où À =(-1)"n. Finalement, 
1 1 2 1 ln (-D" (-D'n 
Em 000 | 
X2(X-1)2 (X-1)7 (X-1)71 X-1 X2 X 
Exercice 22.17 
Décomposer FX) = = sur R. Ecrire une relation de Bézout entre (X+ 1)" et (X— 1)". 


X-1)X +1) 














: Po 1 £ £ bx ; 
Solution . On écrit X=DRX+ D" Es De = De PE + L'xrnre On déter- 
mine les ax par développement limité : DC M DR 

3y? 1x3%x...x(2k+1) y* 1x3 2n+1 
he ee, 
2n 2 8 2k K! 2n 
. 1x3x...x(2Kk+1) 1 (2k+ D! Se 
D'où ay = (- nn Je near F est une fraction paire, donc by = (—-1Faz. 
Exercice 22.18 
Soient 4, 42,..,ay,k nombres complexes deux à deux distincts et non nuls. 
P 
Soit P(X) = (X— a1).(X — a)....(X— ar) et soient P;(X) = ë Pa k). 
x’ . k 4} 
1. VneN, tr la dé tion de — est: —=En+ ) —————— 1 est le degré de E, ?. 
n montrer que la décomposition de p es F >; L Papx= a) Quel est le degré de EF; 
Former une relation de récurrence entre E, et E,+1. Déterminer les coefficients de En. 
k : k 4 1 
2. En déduire V£ € {0,..,k—2} > à (a = Que vaut L  P@ 7 


3. Ecrire la décomposition en éléments simples de P2- On fera apparaitre les dérivées successives de P aux points 
di. 
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Solution : 


1. L'écriture de la décomposition provient de ce que les pôles sont simples. E, est la partie entière. Elle est nulle 
lorsque n < k et de degré n— k sinon. 


n 


LR G: 


k 
P DES Tre rr &i) 
k a!(X- a; + ai) 
NE, Le te 
u » P'(a;)(X— ai) 
a! (X— ai) k a 


Art » : Pa) a) À P'(a) 


7 a” 


D'où En+1 = XEn + : es ». —— ,m=0,.…..,n sont donc les coefficients de En+1. 


! -L ! l 
= : Pa i) = P'(ai) 


k al 
. Puisque les E;, n € {0,..,k — 1} sont nuls, on en déduit que les coefficients »— mn ,LE {0,..,k — 2} le sont aussi. 
Zi P'(a; 
: k a Gil 
Le premier coefficient non nul est obtenu pour n+1=Kk:1=Er;=XEy-1 + » Pa) soit y Pr _ 
di = di 
. On pose Q(X) = P2(X) et on écrit la formule de Taylor à l’ordre 3 : Q(x) = Q(a;)+(x-a;)Q'(a;)+ L (x— a;)?Q"(a;)+ 
L(x- a) Q"'(a;)+o(x-a;) = (x- a;)? (Q"(a;)/2+Q"(a;)/6)+o(x- a;)°. On en déduit un développement limité 
(x- a) 2 Q""'(a:) 1 on, pi 2 
en 4 de = —— |1- +o(x-a;). On a donc =— = tot — 
 P(x  Q'(a)l  3Q"(a) 5 La Ka} X-a Q'(ai) 
2 LL1A 
ta Q'= (P2)' = 2PP', Q" = 2P?+2PP/" et Q" = 4p/P' +2p'P"+2PP/". Comme P(a;) = 0, 
3(Q/(a;))2° 
P"(a;) 


Q"(a;) = 2P/(a;)? et Q"'(a;) = 6P"(a;)P'(a;). D'où À; = : 
P'(a;)$ 


et Hi = — 


1 
Et -— 
Pan © M 


1 p'! 
Remarque : En regardant de développement limité de P2 à l’infini à l’ordre 1, on en déduit que n Re 
i=1 &i 





Exercice 22.19 
P(X) nl x + S2ikx/n 


Trouver P € C[X] tel que XI = = e2ikn/n 





n1x+ e2ikx/n n-1 2e2ikri/n on n°" 3) 
Solution : >=) l-—-—=n- = y CUP) ETES 3). 
Lx e2ikx/n L X— e2ikx/n x] Xn = be) ( ) 





Exercice 22.20 


1 uw 1 
On appelle Q l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité. Démontrer que — 


Te w X1- 


n uw) A(X) 
Trouver À et B appartenant à R[X] tels que G(X) = — = —. 
œoX-w B(X 
X +1 CX 
Trouver C et D appartenant à RIX] tels que H(X) = s  ——— = LE. 
geo WX+wX+1 D(X) 


1 œ l l 
Solution : On obtient — LE en décomposant en éléments simples sur C. 
geo X—w x X7-—1 


Xn-1 
En dérivant le relation précédente : —-— => ou — — On décompose H{X) en éléments simples sur € : 
neo (X — &) (X7— 1) 
wX+1 l il — l l ; 
HD = D ————-"— 0) — 1e 7 = — (-jS+T), 
geo DX+WX+I 1j Sow\x-jw x—-j ©) 1—)j 
1 _ 
= JA Re car &— & est une permutation de Q. On 


l 
avec T = ——— et S= —— — 
Les"  Lopo àrrm kr 
l — l 
déduit de la première question que S = - HD USE et comme T=S = 7 HD UE 


n = j }--" n (- NE nd) PO 
l 


D'où H{(X) = 





=> j2nxn_] v jnxn 1 X2n (j27 + jr)X7 +1 ù 
JU J î J J 
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n(X”? +1) n 


n=0 (mod 3) : HO = n=1 (mod 3) : H(X) = n=2 (mod 3) : H(X) = 





X27+X7+1 X2n+Xn+1 
Exercice 22.21 
Décomposer en éléments simples sur C : 
" XG2-1) Œ— DK? —1) "XX 12 
2 TT un a DR... n+ 
© X-D4X2+1 © X-D$X +1 ‘ X+1)...(X+n) 


Solution : 
X4+1 1 1 1 
me  —— 
X(X2-1) KR il Xéri 
x A B C D E 


F 
> — 2 li ——— + — + — + — +— +——. On trouve À,B,C et D en posant X—1 = Y 
(X—1)4(X2 +1) X-1)4 (X-13 12° X-1 X-i X+i 


et en effectuant la division suivant les puissances croissantes de 1+6Y + 15Y? + 20YŸ par 2+ 2Y + Y?. On trouve 
.6 . . 
1,5v_ 392, 37v3 Jos 1 5 37 ë 1 
5 +5Y-EY + EY° d'où A= ;,B=>;, = -#, D = = ——— = ——— 7 
202 2 ie 2 2 C Fi (Gi =D2i mr 
x 1/2 5/2 39/4 37/2 1/8 1/8 
——— ©Û——©Û = EE —— — — + —. 
(X—1)4(X2 +1) X-1)4 (X-1)$ X-1)2 X-1 X-i X+i 
1 A Re 
nn = 
X-D&-1) (X-1} X-1 £x- te 


(X*-1)+n(X-— 1)xX#71,p'(tE) = Ai = d’où À = Es 
Ci n(&£—1) 


nn 1 2 2 il h l n-1 
tiplie ——— par hf =(x-1)* pour obtenir ——— = ————— 2# ————— +0({h)z 1- 
GE it) x—1 (h+1)7-1 n+ Dh 


= Es n-1 k 
DD D De Be EE Do Un > ee 
n 2n X-DX?-1) nX-1} 2nX-1) É nté-1)(X-t) 





. On pose & = exp(2x) En posant P(X) = (X—1)(X” —1),P/(X) = 





. Pour le calcul de À et B, on pose x—1 = h et on mul- 


h|+ 


1 n-1 k 1 1 
On peut aussi multiplier par la fraction ——— = 5 _— Or = ——— - 
il X-1 onX-6) CODES EE) 

1 1 1 n-1 k n-1 k 
EE 
HE er) CODES D rx 1) DS ta nQF-DX-1P 
n-1 cE n— n=1 te 1 1 
le même résultat si l’on sait que s. ———— = . En effet, on a Lx — ——— = 
tai 20-67) n&-t X-1 nX-1 

1 1 1 1 ee D 


— | ———————— — — |, On OSE NES, (6% = TR O0 
X—-1[1+X+...+X7 1 n P fx 1+x+...+x171l ne A+x+...+x171)2 
1+...+n 1 ie 


ce qui donne 


donc f'(1) = 


L il ” ne 
. Donc Dre = —-——, ce qu’il fallait démontrer. 
n? tk) 2n 
n-1 tE n-1 1 
Ceci dit on peut démontrer plus simplement ce résultat sans fractions : S = —— = —————— — 
> n(i—t#) » RC 1) 


n-1l 


=] n(&K - 1) 
LE te 1 
2 = nl A = n(&E=1) 

1 A D E F , 1 
ne —  ——  —  —  —  ——— SO se LE ————— = 
(X = D3(X3 +1) CEE DÉTENU TT UNE 2+3h+3h2 
1 1 1 3 3 1 
= => (1-$h+8h2)+0o(h), d'où A=-,B=--, C= = D = ——_—— >. 

21+5$h+3$h2 2 2 4 8 (-2$(1-1+1 


en sommant de n— 1 à 1. DoncS égale la demi-somme de ces deux sommes : 





DPSIOUTRE it j+ (j+1$Q-j} j ni PQ +)j G-2j2+j)A+j)j 3047 
1 1/2 3/4 3/8 1/8 8, j213 


rrorenoeneoneeles2 


X2-X+1 1 1 X2-X+1)2 1 1 2 D 2 
—_————— | — — + ———, En élevant au carré : — © = + 22 + © — ———— = 
XXE) ee X2(X—1)2 X2 (X-1Z X X-1 X(X-1) 
1 1 2 2 2 2 il 1 

= + ———@° + +=] + — + —. 

EU Re KO TO XX X2 (X-1)2 


j . Donc F = Le . Finalement 
25 3 
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X-1)(X-2)..(X-n+1) Ck-1)(-K-2)...(-Kk-n+D | 
X+1)..(X+n) RE El en 





6. Tous les pôles sont simples : 


(1) l(n+k-1)! 
k\(k—1)!(—-1)£1(n-Kk)! 
Men men) re) 
(X+1)...(X+ 7) > X+k 


=D 0. 





Décomposition sur R 


Exercice 22.22 


Décomposer dans R(X), la fraction : 
1 


FO EE DD 


Solution : Puisque degF = —-6 < 0, il n’y a pas de partie entière et la décomposition de F en éléments simples s’écrit : 


RD R&D X+#1 
Cherchons les coefficients associés au pôle multiple en utilisant la méthode du DL. Posons y = x-— 1 et calculons 


l l 
eme ee 
Y#2+2y+y2) 2y{ 1+(y+ 2%) 


l 
On effectue ensuite le DL(3,0) de avec u= y+ É k 
u 


=l-u+u -u+.…. 
l+u 


fu = 0-04 + + 22-4284 (- De Re 
Den y Dee le y or 


l 1 l 
(on ne garde dans la parenthèse que les termes de degré < 3) et alors a; = 0, a2 = 7 3 = => Ga = 5. 





Ensuite, en multipliant FE par x en en faisant x — co, on trouve a + a= 0, d’où a = 0. 


: ù : ie, 
Ensuite, en faisant x = 0, on trouve 1 = —a1 + 42 — a3 + 41 +f d’où f = Le Finalement : 


_ 1/4 e —1/2 . 1/2 , 4 
NE DPS P net er 





Exercice 22.23 : 
a) Décomposer dans R(X) la fraction ——— 
X(X +1) 
b) En déduire la décomposition dans R(X) de 
1 
X3X3 + 1) 


1 


l l 
Solution : Pui = ==-——, il vient 
uti uisque XN+D X Xi il vient que 


en 1 1 
X3(X3+1) X3 X3+1 


et il ne reste qu’à décomposer 


1 1 x 2 
+ 


SOS NT ET CS EUR CE 2e 0 
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Exercice 22.24 


Dé éléments simples dans RD, ————. 
écomposer en éléments simples dans R(X) D'FSTTES C 


Solution : Utiliser la parité de la fraction pour trouver des relations entre coefficients. Finalement : 


ei X+1 
F(X) = —-1/2 +1/2 
X2-xX+1 X2+X+1 





Exercice 22.25 


Décomposer dans R(X) + DE +1 


Solution : 
1 1 1 X-1 l l 


= —_—— + —  — 
AX+1 4(X2+1) 2(X2+1)2 





Exercice 22.26 
Décomposer dans R(X) la fraction 
X2+2 
X2(1+X2)2 
Solution : 
2 2 l 
X2 X2+1 (+1) 





Exercice 22.27 
X$+X 


Déc OomMmposer X+D2X-D 


Solution : 
1 1 3 


LE —_—2 + —_—_——© — ——— 
2X-1) (X+1? 2X+1) 





Exercice 22.28 
Soit un entier n > 1. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle suivante : 
F(X) = . 
| X2n+1 


: : 1 
Solution : Les solution de z?" + 1 = 0, soit z2" = e* sont les zx = exp(2£b) ,0<k<2n-1. On a —— - 
X2+1 
1 1 


Zk —_ : 
avec Àg = Des oem 00. En regroupant zx avec Z2n-1-1 = Zk, On obtient 
(ZX) 2n2 n 


Ck+Dr)y_ 
cos (LE) X-—1 





Exercice 22,29 
Décomposer 





HI en éléments simples sur R. 
+ 


Solution : X+1=X*+2X2+1-—2X2 = (X2+1)2—2X2 = (X2+1+ V2X)(X2 + 1 — V2X). 
1 AX+B AX+B 


a — = ——Û— + ———. 
XF+1  X245/2X+1 X2-V2X+1 
1 AX+B A'X+B/ 


—— = ———— + ——. 
XE+1 X2+/2X+1 X2-/2X+1 


: —AX+B —A'X +B' 
en changeant Ken XX On OT = EEE — — 
XŸ+1 X2-V2X+1 X2+V2X+1 


Donc la décomposition s’écrit a priori : 
La fraction est paire. Donc, comme 


. D’après l’unicité de la décomposition, on en 





l 
déduit que A = —A' et B = B'. Pour x = 0 on trouve 1 =B+B' d’où B=B'= 
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1 Ait , AÏ+3 
Pour x = i on trouve ; = 


2 EVE 
1 v2 V2+X : V2-X 


Finalement RE en TE ————— ——— 
X#+1 4 [xX2+/2X+1 X2-V/2X+1 





Exercice 22.30 


: : ns ; É 1 1 | 
Soit ne N* Démontrer qu’il existe un unique polynôme P, tel que P,|X+ x|= X"+ xr Quelles sont ses racines ? 








1 . 
Décomposer P, en éléments simples sur R. 
n 


Solution : Unicité : OnaVx ER,P,(2ch x) = 2chnx. Deux solutions coïncideraient sur un ensemble infini et seraient 


donc égales. 
l l 


Existence : Par récurrence, on a Po(Y) = 2, P1(Y) = YŸ et comme |X" + ns X+ = = su + 

d’où YP3(Y) = Pn41 (0) + Py-1(N). 

T, est un polynôme de degré n qui vérifie aussi Vx eR,P,(2cos x) = 2cos nx. Donc P,(2cos x) = 0 lorsque nx = 5 +kn 
É = 

Xk 


l 
n-1 
Xn+1 +[X ar) 


ce qui fournit n racines distinctes en prenant k =0,...,n—1. Ce sont donc les n racines simples de P,. 


On en déduit —— L se A avec À L 
ER Re T 
PrQ oX-2cos[ CE) pe (2cos[2kDr)) 


| . (@k+Dr 
= C-D'nsin( 2x). 


soit 


. En dérivant l'égalité P, (2 cos x) = 2cosnx 


on trouve —2 sin XP, (2 cos x) = —-2nsin nx d’où À = 





@k+1x 
p° (2c0s (LE) 


Exercice 22.31 
Décomposer en éléments simples sur R : 


x° +2 3 1 2 3X2-2X+5 
 (x2+x+ 1)  R+1R2+X+1)2  (X2-X+1)3(X8 + 1)2 
1 2 
2 PCR PSE ER 4. KE 
(X2+D(K2+X+1) X4—2X2cos9 +1 


Solution : 


1. On effectue la division euclidienne de x° +2 par x+x+l: x +2 = (x x2+1)(x2+x+1)-x+1, d’où 
3 


x° +2 x x2+1 il _. 3 2 2 : 
———————— = —————— + ————————., On réitère : x°—-x+1=(x-2)(xX+x+1)+x+3. Finalement, 
(Z2+x+1  (x2+x+1)2 (x2+x+1) 

x° +2 r —x+1 F x+3 " x—2 
(2+x+1S (X2+x+1S (X+x+1)2 x2+x+1 

l AX +B CX+D 
EE 

R+DR2+X+1) X2+1 X2+X+1 
d’où À =-1 et B=0. On multiplie par X? +X+ 1 et on regarde en j pour avoir C j + D = 


1 X X+1 
——————————————— = + ———, 
(R2+ D(K2 +X +1) X2+1 X2+X+1 
2 Re. 1 X , X+1 < Xi 1) 
ñ ADIES L'EXEMPIE DÉC, ==, EE —— 
P REP K2+12RX2+X+1) X2+12 (X2+X+1)(X2+1) XR2+12 X2+1 
+ 12 x - 1 Le on 
mm 2 en OA PSN 0 (Ge NU GPA PAG pm US men 
X2+X+1 (X2+1)2 X2+1 X2+X+1 R+1D4R2+X+12 (X2+1)4 (K2+1)2 
X2 2X(X-1) 2x? 2X(X- 1) 1 1 1 2X 


© —— = — 2 —5 + 
X2+X+1)2 (K2+133 (K2+1)2(KX2+X+1) (K2+1)(X2+X+1) VUE +133 (X2+1)4 X2+1 (X2+1)2 

1 X+1 + 2 2(X +1) 2 ER 2X +1) 2 2(X+ 1) 
X2iX+1 ŒiX+I2 Œ+l + +12 MrX+D+IZ X2+1 (Mixt DE D 

1 1 1 2X 1 X+1 2 2(X +1) 


1 
On multiplie par X? + 1 et on regarde en i pour avoir Ai+B = — 





+1 
1+j d’où C=1et D=1. Finalement 


Œ+D GC+D X+1 +2 XXII (MiX+IZ (+12 +1) SUR 
RE D DO OR 1 


X2+1 X2+12 X2+1 X2+X+1 X2+1  (X2+1)33 (X2+1)4 Le 
2X l X+1 2 2(X+ 1) 2 2 4 D 


——  ————] ———  ———_ EEE aa 
(X2+1)2 X2+X+1 (X2+X+1)2 (KX2+1)2 (K2+1$ (X2+1)2 X2+X+1 X2+1 X2+1 
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2X-1) Le 2(X- 1) _2X- 2&72) __ l : 2X+1 F —4X+2 Loto X+1 ï 
sn CES NE CT (X2+1)4 (X2+1$ (K2+1)2 X2+1 (KX2+X+1)2 
X2+X+1 
se : X 
© X4-2X2cos0+1  4cos? X2-2Xcosè+1 4cosi X2+2Xcos +1 
l 

+1 +1 
3X2—2X+5 3X?-2X+5 


R=X+1PS+1Z (X2-X+1)(X+ 1" 
X10_5X% + 15X8 - 30X7 +45X6 - 51X° + 45X4 — 30X3 + 15X2—-5X+ 1 et (X+1)2=X2+2X+1. 


On trouve X1 — 5X° + 15X8 — 30X7 + 45X6 — 51X° + 45X4 — 30X3 + 15X2 — 5X + 1 = (X8 — 7X7 + 28X6 — 
1 2) 243 


Si cos? =0(9=7+2Kk7); F(X) = -— 


On commence par écrire une relation de Bezout entre (X2-X+1)° = 


79X° + 175X4 — 322X$ + 514X2 — 736X + 973)(X2 + 2X + 1) + 243(—5X + 4) X2 +2X + 1 = ro Te 5X + 


1 
4) + JE D'où 243 = 3° = (-5X° + 29X8 — 98X7 + 227X6 — 401X° + 560X4 — 638X2 — 449X + 79)(X + 1)2 + 
3X2-2X+5 15X3 + 8X2 + 13X + 30 


5X+6)(X2-X+1)°.E Itipliant 3X2—2X +5: 243 —— À 
ET JS HORESARE PES R2-XE INR +1 X+ 12 


—15X1 + 97X10 _ 377X9 + 1022X8 — 2147X7 + 3617X$ — 5039X° + 5864X4 — 5729X3 + 4589X2 — 2719X + 1185 


(X2-X+1)5 

On effectue ensuite les divisions euclidiennes successives pour trouver les éléments simples 

; ,… 15X% + 8X7 + 13X +30 42 10 
15X3+8X2+13X+30 = (15X—22)(X2+2X+1)+42X +52. D'où —————"— = 15X-22+ —— + 

(X + 1)2 X+1 (X+1)2 
De même —-15X!1 +97X10 -377X° + 1022X8 — 2147X° + 3617X6 — 5039X° + 5864X4 — 5729X5 + 4589X2 — 2719X + 
1185 = (—-15X+22)(X2-X+1)° —42X9 +242X8 - 812X7 + 3392X6 — 5486X° + 4424X4 — AB4AXS + A1BAX? — 2594X + 
1163, —42X° + 242X6 - 812X°7 + 3392X5 — 5486X° + 4424X* — 4AB844XS + 4184X? — 2594X + 1163 = (—42X + 74)(X? — 
X+1)4—96X7+1980X6 —3504X° +2346X4—3240X% +3276X2—2256X+ 1089, —-96X7 + 1980X6 —3504X° +2346X4 — 
3240X% + 3276X2 —2256X + 1089 = (—-96X+1692)(X2-X+1)?+2148X° — 8478X{+9180X% —7164X2 +2916X—603, 
2148X° — 8478X4 + 9180X3 — 7164X2 + 2916X — 603 = (2148X — 4182)(X2 — X + 1}? — 5628X$ + 9678X2 — 
7596X + 3579, —5628X3 + 9678X2 — 7596X + 3579 = (—5628X — 1578)(X2 — X + 1) — 5124X + 5157. D'où 
—15X11 +97X10 - 377X + 1022X8 — 2147X° + 3617X5 — 5039X° + 5864X4 — 5729X3 + 4589X2 — 2719X + 1185 
(X2-X+1)5 
nt m4 —96X + 1692 , 2148X— 4182 —5628X-1578 —5124X+5157 
bre X+ ne u (X2-X+1)5 d (X2-X+1)4 5 X2-X+1)5 

Le 2X+5 

—X+1} (3 +1)2 
_ I 4 =42X+ LE —96X + 1692 , 2148X— 4182 —5628X-1578 -5124X+5157 
alreaenm en neonex0 


Finalement, 





Calcul de primitives 


Exercice 22.32 
Calculer les primitives des fonctions suivantes :(a, b et c sont non nuls et distincts deux à deux). 
dx dx dx 
1 | —— 8 | ———— 15. | ——— 
] x(L= 3x?) ] Cr da + be) ] (LP 
2 Î (2x +3) dx 9. xdx 16. Î dx 
x(x—1)(x+2) (x2 + a2)(x2 + b2) x2(1-— x)2 
2 d x2 dx 24 
Deer 0 [es 2)(x2 + p2 7. [2 
(x—1)(x—2)(x—3) (x° + af) (xf + D£) x(1- x? 
(2x+3) dx 11, Le x3 dx 18 Î dx 
(x2—1)(2x+3) (x2 + ul b?) © J x2(x2-1)2 
xdx dx (3x+2)dx 
5. | —— D. | —— | ———— 
l[ UE L x(x+ 1} 
dx x2 dx dx 
 — ra nf 
x$+3x?—4 5 JGrnar2 6 Jo 
2 
x° dx if Î dx 21. (x+ 1) dx 
(x— a)(x- b)(x- c) x3—x2—x+1l x(x2 +1) 
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dx x2 dx 
22. [= 26. Î ——— res 
1— x4 (1+x)(1+ x2) +0 (x—1)2(1+ x2) 


x dx eux (x? —1)dx 
a 2 es. DIRE NE 
JE x4 (+x)(1+ x?) . xt+x2+1 
x° dx dx 
—— 32. | 
si E É EE Êres 
xdx x° dx x dx 
. | — 33. | ——— 
#1 5 7 Eee (x2 + 133 


Solution : Cy désignant une constante qui dépend de l’intervalle d’intégration considéré. 


dx 1 2 
1. Eee ;in(l1 X 1) + Ce 


2 Jasmin hier 
x(x—1l)(x+2) 3 6 
x2 dx 
&=-D&-2)x-3 2 


(2x+ 3) dx 5 1 12 
a  — —In|x+1|-—In|x-1|-—In|2x+3|+Cx 
(x—1)(2x+3) 2 10 5 


xdx 1e 6 Î dx 1 . x-1 _. 
—_—_————_——— = — ——— h —_—_—_—_—— = — — In 
i ls EU x2+1 ue x3+3x2-4 3(x+2) 9 |x+2 î 


9 
re 1|-4In|x-2]|+ D Race 


7) 2 2 


x2 dx a C 
——————— = ——— Î|n|x- 4 + ————In|x- b|+——————In|x-0c|+Cx 
(x— a)(x—b)(x-c) (a-b)(a-c) (b-— c)(b- a) (c— a)(c—b) 


“il se — Ê an(2)- 5 arctan()) + C 
‘ (x2 + a2)(x2 + b2) Te arctan = D arctan D 





n EE xdx 1 . x2 + a? Fe 
G+a)(02+b7) 2{(p-a) \(x2+b 


0. = - _— (aarctan(=)- barctan(=)) + c 


“nie 1 
1. a ——_— 2] 2 2 pb] 2 7. p? +C 
reves (x2 + a2)(x2 + Fo 2(b2- &) (af In(x° + 4°) n(x ) 
ne x dx 


4 
= M )+c 13: In|x+11+C 
Gœ+DG+27  x+2  [x+1|" rene ne D 


dx 1 x+1 1 x+1 35 
el 1e 15. [= nt) +c 
x3—x2-x+1 4 |x-1| 2(x-1) (x2—-1)2 4 Î|x-1| 2(x2-) 

il x? dx DST NN 
6. + C ie ep) ee nee ere 
Enr FE || = Tu 7 Eee Pan ie 
[l dx 3 x—1 % (3x +2) dx | 


2 1 
In|=— PO 10 = 5h 


a RE 
x2(x2 — 1)2 A |x+1 DE x(x +1) nf ]+ x+1 2(x+1)2 ; 


x—1 12 X 
(ER ne 
Er qu ee Mere et ce 


(x+ 1) dx _ 


< 
= In | —— 
x(x2+1) = 


1 1 x+1l| 1 
— = —-În|——|--arctan x+Cx 
1-xt 4 Î|x-1| 2 


Î dx 1 x2—x+1 v3 


dx 1, [x+1| 1 
+ arctan x +Cx D rs = Fe nn + D 'oenor GE 
x = 


x—1 
=—-n| ———— |+— arctan| — +C 
1+3x3 6 (x+1)2 3 v3 | ‘ 


xdx 1 x2-x+1 v3 2x-1 
; [l =In|———-|+— arctan + Cx 
6 e 12 3 V3 


1+38 


1 1 
6. Von =In|x+1|--In(x +1)+—arctanx+ Cr 
{+x(1+x2) 2 4 2 


x2 dx 1 1 1 
——— =In|x+1|+-In(x +1)——arctanx+ Cr 
A++) 2 4 À 
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x2 dx 1 x—1 v2 x 
| =z-in|—|+—arctan| —|+0Cx 
xt+x2-2 6 |x+1 3 V2 


x2 dx 1 
9, |" = n(x2 +2) =In(x? +1) +C 
Eee Do 2 DE 


4 1 1 
30. = 


(œ-1}2(1+x2) 2 4 2(x—1) 
(G-Ddx 1, x?-x+1 


—_—_——_— 0 —— 
xt+x2+l 2 x2+x+1 
Î dx 1 1 dx _  2x2+1 


———— = arctan x + —-—+Cx A 
x4(1 + x2) Rs He +18  4(2+1} 











Exercice 22.33 
Calculer les primitives suivantes : 
dx (xt +1) x* dx 
: ler ” | Pr ri É (xt + 12 
(x+ 1) dx x x+2 
| 5. Eee 8. = 
3. FE L 6. HR 9. Î —— 
de | (x2 — 135 TT ren 


Solution : 


Î dx Î xdx | dt 1 n F C o. ee le - 
— ———_— —— —_@_@——— ——— — ——., Un (TouVvE = 1 et en dveloppan 
x(x2 + 12 x2(x2+1)2 2J t(t+1)2 (+132 1 (t+1)2 t+1 PP 


dx 1 t 1 1 x? 
=—]1-h+0(h) on trouve B = -1 et C = -1. Donc 


——; = -In|—|+ +C=-m|-—|+ 
x(x2+1)2 2 t+1| 2(t+1) DE 


a 0 
2(x2 +1) 


; 2 2 (u—1)du du u° du 
2. Puisque x°+4x+5=(x+2)"+1,en posant u=x+2,0na — + | —— 
[TEST rate + - u2+1 (u2 +1)2 
1 


udu he (x+ 1) dx 
= —— ——,, et en intégrant par parties la dernière intégrale, 
2(u2 +1) (u2 +1)2 
1 u+1 1 x+3 


u 
— ———— — arctan u - ———— + — arctanu+C=-——— - —arctanu+C = - —arctan(x+ 
2(u2+1) 2(u2+1) 2 2(u2+1) 2 2(x2+4x+5) 2 


2)+C. 


-arctanu+ | u a — 
(x2 +4x+5)2 


X l 
1— x?) dx D = 
. Le dénominateur est (x2 + V3x + 1)(x? — V3x +1). D’où Re = RE 
(xt-x2+1) x2+V3x+1 EE 


G-x)dx 2v Ru 2 - 
Donc les ssl DE Con de. . 


ie à 1 1 
| +- -m((=22) +-||+C. 
2 


1 x 
(le 
le ï 3 


Î (x4+1)dx = |} (#—x2+1)+(x2+1)-1)dx 


(x2+1)(x4-x2+1) 
dx dx 
las sr es 
dx x2+1-x2 

-[£ 1+%2 xt x2+1 [= 


= arctan x + NE 


x6+1 


x6+1 
x2+1dx x2 dx 
————— + 
(x? le = . 1+x5 
Te + - =arctan 


ee 


x = 


= arctan x + [= 


xt x2+1 





1 
= arctan x + - arctan x +C 
3 
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SL 


8. 


En té ’ . [æ A ee xdx 1 x+4 le 
. En intégrant par parties, x = _ 
£ Pa P Fe Ta 


Vérification en dérivant : 


l x? l SE 


Re ae one 
_1-x2+x4+ 3x2 
: 1+x6 
_x+1 
DT 


2 


Maintenant, 


1 3 1 che il 3 
arctan X + — arctan x" = — arctan —— + — arctan x 
3 3 REIN 


_..  xX-x+2 x? x+2 A B C Dx+E 
On écrit = — ————— 
Se 


RE tr. . Par division suivant les puissances 
X° +2X° +3x X(X+I)(X<-x+3) x X+1 x—-x+3 
croissantes de 2 — x par 3+2x on trouve À = = et B = ee C= . Les racines de x? — x+3 = 0 sont a et &, 


a—3-a+2 
œ(a+1)  (a—3)(a+1) o-2a-3 
œ+6 : œ+6 7-a 


1 7 
Doi 1e = 
aü+6(a+0)+36 3+6+36 45 45 45° 
x=7 _ X=-5 13 1 _ X=3 26 1 
x2=x+3 x-x+3 2[,_1);11 x2-x+3 11, (212 

Go) 1+(87) 
2) 2x-1 


x x+2 d 4 1 : 13 
a A ut Init ll = ntx — X+3) + arctan +C 
x5 +2x3 + 3x2 3x 9 5 90 45V11 VII 


avec ax = 3 et a+ = 1. On a Da+E = 


En écrivant ,Ona 


(x2—1)3 _4 (2-12 = 1 * 4 (2-1)? 


| dx 1 x?+4 x+1 


nee 


AIRE EM ea re 


3 d d 
fe ne + | . On à déjà vu la décomposition 


(x4 + 1)2 4(x4 + 1) AJ xt+1 


V2[ V2+x ni V2-x 
4 lx2+V2x+1 x2-V2x+1 
v2 


[ ne . In(x2+v2x+1) In(x?-v2x+1) arctan [2% ] arctan [22 


, d’où 

XL ——— © = ——_—© + —————  Û—©° — —_—— —©° À —— — — + —— —— 
(xt+1)2  4(xt+1) 162 162 8v2 8v2 

(a) 


1 La 1 
dx = —-|d 
[== je [= :| È 
196 
( ne, 
= [a x- |: dx 
6 


= = Inlx$ _1|-In|x|+C. 
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1 du ; 
Avec + = u d’où du=-# dx, — dx =-—. L'intégrale devient : 
x x x{ 3 


(l dx 
xx 


1-u2 


= “In[1- u2|+C 
6 
1 6 
=-(In|x’-1|-61n|xl|) +C 
6 


== mx -1|-InIxl+C 


. Soit P(X)=(X+1)/-X—1. On a P(0) =0, P(—1) = 0. D'où P(X) = 7X(X + 1)(X4 + 2X3 + 3X2+2X + 1). X4+2X3 + 


l l l 
3X2 +2X + 1 est un polynôme réciproque. C’est X? |X2 + x +2+2X+ 2 +1|. En posant Y =X+ x’ on cherche 





1 
les racines de Y?+2Y +1, -1 (racine double). On cherche donc les racines de X + x +1 soit j et — j. Finalement, 


; : z . 1 A B CX+D 
PX = 7X(X + 1)(X+X +1). On décompose donc la fraction => 22 + —— + ——© + 
XK+D(K2+X+1)2 X X+1 (X2+X+1)7 
1 


EX+F 1 1 : : 
nl, (/ — = —-1]. D'où C = 0 et D = -1. Par soustraction, 
X2+X41 -1x12 RTE pre) 


l l 
> — > + ——_—— = ————————. La partie polaire de cette dernière fraction, par le cal- 
XXK+D(X2+X+1)2 (K2+X+1)2 X(X+ — +X+1) 
l l 


cul précédent, donne aussi E = 0 et F = -1. Donc = - ———, 
XX+D(R2+X+1)2 X X+1 (KX2+X+1)2 X2+X+1 


ee 2 2 : dx 2, 2x+1 
En écrivant x? + x+1 = (x+ à) + (4) , On obtient mar le — arctan[ = +C. En intégrant par parties, 
X+xt+l 3 v3 


Î dx : 56 + [ES _ x ‘) 2) dx i] (2x+ 1) dx | dx 
PRE PRET X2+x+l  x2+x+1 D) es 2J (x2+x+1)2 
ot fc x +2f dx Hl le il dx 
SOI = ——— a Donc —_————— = 
ee 1)2 x2+x+1 Rd 5 mr P— 12° (x2+x+1)2 
E 1 2x+1 


— | + = ————— + C. Finalement, 
V3 3 x2+x+ 1 


— —= arctan 


7 


sr: In] +C. 
TT — oui | EEE) 


æ) 1 2x+1 


a arcta a 
n[# 3 x2+x+1 


Exercice 22.34 


Calculer les primitives des fonctions suivantes : 








ER 4. [= 7. [EE ue 
x : tanx-tana x-1 
_ — 1 
- —v 2x- x2 dx 5. [= — dx 8. Eee ne 
+1 de 
3. fa 6. f'arctan 1/ 2] dx D Eee pr: 
COS x — COS 3X +3 Re — 





Solution : 


1. 





2 2 
On pose u = x, d’où IE _ &= | ss du. ut+1 = (u? + V2u+1)(u? - V2u+ 1), la décomposi- 


u4+1 
2u? . u 1 u 2u+V2-V2 
tion sur R donne —— = —{(——) + —(— ) Ce qui donne : = 7 
uŸ+1 V2 w2+V2u+1 V2 u2-V2u+1 L 2V2 u2+V2u+1 


2u— NE +; 1 
= a 2u+]1 —— à 
— der a eue D. er 


1 1 1 
u+— In(u° - V2u+1)+- pentes 
2V2 (u- y? 


5 


1 . 2 2 1 : 
2V2 In(x+v2x+ 5 arctan(V2x+ D In(x—v2x+ De arctan(V2x+1)+C = nn inf + 


À 2 
ve arctan(V2x + 1) + e arctan(V2x-—1)+0C 
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2. Les primitives existent sur [0,2]. En posant u = x-1, [= V2x-x2dx = as Von te cé = 


ni) . 1-sin“Ù 
ES 1-sin?9cos9d9 en posant u = sin9,9 € [-3,5], on obtient donc pan _ 
sin 


[f-sint0+2sino-3+ 


: : ; 2+sinŸ 

T sin2 ti 

_ dd = -— + 2005046 | 

2+sinŸ 2 4 2+212+2t 

79 sin2Ÿ 2t+1 7arcsin(x+1) sin2arcsin(x+1 

donc -— + -20050+2VSarctan| ] nn AE SA) 

2 4 v3 2 4 

arcsin(x+1) 

2tan (amet) | 1 


v3 


. On a cos x- cos3x = 2sin xsin2x = 4sin? xcos x. D'où Î 


en posant t = tan [2 Ë On trouve 


—2cosarcsin(x+1)+ 


23 arctan +C. 


dx _ ] cos x dx 


cosx—cos3x 4J sin? xcos2 x 
i Jo 


o + . Î dx | dt o l 1 
n pOSE ll =SInX, ———_—_—————— = ——— On — 
P For t2(1-— #2) t2(1— 12) Ai 2t+1 


dx 1 t+1 1 1 sinx+1 
Donc | = + +-In|—|+cC=-— +=In| ————|+cC 
COS X — COS3x At 8 t-1 Asinx 8 1-sinx 


1 A Bt+C l 
. On pose ft = tan x, et on CÉRRE On obtient À = ———— = cos? a et 
(t-+1)(f—-tana) f-tana +1 1+tan<a 
: 1 —tana—i : , 2 ae 2 2 
Bi+C= —— = =-icosa sina-— cos“ a. D’où C = -cosa sina et B = —-cos° a. 
i-tana 1l+tan‘a 


tanx-tana 
cos’ «In | cos x| — xcosa sina+C. 


=] Es IE … _. 
. On pose t = x= dx Donc <] x — dx = DRE = . On décompose la fraction 
x+l Tee = EE (- 


. Af(f2+1) A . B © Frs at2(t2+1) 
AE RE = + —— 7 n posant t = — > = 
P {12} A+ (+92 1+t ++ = =. P {12 
4(2-2h+h7)(1-2h+h7)  4(2-6h+7h° 
h3(2- h)3 ” h$(8-12h+6h?) 
4@=2h+R 0 —2h+h) 3h he, Dose  c= 
h3(2- h)3 DATES re E E 


l 3{ 1 1 l l+t (x—2)(x+1) = 
fs ——— | — -—|+-n|—|+cC = ——— de 
x+1 (or (+56)? AIMENT 2 l-t 2 Xx+1 


x l 
Donc | — = cos? aln|f-tanal- 2 cos? aln(#+1)-cosa sinaœarctan +C = cos? «ln [tan x — tan a|+ 


+ o(?). En posant la division suivant les puissances croissantes de 


4—-12h+14h? sn on trouve 


x+1 


3u?—1 2) 2udu x+1 2udu 
. On DSC ,  ——  — _— A en Donc | arctan| — dx= f'arctan u EE. 
# 5 1-u2 1-u u2)? V x+3 (1- w2)2 


us . . ue u 2udu 2arctan u du du 
En intégrant par parties, on obtient = ———— — — | — = 
Een ) 1-u2 1- u2 1+u2 
2arctan u 1 l+u ps 2U2+1 3x+5 
———— — arctan u - -In +C. On remplace u par \/ = en remarquant que = 
1-u2 2 |1-u 1-u2 2 


Xx+1 


x+1 3x+5 x+1 l L+ X+3 
arctan|1/—| dx = 7 arctan|1/—|--In| ———| +c. 


x+3 x+8) 2 |, /xti 
x+3 


3 3 6,3 
rt Dole 25  — "ET ne U+U 
EE = = Dee ee © 
1 . 2 0 FE, (0 Î du 
— + ——— On pose Fh(u) = | ——— 
GP GS 7” =D" 
Une IPP donne F,(u) = ——— +3n(Fn+1 + Fn). 
(u$—1)" 
u 
3n(u3 — 1) 


2 u 
C i d :PB=--E, - ————— 
e qui donne : F2 Ai 3 -D 


ess de 
et Fo = ——F) — ——— 
T0 iT ete 


Fi (0 Î du 1 1 1 1 u+2 
U) — avec = __—_— 
L (u3 1) WB=D 0 3u 1 3 +rurl 
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2u+1 


v3 


1 1 3 
et F1 (u) = shui hai+u+ 1) +  Aran 


DDR 
18 2 3 


= =? + EF = ER 
3 3(u3 — 1)2 
7 u 
EEE TETE 
2u u 


ons ee 0 


2h 
= Fi 


41V3 2u+1 2u u 


4 2 3 
= —Infu—1|-— In(u? +u+1)+——Atan + —— — ——— +C 
27 27 27 v3 Q(u3—-1) 3(u3—-1)2 


s 3x4] 
Reste à remplacer u par \[==. 


ne 0 MANN CT TEE 


1+h l 
; TE = ————+0(h) en effectuant la division de 
(2+h)(3+2h)2 18 108 


. 1 5 : h-} 1 8h 
1+h par 18+33h. D'où B= — et C=-——. En posant h = t+ 09 RE € ——+— +0(h) en effectuant 
18 108 4(h-3)2(h+h 9 27 
l 8 tan x dx 1 1 1 5 
la division de -1+2h par9+6h. D'où D =-- etE = D D'où | SEE =--In|{+1|-——-—In|t- 
9 27 1+sin3x 4 18 t—1 108 


8 1 1 1 1 
— + -|+C= —— In (sin x+1)-— ———— -—— ]In(1-sin x) += ———— 
27 2 4 18 sinx-—1 108 9 sin x+ à 


8. On pose t = sin x, Î 

C D 
D ee 
(£+ 3) Ê+5 


sin x cos x dx = | tdt tdt A B 
cos2x(1+sin3x  J (1-/#2)(1 


—]l 
DEC UEE t—1 


. 1 
+— In (sin x+ =|+C. 
2 


dx 2dx t+1 thË+1 
9. En posant t=th*, a fes = Véarctan( + C= Vaarctan| Z +C 
P 2° J 2chx+shx+1 12+21+3 v2 v2 


Be be 2udu 1 2 
Ou alors, en posant u= 6%, | = | 2 in (ué + £u+1) 
2chx+shx+1 et +e T+ EE +] 3u2+2u+1 3 3 


2 3u+1 1 SP  — 2 3e*+1 
— arctan| —— +C==In{e +-+e ]+x- > arctan +C. 
3V5 V5 3 3 3V5 VS 





Exercice 22.35 


t+5 
Calculer h a 
3 (t—-1D$(1-2Y 


2 = . 
h3(h-— 1)$ *(h=1) 
=-(a+5+(8a+15+a)h+(6a+30+3a)h?) + o(h?) = -(a+5+(4a+15)h+(9a+30)h?) + o(h?). 
4a+15 9a+30 
(—1)$ (f-1)  t-1 
2a+5+ah 


2a+5+ah 1 

=. ——— = 1-3h+ 6h? + oh), ———— - 

h3(h+1)5 " (h+DS Ne Se 

—(2a+5+(-6a-15+a)h+(6a-15-6a)h°)+0o(h?)=-(2a+5-(5a+15)h-(15)h?)+o(h?). Donc la partie polaire 
5a+15 15 


Solution : On pose h = t-1. La fraction devient 
a+5+ah 
(Ru) 


Donc la partie polaire relative au pôle 1 s’écrit : 


o(h?), 


On pose h = t-2. La fraction devient 


relative au pôle 2 s'écrit : 


7 a+5 15 2a+5 5a+15 a+5 4a+15 
Soit à calculer | + ———— +(9a+30)In(t -1) + — + — ————— + — 
2(6—1)2 2(4—2)2 (1-2) x—1 

2a+5 


(9a+30)In(x— 1) + 2&-27 





Exercice 22.36 


Dérivée logarithmique 
! 
C’est le coup du PF 
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Exercice 22.37 
On considère P e C[X] ayant n racines distinctes notées x4. Soit a € € tel que P(a) À 0. Exprimer les sommes 


n 1 n 
H=} Te E 
k=14— 





1(a- PL 


en fonction de PP’ et a. 


Solution : Regarder pour un polynôme de degré 2, puis utiliser la dérivée logarithmique formelle. Enfin décomposer 
P'(X) P'(a) ppp" 


(a). 





la fraction . On trouve Si = puis en dérivant, S2 = 
P(X) P(a) p2 


Exercice 22.38 
Démontrer que si P € C[X], les racines de P' sont des barycentres à coefficients positifs ou nuls des racines de P. Quelle 
propriété connue cela généralise-t-il ? 


! n 
; 2 ; : TR . a 
Solution : Soit aj,...,a, les racines de P d’ordres de multiplicités respectifs o1,...,@n. On a PF ) x £ : 
k=1 À 4k 


Soit z = racine de P’. Si z est aussi racine de P (c’ Le -à- a si z est rene multiple de P) il n’y a rien à démontrer. 
TX a 

D) E_ =0. Doncen conjuguant, ec = 0 soit — (z— ay) = 0. C’est bien dire que z 

k=1 Z = 4k Ki Z— 4 k=1 lZ-— 4kl 


est barycentre des (ay)1<r<n avec les coefficients x = qui sont strictement positifs. 


QE 
1z- axl? 





Exercice 22.39 


P'X) P'{ 
Déterminer les polynômes P e R[X] vérifiant V x, y ER, P(xy) = P(x)P(y). On pourra démontrer que El EM 


P(X) X 





PO  P'{ 
Solution : En dérivant par rapport à y, xP'(xy) = P(x)P'(y) a fortiori xP'(x) = P(x)P'(1), d’où ee = en On obtient 
une décomposition de P'/P en éléments simples. On en déduit que P admet zéro comme unique racine complexe. Donc 


P(X) = aX". On a a = 1 ou zéro. Réciproquement, 0 et X” sont solutions. 





Exercice 22.40 ! 
P'(1 
Soit P un polynôme de degré n, tel que P(1) À 0 et FT 





n 5 . ; 
< - Démontrer que P admet au moins une racine de module 


supérieur ou égal à 1. 


PATENT 
Solution : Soit a,...,ah les n racines (distinctes ou non) de P. FT = 5 


P'(1) L l l 1 SL l1+a P'A) n 
—=|=- S . Comme —— -— — est un nombre réel, il est égal à sa partie réelle, à savoir 
2 1-ax 2) 2£1-@& P(1) 2 
He . 1- la? PO 7 
RE 70 Si tous les ay sont de module strictement inférieur à 1, alors tous les SR 0 et donc > —. 
ill akl I —a}l ECO? 
Par contraposée, la proposition en résulte. 





Sicelides Musae, Paulo Majora Canamus 


Exercice 22.41 — 
+ 
Soit a,b et c trois nombres réels distincts. Décomposer la fraction rationnelle ee -  _— sous la forme : 
X-4a)X-b)X-— 0) 
A B 








x + X-5'X-c Démontrer que la somme A + B+C ne dépend pas de (X, 1). En déduire les identités d’Euler : 
— a — —C 
1 1 1 a b Q 


had dod-0 cac-0 bo Gob-a Con 








; ne Àx+u ï A B 
Solution : Ona A+B+C=0. En effet, à l'infini ——— = o(>) et + + = ——— | 
(x— a)(x-— b)(x- 0) & X—-a x—-b x-c 5£ 
À Ab À 1 
ue = cE = + Pour À = 0 et ph = 1 on (TOUVE ———— + 
(a— b)(a— c) 


a b C 
TETE DE AU TeaTEn CG HaiOORN Cr 0 CUP Ha TENTE oG Al r=ncet AG ie 


o(À). Or A = 


(a-b)(a-c)  (b-a)(b-c) (c-a)(c-b) 
1 
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Exercice 22.42 
Soit P e C[X] de degré n, F0 = anX"+...+4aX+ ao. On suppose que P admet n racines non nulles et distinctes deux 


1 
à deux : x1,...,Xn. Calculer ) ——— 
I : xiP' (x) 


1 
Solution : On considère F(X) = ——. On décompose F en éléments simples : F(X) = 





ne 
n 

l 

et — Re = 

En = te Xi) BE i=1 ne _& 

Exercice 22.43 
On considère une fraction rationnelle avec un pôle double : 
U 
E=— vV 0 
TEE (a) À 


La décomposition en éléments simples s'écrit 
a U 
X-a X-a} Vi 





U 
En définissant la fraction G = (X — a)?F = TE exprimer les coefficients a et à l’aide de G. Généraliser à un pôle 
1 
multiple. 
Solution : En multipliant la décomposition par (X— a)?, on obtient 
U 
G=B+aX- a)+(X- a — 
Vi 
On trouve donc que 6 = G(a), puis en dérivant, que a = G'(a). 
La généralisation est immédiate. Si la fraction F possède un pôle d’ordre k, 


U œ œ2 dE U: 
Et —— 
X-a)}EV, X-a K-a)? X-a}f Vi 


en multipliant par (X— a)®, on trouve 


U U 
= NF 0,10 1X alt tot at — 
Vi Vi 


d’où l’on tire en dérivant k fois, que 





Exercice 22.44 


Soit F(X) = .. On suppose que a est un pôle double de F. Exprimer les coefficients associés à ce pôle double en ne 


calculant pas de quotient de V par (X- a)?. 


Solution : On a V(X) = (X- a)2Q(X) avec Q(a) Z 0. Donc 


UX __ À mn 09 


F(X) = = + — 
X-a)}QX) X-a (X-a} QX 


U 
En multipliant par (X — a)? et en faisant x = a, on trouve que pi = Le . I s’agit de trouver Q(a) en fonction de V. Par 


Q(a)” 


Taylor : 


I 
V(X) = V(a) + (X- a)V'(a) + (X- a)? — +(X— a)T(X) 
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V'(a ) 
Donc Q(a) = Se Alors 


ze 2U(a) 
ua V'(a) 


En retranchant, 
UX)-uQX À  PX 


RE  — + — 
X-a)}QX) X-a QX 
Si l’on note H(X) = U(X) - HQ (D, alors H(a) = 0. Donc H est divisible par (X — a) : 


H(X) = (X-— a)8(X) 
En multipliant alors par (X — a) et en faisant x = a, on trouve 


+ O(a) 
” Q(a) 


En utilisant encore Taylor, 8(a) = H'(a) = U'(a) - pQ'(a). Mais puisque 


I x7U 1 
Q00 = + a) a) +R a)ZX) 


NI 
Q'(a)= ) 
Finalement, 
GU'(a)V"(a) —-2U(a)V'"(a) 


À= 
3(V/(a))? 





Exercice 22.45 
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 


n! 


FX) = —— 
X(X +1)... (X+n) 


En déduire l'identité : 








n| 5 1 
P p=1l P 
Solution : La décomposition s’écrit : 
n 
XX+D..(X+m D 


En multipliant par (X+ p) et en faisant x = —p, on en déduit le coefficient X, : 


n! n! n 
= — = ——— #(-1) 
Ç-p)tp-1...(-D(0)0Q)...(n7-p) (-1Ppl{n-p)! P 


FA on " c|,] 
FX) = D ——— 


p=0 


Finalement : 


À 
En faisant passer l’élément simple _ dans le membre gauche, on obtient : 


n! 


x rs") 


Notons ( la fonction rationnelle 





On reconnaît alors un taux d’accroissement : 


pGI- (0) _ (El 


> (-1} 


x p=l x+p 


L'idée consiste à prendre la limite lorsque x — 0. Cherchons donc ®'(0). Comme (0) = 1 > 0, et que est continue en 
0, il existe un voisinage de 0, V =] - a,al (a > 0) sur lequel est strictement positive. Nous pouvons donc considérer 
w(x) = In(p(x)) sur ce voisinage V. Alors VxE V, 


n 
w(x) = n(n!) — 5 In(x+ p) 


p=1 


en dérivant : 
n 


Co 
(D=——=- 
SAT De x+p 
et en prenant la limite lorsque x — 0, puisque (0) = 1, on trouve que 
eux 
= É 
P 


1 
p p=0 





Exercice 22.46 
Soit me N*. Démontrer qu’il existe une unique fraction F de R(X) telle que cotan(2m+ 1)x = F(tan x) pour tout x tel 
que chacun des deux membres ait un sens. 


L k 
Calculer P,n = El cotan (x + —. Quels sont les pôles de F ? Décomposer F en éléments simples. En déduire que : 
1 m+ 


2(2m+ l)tan( 


1 ml 


m 
COTAN X = ————— à na rae NÉ Nef Li N ou 0 20 Et)" 
@m+ltan(-%) 1 (2m+ 12 cos? |; Er) tan (=) - @m+1)sin?[ En) 











m ee 


Solution : On écrit cos(2m + 1)x = Re((cosx+ sin x)?"*1) = de 2. Je-ntantt cos (+1 ; 
k=0 


2m+l 


et sin(2m+1)x=Im{(cosx+ isin x)?"*1) = » ee - 


| (1) sin2#+1 x. cos207-D x. D'où 


m [2m+1 m [2m+1 
>. _ ent cm- ». 5j enfants 
cotan(2m + 1)x = 0 ei en divisant en haut et en bas 


m f2m+l) pop mb. f2m+l 
1) sin2#+1 5. cos "D x —1)Étan25"l x 
De QE) 2 2k+1 EU 


par cos?"*1 x. Donc F(X) = 20) avec A(X) = 5 ie (—DEX2E et B(X) = » ail Le D'xE 
‘ B(X) ol LE 2k+1 

On détermine maintenant les racines zx de (X + 1271-28 . Elles . z+l=e 
(aenES - ei +km/@m+D) i+kr/ mt) L 2; Sin(x+ kr/(2m+ De +kt/@m+), Donc le produit des racines est 
d’une part (—1)2#+1 (1- PCR) 7 (enee ve CHE) eCm+Dix = 2ie2m+Dix sin((2m + 1)x) et d’autre part 

JT 2isin(x+kx/(2m+ 1e rem pire emEUix JT sin@+kr/@m+D). D'où [[ sin(x+kx/(2m+ 
k=-m k=-m k=-m 

sin(2m+1l)x (—-1)}”"sin(2m+1)x 

ere RE HSE. 
DONVIEIE 2 me 


2(2m+1)ix 2ix 2ikn/(2m+1) soit Zk = 


—-LD'"sin(2m+l)x+mn+n/2) cos2m+l)x . 
En changeant x en x+7/2, [l cos(x+kn/(2m+1)) = CT: Finalement, 
Far 22m 22m 


Pm = (-D'*cotan(2m + 1)x. Les pôles sont obtenus pour x = JE 
; me ÂE 2 À& 
Puisque deg À = 2m et degB = 2m +1, F(X) = 5e ——, Donc cotan(2m + 1)x = 


_ …: Se - kn \ 
k=-mX-—tan k=-m tan x tan(E.) 


kT 
pour k=-m,...,m ce sont donc les tan( kr). 


TE = —+h,cotan(2m+1)x = cotan(2m+ 


2m+1 





En particulier À£ = cotan(2m + 1)x [tan x — tan | Ex) . En posant x = 
X=Sm+l 
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2m+1 


1 d l 
DA = ——— et tan x — tan En ] - h— | = ————, D'où ]f = ———————————. En re- 


m+1lh dx 


(2m + 1) cos? ( kr) 


groupant les termes d’indices k et —k et en changeant x en 2, on trouve le résultat demandé. 





Exercice 22.47 
A B C D PX) 


Écrire FX) = —————© + ———° + —2 + —© + ————————————— où P est un polynôme. 
SITES TES DITES ST ES SUITE RS ES TS SES ES IS TEST FO 


Démontrer que deg P < 4. Écrire un développement limité de F à l’ordre 100, puis à l’ordre n. 
De combien de façons différentes peut-on rendre la monnaie de 1 euro avec des pièces de 1,2 et 5 centimes ? Idem en 
remplaçant 100 par n. 


Solution : On obtient une telle écriture en regroupant les parties polaires relatives aux pôles complexes non réels. 
P(X) 


1+X+X2+X3 +X4 
négatif. Donc degP < 4. 


est une fraction de degré strictement négatif comme différence de fractions de degré strictement 


l 
On trouve facilement D = on On trouve A,B et C par un développement limité en posant x = 1+h. 
x 
1 1 


1 
O 1+x+ 2 + 3 + 4 = 5+10h + 10h? + h? REED LL h° Æ 
n à (ORENE CCE (2+h)(5+10h+10h2) 52+5h+6h + 0) 


l l l l 13 
—(1+3h+3h2)+0o(h?)=—{(1-3h-3h? + 2% h?) + o(h?) d'où A= —,B= - et C=—. 
cU+2 ROSE Te SEE 10 3° 40 

2ikn _ _ 2 : 
Soit CE = exp {2 h ke {1,2,3,4}. On a = 4+0 = 1-2+20 -4 = DUC On écrit une relation de 
Bézout entre X*+X$ +X2+X+1 et 3X°+X2-X+2: 


3 2e de 1 
ne ee + SX + EX + EX+ —)(8XT + XX? -X +2) = 11° Donc 





1 2 l 1 
U+EU+ te (88 +2-C+2) = 1 et donc P() = = + Ets = = ceci pour les quatre valeurs de 


Gras do = me =X+S O déduit FX) = L D 
€ NC _— =, n en eau _ — — _ — 
È 5* 5 5 10 (1-— (=Xxÿ$ 4 (1- GSM 401-X 81+X 


1 ROSE BED E X)_1 o 1 1 13 1 li 1 (1+X2-x3- x) 
——— HE ——_— + + —> + = ————————— 
5 1—X5 7 10(1-X$ 4 (1-X} 40 1 X 81+X 5 1—X5 
n (K+2)(k+1) L 
——_————— 


= Du 1)xË + ox”) et = = _ > 


+ o(x"), 
k=0 2 


1 n 
Comme : = Y xk+ o(x”), en dérivant, fi 


l 
= x)2 


- k+2)(k+1) K+1 13 (1 
on en déduit que F(x) = » pex + o(x") avec PE = REA D Se RER ue ob 
Kk=0 20 4 40 8 


(mod 5), ax = —-1 pour k=3,4 (mod 5) et = = 0 De k=1 (mod5). sue k= 100, P100 = 541. 


a 
= avec ay = 1 pour k= 0,2 


1 
On écrit les développements limités : 7 = 2 22 + o(x), =Ù + o(x° 7). En ef- 
EE x2 


k=0 1x 





l Li à 
fectuant le produit de ces trois développements limités : —— = b | Ë 2 b | +o(x”). 


(-x)(1-x2)(1-x5) q=0 
Le coefficient de x" pour n < m est donc le nombre p{(n) d’obtenir n = k+2p+5q. On a donc bien p(n) = 





Exercice 22.48 
Méthode de Ramanujan pour résoudre le système suivant : 


n 
Dxxyf  pel0,…..,2n-1} 
k= 


des 2n inconnues (xk)1<k<n Et (Yk)1<k<n- 
Xn 
4... 
l—-uy] l—uyn 
2n-1 


1. On considère @(u) = 








+ o(u2"-1) son développement limité à l’ordre 2n— 1 en zéro. 
A1+Aou+...+AQutTl 


1+Biu+...+Anul 
D'où (1+Biu+...+Bhu").(ao +...+a@n-1u2""l+o(u2"-1))=A;+...+A,u" 


2. Soit E(u) = 40 + 41.U+...+ Gon-1.U 


3. On réduit p au même dénominateur : Q{(u) = 


4. On résout un système pour trouver les Bz puis les Ar. On a donc enfin l’expression de w. 


5. On décompose en éléments simples. Dans le cas où ainsi obtenue n’admet que des pôles simples on obtient 
l'unique 2n-uplet solution du système. 
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6. Application : Résoudre dans € 


X + YO + 2Zz + tt = 2 
PX + gqy + rz + st = l 
p?x + q?y + rz + St = 7 
p°x + qd y + r$z + St = 2 
px + gty + rtz + st = 15 
p°x + qd y + r°z + St = -23 
p°x + qSy + r6z + st = 50 
p'x + q'y + rlz + st = -95 


A; + Aou + Au? + Au 
1+B;u+Bou? +B3u + Bau4 
95u° + o(u?). On obtient alors A1 + Aou + Azu? + Aau = 2 + (2B1 + 1)u + (7 + B1 + 2B2)u? + (—2+ 7B1 + Bo + 2B3)u° + 
(15—2B1 + 7B2 + B3+2B4)u +(—23+15B1 —2B2 + 7B3 + B4)u° + (50—23B: + 15B2 —2B3 + 7B4)u° + (—95+50B1 —23B2 + 
15B3 -2B4)u”. 

A] 2 —2B: +  7B2 +  B3 + 2B4 —15 
A = ll + 2B: 15B: —  2B2 +  7B3 +  B4 23 
A3 = 7 + B: +  2B —23B1 + 15B2 — 2B; +  7B4 —50 
Ag = —2 + 7B1 +  B2 +  2B3 50B: —  23B2 + 15B3 — 2B4 = 95 
La résolution du deuxième système fournit : B1 = 0, B2 = —2, B3 = 3, B4 = —2. Le premier système fournit 
: e = _ _ ! . 2+u+3u? +2u 5 : 
ensuite À] = 2, A=l, A3 = 3, A4 = 2. On obtient donc @(u) = CT Au dénominateur 1 
et —1/2 sont des racines (plus ou moins) évidentes et 1 — 2u? +3u —-2u®=-2{u-1)(u+ à) (u? —u+1). Donc q(u) = 
. .2 . 
4 + 2 RS es = a ne 
ul u+ u+j u+jÿ? 3 21 2(-j-D(-j+h(-j+j2  -1-5j 
. .2 . . .2 
nee _17+39)j ee. Ra es RL 17+39j _ —22+17j 251) 
21 21 3 21 j 21 21 21 
p=1, q=—2, j s=—)j ou toute permutation des lettres (x, y, z, f) avec la permutation correspondante des 
lettres (p,q,r,s). 


= 2+u+7u? 20 +15u*-23u° +50u$ - 


Solution : On écrit a priori la fraction g(u) = 


Soit : 





, , 








Exercice 22.49 ; 
On considère l’équation différentielle suivante : u! = u2+—-—b(*) pour x >0 (a et b non nuls) 
x 


1. Recherche des solutions fonctions rationnelles. 





Soit u(x) = une solution de (*) avec (PQ) € RIX]I?, P et Q premiers entre eux. 


x 
QG) 
(a) Démontrer que degP = degQ. 
(b) Démontrer que les zéros de Q sont simples. (On pourra étudier à part le cas éventuel de la racine nulle. 
Si z est une racine non nulle de Q , on pourra démontrer que Q'(z).P(z) = —P2(z) ) 
P 
(c) Décomposer u = Q en éléments simples. 


(d) Exprimer u en fonction de Q seulement. 
2. On pose z = exp(—-ax).Q(x) où a désigne la partie entière de u. 
(a) Donner une équation différentielle vérifiée par z. 
(b) Donner une équation différentielle vérifiée par Q. 
(c) Démontrer que b = o. 


(d) Déterminer Q. (On pourra exprimer à en fonction de a et de deg(Q) ) 


Solution : 


ë a £ PS . * . D 
1. (a) Supposons degu > 0. On aurait alors u? — u! = ——+b, égalité entre une fraction de degré strictement positif 
x 


. 2 . . . a _ EP A 
et une de degré strictement négatif. Impossible. Supposons degu < 0. On aurait alors b= u?— uw! +—, égalité 
x 


entre une fraction de degré strictement positif et une de degré strictement négatif. Impossible aussi. Reste 
une possibilité : deg u = 0 soit deg P = degQ. 


(b) On a P'Q-PQ' =P?+ (< — b) Q°. Donc si z Z 0 est une racine de Q, on a —Q'(z).P(2) = P?(z). Or z n’est pas 
x 


racine de P (sinon X— z serait un diviseur commun à P et à Q), donc Q'(2) = -P(z2) £ 0. Donc z est racine 
simple. 
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Pour le pôle nul : On a Q(0) = 0, donc P(0) Z 0. On écrit Q = XQ1. Ainsi (a— bX)X2Q1(Q1 — P') = XP(Q'—P) 
Après simplification par X, on obtient —P(0)(Q'(0)+P(0)) = 0 donc Q'(0) = —-P(0) est non nul. 0 est donc une 
racine simple de Q. 


n-1 À 
(c) Tous les pôles de u sont simples, donc u(x) = a+ ne > er (Zk)1<ken-1 Sont les racines non nulles 
x X—2Z 
k=1 k 
P(zx) 
Q'(Zx) 


de Q et à désigne la partie entière de u. On a Àx = . Or, que z soit une racine de Q nulle ou non nulle, 


n-1 
on a P(x) =-1. Donc u(x)= a+ ÿ L J 
Q'(Zx) k=1 À — Zk 
Q'’ 
d) Doncu=a-—. 
(d) Q 


! 
(a) On a z' = (-aQ+Q')exp(-ax) = -Q [a _ exp(-ax) = -zu. En dérivant, cela donne z" = -z/u- zu! = 


A le 
zu z[u + = pb} = z(© b). 
(b) On dérive z! = (-aQ+Q')exp(-ax) : z/ = (Q/-2aQ'+a2Q)exp(-ax). L'équation z! == (À — b) s'écrit 
Q2aQ/ + (a2-b++)Q=0. 


(c) On en déduit : X(œ? — b)Q = -XQ"” +2aXQ' — aQ. À droite, on a un polynôme de degré inférieur ou égal à 
degQ. Donc nécessairement a? — b= 0. 


(d) On pose n = degQ. On a XQ"” — 2aXQ' + aQ = 0. En regardant le coefficient de X" : on a -2an+a= 0. 


n 
En écrivant Q(X) = 2 aX® en prenant par exemple a, = 0. En regardant le coefficient de X”" : on a 
k=0 
or k(k+1) : 
(k+1)kag:1 = (2ak-— a)ay = 2a(k-n)ay. D'où ay = en On retrouve bien ao = Q(0) = 0. On trouve 
a(k-—n 
d h h (n-l}n (n—-2)(n-1)(n-ln CDÉ-Rb[0n 
e proche en proche an-1 = — + D EEE, 209 CR CE 
. : ; co 2a ne : , 24 Fns 2Kakk! 
(—1) (n!) n—k nn (-1) (n!) n—k x 
——— ——  —.D X) = — > —X 
2e L 2 (n-0D) n 





Exercice 22.50 
1. On considère l'équation différentielle (++) y! + y? + pe 1=0. 
x 
(a) Intégrer (**) dans le cas où a= 0. 


: 1 Re : : n . 
(b) On suppose a # 0. Montrer que si l’on pose y = —, z doit satisfaire à une équation différentielle que l’on 
formera. En conclure que l’on peut, pour étudier (** ) , se borner au cas où a est positif. 
2. On suppose désormais a > 0. 


P 
On cherche des solutions y = Go) 
Q(x) 


a 
(a) Démontrer que y est solution de (**) si et seulement si P et Q vérifient P'Q — PQ' + P? + —.PQ-—Q?= 0. 
x 





de (**) avec P et Q premiers entre eux. 


(b) Démontrer que l’on a nécessairement : 
- Le produit P(X).Q(X) admet zéro comme racine. 
° Un et un seul des polynômes P et Q s’annule en zéro. 
- Les polynômes P et Q sont de même degré. On désigne par n leur degré commun éventuel. 
Démontrer que leurs coefficients dominants sont égaux ou opposés. 


(c) On suppose ici que Q(0) = 0. 
Démontrer que Q(X) — P'(X) est divisible par P(X). En déduire % € {—1; 1} tel que 


QUX) — P'(X) = EP(X). (22.3) 

PGO - Q'0 + PQ = E.Q00 (22.4) 
P"(X) + 2eP'(X) = + (PO +EP(X)) (22.5) 
a=2n. (neN\*) (22.6) 
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(d) Si P(0) = 0, alors il existe des propriétés analogues qu’on obtiendra soit en suivant une voie analogue à 
celle de IV.3, soit simplement en transformant ces résultats. En conclure que l’hypothèse P(0) = 0 ne peut 
être retenue. 


(e) On se place dans le cas où a est le double d’un entier naturel. (notons-le n). On se propose de démontrer 
qu'il existe un couple (PQ) satisfaisant aux conditions du IV.1. 
Déterminer les polynomes P qui satisfont à (3) en calculant leurs coefficients grâce à une relation de 
récurrence. On désignera par P;(X) celui de ces polynômes qui est unitaire et qui correspond à € = +1 et 
par P* celui, unitaire qui correspond à € = —-1. Déterminer les polynômes Q, et Q% associés. 

(@ On pose fn = Pn/Qn et fr =Pr/Qÿ. 
Comparer f,(—x) et f; (x) pour x e R. Démontrer que 


Q,% _ Q7/® 


X) — FX (X) = 
og 1 QX 








(On pourra penser à (2) ) 
— * Z 
(g) Soit y une solution de (**). On pose y = DR Donner une équation différentielle très simple vérifiée 
par z. — 
Intégrer cette équation différentielle en z à l’aide de Q,et Q. En déduire la solution générale de (**) qui 
s’exprime très simplement à l’aide de P;,,Q,P7,Q% et de la fonction exponentielle. 


2 
(h) Intégrer y + y?+—.y-1=0. 
À 


Solution : 


1. 





(a) Lorsque a = 0 on intègre l'équation à variables séparables y' = 1 y?. On obtient les solutions y = +1 ou 
; .1 |1+7y . l+y _ Ke*-1 
mn = 1 soit -In|——|= x+cC soit = Ke* ou encore y = mt K étant une constante. Pour 
1-7 2 |1-7y 1—y Ke‘*+1 
K = 0 on retrouve la solution y = -1. 
1 ei 2 a a 
(b) En posant y = —, on obtient y =-—. Donc -—+—+—-1=0 soit -z'+1+—2z-22=0 ou z'+z?- 
fe Z CONTES x 


a j ; : ; : 
—Z-—1=0. Donc si y est solution pour un certain a, alors z = 5 sera solution pour le a opposé. (Remarque 


x 
pour a = 0 les solutions qui correspondent à des K opposés sont inverses.) 
P'Q-PQ' P'Q-PQ' P? P 
DORE Po PO ee ro 20 
£ 0 Q@ xQ x 
X 
(b) On a donc PQ = — [PQ! —P'Q-P?+ O2 Donc 0 est racine du polynôme PQ. S'il était racine de P et deQ, 
a 
X diviserait P et Q et donc P et Q ne seraient pas premiers entre eux. 
Supposons p = degP > q = degQ. on aurait alors 


P 
(a) En posant y = © on a y! = 


p? = pQ'-P'Q- <PQ+Q? 
Se X 
d° 2p Se 
somme de polynômes de d° <2p 


ce qui est impossible. De même supposons p < q. Cette fois on aurait 


2 ! ÿ LL @ 2 
Q° = PQ-PQ +—PQ+P 
S— X 
o ——-—— 
#24 somme de polynômes de d° <2q 
ce qui est également impossible. On a donc p = q = n. Maintenant P? —Q? = PQ'-P'Q-— = PQ. Comme 
deg (Po —P'Q- PQ) <2n, on en déduit que P? et Q? ont même coefficient de degré 2n, ce qu'il fallait 
démontrer. 
SiX|Q alors Q(Q-P') =P (P- Q'+ ax] Donc P | Q(Q—P’). Comme P et Q sont premiers entre eux, 


d’après le lemme de Gauss, P | Q—P'. Or deg(Q —P') = n, donc P = k(Q—-P'),kER. En regardant les termes 
de plus haut degrés qui sont égaux ou opposés, on obtient k=E£ € {-1,1} (1). 


Dans l’égalité Q(Q—P')=P|P-Q'+ a®) on remplace Q — P' par eP et on obtient après simplification par 


A 
P:eQ=P-Q+as (2). 
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D'après l’égalité (1), on a Te +eP) = = 0 = €Q — P +Q’ d’après (2). Comme €Q — P = eP' d’après (1) et 
se 

Q'=P/+eP/ en dérivant (1), on obtient Bien (3). 

Si on appelle a, le coefficient dominant de P, en regardant le coefficient de X" dans X(P”+2eP') = a(P'+eP) 

on trouve 2£4nñ = 4Ean donc 2n = a (4) puisque £an 7 0. 

Si pour un certain a, on a P(0) = 0, on obtient pour a’ = —-a,Q(0) = 0 puisqu'on échange les rôles de P et de 

Q. Donc d’après (4) on aurait a! = 2n soit a = —-2n ce qui est impossible. 

On écrit P = XaXF, P' = (k+ Daps1XE, XP' = ZkazXË, P' = Ek(k-— LlarXK-2, et XP"! = Y(k+ 

1)kar1X®. (3) se traduit par XP" + (2EX— 2n)P' -2neP = 0. Donc (k+ 1)kag41 + 2ekay — 2n(k+ laps — 

k+1)(2n-k 
2neay = 0, soit ap:1(k+1)(k—2n) = —-2e(k-— n)ayx ou encore ay = es En partant de ay = 1, 


2(n 
L: n(n +1) £nGn-1)..(n-k+1)(n+1l)(n+2)...(n+k) £ m+k)! ; 
&n-1 = —E 2 > An-k = (— €) nn mi om - en 
ment 


(n+ k)! n=k 
P(X - 
x Dee a 2kkl(n = R! 


= +D! L 
D'où ePX) = D eco Un PU Dee Us Cie 
k=0 


,G+h-1)! 
= 2h-l(n-h)! 
(n+ k)! k k-1 (n+k-1)! x 
2RGE= H)! Er Li 2 ln k)! 
(n+k-—1)! n+k + (n+k-—1)! 
7 nr LR EE EUR 
x reset x 9 (n=k= DI2RI 


XI 


Donc Q(X) = P +eP' = x + D ]e e)* 


X"E car pour k = n le coef- 
Gm+k-I) 

(n—k-DI2ER 

Soit g(x) = — f,(-x), on a g'(x) = f!(x). Or VxeR*, f(x + f2(-2) + ft — 1=0 on en déduit que 


ficient est nul, ce qui est conforme avec le fait que Q(0) = 0, et pour k= 0, (-e)f 


g' (2 + g2 (x) + Leo —1= 0. On en déduit que g est une fraction rationnelle solution de y! + y?+ ss y—1=0. 
x x 
C’est donc soit f, soit ff. Or lim fn (x) = 1 et que lim JE (x) = —1 on en déduit que g(x) = — fn (—x) = 
X— too X— too 
f5 @) donc fn(-x) = — fÿ (x. 
Q'_a : PAC CAN ET 


D'après (2), en divisant par Q, on a S- = Q —— a €. Donc fn(x) — f} (2) = 0, — 0: = 0, & ne + 
n(d 4 BANC ES 


et — _ +2 ce qu'il fallait vérifier. 


7 QG x QnX  Qx 
On a : ns, “he 


ue OR Pom), nc raz fr fre 
= U-2ÿ ” U-2ÿ | 


d’où 


on 
fi -féz-fiz- fiz+ 2 ++ fn2 + (fn fi 2) + L (fa féz)a-2-(4-72) 
: (2)? 
et cn ce ml cl Je ie cn dl 
| er 
En regroupant les termes en z, z et z? et en multipliant par (1— z)?, 


Pa LE fat + aff fn 2 fn fr = a + fn) +2) + 2 (fi + fo) + (fe (EP + 2 fr 1) =0 
X X X 


a a 
Or f,+f2+—fn-1=0 et f#"+ (A +— f* —1=0 donc le coefficient de z? et le coefficient constant sont 
x x 








nuls et le coefficient de z égale -f#"- fl -2f, fx (3 + fn) +2= f2+ (5). —2fn fx. Donc l'égalité se 
Qu | n (0 è à ne 
Qn(x)  Q:0X) 
P,—KPie ?* 


* 
n ,—2x : : 
e “*. On obtient enfin y = ————. On retrouve les solutions 
Qn Qn - KQ3e 77 





simplifie en z'(fn— fx) + Z(fn — fx)? = 0 donc z' + z(fn — f*) = 0 ou encore z'+z 


Cette équation s’intègre en z = 


rationnelles pour K = 0 etK= oo. 
Onan=1. C'est le degré des polynômes P et Q. Pour e = 1, on a P(X) = X+a et XP’ = 2(P'+P) d’où a = -1 
et P, =X—1. Pour e = —1, on a P(X) =X+6 et XP’ =2(P'—P) d’où B= 1 etP} =X+ 1. On a tout de suite 
LR les. 


_ pour un certain KER. 
x(1+Ke-2*) 


Q1 =X et Q7 = —-X. On obtient les solutions y = 
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Espaces vectoriels 


Pour bien aborder ce chapitre 


La géométrie prédominait dans les mathématiques grecques et il fallut attendre Descartes au 17° siècle pour faire le lien, 
grâce à la notion de repère, entre les notions géométriques : 

— de points du plan ou de l’espace, 

— de courbes 

et celles algébriques 

— de couples ou de triplets de réels, 

— d’équations. 

Cette approche s’avéra féconde à la fois pour les géomètres et les analystes. Elle offrit aux premiers toute la puissance 
de l’analyse pour traiter des problèmes de géométrie et, au second, les représentations de la géométrie pour visualiser et 
énoncer les phénomènes de l’analyse. 

La généralisation des notions géométriques du plan R? et de l’espace RŸ à des espaces de dimension plus grande n’a pas été 
immédiate. Il manquait le formalisme pour pouvoir aborder ce problème. C’est le mathématicien allemand autodidacte 
Hermann Grassmann qui, au 19° siècle, esquissa les notions d’espace vectoriel et de dimension. Son travail était d’un 
abord difficile et c’est grâce au mathématicien italien Giuseppe Peano que ces concepts se précisèrent et prirent leur 
forme définitive. 

Les mathématiciens disposèrent alors d’outils permettant d’aborder des problèmes de géométrie en dimension quelconque. 
Cependant c’est l’analyse qui donnera aux espaces vectoriels toute leur importance. 

À la fin du 19° siècle et au début du 20° siècle, les mathématiciens allemands étudient des espaces de fonctions et créent l’ 
analyse fonctionnelle. Les espaces étudiés ont des structures d’espace vectoriel. Le mathématicien polonais Stefan Banach 
écrira, dans sa thèse, que plutôt que d’étudier des problèmes particuliers et de démontrer isolément leurs propriétés, une 
meilleure stratégie est de prouver ces propriétés pour des ensembles généraux pour lesquels on a postulé des propriétés, 
puis de montrer que ces axiomes sont vérifiés par les problèmes particuliers. 

Cette approche fonde en quelque sorte les mathématiques modernes. On introduit et étudie dans un premier temps des 
structures (groupe, anneau, corps, espace vectoriel, …) puis on vérifie à quelle catégorie se rattache un exemple particulier 
donné. Il hérite alors de toutes les propriétés de la catégorie à laquelle il appartient. 

Les premiers pas en algèbre linéaire sont en général difficiles et rebutants. La difficulté ne tient pas tellement, contraire- 
ment à ce qu’on pourrait penser, à la difficulté des raisonnements mathématiques ou à l’abstraction des notions utilisées. 
Elle réside plutôt dans le caractère nouveau de ces raisonnements et de ces notions. Un conseil, ne vous laissez pas im- 
pressionner, ne vous braquez pas. Le temps et le travail aidant, vous allez vite comprendre dans quel nouvel endroit vous 
avez mis les pieds et, passé la phase de découverte, vous allez vite vous sentir en sécurité. Les chapitres 2 et 3 de géométrie 
dans le plan et dans l’espace vont vous être d’un grand secours car ils vous aideront à vous forger des représentations et 
ils guideront votre intuition. 


23.1 Espace vectoriel 


Dans tout ce chapitre K désigne le corps R ou C. 


23.1.1 Définitions 


Nous allons donner les axiomes qui définissent un espace vectoriel. 
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DÉFINITION 23.1 COQ K-espace vectoriel 
Soit (K,+,x) un corps. On appelle espace vectoriel sur le corps K tout ensemble E muni d’une loi de composition 


interne + (addition) 
_ ExE — 


(x y) — x+y 


et d’une loi de composition externe - (multiplication par un scalaire) 


a — E 


(À,X) — À:x 


telles que 
1. (E,+) est un groupe commutatif. On note 0E son élément neutre. 


2. Pour tout (a, f) e K? et pour tout (x, y) € E2, on a 


D (a+B)-x=a.x+f.x D a-(x+y)=a.x+a.y 


2 (axB)-x=a-(B-x) D Ixk:x=x 


On dit alors que (E,+,-) est un K-espace vectoriel. Les éléments de K sont appelés scalaires, ceux de E, vecteurs. 
L'élément neutre de (E, +), OE est appelé vecteur nul. 





Remarque 23.1 On vous avait prévenu, cela peut sembler abstrait... Cela ne l’est en fait pas tant que ça. Un espace 
vectoriel est un ensemble sur lequel on peut définir une addition et une multiplication par un scalaire et rien de plus, si ce 
n’est que cette addition et cette multiplication doivent vérifier les axiomes ci-dessus. Vous connaissez un certain nombre 
d’ensembles de ce type : 

— R(K=R)etC(K=R ou C). 

— L'ensemble des vecteurs du plans (K =R). 

— L'ensemble des vecteurs de l’espace (K =R). 

— Les ensembles R? et R$ (K = R). 

— L'ensemble des suites réelles 7 (R) (K = R) ou complexes 7 (C) (K =R ou ©). 

— L'ensemble Z (I, R) des fonctions de I dans R (K = R) (ou dans € (K = R)) où I est un intervalle de R. 

— Les ensembles de polynômes R[X] (K = R) et C[X] (K =R ou C). 

— L'ensemble K, [X] des polynômes de degré < n à coefficients dans K où ne N. 

Nous allons formaliser cette remarque dans la prochaine section. 


Remarque 23.2 Prenons tout de suite de bonnes habitudes. II est essentiel de bien distinguer les notions vectorielles 
des notions affines. Les espaces affines sont ceux que vous connaissez depuis le collège. Dans un espace affine : 


1 Un vecteur est donné par deux points, un point de « départ »A et un point « d’arrivée »B. On dit que deux vecteurs 
AB et CD sont égaux si ABDC est un parallélogramme. 


2 Une droite est composée de points. Elle est donnée par un point par lequel elle passe et par un vecteur qui la 
dirige. On parle de droite affine (Voir la définition dans chapitre 2). 


3 Un plan est lui aussi composé de points. Il est donné par un point par lequel il passe et par deux vecteurs qui 
l’engendrent. On parle de plan affine (Voir la définition dans chapitre 3). 


Si on fixe une origine O dans notre espace affine, ses points peuvent être identifiés aux vecteurs d’origine O. Ce sont ces 
vecteurs qui nous intéressent dans un espace vectoriel. La notion de point n’a pas de sens. Dans un espace vectoriel : 


1 Tous les éléments sont des vecteurs. On peut se les représenter comme les vecteurs d’origine O d’un espace 
affine. 


2 Une droite est engendrée par un vecteur u (non nul) et est formée de vecteurs. On peut se l’imaginer dans un 
espace affine comme une droite passant par O et dirigée par u. 


3 Un plan est engendré par deux vecteurs u et v (non colinéaires) et est formé de vecteurs. On peut se l’imaginer 
dans un espace affine comme un plan passant par O et engendré par u et v. 


/\ Attention 23.1 Autant il est utile parfois de se représenter certaines notions d’algèbre linéaire dans le plan ou dans 
l’espace, autant parfois ceci est impossible...Cela n’est en général pas gênant... 


23.1.2 Espaces produits 
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Exemple 23.2 Soit (K,+,-) un corps. Alors (K,+,-) est un K-espace vectoriel. 
L’addition dans K est une loi interne sur K et la multiplication sur K peut être vue comme une loi externe. On vérifie 
facilement que ces deux lois vérifient les axiomes définissant un K-espace vectoriel. 


Exemple 23.3 On va munir l’ensemble des couples de réels R? d’une structure de R-espace vectoriel. On définit une 
addition et une multiplication par un scalaire ainsi. Pour tous (x, y),(x’, y’) € R? et tout «€ R, on pose : 


(x y)+(x,y)=(x+x,y+y) et a.(x,y)=(ax,ay) 
On vérifie (c’est un peu long et laborieux mais c’est facile) que ces deux lois vérifient les axiomes définissant un R-espace 


vectoriel. Attention, le vecteur nul de cet espace est donné par Op2 = (0,0). 


(\ Attention 23.4 Attention au sens des opérations + et. dans les définitions ci-dessus : 


Adéion Ados Multiplication Multiplication 


2 par un scalaire par un scalaire 
dans R \ / ; dans R ds Re | | ] os 
(cy)+(x y) = (x+x,y+7) (x, y) = (aïx, aly) 


On généralise cette construction ainsi : 


PROPOSITION 23.1 Espace vectoriel K” 
Sur l’ensemble des n-uplets de scalaires K”, on définit 
— une addition + 


À KA x Ke Ki 
Horse Ne ent 


— une multiplication par un scalaire : 


: KxK7 KE 
À (@(x1,...,X%n)) >  (ax1,.…….,0Xn) 


Muni de ces lois, l’ensemble (K”, +,-) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est le n-uplet | Oxn = (0,...,0) À. 





Démonstration  Vérifications faciles. 
Un corollaire immédiat est alors le suivant : 


COROLLAIRE 23.2 Espaces vectoriels R” et C” 


— Le triplet (R”,+,-) est un R-espace vectoriel. 
— Le triplet (C”, +,-) est un R-espace vectoriel. 





| Remarque 23.3 En particulier, R et € sont des R-espaces vectoriels. 


De manière plus générale, on a : 


PROPOSITION 23.3 Produit d'espaces vectoriels 
Soient (E1,+,:) et (E2,+,-) deux K-espaces vectoriels. On définit sur l’ensemble Ej x E2 


— une addition + 
| (E1 x E2)? EE 
nt 


Ga,x%2),(1,32)) — (x+y1x+) 


— une multiplication par un scalaire : 


:] Kx(E1xE>) — E1xE2 
(a, (X1,%2)) — (a-x1,x:x2) 


Alors (E1 x E», +,-) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est (0r,,0) L 


Démonstration  Vérifications faciles. 





23.1.3 Espaces de suites et de fonctions 


Comme précisé dans l'introduction, on peut munir certains espaces de fonctions de structure d’espace vectoriel. Il suffit 
pour cela que les fonctions soient à valeurs dans un espace vectoriel. 
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PROPOSITION 23.4 Espace vectoriel de fonctions 

Soit X un ensemble non vide et soit E un K-espace vectoriel. On définit sur l’ensemble & (X,E) des fonctions définies 
sur X à valeurs dans E 

— une addition + 


es — F(XE) 
NON SE 


donnée par Vxex, (f+g)(x) = f(x +g(x 
— une multiplication par un scalaire : 
«| KxF(X,E) —  S(X,E) 
| (C1 
donnée par Vxex, (a-:f)(x) =af(x) 
Muni de ces lois, l’ensemble (7 (X,E),+,:) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est la fonction identiquement 


X 
nulle sur X à valeurs dans E :|0Z1(x,E) : 





Démonstration Les vérifications sont immédiates. 
(\ Attention 23.5 Attention au sens des opérations + et. dans les définitions ci-dessus : 


Ad Ads Multiplication Multiplication 


par un scalaire par un scalaire 
Po \ V GRSE dans F (X,E) \ ] dans E 
(f+8) CO = f Go +8 (0 (dt f) 9 = af (0) 


En appliquant ce résultat avec X = N et E = K, on obtient : 


COROLLAIRE 23.5 Suites à coefficients dans K 
Notons .7 (K) l’ensemble des suites à coefficients dans K. Avec les lois 


| SK XxS(K) — .S(K) 
| ((un), (Un)) > (Un+ Un) 


(À (Un) > (un) 


(7 (K),+,-) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est la suite constante nulle. 





23.1.4 Règles de calcul dans un espace vectoriel 


Les quatre axiomes donnés dans la définition 23.1 ne traduisent à priori pas toutes les règles de calculs qu’on est habitué 
à utiliser quand on manipule des vecteurs. On va montrer que ces règles découlent bien de ces quatre axiomes. 


PROPOSITION 23.6 © Règles de calcul dans un espace vectoriel 
Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel. Pour tous scalaires a, , À € K et pour tous vecteurs x,y EE, ona 


OK *X = 0E D A(x-y)=A-x-2-7y 
ŒD:x=-x 

(A :x=- (4:22 = À: (x) 
(a-B)-x=a.x-p:x 7 À-x=O0E > [À = OK ou X= 0] 


6 À-Or =0E 








Démonstration © 


Les démonstrations de ces règles vous sembleront sans doute un membres de cette égalité. 
peu arides dans un premier temps. Il est important de bien les D Ona: 
travailler jusqu’à être capable de les refaire seul. 
1 X+(-DX = 1.x+(-1)x grâce à l’axiome d 


OE+0xx =  OKx car (E,+) est un groupe =  (A+(-D)x grâce à l’axiome @ 


=  OKx car K est un corps 


(0x +0K) x car K est un corps 
=  OKx+0Kxx d’après l’axiome € = Or d’après le point précédent 


D'où OK : x = 0E en soustrayant OKx à droite des deux donc (-1) x est l’opposé de x. On peut alors écrire : 
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—Xx=(-1)x. 6 


mors À0E = À(x-—x) car (E,+) est un groupe 
(x = (-ILAÀ) x car K est un corps = ju 0 dans latiome @ 
= (CDGAX d'après laxiome @ =  Àx-Ax d’après le point 3 
=  —À.x d’après le point précédent = pre Seront 
3 7 Supposons que Àx = Og. Si À = OK alors d’après le point 


1, Àx = Or. Sinon, si À Z OK alors comme K est un corps, 
(a—-B)x = (x+(-B))x car K est un corps 11 existe et 
= _ax+{(-fx) d’après l’axiome @ 
1 : , ds = Lee (AA 2 Qu 2 À Op = 0 
= _ax-—fx d’après le point précédent 


5 et donc x = 0g. La réciproque est évidente. 


A(x-y) =  A(x+(-y)) car (E,+) est un groupe 
=  Ax+A(-y) d’après l’axiome G 
=  Ax+A(-1y) d’après le second point 
=  Àx+(A.(-1)) y d’après l’axiome @ 
=  Àx+(-À) y car K est un corps 


=  Àx-Ày d’après le point 3 


23.2 Sous-espace vectoriel 


23.2.1 Définitions 


DÉFINITION 23.2 © Combinaison linéaire 


— Soient x1,...,X A vecteurs d’un K-espace vectoriel (E,+,.). On appelle combinaison linéaire de ces n vecteurs tout 
vecteur x € E de la forme 


n 
x= Ai Xit.+An Xn= Ÿ Àg-xe 


k=0 
où (A1,..., An) € K?. 
— SiAest une partie de E, on appelle combinaison linéaire d'éléments de À toute combinaison linéaire d’un nombre fini 
d’éléments de A. 





Remarque 23.4 On montre par une récurrence facile qu’une combinaison linéaire de vecteurs de E est encore un 
vecteur de E. 





Exemple 23.6 
; R — R , En …—. : : ; 
— Soit f: ; . C’est une combinaison linéaire des deux fonctions cos et sin de Z (R,R) et c’est 
X +——  cosx+2sinx 


un encore un élément de Z (R,R). 

— Soient u= (1,2) et v = (1,1) deux éléments de R?. Alors la combinaison linéaire 2u— 3v = 2(1,2)-3(-1,1) = (5,1) 
est encore un élément de R?. 

— Soit w > 0. L'ensemble des solutions de l’équation différentielle : y/”+4 y = 0 est l’ensemble de toutes les combinaisons 


— R [e — R 
et 2: 


linéaires possibles des fonctions 1 : . 
X 1  coS(wX) X t+—  sin(wx) 


DÉFINITION 23.3 COQ Sous-espace vectoriel 
Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel et FCE, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et 
seulement si 


1 La partie Fest non vide: F£@, 


2 la partie F vérifie : 


V(x, y)e E?, V (a, B) eKk?, a-x+f.yerF 





Remarque 23.5 
— Si Fest un sous-espace vectoriel de E alors Og € F. En effet, comme F est non vide, il existe x e F. Comme F est un 
sous-espace vectoriel, alors x—-x=1.x-1.x=05€er. 
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— En partant de second axiome de la définition d’un sous-espace vectoriel et au moyen d’une récurrence, on montre sans 
peine que F est stable par combinaison linéaire, c’est-à-dire que toute combinaison linéaire de vecteurs de F est encore 
un vecteur de F. 

— Dans tout espace vectoriel E, il y a toujours deux sous-espaces vectoriels importants, F = {0g} et F=E. 

— Dans l’idée de faire le parallèle avec les groupes, on aurait pu définir la notion de sous-espace vectoriel de la façon 
suivante : F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F est un sous-groupe de E stable pour la multiplication 
par tout scalaire. 


PLAN 23.1 : | Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E 


D On montre queFCE. 


2 On montre que F Z S (la plupart du temps on montre que 0 € À). 





æ Soit (a,B) € K? et soit (x, y) € F°. Montrons que a-x+6-yeF. 


On étudiera avec attention les exemples suivants : 
Exemple 23.7 


1. L'ensemble des nombres réels R est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel €. De même, l’ensemble des 
nombres imaginaires purs iR est un sous-espace vectoriel de C. En effet : 


D iRCC. 

> iRest non vide. 

D SiapeRetsiix,iyeiR alors «ix+fBiy=i(ax+fy)e ik. 
y” 


ER 


N 


2. Soit u un vecteur non nul du plan (ou de l’espace). L'ensemble F de tous les vecteurs du plan colinéaires à 4, 


F= {Au | À e R} est un sous espace vectoriel du plan (ou de l’espace). C’est la droite vectorielle dirigée par 4 : 
2 Ilest clair que F est un sous-ensemble du plan (ou de l’espace). 
2 Fest non vide, il contient par exemple u. 
3 SiapeRetsiAu,\'ueF alors a(Au)+B(A'u)=(a+Bl'}uerF. 


3. Soient u et v deux vecteurs non colinéaires de l’espace. L’ensemble F de toutes les combinaisons linéaires de u et 
v, F= {au+$v|a,f ER} est un sous-espace vectoriel de l’espace : 


D Ilest clair que F est un sous-ensemble de l’espace. 

2 Fest non vide, il contient u, v.…. 

3 SiapeRetsi au+bv,a'u+b'veF alors a(au+bv)+fB(alu+b'v)={aa+afjlu+(ba+b'B)ver. 

Si ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, F est le plan vectoriel engendré par u et v. 

4. L'ensemble des triplets (x, y, z) de RS solutions de 2x+ y — z = 0 est un sous espace vectoriel de R® : 

D Ilest clair que FER. 

2 Fest non vide, le triplet (0,0,0) est solution de 2x+ y—2z=0. 

D SiapeRetsi u=(x,y,z),(x,y',z) € R alors a(x, y,z) + f(x’, y/,z/) est élément de F. En effet u = 

(ax+Bx',ay+By',az+fBz) et 
2(ax+Bx')+{(ay+By)-(az+Bz)=ax (2x+y-2) +B (2x'+y-7) =0. 
—— — —— — 


=0 Car (x,7,z)eF =0 Car (x',y!,z/)eF 


On remarque que F est un plan vectoriel. 


5. L'ensemble F = €°(R) des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel de E = .Æ(R,R). En 
effet : 


D IlestclairqueFCE. 
2 Ilexiste des fonctions continues sur R (cos, sin, exp...) donc F est non vide. 


à SiaBeRet si f,ge @V(R) alors par le théorème d’opération sur les fonctions continues, af + Bg est 
encore continue sur R. Donc F est stable par combinaison linéaire. 


On montre de la même façon que pour tout n € N, les ensembles @”(R) sont des sous-espaces vectoriels de 
F(R,R). 


6. Soit F l’ensemble des fonctions définies sur [-1,1] à valeurs dans € qui s’annulent en 0. Montrons que F est un 
sous-espace vectoriel de (F ([—-1,1],C),+,.). 


D IlestclairqueFCZ([-1,1],0). 
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2 Fest non vide. Par exemple, la fonction identiquement nulle sur [—1, 1] est élément de F. 
3 SiafpeCetsi f,geF alors (af +fBg)(0) = af (0) +Bg(0) =0 donc af +BgerF. 


7. En reprenant le troisième item de l’exemple 23.6, l’ensemble F des solutions de y/”+wy = 0 est un sous-espace 
vectoriel de l’espace vectoriel @(R). En effet : 


1 Toute solution de cette équation est (deux fois) dérivable et donc continue. Donc FCE. 


2 Fest non vide car l’équation différentielle admet des solutions, par exemple la fonction identiquement 


nulle sur R. 
3 SoientaBeRet f,geEF. Alors (af +Bg)"+w(af +Bg) =a(f"+wf)+B(g"+wg)=0 donc af +Bger. 
—.— —.— 
=0car feF  =0 Car geF 


8. L'ensemble F = {P e R3 [X] | P (1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R3 [X]. Cela se prouve de la même façon que 
l’item 6. précédent. 


Remarque 23.6 On verra dans l’exemple 23.10 page 852 comment traiter les exemples 1., 2., 3., 4., 7. et 8. plus 
rapidement. 


PLAN 23.2 : | Pour montrer que F n’est pas un sous-espace vectoriel de E 


On peut montrer au choix que 
— FÉE. 
— F= cg. 
— OŒEFE. 
— F n’est pas stable par combinaison linéaire : il existe (a,B) e K? et (x, y) € F? tels quea-x+fB-y£#F. 





Exemple 23.8 


1. L'ensemble F = d € F(R,R) | f (0) = 0} n’est pas un sous-espace vectoriel de E = € (R) car il existe des fonctions 
définies sur R qui s’annulent en 0 et qui ne sont pas continues sur R. 


2. L'ensemble F = {{x, y) € R? | x? + y? = —1} n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il est vide. 


3. L'ensemble F={fe Z(R,R) | f (0) = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de E = # (R,R) car le vecteur nul de E 
qui est la fonction identiquement nulle sur R n’est pas élément de F. 


4. L'ensemble F = {{x, y) ER? | x? + y? < 1} n’est pas un 
sous-espace vectoriel de R? car il n’est pas stable par 
combinaison linéaire : soient u = (1,0) et v = (0,1). On 
vérifie facilement que u,ve EF. Par contre u+ v = (1,1) 
et Iu+v|?2=2>1doncu+ver. 





PROPOSITION 23.7 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel 
Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel et FC E, une partie non vide de E. On a équivalence entre les deux propositions 
suivantes. 


1 La partie F est un sous-espace vectoriel de (E, +,.). 


2 Muni des lois de E restreintes à F, (E +,.) est un K-espace vectoriel. 





Démonstration Soient (x, y) € F2 et (ap) € K2. 

— On vérifie que + définit une loi interne surE, x+y=1.x+1.yerF car F est stable par combinaison linéaire. 
— De même, . définit une loi externe sur F. a.x =a.x+0.yeF car F est stable par combinaison linéaire. 

— Les axiomes d’un espace vectoriel sont vérifiés dans F car ils sont vérifiés dans E 


La réciproque est facile. 
: | Pour montrer que F est un K-espace vectoriel... 


… il suffit de montrer que F est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E dans lequel il est contenu. 





Remarque 23.7 Cette dernière proposition permet d’économiser beaucoup de travail quand on doit montrer qu’un triplet 
(E +,.) est un K-espace vectoriel. Plutôt que de vérifier tous les axiomes définissant un espace vectoriel, on cherche si F 
n’est pas une partie d’un espace vectoriel E (souvent bien connu) puis on vérifie que c’est un sous-espace vectoriel de E. 
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23.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels 


PROPOSITION 23.8 Une intersection de sous-espaces vectoriels est encore un sous-espace vectoriel 
Soient (E,+,.) un K-espace vectoriel et (F;);er est une famille de sous-espaces vectoriels de E alors NF: est un sOUS- 


iel 
espace vectoriel de E. 





Démonstration Soit ie I, puisque F; est un sous-espace vectoriel de E, Or € F; et donc Of € Mer Fi. Soient (x, y) € NF et 
iel 
(a, B) € K2. Montrons que a.x + f.y € Fi. Soit i eL, comme F; est un sous-espace vectoriel de E et que x,ye F;,a.x+f.yeF; ce 
iel 
qui montre que a.x+f.y € (F;. 
iel 
Exemple 23.9 
— L’intersection de deux droites vectorielles de l’espace R* dirigées par des vecteurs non colinéaires est égale au single- 
ton Ops = {(0,0,0)} qui est bien un sous-espace vectoriel de RS. 
— L’intersection de deux plans vectoriels dans l’espace est une droite vectorielle si ces deux plans ne sont pas confondus. 


— Dans .S(R), en notant 
F= {(un) €.S(R) | (Un) est convergente } et G= {(un) € .7/(R) | (Un) géométrique de raison r } 


où r ER. Alors 


Fsire]-1,1] 
{(0)} sinon 


qui sont dans les deux cas des sous-espaces vectoriels de 7 (R). 


DÉFINITION - PROPOSITION 23.4 OO Sous-espace vectoriel engendré par une partie d’un espace vectoriel 
Soit À une partie d’un K-espace vectoriel (E, +,.). On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le plus petit sous- 
espace vectoriel de E contenant A. On le note Vecf (A) et on a: 


Vect(A)= [\F 


Fe 


où FA désigne l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent A. 





Démonstration D’après la proposition 23.8, Nre., F est un sous-espace vectoriel de E. II contient de plus A et par construction, 
il est inclus dans tout sous-espace vectoriel de E contenant A. On a donc Vect (A) = (ge, z, F. 


Remarque 23.8 
— A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si Vect (A) = A. 
— Vect(®) = {0}. 


PROPOSITION 23.9 OOQ Sous-espace vectoriel engendré par une partie finie 
Soient ne N* et A={x1,...,x} une partie finie à n éléments de E. Le sous-espace vectoriel engendré par A est l’ensem- 
ble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A : 


Vect(A) = {Ai - Xi +... + An: Xn | (,..., An) € K”} 





Démonstration Soit l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires finies d’éléments de A. L'ensemble «7 est non vide et 
stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de E. Montrons que est le plus petit sous-espace vectoriel 
de E contenant A. Pour ce faire, il suffit de montrer que si Z est un sous-espace vectoriel de E contenant A alors # € &. Soit x E 4. 
Par définition de &, il existe o1,..., an €EK et x1,...,Xn € À tels que x = 1x1 +... An.xn. Comme AC #, il vient que x1,...,Xn € 8 
et comme # est un sous-espace vectoriel de E, il est stable par combinaison linéaire et donc x = &1x1 +... Gn.xn € B. Ce qui prouve 
que À © B et termine la démonstration. 


Remarque 23.9 
— $Siue E\{0}, la droite vectorielle engendrée par u est le sous-espace vectoriel engendré par u : Vect(u)={A:u|eK}. 
— Siu,veE\{0}, le plan vectoriel engendré par u et v est le sous-espace vectoriel engendré par {u, v} : Vect({u, v}) = 


{a-u+$:v1| (ap) eK?}. 


PLAN 23.4 : | Pour montrer que F est un sous-espace vectoriel de E 





Il suffit de décrire F sous forme d’un Vect. 
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Exemple 23.10 


On reprend les items 1., 2., 3., 4., 7. et 8. de l’exemple 23.7 page 849. 

— Les sous-ensembles de € donnés par G=R et F = iR s’écrivent G = Vect(1) et G = Vect(i) donc ce sont des sous- 
espaces vectoriels de C. 

— Si u est un vecteur du plan (ou de l’espace) alors F = {Au | }Ee R} = Vect(u) donc F est un sous-espace vectoriel du 
plan (ou de l’espace). 

— Si u et v sont des vecteurs du plan (ou de l’espace) alors F = {au +Bu [ape R} = Vect(u, v) donc F est un sous- 
espace vectoriel du plan (ou de l’espace). 

- On à F = {{x,z)eR|2x+y-2=0} = {(xy,2x+7y)|xyeR} = {x(10,2)+y(0,1,1) |x,yeR} = 
Vect((1,0,2),(0,1,1)) donc F est un sous-espace vectoriel de R$. C’est le plan vectoriel engendré par les vecteurs 
(1,0,2),(0,1,1). 

— Soit F l’ensemble des solutions de l’équation différentielle y”+w y = 0 avec w € R*. Alors après avoir résolu l’équation, 
on trouve que F = Vect(x-— coswx,x— sinwXx). Ainsi F est donc un sous-espace vectoriel de E(R). 

- OnaF={PeR3[X] |P(1)=0}={(X-1)(aX?+bX+c) | a,b,ceR}={aX?(X-1)+bX(X-1)+c(X-— 1) | a,b,ceR}= 
Vect (X2 X-1),X(X-—1),(X 1) donc F est un sous-espace vectoriel de R3 [X]. 





La remarque suivante permet de fixer les choses dans l’espace : 
Remarque 23.10 OQQ Dans l’espace R, soit 7 = {u, v, w} où u, vet we RS. Alors : 


- La droite dirigée par u si les trois vecteurs sont colinéaires 


Vect(F) - Le plan engendré par u et v si les trois vecteurs sont coplanaires mais tels 
ec _ 
que deux d’entre eux, u et v par exemple, ne sont pas colinéaires 


+ L'espace R° si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires 
Donc les sous-espaces vectoriels de RŸ sont : 


1. L'ensemble réduit au vecteur nul {0} 3. Les plans passant par 0. 


2. Les droites passant pas 0. 4. L'espace tout entier. 


B10 20 | Giuseppe Peano, né le 27 août 1858 à Spinetta di Cuneo et mort le 20 avril 1932 à Turin. 


Giuseppe Peano a été un des premiers mathématiciens à comprendre la nécessité 

de l’axiomatisation des mathématiques. Celles-ci doivent reposer sur quelques 
règles simples desquelles on fait découler les théorèmes après avoir défini avec 
précision les objets utilisés. Grâce à cette démarche et à sa grande rigueur, il 

mit en évidence de nombreuses erreurs dans les traités mathématiques alors 
existants. Il comprit aussi l’importance de la théorie des ensembles et de la 
logique pour exprimer les mathématiques et généralisa au reste des mathéma- 
tiques l’usage des symboles issus de ces théories . Il fut le premier à utiliser les 
symboles d’union et d’intersection. 

Giuseppe Peano s’intéressa au début de sa carrière au calcul infinitésimal qu’il 
participe à formaliser et à rendre plus rigoureux. À partir de 1887, son travail 

se porte sur la construction formelle des mathématiques et il définit de manière 
axiomatique l’ensemble des entiers naturels. Ce système d’axiomes porte main- 
tenant son nom. Grâce aux travaux de Grassmann, il axiomatise la notion d’es- 

pace vectoriel. iés 
À partir de 1900, il s’attelle à deux grands chantiers. Le premier consiste en 

la construction d’un langage international qu’il baptisa « Interlingua >» basé sur un latin simplifié et augmenté de 
vocabulaire anglais, allemand et français. Le second est l’écriture d’une encyclopédie mathématique « Formulario 
Mathematico » utilisant le formalisme qu’il a inventé et qui vise à contenir toutes les mathématiques alors connues. 
Notons que Peano, excellent enseignant au début de sa carrière finit sa vie piètre pédagogue, ses cours étant rendu 
complètement obscurs par ses notations. 





A\ Attention 23.11 SiFet G sont deux sous-espaces vectoriels de E, ce n’est pas forcément le cas de FU G et jamais le 

cas de F\G, G\FetE\F car ils ne contiennent pas le vecteur nul. Par exemple : 

— Deux droites vectorielles 21 et 22 du plan R? sont des sous-espaces vectoriels de R? mais ce n’est pas le cas de leur 
réunion à moins que ces deux droites ne soient confondues. En effet, si ces deux droites ne sont pas confondues, 
la somme d’un vecteur non nul w1 de la première droite et d’un vecteur non nul w de la seconde n’est un vecteur 
d’aucune des deux droites et n’appartient donc pas à leur réunion. 
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— La partie F = {P ERI[X] | P(0) = 0} de E = R[X] est un sous-espace vectoriel de E mais ce n’est pas le cas de E\F. En 
effet, les polynômes de E\F sont ceux qui ne s’annulent pas en 0 donc E\F ne contient pas le polynôme nul. 


23.3 Somme de sous-espaces vectoriels 


23.3.1 Définitions 


DÉFINITION - PROPOSITION 23.5 OOQ Somme de deux sous-espaces vectoriels 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +,-). On appelle somme de F et G et on note 
F+6G le sous-espace vectoriel de E donné par 


F+G={x+y|(x7)eF x G} 





Démonstration Le sous-ensemble F+G est bien un sous-espace vectoriel de E. En effet, F+G CE carE est stable pour l’addition. 
De plus, F+ G est non vide car F et G le sont. Enfin, siu=x+yeF+Getu =x'+y eF+G avec x,x'eF et y, y' € G alors, pour 
aBeK, 
au+Bu'=ax+fx +ay+By eF+G 
a” 
€F eG 


car F et G sont des sous-espaces vectoriels. 


PROPOSITION 23.10 OO La somme de deux sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-espace vectoriel 
contenant leur réunion 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +,-). Alors F + G est le plus petit sous-espace 
vectoriel de E contenant FUG. 





Démonstration On a prouvé dans la remarque précédente que F + G est un sous-espace vectoriel de E. Il contient F et G car Og 
est élément de F et G et donc F=F+0£ cF+GetG=0+G<cF+G. De plus, si on considère un sous-espace H de E qui contient 
FUG alors montrons que F+G CH. Soient x+yeF+GavecxeF et ye G. Comme FUGCH, on a aussi x, y € H et comme H est 
un sous-espace vectoriel, il s’ensuit que x + y € H. Donc F+GCH etF+6G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F 
et G. 


Exemple 23.12 

— Soient deux droites vectorielles Z, et Z du plan euclidien Z. On a : Zi + D = P si Di et Z sont dirigées par des 
vecteurs non colinéaires et Z; + > = %\ = D) sinon. 

— Soient Z une droite vectorielle de l’espace Ÿ dirigée par un vecteur u et Z un plan vectoriel de l’espace. On a : 
D+P=Y sus Pet D +P = P sinon (la droite est alors incluse dans le plan Z). 

— Dans 7 (R,R) soient F = Vect (sin) et G= Vect(exp) alors : 


F+G=Vect(sin,exp) = {x asin(x) +fBexp(x | a BER} 


La proposition suivante est bien pratique pour calculer des sommes : 


PROPOSITION 23.11 © Calcul pratique d’une somme de Vect 
Soient À et B deux parties d’un K-espace vectoriel E alors 


Vect(A) + Vect(B) = Vect(AUB) 





Démonstration Voir l’exercice 23.26 page 874. 


Exemple 23.13 Dans l’espace R$, on considère les parties F = {(x,0,0) | xe R} et G= {(x,x,0) | xe R}. Montrons que 
ce sont des sous-espaces vectoriels de R et déterminons le sous-espace F + G. On a F = Vect(1,0,0) et G= Vecf(1,1,0) 
donc F et G sont des sous-espaces vectoriels de R$. De plus F+G= Vect((1,0,0),(1,1,0)) et on reconnait que F+G est 
le plan vectoriel de RS engendré par (1,0,0) et (1,1,0). 
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23.3.2 Somme directe 


DÉFINITION 23.6 OO Somme directe 
On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont en somme directe si FNG = {0}. On note alors Fe G leur 
somme. 


THÉORÈME 23.12 Caractérisation de la somme directe 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel (E, +,-). On a équivalence entre : 
1 Fet G sont en somme directe. 
2 VxEeF+G 1!(x,X%)EFxG: x= x1+x (c’est-à-dire, vecteur de F+G se décompose de manière 


comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 


Démonstration 

Supposons que F et G soient en somme directe et soit x € F+G. Par définition, il existe x1 € F et x2 € G tels que x = x1 + x. 
Supposons qu'il existe x! € F et x’, € G tels qu’on ait encore x = x} + x’. Comme x = x1 + X2 = x} + x, On a l'égalité : x — x} = 
— x. Notons y ce vecteur. Comme F et F2 sont des sous-espaces vectoriels de E, y = x1 — x e F1 et y = É — X2 € Fo. Par 
conséquent y € F1 NF2. Mais F} et F2 étant en somme directe, on a F1 NF2 = {0} donc y = 0. Par conséquent, x1 = x et x = x 
et l’unicité est prouvée. 

Prouvons maintenant la réciproque. Soit x e FN G. Il existe alors deux couples de F x G permettant de décomposer x en un 
vecteur de F et un vecteur de G : (x,0) et (0,x). Par hypothèse, elles sont égales : (x,0) = (0,x). Par conséquent x = 0 et les 
sous-espaces F et G sont en somme directe. 


PLAN 23.5 : | Pour montrer que F et G sont en somme directe 





Soit xeFNG. 


xeF donc. 


xe G donc … 


.… alors x = 0. 





Exemple 23.14 
— Dans €, les sous-espace vectoriels F = R et G = iR sont en somme directe : 


Soit xe FENG. 


1 

2 xeF donc x est réel. 

3 xeGest imaginaire pur. 
4 


Le seul complexe à la fois réel et imaginaire pur est 0 donc x = 0. 


X+y—z =0 É = 0 
e 


tG= sont en somme directe. 


2x—y+z =0 


— Dans R, les droites vectorielles F = 
—Y+2z = 0 


+ Montrons que F est bien un sous-espace vectoriel de R. On a : 


— x=0 et yY=2z 


+y- =0 TZ = 
X+y—2Z LS X+y—2Z 0 
—Y+2z = 0 


Le = 0 


donc 
F={(xy,z)eR |x+y-2=0 et 2x-y+2z=0}={(0,7,y) | yeR}=Vect(0,1,1). 


+ On montre de la même façon que G = Vecf(1,1,1) et donc G est bien un sous-espace vectoriel de RS. 
+ Ces deux droites vectorielles ne sont pas engendrées par des vecteurs colinéaires. Elles ne se coupent donc qu’en 
Ors . 

— Dans E=Z%1(R,R), on considère F = ei eE| f (0) = 0} et G=Vect(x- 1). On a montré dans l’item 5. de l’exemple 
23.7 page 849 que F est un sous-espace vectoriel de E. Comme G est décrit par un Vect, c’est un sous-espace vectoriel 
de E. Remarquons que G est l’ensemble des applications constantes de R dans R. 

D Soit feFnG. 

à feFdonc f(0)=0. 

3 feGdoncilexiste aeR tel que f : x a. 
4 Mais a= f(0)=0 donc f = 0. 


— Toujours dans E = (R,R), les sous-espaces vectoriels F = Vect (cos) et G= Vect (sin) sont en somme directe. Il est 
clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Montrons qu’ils sont en somme directe 
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Soit fe FnG. 


feF doncil existe ae R tel que f = acos. 





f € G donc il existe Be R tel que f = Bsin. 


,  (&) (N, (H 


et il vient que VxeR, acosx = fsinx ce qui n’est possible que si à = f = 0. En effet, comme précisé, 
l’égalité précédente est vraie pour tout réel x. En particulier, si x = 0, alors à = 0 et si x = x/2, on trouve que 
B = 0. Finalement, f = 0. 


23.3.3 Sous-espaces supplémentaires 


DÉFINITION 23.7 Sous-espaces supplémentaires 
On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si et seulement si ils vérifient : 


QH) E=F+G 
Ge) FnG = {0} 








FIGURE 23.1 - Décomposition d’un vecteur suivant deux sous-espaces supplémentaires 


L'intérêt de disposer d’espaces supplémentaires est donné par le théorème suivant. Il dit que si on dispose de deux sous- 
espaces supplémentaires F et G dans un K-espace vectoriel E alors tout vecteur de E peut être décomposé de manière 
unique en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. 


THÉORÈME 23.13 Caractérisation des sous-espaces supplémentaires 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +, -). On a équivalence entre : 


1 E=FeG (c'est-à-dire F et G sont supplémentaires). 


2 VxEeE, 2!l(x,X%)EFxG: x= x1+x (c’est-à-dire, vecteur de E se décompose de manière 


comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 





Démonstration 

Supposons que F et G sont supplémentaires. Soit x e E. Comme E = F+G, il existe x1 € F et x2 € G tels que x = x1 + x2. En 
appliquant la proposition 23.12, comme F et G sont en somme directe, cette décomposition est unique. 

Réciproquement, si pour tout x € E, il existe un unique couple (x1,x2) € F x G tel que x = x1 + x2 alors on a nécessairement E = 
F+G. On peut de plus appliquer à nouveau la proposition 23.12 et affirmer que les deux sous-espaces F et G sont supplémentaires. 


On a ainsi montré que E=F@eG. 
PLAN 23.6 : | Pour montrer que F&8G=E 
2 | Montrons que la somme est directe : | voir le plan 57 page 854. 


2 |Montrons queE=F+6G :| Voir la remarque ci-dessous. 





Remarque 23.11 La partie souvent difficile dans ce plan est souvent de montrer que E = F+G. Dans ce chapitre, on 

utilisera une des deux techniques suivantes : 

— Si on sait écrire F et G sous forme d’un Vecf, F = Vect (A), G= Vect(B), on peut, grâce à la proposition 23.11, écrire 
F+G=Vect(A) + Vect(B) = Vect(AUB). Reste alors à montrer que Vect(AUB)=E. 

— Si cette technique ne fonctionne pas, on utilise alors la définition : Soit x e E. Posons x1 =... Posons x2 =... On a 
bien : 
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dd x EF. 2 XEG. 3) X—X] + X2. 


La difficulté de cette méthode consiste en la détermination de x1 et x2. On procède souvent ainsi. Dans la pratique, il 
est souvent facile de déterminer un des deux vecteurs x1 ou x2, supposons que ce soit x1. On pose alors x2 = x—x1. Il 
suffit alors de vérifier que x2 € G. 

— On verra au chapitre 24 que grâce à la formule de Grassmann (voir 24.19 page 907) on arrivera à traiter très simplement 
cette question dans le cas où on travaille avec des espaces vectoriels de « dimension finie ». 


Exemple 23.15 
— Dans E=C, F = Vect({1}) et G= Vect({i}). On sait que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. 
D SixeFnG alors x est à la fois réel et imaginaire pur donc x=0 et FNG= {0}. 
D F+G=Vect(1)+Vect(i)=Vecti(l,i) =C donc E=F+G. 
On a montré que E=F&G. 


X+y—2 


— Dans l’espace E = R* la droite F donnée par le système et le plan G d’équation z = 0 sont sup- 


2X—y+2z 
plémentaires. Comme F = Vecf(0,1,1) et G= Vect((1,0,0),(0,1,0)), F et G sont bien des sous-espaces vectoriels de 
E. 
X+y—z =0 
D Si(x,y,z) € FNG alors (x, y,z) vérifie le système 4 2x-y+z =0 et on trouve que x = y = z = 0 donc 
PA = 0 
FnG= {0}. 
D F+G=Vect(-4,1,-3) +Vect((1,0,0),(0,1,0)) = Vect((-4,1,-3),(1,0,0),(0,1,0)) =E car on vérifie, en util- 
isant par exemple le produit mixte, que ces trois vecteurs ne sont pas coplanaires. Ils forment ainsi une base de 
RS. 
On a montré que E=FeG. 
— Dans E=%(R,R), on pose F = { fonctions paires} et G = { fonctions impaires}. On vérifie que F est un sous-espace 
vectoriel de E. F est non vide, il contient par exemple la fonction identiquement nulle sur R. Si a BfeRet si f,geF 
alors, en utilisant la parité de f et g, pour tout xeR: 


(af +Bg) (-2 = af (20 +Bg(-20 = af (0 +Bg (0 = (af +Bg) (0 


donc af +$ge F. On prouve de même que G est un sous-espace vectoriel de E. 
D Soit fe FnGalors VxeR, f(-x) = f (x) =-f(x) et donc f = 0. Alors FNG= {0}. 
à SoitfeE. On cherche deux fonctions fi et f2 telles que fi est paire, f2 impaire et f = f1 + f2. Effectuons un 
raisonnement par analyse et synthèse. 
Supposons que deux telles fonctions existent. Pour tout xe R, on sait que f(x) = f1(x) + 
209 et que f(—x) = f(x) — f2(x). On tire de ces deux égalités que 
fœo+ftx 


fi (0 = DR RE et f(x) = 


Posons f1 (x) = 1e ICe et f(x) = LICE, On vérifie facilement que fi 


est paire, donc que fi € F et que f2 est impaire, donc que fo € G. On vérifie aussi que f = fi + f2. 
Finalement, on a montré que E=F+G. 
On a donc & (R,R) = F& G. Que dire des fonctions exp, ch et sh ? 
— Toujours dans E = Z (R,R), on pose F = tr eE| f(1)= 0} etG={x- ax|aeR}. On vérifie facilement que F et G 
sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour G, on peut remarque que G = Vect(idm). 


f@)- f(-x) 
+ 


d SoitfeFnG.Commefer, f (1) = 0etcomme f € Galorsil existe ae Rtel que f : x ax. Alors f (1) = a=0 
et donc f = 0. On a montré que FnG = {0}. 


à Soit feE. S'il existe f\ e F et f2 e G tels que f = fi + f2 alors f (1) = f2(1). On est alors invité à poser 
B:x- f ()x. Il est clair que f2 € G. Posons fi = f — f2. Il est clair que fi (1) = 0 donc fie F. On a bien de 
plus f = fi + f2. Donc E=F+6G. 


En conclusion E=F@G. 
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23.4 Applications linéaires 


Dans toute la suite (E,+,-) et (E+,-) sont deux K-espaces vectoriels. 


23.4.1 Définitions 


DÉFINITION 23.8 OVQ Application linéaire 
Soient (E, +,-) et (E+,-) deux K-espaces vectoriels et f : E — F. On dit que f est linéaire si et seulement si : 


D V(xy)eE, f(x+y)=f@+f(y). 
2 VA XHERKXE, f(A:x)=21 f(x. 


(On dit aussi que f est un morphisme d'espaces vectoriels). 


THÉORÈME 23.14 OQ0Q Caractérisation des applications linéaires 
Soit f:E — EF. f est linéaire si et seulement si : 


V(x,y)e E?, V (a,B) eK?, f(a-x+B-y)=a- f(x +8-f(y) 





Remarque 23.12 


Si f:E— Fest linéaire alors f (0g) = Or. En effet f (0x) = f (0 + 0E) = f(0E) + f (0x) donc par soustraction du vecteurs 
(0e) des deux côtés de cette égalité, il vient f (0) = Or. 


PLAN 23.7 : | Pour montrer que f : E — F est linéaire 


D SoientapeRetx,yeE. 
> Montrons que f(a-x+fB-y)=a-f(x)+6-f(y) 


PLAN 23.8 : | Pour montrer que f :E — F n’est pas linéaire 


d montrer que f (0) À Or. 


on peut : 


à outrouver a feK, x,ye E tels que f(a-x+B-y) <a-f(x)+6-f(y) 


DÉFINITION 23.9 Forme linéaire, endomorphisme, isomorphisme, automorphisme 
Soit f :E — F une application linéaire. 
Si F=K, on dit que f est une forme linéaire. 
SiE=EF, on dit que f est un endomorphisme de E. 
Si f:E— Fest bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F. 
Si f est à la fois un endomorphisme de E et un isomorphisme, on dit que f est un automorphisme de E. 





Exemple 23.16 

— Les applications linéaires f : R — R sont les applications x À: x où À e R. Montrons qu’une telle application est 
linéaire. Soient af eR et x,ye R alors f (ax+By) = A(ax+$y) = a«Ax+$BAy= af(x) +Bf(y). Donc f est linéaire. 
Montrons que les applications f de cette forme sont les seules qui soient linéaires sur R. Si f est linéaire sur R alors 
on doit avoir, pour tout Xe R, f (x) = f (x.1) = xf (1) donc f est de la forme indiquée avec À = f (1). 

— E 


où À e K sont linéaires. La preuve 
— À-x 


— Dans un K-espace vectoriel quelconque E, les homothéties h : Ù 


est identique à celle donnée dans l’item précédent. 

— Les translations de vecteur non nul ne sont pas linéaires...En effet, dans un K-espace vectoriel E, pour ue E tel que 
| 2 E — E PR 

u £ 0, considérons la translation £,, : RE On a fu (Or) = 0e + u = u Z OF donc f,, n’est pas linéaire. 
ER — ER 

f — D(f)=f 
af'+Bg"=aD(f)+6D(g). 
@C(IO,1,R) — R 

f — ff dx 


alors {af +Bg) = Jo (af +88) (0 dx = af, FC dx + BJ g 09 dx = ap(f) +By(8). 


— La dérivation D: , estlinéaire. Si a BeRet f,g € @!(R) alors D(af +Bg) = (af + Bg) = 


— L'application 4: est une forme linéaire. En effet, si a, feR et f,ge @9([0,1],R) 
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RS — R 


: ; + r Et ze : : er 3 
- L'application g: | ele rie est linéaire. Si a, BE R et si (x, y,z),(x’, y',z') € R* alors 


p(ax+Bx,ay+6By',az+f6z) 
= (ax+Bx'-(ay+6y)+az+pBz',2(ax+px)+az+fz) 


p(a(x 7,2) +B(x,y,2)) 


= a(x-y+2,2x+2)+B(x -y+7,2x +7) 
=  ap(x, 7,2) +Byp(x',y',21). 


23.4.2 Noyau, image d’une application linéaire 


Rappels : Soient f:E—FetE/CE,F'CF. Par définition : 
D L'image de E’ par f est f(E')= {f(x 1xeE'} 
à L'image réciproque de F' par f est f-!(F)={xeE | f(x € F'} 


THÉORÈME 23.15 OO0 Image directe et réciproque d’une application linéaire 


Soit f : E — G une application linéaire. Soient E’ un sous-espace vectoriel de E et F’ un sous-espace vectoriel de F 


alors : 
1 _f(E') est un sous-espace vectoriel de F. 


2 f !(F') est un sous-espace vectoriel de E. 





Démonstration 
D Comme Og € E’ et que f est linéaire, Or = f (0e) € f(E) et f(E') est non vide. Soient a,«' e K et y, y € f(E’). Il existe 
x,x'€E tels que y = f(x) et y! = f(x’). Montrons que ay+o'y' € f(E'). En utilisant la linéarité de f : ay+æ y! = 
af (x) +0 f(x") = f(ax+ax') et donc ay+o/ y'Ee f(E'). f(E') est donc bien un sous-espace vectoriel de F. 
à De même que précédemment, comme Or € F' et que f est linéaire, Og € f =! (F'). Soient a,« eK et x, x’ € f”! (F'). Il existe 
donc y, y’ € F' tels que y= f (x et y = f(x'). Donc, toujours par linéarité de f, f(ax+œx") = ay+ a” y e F'. Il vient alors 
que ax+ax/ e fl (F/). 


DÉFINITION 23.10 OOQ Noyau, Image 

Soit f :E — F une application linéaire. On appelle : 

— Noyau de f et on note Ker f le sous-ensemble de E : Ker f ={xeE | f (x = Or} 
— Image de f et on note Im f le sous-ensemble de F : Imf = {f (x) |xeE!}. 


THÉORÈME 23.16 OO0 Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels 





Soit f : E — F une application linéaire. Alors Ker f et Im f sont des sous-espaces vectoriels de E. 


Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème 


Exemple 23.17 
— Dans R°, F = {(x,y,z)ER®|x+y-2=0} est un sous-espace vectoriel de R°. En effet, posons f : 
RO — R 
(Xy2z) — x+y-2z 
plan vectoriel de vecteur normal (1,1,-—1). 
€\(R) — €°(R) 

- Soit D:| f — p(fi=f .Ona: 

° KerD={fe@l({R) | D(f)=0} qui est égal à l’ensemble des fonctions constantes sur R. 

°- ImD={D(f) | fe! (R)}= @°(R). Autrement dit, D est surjective. Démontrons le. Soit f € @° (R). Comme f est 
continue sur R et que R est un intervalle, f possède une primitive F :R — R. De plus F est dérivable et sa dérivée f 
est continue. Donc Fe €! (R). On a bien D (F) = f et D est bien surjective. 


. Alors, f est une forme linéaire et F = Ker f. On peut être ici plus précis : F est le 


THÉORÈME 23.17 OO Caractérisation des applications linéaires injectives 
Soit f :E — F une application linéaire. Alors : 


f est injective si et seulement si Ker f = {0g} 
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Démonstration 

Supposons que f est injective. Rappelons que comme f est linéaire, f (0E) = Or. Ainsi OF admet donc comme antécédent 0x. 
Mais f étant injective Og est le seul antécédent de Of. Il est alors clair que Ker f = {0g}. 

Réciproquement, supposons que Ker f = {0£} et montrons que f est injective. Soient x1,x2 € E tels que f (x1) = f (x2). Par 
linéarité de f, on peut écrire que f (x1 — x2) = Or. Donc x1 — x2 e Ker f = {0e}. Il s’ensuit que x1 — x2 = 0E et donc que x1 = x2. 
f est donc injective. 


Exemple 23.18 


G1(R) — (PR 


— On reprend l’exemple précédent, D : n’est par injective car son noyau contient d’autres 


f — D(f)=f 
fonctions que la fonction nulle, comme par exemple f : x — 1. 
2  _ R +y=0 
— Soit 6: R ; . On vérifie facilement que Ker f = {(0,0)} en résolvant le système 
(y) — (xt+px-y) x-y=0 


et donc f est injective. 


Remarque 23.13 [Caractérisation des applications linéaires surjectives] Soit f : E — F une application linéaire. Par 
définition, f est surjective si et seulement si Imf =F. 


234.3 Étude de Z(E,F) 


® Notation 23.19 On note Z(E,F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F. 


PROPOSITION 23.18 (Z(E,E),+,-) est un K-espace vectoriel 


Le triplet (Z(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel. En particulier, si (f, g) € (Z(E,F))? et (a, B) € K? alors af + Bg est 
linéaire. 





Démonstration Comme F est un K-espace vectoriel, l’ensemble F (E,F) des fonctions de E dans F a une structure de K-espace 
vectoriel. Pour montrer que Z (E,F) est un K-espace vectoriel, il suffit alors de montrer que (E,F) est un sous-espace vectoriel 
de 7 (E,F). Il est clair que Z (E,F) est non vide car il contient par exemple l'application identiquement nulle f : x Or. On vérifie 
de plus facilement que si f,g € Z(E,F) alors af +fg est linéaire. Donc Z (E,F) est bien un sous-espace vectoriel de F (E,F). 


2344 Étude de (EF) 


S Notation 23.20 On note Z (E) l’ensemble des endomorphismes du K-espace vectoriel E. 


COROLLAIRE 23.19 (Z(E),+,:-) est un K-espace vectoriel. 
Le triplet (2 (E),+,:) est un K-espace vectoriel. 


Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition précédente car £ (E) = Z(E,F) 


PROPOSITION 23.20 La composée de deux applications linéaires est une application linéaire 


Soient (E,+,-), (E+,-) et (G,+,:) trois K-espaces vectoriels. Si f € Z(E,F) et si ge Z (EG) alors go f e (E,G) 





Démonstration La preuve, facile, est laissée en exercice. 


DÉFINITION 23.11 Identité de E 
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On définit la fonction identité de E par Ids : 


DÉFINITION 23.12 Homothétie de E 


Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel. On appelle homothétie vectorielle de rapport X € K l'application h1 = À ‘Id, ha : 
E —  E 
X — XX 





Remarque 23.14 
— Ces deux applications sont linéaires et sont donc des endomorphismes de E. 
— Toute homothétie vectorielle de rapport À # 0 est injective. 


PROPOSITION 23.21 (Z(E),+,0) est un anneau unitaire 
Le triplet (2 (E),+,0) est un anneau unitaire (généralement non commutatif). 


Démonstration On vérifie facilement que (Z (E),+,0) vérifie les axiomes d’un anneau unitaire. 
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23.45 Étude de GL(E) 


S Notation 23.21 On note GL(E) l’ensemble des automorphismes de E. 


PROPOSITION 23.22 © L’inverse d’une application linéaire bijective est linéaire 


Soit f:E — F un isomorphisme entre les espaces vectoriels E et F alors f-! :F — E (qui existe car f est bijective) est 
aussi linéaire, c’est-à-dire f “le S(EE). 





Démonstration Soient x,x'eE et y,y'e F tels que y= f(x) et y = f(x’). Soient a, « e K. On a: 


f'(ay+a@ y) = f'(af(+af(x)) 
= fr! (f(ax+ax')) car f est linéaire 
= ax + œ x 


= af" ()+af (y) 


et fl est bien linéaire. 


COROLLAIRE 23.23 © (GL(E),o) est un groupe 


Le couple (GL(E),o) est un groupe (en général non commutatif) d’élément neutre Idg. On l’appelle groupe linéaire de 
E. 





Démonstration En utilisant la propriété précédente, on vérifie facilement que GL(E) vérifie les axiomes d’un groupe. 


Remarque 23.15 Pour prouver qu’une application f : E — E est bijective on utilise souvent la propriété suivante f est 
bijective si et seulement s’il existe g : E — E telle que fog= go f =Idg. Dans ce cas, g=f" !. 


Exemple 23.22 Soient un R-espace vectoriel E et un endomorphisme u € L(E) vérifiant : u°+u?+2idg = 0. Montrons que 


u € GL(E) et déterminons son inverse ul. En utilisant la linéarité de u, l’égalité se factorise en uo [-2 (u? + u)] = ide 


ou encore -i (u? +u)ou=idg. Donc u est inversible et u7! = —i (u? + u). 


23.5 Équations linéaires 


23.5.1 Définitions 


On va expliquer dans cette section que l’ensemble des solutions d’un système linéaire ou d’une équation différentielle 
linéaire sont équipés d’une même structure. 


DÉFINITION 23.13  Équations linéaires 
On appelle équation linéaire une équation de la forme u (x) = b où : 


— uest une application linéaire définie entre un K-espace vectoriel E et un K-espace vectoriel F : ue Z(E,F). 
— best un vecteur de F appelé second membre de l’équation. 
— L’'inconnue x est à valeurs dans E. 








Exemple 23.23 
— Soient E=K",F=K"7, x=(x1,...,Xn) et b=(b1,...,Dm). Soit 
E — F 
diX1 +... + dinXn 
u: d1X1 +... + nXn 
X=(X1,...,Xn) — 


Ami X1 +... + AmnXn 
Alors u est linéaire et l’équation w (x) = b est équivalente au système d’équations : 


diX1 +... + dinXn = b 
d1X1 +... + GnXn = b 


Am Xi +... + AmnXn = Dn 
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— Soient E=%L(R,R), F=@°(R,R), a, be € (R,R) et 


nn: 
lp — ap+by 


Soit ce F. L’équation linéaire 6 (@) = c d’inconnue @ € 1 (R, C) est une équation différentielle du premier degré. 
— Soient E = @?(R,C), F = @°(R,C), a,b,ce C et 


AO ESuE 
‘lp — ap"+be'+cy 


Soit de F. L'équation linéaire 8 (p) = c d’inconnue w € Æ2(R,C) est une équation différentielle du second degré à 
coefficients constants. 


23.5.2 Structure de l’ensemble des solutions 


Keru 


Or 


à oo 





FIGURE 23.2 — Équation u(x) = b 


PROPOSITION 23.24 Structure de l’ensemble des solutions d’une équation linéaire 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, ue Z(E,F) et be F. On note l’ensemble des solutions de l’équation linéaire 


u(x) = b et # l’ensemble des solutions de l’équation sans second membre :u(x) = 0. On a : 
— A est un sous-espace vectoriel de E (et donc #4 est non vide !). 
— SiS£Setsi ES alors S={x+hl|he So} = xo+So 





Démonstration L'ensemble # est le noyau de u, c’est donc un sous-espace vectoriel de E d’après le théorème 23.16 page 858. 
Soit xp € S, c’est-à-dire un élément x0 de E tel que u(xo) = b. Montrons que S = {xp +h|he So}. Pour ce faire, effectuons un 
raisonnement par double inclusion : 


Soit xeS. Alors u(x — xo) = u(x) - u(xo) = b—-b=0. Donc x-x0 = he So etx = xp +h avec heS et x E xo + So. 
Soit he So. On a u(xo + h) = u(xo) + u(h) = b et donc x +hES. 
Remarque 23.16 Autrement dit, toute solution d’une équation linéaire est la somme d’une solution de l’équation 
homogène associée et d’une solution particulière de l’équation linéaire. Les théorèmes 5.6 page 202 et 5.16 page 213 
du chapitre 5 sont des cas particuliers de ce théorème. On retrouvera ce théorème dans le cas des systèmes linéaires au 
chapitre 25 section 25.11, proposition 25.56 page 981. 
23.6 Projecteurs et symétries 


E désigne là encore un K-espace vectoriel. 


23.6.1 Projecteurs 
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FIGURE 23.3 - Projection sur E; parallèlement à E2 


DÉFINITION 23.14 © Projecteurs 
Soient E1 et E deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E1 @ E. Pour tout x e E, il existe donc un 
unique couple (x1, x2) € Ex x E: tel que x = x1 + x2. Soit 


| E — E 
Fr X=X+X — x 


L'application p est bien définie et est appelée projecteur de E sur E1 parallèlement à E2. 
PROPOSITION 23.25 © Propriétés des projecteurs 


Soient E et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E; & E> et soit p le projecteur de E sur E: 
parallèlement à E> alors : 


p est linéaire : pe Z(E). 


Im p = Er. 


1 
2 Kerp=E. 
3 
4 


p(n=x— xE E1 (E est l’ensemble des vecteurs invariants par p). 





Démonstration 


D Soient x = x1 +x2 € Ej ®E2 =E et x’ = x} + x € E1 @ E) = E ainsi que deux scalaires a,’ € K. On a : 


ax+o x” = (ax1 + ox )+ (axe + ax) € Er @ Ep. 
a —— 


mt” 
€E €E2 
et : 
Pr 1! 
p(ax+a'x) = ax1+ax 


ap (x) + p(x!) 


ce qui prouve que p est linéaire. 


2 Soient x = x] + x2 EE] @E2 = E. On a: 


pd=0= x =0— x= x > x EE. 





Par conséquent : Ker p = E>. 


3 Soient x = X1 + x2 € E1 ® E2 = E. On a: 
xeimp = 2x =x+%eE1@E: x=p{x) 
— x=x€eE 
— xEeEr. 
Donc Im p = Ei. 


2 Soit x = x] + x2 € E1 @E2 =E. On a: 
pA=x=x=x] > xEE] 
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PROPOSITION 23.26 © Caractérisation des projecteurs 
Soit p € Z (E). Alors p est un projecteur si et seulement si (c’est-à-dire si et seulement si p est idempotente). 


Dans ce cas, p est le projecteur sur Ker p parallèlement à Im p. 





Démonstration 
Si p est un projecteur et si xe E, alors en appliquant la proposition précédente, p (x) € E, et comme E, est stable par p, 
p(p (9) = px. Donc pop= p. 
Réciproquement, si p est un endomorphisme de E vérifiant po p = p : posons E1 = Imp et E2 = Ker p et montrons que ces 
deux sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires dans E. 
— Soit xe E1 NE. Alors, on a à la fois p(x) = 0 car xe E2 = Kerp et x= p{x/) où x'eE car xe E1 = Imp. Par conséquent : 
0 = p(x = p(p(x')). Mais comme po p = p, on a p{p(x')) = p(x') = x et donc x = 0, ce qui prouve que E1 et E sont en 
somme directe. 
— SoitxeE.Ona: 
x=p(x+(x-p(x) 
— — — 


=X] =X2 


et Xi € E1 (Car x1 = p(x) € Imp) et x2 € E2 (car p(x2) = p(x-p() = p(x) — p? (x) = p(x) — p(x) = 0). Par conséquent : 
E = E1 +E2 
Donc E = E1 @ Eo. Si x = x1 + Xo € E1 @E2 = E, comme x1 € Er, p(x1) = x1 et comme x2 € E>, p(x2) = 0. Par linéarité de p, 
p @) = p (x1) + p (x2) = x1. p est donc bien le projecteur de E sur E, parallèlement à E2. 


PROPOSITION 23.27 © 
Si E = Ej @ Ep, si p est le projecteur de E sur E, parallèlement à E: et si g e L(E) alors on a équivalence entre : 


1 gqest le projecteur de E sur E> parallèlement à E:. 
: 


Démonstration 

— Supposons que q est le projecteur de E sur E2 parallèlement à E1. Si x = x1 + x2 € Ey @ E2 alors p(x) = x1 et q(x) = x2. Donc 
x=p(x) + q(x) et on a bien p+ q = idg. 

— Réciproquement, si p + q = idg et si x = x1 + x2 € E1 @ E2 alors q(x) = x — x1 = x2 donc q est le projecteur de E sur E2 
parallèlement à E1. 





23.6.2 Symétries 








FIGURE 23.4 - Symétrie par rapport à E1 parallèlement à E2 


DÉFINITION 23.15 © Symétries 
Soient E1 et E deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E1 @ E>. Pour tout x e E, il existe donc un 
unique couple (x1, x2) € Ex x E> tel que x = x1 + x2. Soit 


L E — E 
"UT xX=xX+X — XX 


s est bien définie et est appelée symétrie par rapport à E\ parallèlement à E>, ou plus simplement symétrie. 
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PROPOSITION 23.28 © Propriétés des symétries 
Soient E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E @ E2 et soit s la symétrie par rapport à E: 
parallèlement à E>, alors : 


1 L'application s est linéaire : se Z (E). 


2 Sipest le projecteur de E sur E1 parallèlement à E> alors | s=2p-Id£ |. 


3 sest involutive, c’est-à-dire : sos = Id. 





Démonstration Soit p le projecteur de E sur E1 parallèlement à E2. Soit x = x1 + x2 € Ej @…E2 =E. Ona: p(x) = x et 
(2p -1Ide) (®) = 2p (x) -x= 221 - (a +%)= 41-22 = 5(%) 


ce qui démontre le second point. Comme p est linéaire et qu’une combinaison linéaire d’ applications linéaires est linéaire, s est 
linéaire et le premier point est aussi démontré. Enfin, en utilisant la linéarité et l’idempotence de p : 


sos = (2p-Idg)o(2p-Idr) 
= 2po(2p-Ids)-(2p-Idr) 
= Ap? -2p-2p +Idg 
= A4p-4p+ldg 
= Ide 


et le troisième point est démontré. 


PROPOSITION 23.29 © Caractérisation des symétries 
Soit s€ Z(E). Si s est involutive, c’est-à-dire si [sos= 14 | alors s est la symétrie par rapport à E1 = Ker(s—Idg) et 





parallèlement à E2 = Ker(s+Idg)). 


Démonstration Supposons que s est linéaire et involutive. Posons E = Ker(s—Idg) et E2 = Ker(s+Idg). Montrons que ces deux 
sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires dans E. 
— Soit xe E1 NE>. On a donc : s(x) — x = 0 et s(x) + x = 0. Soustrayant ces deux égalités, on obtient x = 0, donc E; et E> sont en 

somme directe 
— SoitxeE.Ona: ; ; 

Xx= nn: (S(x) — x) + 3 (S (x) + x) 
€E: €E2 

et donc E = Ej +E. 
On en déduit que E = E1 ® E2. De plus, si x = x1 + x2 € E1 @ E2 = E alors : comme x1 € Ey, on a : S(x1) = X1 et comme x2 € E), on 
a aussi : S(X2) = —x2. Par linéarité de s, on en déduit que : s(x) = s(x1) + s(x2) = x1 — x2. L'application s est donc bien la symétrie 
par rapport à E1 et parallèlement à E2 


Ker(s + ide) 





s(x) 
(a) Décomposition associée à un projecteur (b) Décomposition associée à une symétrie 


FIGURE 23.5 — Projecteur, symétrie 
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En résumé 


1 Les différentes définitions de ce chapitre doivent être connues avec la plus grande précision. 


2 Vous devez être capable de donner différents exemples d’espace vectoriels, de sous-espaces vectoriels, de sous- 
espaces supplémentaires. Il faudra passer du temps à reprendre les différents exemples de ce chapitre. 


3 Les notions de projecteurs et symétries doivent être bien assimilées. 


æ Ne vous découragez pas. Les premiers pas en algèbre linéaire sont souvent difficiles. Le temps et le travail aidant, 
ces nouvelles notions vont vite s’éclaircir. 
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23.7 Exercices 


23.7.1 Espace vectoriel 


Exercice 23.1 © 
Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels sur R ? 


1. (Ri,®,@) où : 


e-JRIXRE — R: 
(a,b) +— aæ@b=ab 


[RER — R 
(,a) — \@a=a 


2. (R,®,®) où : 
| R? x R? — R 
: ((a,b),(a',b')) — (a,b)e(a/,b)=(a+a,b+b!) 
.[ RXxR — R 
‘ A, (a,b)) —  À@(a,b)=(Âa,b) 


Solution : 


1. Vérifions les différents axiomes. 


(a) & admet 1 comme élément neutre et si a,be R*, il est clair que a@ ble R*. Donc R* est un sous-groupe 
du groupe commutatif (R*, x) et (RŸ,®) admet alors bien une structure de groupe commutatif. 


(b) Soient af ER et x, y € R£. On vérifie que : 
1. (a+B)ox= 28 = x =agxepex 
ï. (axB)æx=x8 =(x6)" =ag(pe x) 
ii. ag(xey)=(xy) =x y =aexenae y. 
Ne Dre 
2. La loi externe n’est pas distributive. En effet (1 +2) @ (1,2) = (3,2) et 1@ (1,2) &82@ (1,2) = (1,2) & (2,2) = (3,4). 





23.7.2 Sous-espace vectoriel 


Exercice 23.2 © 
On considère E = €° (R,R) l’ensemble des fonctions continues définies sur R et à valeurs dans R. Indiquer parmi les 
ensembles suivants lesquels sont des sous-espaces vectoriels de €° (R,R) 


. L'ensemble F, des fonctions polynomiales de degré n où neN. 

. L'ensemble F, des fonctions polynomiales de degré au plus n où ne N et à coefficients dans R. 
. L'ensemble F; des fonctions dérivables sur R. 

. L'ensemble F, des fonctions f vérifiant telles qu'il existe keR tel que f est k-lipschitzienne. 

. L'ensemble F; des fonctions f dérivables surR telles que f (0) =1 

. L'ensemble F4 des fonctions f dérivables sur telles que f (0) = 0 


. L'ensemble F; des fonctions f € €! (R) solutions de y'— y = 0. 


D NN À OO &R & ND = 


. L'ensemble F4 des fonctions f € Æ1(R) solutions de VER, Y'Ô-yO=t. 


Solution : 
1. L'ensemble F; est clairement une partie de E car toute fonction polynomiale est continue sur R. Elle ne contient 
par contre pas la fonction nulle car le polynôme correspondant est de degré -co. Ce n’est donc par un sous-espace 
vectoriel de E. 


2. L'ensemble F; est clairement une partie de E. Il est évident que F2 est non vide et qu’une combinaison linéaire de 
polynômes de degré < n est encore un polynôme de degré < n donc F; est un sous-espace vectoriel de E. 


3. Toute fonction dérivable sur R est continue sur R donc F3 € E. F3 est par ailleurs non vide et une combinaison 
linéaire de fonctions dérivables est encore dérivable donc F3 est un sous-espace vectoriel de E. 
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. Toute fonction k-lipschitzienne est continue (et même uniformément continue) sur R donc F, est bien une partie 
de E. Si on considère une fonction fi k.-lipschitzienne et une fonction f k2-lipschitzienne sur R avec k1, k2 € RŸ 
et si 1,0 € R alors, pour tout x, x ER, on a, par application de l’inégalité triangulaire : 


[Cou fi + o2. 2) C0) — (où fi + 2 f2) (#)| < (loul ki + lol Ko) | x x'| 


et donc oi fi + 2 f2 est |a1| k1 + lo] k2-lipschitzienne. F, est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 
. La fonction nulle n’est pas élément de F; donc F5 n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


. L’inclusion de Fç dans E est évidente car toute fonction dérivable sur R est continue sur R. F6 est clairement 
non vide, la fonction identiquement nulle en est un élément. Par ailleurs, une combinaison linéaire de fonctions 
dérivables nulles en 0 est encore dérivable et nulle en O donc F6 est bien un sous-espace vectoriel de E. 


. F7 est non vide car la fonction nulle sur R est €! sur R et solution de l’équation différentielle y' — y = 0. Toute 
fonction €! sur R est continue sur R donc F7 est bien une partie de E. On vérifie de plus que toute combinaison 
linéaire de fonctions €! sur R solutions de l’équation différentielle est encore €! sur R et solution de l’équation 
différentielle. F; est donc un sous-espace vectoriel de E. 


. La fonction identiquement nulle n’est pas solution de y'— y = tdonc F3 n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 





Exercice 23.3 © 

Soit E =. (R,R) l’espace vectoriel des fonctions définies sur R à valeurs dans R. Les parties suivantes sont elles des 
sous-espaces vectoriels de 7 (R,R). 

1. L'ensemble F; des fonctions bornées sur R. 
L'ensemble F, des fonctions monotones sur R. 
L'ensemble F3 des fonctions qui s’annulent au moins une fois surR. 
L'ensemble F, des fonctions qui ne s’annulent jamais sur R. 
L'ensemble F; des fonctions qui s’annulent une infinité de fois sur R. 
L'ensemble Fç des fonctions qui valent 0 en 1. 
L'ensemble F7 des fonctions qui valent 1 en 0. 
L'ensemble F4 des fonctions dérivables sur R. 
L'ensemble FA des fonctions paires sur R. 


S S © NN S M & & R 


LE 


L’ensemble F19 des fonctions T-périodiques où T est un réel strictement positif fixé. 


Solution : 


1. Une combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée. F\ est non vide donc F; est un sous-espace vectoriel 
de E. 
R R 
et f2 : 
x — x ñ2 dé 
ce n’est pas le cas de fi — f: comme on peut le vérifier facilement. F: n’est donc pas un sous-espace vectoriel de 
E. 


—> 


; R : : 
. On considère les fonctions fi | … fi et f> sont monotones (croissantes) mais 


RENNES R 
a 


une fois sur R mais ce n’est pas le cas de f2 — f1. Donc F3 n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


. On considère les fonctions fi : . fi et f> s’annulent toute deux au moins 


. La fonction nulle n’est pas élément de F4 donc F4, n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


R — R R — R re À : 
et f2: 1 S’annulent une infinité de fois sur R mais ce 


X — sinx X — sinx—-; 


. Les fonctions fi : 
2 


n'est pas le cas de fi — f2 = 1. F5 n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


. On montre facilement que F6 est un sous-espace vectoriel de E. 
7. La fonction nulle n’est pas dans F7. Ce n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


8. Une combinaison linéaire de fonctions dérivables est dérivable et F4 est non vide donc Fg est un sous-espace 
vectoriel de E. 


. F est non vide. Si f et g sont deux fonctions paires et si af sont deux scalaires réels alors, pour tout x ER : 


(af +Bg)(-x) = (af +Bg) (x 


et donc F4 est stable par combinaison linéaire. On en déduit que c’est un sous-espace vectoriel de E. 


. On vérifie facilement que F;9 est non vide et qu’une combinaison linéaire de fonctions T-périodiques est encore 
T-périodique. F19 est donc un sous-espace vectoriel de E. 
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Exercice 23.4 O 
On note E = 7 ([0,1],R) l’ensemble des fonctions définies sur [a, b] à valeurs dans R. Les parties suivantes sont-elles 
des sous-espaces vectoriels de E ? 


1. B={fe!([0,1],R) | f/(0) = f'(L)} KL F3 = {fe @°(10,11,R) | ho ft dt=1} 


2. F={fe@%(I0,11,R) | Vxel0,1], f>0!. 4. Fa = {fe @°(10,11,R) fo f(O 4t=0} 


Solution : 


1. L'ensemble F, est clairement un sous-ensemble de E. F; est non vide car il contient la fonction nulle. Soient 
f,g€eF1,afeR. On combinaison linéaire de fonctions €1 sur [0, 1] est encore €! sur [0, 1] et (af + Bg) (0) = 
(af + Bg)' (1). F, est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 


. Une combinaison linéaire de fonctions positives n’est pas forcément positive. Il s’ensuit que F2 n’est pas un 
sous-espace vectoriel de E. 


. L'intégrale entre 0 et 1 de la fonction nulle est nulle. Cette fonction n’est donc pas élément de F3 et F3 ne peut 
être un sous-espace vectoriel de E. 

. L'ensemble F, est clairement une partie non vide de E. De plus, une combinaison linéaire de fonctions d’inté- 
grales nulles est d’intégrale nulle et si f,g € F4, QG ER alors, par linéarité de l'intégrale : te (af +Bg) (0 dt = 
a 1e f(O dt+$ je g(®) dt = 0. F4 est donc bien stable par combinaison linéaire et c’est bien un sous-espace vec- 
toriel de E. 





Exercice 23.5 O 
On note E =.S(R) l’espace vectoriel des suites réelles. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces 
vectoriels de. (R) ? 


1. F1 = {(un) €.S(R) | (un) est bornée } où l est un réel fixé non nul. 

2. F2 = {(un) €.S(R) | (Un) est monotone } 6. F6 = {(un) € .7(R) | (un) est divergente } 

3. F3 = {(un) € .Z'(R) | (ur) est convergente } 7. F7 = {(un) €.S'(R) | (un) est géométrique } 

4. Fa= {(un) € .P(R) | (un) est convergente vers 0} 8. F3 = {(un) €. .S(R) | (Un) est géométrique de raison a } 
5. F5 = {(un) € S/(R) | (Un) est convergente vers } où a est un réel fixé. 


Solution : 
1. Une combinaison linéaire de suites bornées étant encore bornée, on vérifie facilement que F\ est un sous-espace 
vectoriel de E. 


. En considérant par exemple les suites (u,) et (v,) de terme général un = n° et Vn = 4n-—1 on vérifie que (Un) 
et (VA) sont croissantes mais que Un — VA n’est pas monotone (il suffit de calculer les 4 premiers termes de cette 
suite). F n’est donc pas stable par combinaison linéaire et ne forme donc pas un sous-espace vectoriel de E. 


. L'ensemble F3 est clairement une partie non vide de E. Par le théorème d’opérations sur les limites, on sait qu’une 
combinaison linéaire de suites convergentes est encore convergente. Donc F3 est un sous-espace vectoriel de E. 


. L'ensemble F, est une partie non vide de E. Par le théorème d’opérations sur les limites, on sait qu’une combinai- 
son linéaire de suites convergentes vers 0 est encore convergente vers 0. Donc F3 est un sous-espace vectoriel de 
E: 


. La suite nulle ne converge pas vers l £ 0 et donc F5 ne peut être un sous-espace vectoriel de E. 


. La suite nulle n’est pas divergente et donc n'appartient pas à F6 qui ne peut du coup être un sous-espace vectoriel 
de E.. 


. Une combinaison linéaire de suites géométriques n’est pas forcément géométrique donc F7 n’est pas un sous- 
espace vectoriel de E. 


. L'ensemble F4 est une partie non vide de E. On vérifie facilement qu’un combinaison linéaire de suites de raison 
a est encore une suite géométrique de raison a et F4 est donc un sous-espace vectoriel de E. 





Exercice 23.6 © 
Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R? ? 
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1. F={(xy)EeR?12x+7y2>0} 3. F3={(x y) ER? | y= x} 
2. F={(xy)ER?|x2+7y2=1} 4. F4={(x, y) ER? | x-2y=3} 


Solution : Rappelons qu’une partie de R? est un sous-espace vectoriel de R? si et seulement si c’est le singleton {0}, 
une droite vectorielle ou R? tout entier. 


1. Le couple (0, 1) est élément de F, mais ce n’est pas le cas du couple (0, —1) qui lui est pourtant colinéaire. F1 n’est 
donc pas stable par combinaison linéaire et ce ne peut être un sous-espace vectoriel de R°. 


2. Le couple nul (0,0) n’est pas élément de F2 et donc F2 ne peut être un sous-espace vectoriel de R?. 


. On vérifie facilement que F3 est une partie non vide de R?. Si (x, y),(x/, y’) € Ps et si a B ER alors on vérifie 
facilement que ax+fBx' =ay+$By' et donc que a(x, y)+B(x’, y’) € F3. F3 est donc un sous-espace vectoriel de R=. 


. Le couple nul (0,0) n’est pas élément de F4 et donc F4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. 





Exercice 23.7 O 
Soient F={(x,y,z) ER |x+y+2z=0}etG={(s-t,s+t, DER |steR}. 


1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R$. 


2. Déterminer FNnG. 


Solution : Rappelons qu’une partie de R* est un sous-espace vectoriel de RŸ si et seulement si c’est le singleton {0}, 
une droite vectorielle, un plan vectoriel ou R tout entier. 


1. F est une partie non vide de R$. Si (x, y,z),(x, y',z!) € F et si af € R alors on vérifie facilement que le triplet 
a(x, y,z)+B(x', y',z/) vérifie l'équation x+ y+z= 0. F est donc stable par combinaison linéaire et forme un sous- 
espace vectoriel de R° (on aura reconnu que F est un plan vectoriel de l’espace). On vérifie aussi que G est un 
sous-ensemble non vide de R et si(s—t,s+t,t) et (s'—#,s" + 1’, 1") sont deux éléments de G (avec s,s',t,t' ER) 
et si alors a,B ER alors : 

a(s—t,s+t,t)+B(s-r,s+1,t)=(S-TS+T,T) 


avec S = as+$s” et T = at+fr' et donc G est aussi stable par combinaison linéaire (On aura là encore remarqué 
que G est un plan vectoriel de l’espace). 
x+y+z=0 
: ; ; 2 | X=S—t ; ; 
. Pour déterminer FN G il suffit de résoudre le système et on obtient comme ensemble solution 
y=s+t 
z=t 


celui paramétré par : Fa (on reconnait l'équation paramétrée d’une droite vectorielle). 





Exercice 23.8 ©O© 
On considère un K-espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel À de E. On suppose que À Z {0£} et A ZE. Montrer 
que la partie B = (E \ A) U {0g} n’est pas un sous-espace vectoriel de E. 


Solution : Par l’absurde, supposons que B est un sous-espace vectoriel de E. Soient a € À et be B deux vecteurs 
non nuls. Posons x = a+ b. Comme E est un espace vectoriel, x est élément de E et comme E = AUB, soit x € À, soit 


xe B. Sixe À alors b = x-— a est élément de A car À est un sous-espace vectoriel. Mais ANB = {0} donc b = 0 ce qui 
est contradictoire avec notre hypothèse de départ. De même, si xe B alors a= x-beB et a = 0 ce qui est aussi une 
contradiction. En conclusion, B ne peut être un sous-espace vectoriel de E. 





23.7.3 Opérations sur les sous-espaces vectoriels 


Exercice 23.9 © 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que : 


FNG=F+G=F=-G 
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Solution : 
= SoitxeF. Alors x=x+0eF+G=FNG. Donc xe G. Ce qui prouve que F € G. On montre de la même façon 


que GCF et donc que F=G. 


= Trivial. 


Exercice 23.10 O 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que FU G est un sous-espace vectoriel 
deE si et seulement si FC GouGcE. 





Solution : 

_ Supposons que F£G et que G$F. On peut alors trouver deux vecteurs non nuls xE F\GetyeG\F.x+yne 
peut être élément de FUG : sinon on aurait x+ y e F (ou x+ y € G) et donc, F étant stable par combinaison linéaire 
y=x+y-x serait élément de F (on fait le même raisonnement si x+ y € G) ce qui n’est pas possible par hypothèse. Par 
conséquent FU G n’est pas un sous-espace vectoriel de E. La première implication est ainsi prouvée par contraposée. 


= Trivial. 


Exercice 23.11 Q 
On considère un K-espace vectoriel E, et l’on note Y (E) l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E. On se 
donne un sous-espace vectoriel V e Ÿ(E) et l’on définit l’application 





[YE — YE 
VX 2 Xnv 


Montrer que 
()  œvinjective = (ii) y surjective > (iii) V=E 


Solution : 
1. G@) —= (iii) : il suffit de prendre X1 = E et X2 = V. Alors comme 4 (X1) = @ (X2) = V et que 4 est injective, 
X1 = X2, c’est-à-dire V =E. 
2. (iii) — (i) : le résultat est clair car dans ce cas @r = id. 


. (Gi) = (iii) : comme E € Ÿ(E) et que est surjective, il possède un antécédent X € ŸV (E) et l'égalité XN V=E 
n’est possible que si V=E. 


. (Gi) = (à) : clair car dans ce cas @E = id. 





Exercice 23.12 Q 
On considère un K-espace vectoriel E, et l’on note V l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E. On se donne 
un sous-espace vectoriel V e Ÿ et l’on définit l'application 


.J YŒ) — VE) 
PL KO s KEY 


Montrer que 
(@) vvinjective = (ii) y surjective = (iii) V = {0r} 


Solution : 
. Gii) = (et (iii) — (ii) sont claires puisque si V = {0g}, pv = idy(p. 
. (@) = (ii) : par l’absurde, si V Z {0g}, il existe v e V tel que v # Og. En prenant X1 = {0g} et X2 = Vect(v), on 
aboutit à une contradiction car 4 (X1) = V = @ (X2). 


. Gi) = (iii) : par l’absurde, si V Z {0g}, il existe v € V avec v £ Og. En posant Y = {0}, on ne lui trouve pas 
d’antécédent par pv. 





Exercice 23.13 VO 
Soit un K-espace vectoriel E et quatre sous-espaces vectoriels À, B, C et D de E. Montrer que 


1. AN(B+C)=AnB+ANC. 3. ANn(B+(ANC))=(AnB)+{(AnC). 
2. A+(Bn(A+C))=(A+B)n(A+C); 4. ANB=CND = (A+(BnC)}n(A+(BnD))=A; 
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Solution : 


1. Considérons ze ANB+ANC. Il existe x e ANB et y e ANC tels que z = x+ y. Mais comme x, y € À et que 
A est un sous-espace vectoriel, z € À. Comme xeBetyeC,z=x+7yeA+C. En conclusion, ze An(B+C). 
Réciproquement, si ze AN (B + C) alors ze À et il existe xe Bet yeC tels que z= x+ y. 


. D’après la question précédente, (A+ B)n(A+C)=ANnNA+ANC+BNA+BNC=A+ANB+ANC+BNC=A+BNC 
car À est un sous-espace vectoriel et ANB,ANCC A. De même, A+ (Bn (A+ C)) =A+(ANB+BNC)=A+BNC. 
On en déduit l’égalité. 

. Toujours d’après la première question AN(B+(ANC))=ANnB+ANANC=ANB+ANC et An(B+(ANnC)) = 
(ANB) + (AN). 


. Supposons que ANB =CnD. Alors 


(A+(BnC))n(A+(BnD))=AnA+ANBND+ANBNC+BNCND=A+CND+ANB=A+ANB=A 
—.— —.— —.— 
CnD CnD ANnB 


car À est un sous-espace vectoriel et que ANBCA. 





Exercice 23.14 VO 
Soit un K-espace vectoriel E et trois sous-espaces F, G et H de E. On suppose que 


F+G=F+H 
FNnG=FNnH 
GcH 


A-t-on toujours G=H ? 


Solution : Montrons que G = H. On sait déjà que G € H. Il suffit donc de montrer l'inclusion réciproque. Soit h eH. 
Alors hREF+H=F+G. Donc il existe feFetgeG tels que h= f + g. Mais comme f = h-g,queh-geH (car 


heH, geGCH et H est un sous-espace vectoriel) alors f EFNH=FNG. Donc feGeth=f+gerF.Ce qui prouve 
que HCEF. En conclusion H= G. 





23.74  Sous-espace vectoriel engendré par une partie 
Exercice 23.15 Q 
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect(F) : 
1. FE ={(xy)eR21x-y=0} 
2. F2={(x,y) ER? 1 2x-y=0} 
3. Fa={(t,-20) | 1ER} 


Solution : 
1. F={(xy)ER?1x-y=0}={(x,x ER? | xeR}=Vect((1, 1) 


2. F>={(x,y)ER?12x-y=0}={(x,2x ER? | xeR} = Vect((1,2)) 
3. F3={(1,-20 | teR}= Vect((1,—2)) 





Exercice 23.16 Q 
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect(F) : 


1. F={(x7,2) ER | x+y-2=0} 4. F4 = FNG avec F = {{x,y,z)E RS | x-y-2z=0} 
2. B={@s+t,s-t,s+t) | (s, 0) ER?} etG={(x, 7,2) ER 13x-y-2=0} 
3. F3={(x, 7,2) ER Ix-y+2=0 et x+y-2=0} 5. Fs={(21,31,1) |1ER} 


Solution : 


1 A = {xy2eRIx+y-2=0) = {x px+y)eR|xyeR} = {x(10,D+y(01LDER|xyeR} = 
Vect((1,0, 1), (0,1, D). 


2. F={(2s+1,5-1,5+0) | (8, D ER?}={s(2,1,D +#(1,-1,1) | (s, 0 € R?}= Vect((2,1,1),(1,-1, 1). 
3. F3={(x,7,z)ERŸ|x-y+2z=0 et x+y-2=0}=4{(0,y,y) ER | yEeR} = Vecr((0,1,1)). 
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4. F4={(x,7,z)E RS |x-y-2z=0}n{{x,y,z) ER |3x-y-2z=0}={{(x,7,z)ERŸ|x-y-2z2=0 et 3x-y-4=0} 
= {(x,5x,-2x) ER | xe R} = Vect((1,5,-2)). 


5. F5 ={(26,31,0) | te R}= Vect((2,3,1)). 





Exercice 23.17 Q 
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect(F) : 





1. F1 =R2IX] 5. F5 ={PER4[X] | P(1)=P(2)=0} 
2. à ={PER3[X] | P(1)=0} 6. F6= {P ER2 IX] | P'=0} 
3. F3={P'|PER,[X]} oùneN 7. F7={P ER3IX] | P"= 0} 
4. F4={a(xX$-1)+b(X2-2)+c(X+4) | (a bo ER*} 8. F= {PER IX fo P(Hdr=0} 


Solution : 
1. F1 = R2 IX] = Vect(X?,X, 1). 
. F={PER3 IX] | P(D=0}={(X-DP|PER2[X]}= Vect((X-1)X2,(X-1)X,(X—1) 1). 
F3 = {P'|PERA[X]} = Rn-1 [XI = Vect(1,X,...,X"71), 
Fa= {a(x®—1)+ b(X2-2)+c(X+4) | (a, b,c) ER*} = Vecr(xŸ-1,X2—2,X+4). 


. F5 ={PER4IX] |P(D=P(2)=0}={(X-1(X-2)P|PER[X} 
= Vect(X2(X-1)(X-2),X(X-1)(X-—2),(X-—1)(X—2)). 


6. F6= {PE R2[X] | P'= 0} = Vect(l). 

. F7 ={PER3 IX] | P”=0}={aX+ bla, be R}= Vect(X, D. 

. Soit P = aX2+bX+ce Fe où a, b,cEeR. Ona: RPOdr- 0 si et seulement si 2a+3b+6c =0. Donc F8 = 
{aX2+bX+cl a bceR et 2a+3b+6c=0}={ax?+bx-2%-È] abeR}=Vect(x?-1,x-1). 








Exercice 23.18 © 
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect(F) : 


1. A={fe€l(RR | y -21y=0} 3. F3= {fe @(RR) | f"+2f'+ f=0} 
2. F={fe €2(RR) | f"+w?f = 0} où wER+ 4. F4= {fe @?(R,R) | f"-4f=0} 


Solution : 

R — 

t — «ce 
R — R 

{ —  acos(wf)+fsin(wf) 


1. Les fonctions solutions de y! — ty = 0 sont les fonctions a : 2 oùaeR.Donc F1 =Vect{:). 


2. Les fonctions solutions de f" +? f = 0 sont les fonctions Pa : où af ER. 
Donc F; = Vect(t- cos(wf),t- sin(wf)). 


R — R 


ù ER. 
Re où a, Be R. Donc 


. Les fonctions solutions de f"+2f"+ f = 0 sont les fonctions Pg : 
F3=Vect(t-ef,t te”t). 


. On montre de même que F4 = Vect(tr e?!,t— e?!). 





Exercice 23.19 © 
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels en les décrivant sous la forme Vect(F) : 
1. L'ensemble F; des suites réelles constantes. 
2. L'ensemble F; des suites arithmétiques. 
3. L'ensemble F; des suites géométriques de raison 2. 
4. L'ensemble F, des suites réelles nulles à partir du rang 53. 


Solution : 
1. F, = Vect((1)). 
2. F> = Vect((1),(n)) 


3. F3 = Vect((2")) 
4. F4 = Vect((1,0,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...)) 
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Exercice 23.20 O 
Dans l’espace vectoriel E = R, on considère les vecteurs e = (1, 1,0) et e> = (1,2, 1). Déterminer Vect(e1, e>). 


Solution : On trouve que 


Vect(ei,e2) = {(x, y, 2) € R° |Xx—y+2z=0} 





C’est un plan vectoriel. 


Exercice 23.21 O 
On note E = {f € F(R,R) | 1(4,w) € R:VxER, f(x) = acos(x — p)} Déterminer une partie À de F(R,R) telle que 
E = Vect(A). 


Solution : Grâce à la trigonométrie, on a les équivalences : 


ÎEeE 

1(a,w) € R? : VxEeR, f(x) = acos(x—4p) 

2(a,) ER: VxEeR, f(x) = acospcos x+asinçsin x 
Ja,BER:VxER, f(x) =acosx+fBsinx 


Donc|E = Vect(cos, sin) |. 


Exercice 23.22 O 
Soit E = Æ(R,R) le R-espace vectoriel des fonctions d’une variable réelle. On définit les systèmes de vecteurs 





S=(x-1,x- cosx,x— cos2x) T=(x-1,x- cosx,x- cos? X). 
Montrer que Vect(S) = Vect(T). 
Solution : Comme pour tout xe R, cos2x = 2cos? x— 1, il est clair que x— cos2x € Vect(T). II s’ensuit que Vect (S) c 


Vect(T). De même, pour tout x ER, cos? x = (1+cos2x) /2 et donc x cos? x e Vect(S). Donc Vect(T) & Vect(S). En 
conclusion Vect (S) = Vect(T). 





Exercice 23.23 OC 
Dans R4, montrer que les vecteurs v1 = (1,0,0, 1) et v2 = (2,1, -1,0) engendrent le même sous-espace vectoriel que les 
vecteurs V3 = (3,1,—1,1) et va = (5,2,—2,1). 


Solution : Comme v3 = v1+ 2 et que V4 = V1 +2», il est clair que v3 et v4 sont éléments de Vect(v1, v2). Donc 
Vect(v3, va) € Vect(v1,v2). On remarque de plus que vi = 2v3 — v1 et que v2 = va — va. Donc de la même façon, 
Vect(v1, 12) € Vect(v3, va). En conclusion Vect(v1,v2) = Vect(v3, va) 





Exercice 23.24 VO 
Soit E un R-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On pose A=E\F. 


1. Montrer que VxeF, VyeA,x+yeaA. 
2. En déduire que SiF ZE, alors Vect(A) = E. 


Solution : 


1. Soit xe F et y € A. Par l’absurde, si x+ y & À, alors x+yeF et il existe f € F tel que x+ y = f mais alors 
y=f-7YyerF (carF est un sous-espace vectoriel), ce qui n’est pas possible. 


2. Supposons que F Z E. Par conséquent, il existe y € À. Montrons alors que E € Vect(A). Soit x e E. Si x € À, alors 
x e Vect(A). Supposons donc que x£ À. Alors xeF et d’après 1., x+ y € À. On écrit alors 


X=(x+y)-7y 


Et donc x est combinaison linéaire des vecteurs (x+ y) et y qui appartiennent à A. Par conséquent, x € Vect(A). 





Exercice 23.25 ©O 
Soient À et B deux parties d’un K—espace vectoriel E. 


1. SiACB, montrer que Vect(A) c Vect(B). 
2. SiF est un sous-espace vectoriel de E, montrer que Vect(F) = EF. 
3. Montrer que Vect(Vect(A)) = Vect(A). 
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Solution : 


1. Comme Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant À et que Vect(B) est un sous-espace vectoriel 
de E qui contient B et donc À, on a forcément Vect(A) € Vect(B). 


2. De même, comme F est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F donc Vect(E) = F. 





3. On applique la question précédente avec F = Vect(A). On obtient Vect(Vect(A)) = Vect(A). 


Exercice 23.26 ©Q 
Soient À et B deux parties d’un K-espace vectoriel E. Montrer que : 


Vect (A U B) = Vect (A) + Vect (B) 


Solution : 

_ Vect (A) + Vect(B) est un sous-espace vectoriel de E qui contient A et B. Il contient donc Vect (AU B). 

— Soit x e Vect (A) + Vect(B). Il existe xa € Vect(A) et xp € Vect(B) tels que x = xa + xp. Le vecteur xA est com- 
binaison linéaire de vecteurs de À, x8 est combinaison linéaire de vecteurs de B. Par conséquent x est combinaison 
linéaire de vecteurs de A et de vecteurs de B. Le vecteur x est donc bien élément de Vect (AUB). 





23.7.5 Sous-espaces vectoriels supplémentaires - Somme directe 


Exercice 23.27 O 
Soient F={(5,0) | seR}etG=#{(0, fr) | teR}. Prouver queF&8G= R?. 


Solution : Comme F = Vect(1,0) et que G= Vect(0,1), F et G sont des sous-espaces vectoriels de R?. Si (x y)eFnG 
alors y = 0 car(x, y) € F etx=0 car (x, y) € G. Donc FnG= {0}. Si (x, y) € R?, alors (x, y) = x(1,0)+ y (0, 1) et on a bien 
décomposé (x, y) en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Donc F+G =R?. En conclusion, F&G =R. 





Exercice 23.28 O 
Soient F={(s, 1) ER? | s+1=0} et G={(s, 0 ER? | s-1=0}. Prouver que F@G=R. 


Solution : On vérifie que F = Vect(1,—1) et que G = Vect(1,1) donc ce sont deux sous-espace vectoriels de R?. Si 


+1 =0 
x,y) € FNG alors ce couple vérifie le système ; dont l’unique solution est (0,0) donc FNnG = {0}. Pour 
y IP Y : 0 q 
&= = 


(x, y) € R?, cherchons (s, ) € F et (s’, 1”) € G en sorte que (x, y) = (s, ) +(s’, 1”). On doit avoir : 


SES 
t+t =7y 
S+t =0° 
s'—t" =0 





On résout ce système et on trouve (s, 5) = +(x-,-x+ y) et(s',#)=2(x+y,x+ y). En conclusion, Fe G= R?. 


Exercice 23.29 © 
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = R° 


F={(x,y,z)eR° |2x-y+z=0} et G={(t,-1,11t1eR} 


Solution : On vérifie facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Pour déterminer FN G il suffit de 
2x—-y+z=0 


tt; 
résoudre le système ce qui amène FNG = {(0,0,0)}. F et G sont donc en somme directe. Comme la 


er 


Zz=t 
droite vectorielle n’est pas incluse dans le plan vectoriel F, le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G est 
E et donc F+G=E. On a ainsi montré queF&G=E. 
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Exercice 23.30 © 
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = R° 


F={(x,y,z)eR|x-y+2=0 et 2x+y+z=0} et G={(Gr,211t|1eR} 


Solution : On vérifie facilement que F et G sont des sous-espace vectoriels de E. Pour déterminer FN G il suffit de 
x—y+z=0 
2x+y+2z=0 


résoudre le système 4 x =3t ce qui amène FNG={(0,0,0)}. F et G sont donc en somme directe. F et G étant 


y=2t 

z=t 
des droites vectorielles de l’espace, le plus petit sous-espace vectoriel de R* les contenant est un plan vectoriel. F et G 
ne sont donc par supplémentaires dans R$. 





Exercice 23.31 V 
Soient F = {{x,y,z) ER | x-y+2=0} et G={{x,y,z) ERŸ | x+y-—22= 0}. Ces deux sous-espaces sont-ils en somme 
directe dans R ? 


Solution : 
On montre facilement que F = Vect((1,1,0),(0,1,1)) et que G= Vect((1,0,1),(0,1,1)). Ce sont donc deux sous-espace 
vectoriels de R$. F et G sont en fait des plans vectoriels de R$. Leurs équations ne sont pas proportionnelles, donc ils ne 


Xx—y+2z=0 


sont pas confondus. Leur intersection est une droite d’équation cartésienne et n’est donc par réduite à 


x+y—2z=0 





{0}. F et G ne sont donc pas en somme directe dans R$. 


Exercice 23.32 © 
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = R2 [X] 


F={PER2IXJ|P'=0} et G=Vect(x,X?) 


Solution : Comme F = Vect(1) et G= Vect(X,X?), ces deux ensembles sont des sous-espace vectoriels de E. Il est 
clair que FNG = {0} car si P € F alors P est un polynôme constant qui ne peut être combinaison linéaire de X et X? que 
si les coefficients de cette combinaison linéaire sont nuls. Il est aussi clair que tout polynôme de E s’écrit comme la 
somme d’un polynôme constant et d’une combinaison linéaire de X et X2. On a donc bien : E=F@G. 





Exercice 23.33 Q 
On considère dans E = R, [X] les sous-ensembles P = {PEE | P est pair} et.7 = {PEE | P est impair}. 


1. SoitPeE. Montrer que P € P si et seulement si les coefficients de ses termes de degré impair sont nuls. 
2. SoitPeE. Montrer que P € .S si et seulement si les coefficients de ses termes de degré pair sont nuls. 

3. Montrer que P et .S sont des sous-espaces vectoriels de E. 

4. Montrer queE= Pe.f. 


Solution : 
1. Supposons que P = aaX* + a3X3 + a2X2 + a1X + do avec &o, 41, @, 43, 44 ER. Si P est pair alors P (—X) = P (X) et 
aaX* + a3X3 + a2X2 + a1X + ao = a4X° — a3X3 + a2X2 — aX + ao donc a3X° + aX=0 ce qui amène 43 = 4j = 0 car 
un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls. Les coefficients des termes de degré impair de P 
sont donc bien nuls. Réciproquement, on vérifie facilement que si a3 = a; = 0 alors P est pair. 
2. Même raisonnement que dans la question précédente. 


3. On tire des deux premières questions que P = Vect{(1,X?,X®) et.# = Vect(X,X*). Ces deux ensembles sont donc 
des sous-espaces vectoriels de E. 


. SoitPe @n.f. Alors les coefficients des termes de degré pair et les coefficients des termes de degré impair de P 
sont nuls. Donc P est nul et , .$ sont en somme directe. Si P = a4X* + a3X3 + a>X? + aX+@&E€E alors 


PE aaX* + aX? + 0 + a3X3 + aX 
es, me” 


EP ES 


donc E = @ +.$. En conclusion, E= P@.ÿ. 
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Exercice 23.34 O 
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = Æ (R,R) 


F={feE|f(D=0} et G={fEeEl|3a€eR:VxeR, f(x) = ax} 


Solution : On vérifie facilement que F est sous-espace vectoriel de E. On remarque que G= Vect (ide) et donc G est 
un sous-espace vectoriel de E. Si f e FNG alors il existe a ER tel que f : x— ax. Mais comme f (1) = 0, il vient que 


a= 0 et donc que f = 0. L’ intersection de F et G est donc réduite à la fonction identiquement nulle sur R. Notons 4 la 
fonction constante égale à 1 surR. Soit f EE. On a, pour tout xeR : f (x) = f (x) — f (1) .@ (x) + f (1). (x). Il est clair 
que f-f(wyeF et que f (0) € G. On en déduit que E=F+G. En conclusion, on a bien E=F&G. 





Exercice 23.35 © 
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = €! (R,R) 


F={fe@l(RR) | f(0)=f'(0)=0} et G=Vect(x- 1,idr) 


Solution : Il est clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de €! (R,R). Il est aussi facile de montrer que 
FnG= {0}. En effet, si fe FNG alors f est une fonction affine qui s’annule en 0 et dont la dérivée s’annule aussi en 
0. f est donc nécessairement identiquement nulle. Par ailleurs, si h € Æ1(R,R) alors notant : g:x h'(0)x+h(0), on 
a:h-gerF ce qui montre queE=F686G. 





Exercice 23.36 Q 
Vérifier si les espaces suivants sont supplémentaires dans E = @9([-1,1],C) 


1 
r={fe@(-1u,0 1 [ rwdr=0} et G={fe@°([-1,1],0) | f est constante} 
-1 


Solution : On montre facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de @([-1,1],0). L’intersection FNG est 
réduite au vecteur nul. En effet, si la fonction f € FNG alors f est une fonction constante égale à un réel c d’intégrale 
nulle sur [—1,1] ce qui amène 2c = 0, c’est-à-dire c = 0. f est donc identiquement nulle. De plus, si he @9([-1,1],C), 
en posant à = 1e f (0 dt et en désignant par g la fonction constante sur [—-1,1] égale à a, on vérifie facilement que 
h-geFetdoncE=F+G. En résumé : F et G sont supplémentaires dans E. 





Exercice 23.37 OC 
E=Z(R,R) et F= {f € E; f (0) = f(1) = 0}. Montrer que F est un s.e.v. de E et trouver un supplémentaire de F dans E. 
Indication 23.23 : Considérer l’ensemble des fonctions telles que VxeR\{0,1}, f(x) = 0. 


Solution : On montre que la fonction nulle est dans F, et que F est stable par combinaison linéaire. Soit 
G={fEE; VreR,xZ0,x#1, f(x) = 0} 


On montre sans problème que G est un sous-espace vectoriel de E. Alors | FNnG = {0g} | (c’est clair). Montrons ensuite 
queE=F+6G:soit fe E. Définissons 


R — R 


fe = 0 six=0oul et fc: 
ex —+ 
f(x sinon 





On a bien, VxeR, f(x) = fr(x) + fa(x et fr eF, fc € G. Finalement, E=F&G. 


Exercice 23.38 OC 
Soit E =R" on considère 
H={(x1,...,Xn) EE | X1 ++ Xn = 0} 


Montrer que H est un sous-espace vectoriel de E et trouver un supplémentaire de H. Le supplémentaire trouvé est-il 
unique ? 
Indication 23.23 : Faire un dessin de H lorsque n=2 et n=3. 


Solution : On montre sans problème que H est un sous-espace vectoriel. Considérons a = (1,...,1) € R”. Alors a 6H. 


Montrons que E = Vect(a) & H. 
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1. | Vect(a) n H= {0} |: Soit x e Vect(A) nH : il existe À ER, tel que x=}a=(X,...,À). Mais comme x e H, nÀ=0 
d’où À=0etx=0. 


2. |E= Vect(a) +H |: Soit x = (x1,...,xn) € E. En supposant le problème résolu, il existe À ER et he H tels que 


X1+-+Xn 


x=}a+h. Alors il faut que x-}a= (x; -X,...,xn — À) € H et donc que À = 
n 
++ 
Posons donc À = LT et h=x-Xa. On vérifie que x=}\a+h et que he H, Àa € Vect(a). 
n 


Le supplémentaire trouvé n’est pas unique (cf dessin dans RŸ) : il suffit de prendre un vecteur a & H et alors E = 
Vect(a) & H. 





Exercice 23.39 ©Q 
Soit E un K-e.v. et A,B deux sous-espaces vectoriels de E. Soit C un supplémentaire de ANB dans B. Montrer que 
A+B=-A&C. 


Solution : 
1. Montrons que la somme À + C est directe. Soit xe ANC, puisque xe AetxeB (carCCB), xeAnBetxecC. 
Comme (ANnB)eC=B, il vient que x = 0. 


2. Montrons que A+C=A+B. Comme CC B, il est immédiat que A+CCA+B. Montrons donc que A+BCA+C. 
Soit x e A+B. Il existe xA € À et xg € B tel que x = xa + xB. Comme B = (ANB) +C, il existe xanp € ANB et xc E C 
tel que xp = XanB + Xc. Alors 

X = (XA + XanB) + XC 


avec Xa + Xang € À et xc € C. 





Exercice 23.40 MN 
Soit E un K-espace vectoriel et À, B,C trois sous-espace vectoriel de E vérifiant 


E=Aæ@Bet AcC 


Montrer que C=A&(BnC). 


Solution : Soit xe AN(BNC) alors xE ANB = {0} car A et B sont en somme directe. Donc x = 0 et les deux sous- 
espaces vectoriels À et BnC sont bien en somme directe. Montrons que C = A+ (BnCO). Soit xe C. Comme xeE et 
que E = AB, il existe un unique couple (xa, xp) € A x B tel que x = xa + xp. Comme ACC, xa € C et comme C est 
un sous-espace vectoriel de E, x — xa € C. Il vient donc xg € C ce qui prouve que xg € BnC. On a alors montré que 
xeA+(BnCO) et doncC=A+(BnC). En résumé : C=A&@(BnC). 





Exercice 23.41 VO 
On définit dans l’espace E des suites réelles : 


F={(xn)EEIVRnEN, Xn43 — Xn+2 — Xn+1 + Xn = 0} 


G={(xn)EEIVREN, Xnsr1 + Xn = 0} 
H={(x}) EEIVRnEN, Xn42 —2Xn+1 + Xn = 0} 


Montrer que F=G&eH. 


Solution : On montre d’abord que GC EF. Si (x) € G et si ne N alors Xn+1+Xn = 0 et Xn+3+Xn+2 = 0 dONC Xn+3—Xn+2— 
Xn+1 + Xn = —2(Xn+2 + Xn+1) = 0. On montre aussi que HC F. Soit (x,) € H et ne N. Alors Xn+3 — Xn+2 — Xn+1 + Xn = 
Xn+2 = 2Xn+1 + Xn = 0. 


1. Montrons que GNH = {0g}. Soit (xn) € GNH. Comme (xy) € G, on montre que Vn EN, xn = (—-1)"xo. En écrivant 
que (Xh) € H, on trouve que Vn EN, (-1)*xo[l + 2+ 1] = 0 ce qui montre que x = 0 et par la suite, (x) = 0E. 


2. Montrons que F = G+H. On a déjà prouvé que GCF et HCF. Par conséquent, G+HCE. Il nous faut montrer 
que FCG+H. Soit (xn) € F. En effectuant une partie recherche, si (xn) = (un) + (Un) avec (un) € G et (v,) EH, 
puisque (un) € G, il existe À ER tel que (uh) = A((- Di En écrivant que (vh) = (xn) — (Un), puisque (vh) € H, il 

Xo — 2X1 + X2 

4 


faut que v2 — 211 + vo = 0 et par conséquent, on trouve que À = 


Partie rédaction : Posons VneN, 
Xo — 2X1 + X2 7 
Un = ne 1) 
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Xo — 2X1 + X2 
Un = Xn— rs 


On a bien (un) + (Un) = (%n), et (Un) € G. Montrons que (vh) € H. SoitneN, 


Un+2 = 2Un+1 + Un = (Xn42 = 2Xn+1 + Xn) = (0 —2%1 + X2)(—-1)" 


On montre par récurrence sur n (car (xn) € F), que cette quantité est nulle pour tout entier n. 





Exercice 23.42 VO 
Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels A et B de E. On suppose qu'il existe un supplémentaire 
A’ de ANB dans A et un supplémentaire B' de ANB dans B. Montrer que 


A+B=(AnB)æ(A'+B) 


Solution : 

1. La somme est directe : montrons que (AN B) n (A'+B) = {0g}. Soit x e (ANB)n (A! +B'). Comme x e A'+B, il 
existe (a, b') € A’ x B' tels que x = a" + b'. Alors b' = x-— a’ € A et donc b' Ee ANB. Puisque la somme ANnB+B/ est 
directe, il vient que b' = Og. On montre de la même manière que a! = 0 et donc ensuite que x = Og. 

. (ANB) + (A'+B) € A+B est claire. Soit x € (AN B) + (A/+ B'). Il existe (y, a, b') € (AN B) x A x B' tels que 
x=(y+a)+b'EeA+B. 

. A+BC(ANB)+(A/+B). Soit x e A+B. Il existe (a, b) € A xB tels que x = a+ b. Comme A = (ANB) +A/, 
1(y1, a) € (ANB) x A’ tels que a = y1 + a’. De même, (72, b') € (AN B) x B/ tels que b = y2 + b'. Alors x = 
ÿ1 +4! + y2 + D! =(y1+y2)+( 4! Ho) et donc xe (ANB)+(A/+B/). 

EANB €A! eB! 





23.7.6 Applications linéaires 


Exercice 23.43. © 
Vérifier si les applications entre R-espace vectoriels suivantes sont linéaires ou pas. 


eee GA TE jo 

DE An ZE 
0 — 

3. f:{ on _ nn. soft + ho 

4. 1: . . ee en _ .. 

he RON ae 


Solution : 
1. Soient a ER et u={(x,y),u = (x,y') € R2. On a : f(au+aœu’) = f(ax+a'x/,ay+æ y") = (ax+a'x')-— 
(ay+ay')=a(x-7y)+a (x - y) =af(u)+af{u'). f est bien linéaire. 
2. f (0,0) =1. f n’est donc pas linéaire. 
. Soient ad € R et u = (x,y},u' = (x/,y") € R2. On a : f(au+au) = f(ax+ox,ay+æy) = 
((ax+o/x)+(ay+ay’),(ax+a'x)-(ay+ay))=a(x+y,x-y)+a' (x +y,x -y)=af(u)+a f(u). f est 
bien linéaire. 


. Par un calcul analogue au précédent, on montre que f est linéaire. 
5. Soient (x, y, z) € R$. On a : f(2(x,y,z)) = f(2x,2y,2z) = 2%xyz£2f(x, y,2). f n’est donc pas linéaire. 
. Soient a, B ER et f,ge.F(R,R). On a : 6(af +Bg) = (af +Bg) (1) = af (1) +Bg(1) = «8 (f)+B8(g). 8 est bien 
linéaire. 
. Soient a,B € R et f,g € €! (R). On a, par linéarité de la dérivation : 6(af +Bg) = 2(af +Bg) +(af +Bg) = 
a(2f + f')+B(2g+£')=00(f)+88(g). 8 est bien linéaire. 
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8. Soient af eR et f,g € @°(R). On a, par linéarité de l'intégrale : 0 (af + Bg) = [à (af +Bg) (9 dr = a fà f(H) dt+ 
bi g() dt = a (f) +60 (g). 8 est bien linéaire. 
9. Soienta,feR et u,ve.S(R). On a : 8(au+fBv) = (auo +Bvo, au + Br) = a (wo, ui) + (vo, v1) = «0 (u)+B8 (v). 


6 est bien linéaire. 


10. Soient a, Be R et PQ € RIX]. On a : 6 (aP + BQ) = (X2 + 1) (aP +BQ) = a(X? +1) P+B(X2 +1) Q = a0 (P)+B0(Q). 
6 est bien linéaire. 





Exercice 23.44 O 
On considère 


R2 > Ep? 
r:| mn — (PG-n,2(+)) 


1. Montrer que f est un automorphisme de R°. 


2. Déterminer son automorphisme réciproque. 


3. Interpréter géométriquement f. 


Solution : 


1. On vérifie facilement que f est linéaire. Montrons que f est bijective : Soit (X, Y) € R?. Il suffit de montrer qu'il ex- 
| ; L _ [2 (-n =x 
iste un et un seul couple (x, y) € R° tel que f(x, y) = (X, Y). Cela revient à résoudre le système : Æ 

(x+y)=Y 
On trouve x = v2 (X+ Y) et y =— v2 (X—Y) et f est bien bijective. En résumé, f est un automorphisme de R?. 

R? — R 

2. En utilisant les calculs de la question précédente, on a : f”!: ; 

rene l an — (Zx+rn,-Zx-v) 

R? — R 

x,y) — (cos?x-sin?y,cos?x+sin?y 

gle +. On reconnaît par ailleurs que f ! est celle d’angle —}, ce qui est cohérent. 


3. Remarquons que : f : ( ji f est donc la rotation vectorielle d’an- 





23.7.7 Image et noyau d’un endomorphisme 


Exercice 23.45 O 


Soit f:{ (x,7,z) — (x,0,7,0,z,0) 


1. Prouver que f est linéaire. 
2. Déterminer le noyau de f. 


3. Déterminer l’image de f. 


Solution : 
1. Facile. 


2. Soit (x, y,z) € R°. On a : (x,y,z) € Kerf = f(x,7,z) =0 = (x,0,7,0,z,0) = (0,0,0,0,0,0) — (x, y,z) = 
(0,0,0) donc Ker f = {(0,0,0)} et f est injective. 


3. Imf={f(x,y,z) | (x, 7,2) ER°} = {(x,0,y,0,z,0) | (x, y,z) ER} =R x {0} x R x {0} x R x {0}. 





Exercice 23.46 Q 


— R 
Soit f:| x») _ (2x-yx+y) 


1. Prouver que f est linéaire. 


2. Déterminer le noyau et l’image de f. 


Solution : 


1. On vérifie facilement que f est linéaire. 
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2. Montrons que f est bijective. On en déduira que Ker f = {0} et que Im f = R?. Soit (X, Y) € R2. Il suffit de montrer 


— 2 _. 2x-y=X . 
qu’il existe un et seul couple (x, y) € RŸ tel que f (x, y) = (X, Y). Pour ce faire, résolvons : . L’unique 


Xx+y=Y 
X+Y  _ 2Y-X 


solution est | x = 3 »Y 3 ] et f est donc bien bijective. 





Exercice 23.47 M 
Déterminer le noyau et l’image de l’application linéaire 


RO — R 
u:| (x, 7,2) > (X+y-2z,x-7y+22) 


Est-elle injective ? Surjective ? 


à donc Ker u = Vect(1,-3,-2). u n’est donc 
Y —=-3x 

pas injective. Par ailleurs, Imu= {(x+y-—2,x-y+22) | (x,y,z) € R$} = {x(1,1) + y(1,-1) +2z(-1,2) | (x, 7,2) € R°} = 
Vect((1,1),(1,-1),(—1,2)) =R? car les vecteurs (1,1),(1,—1) sont non colinéaires et ils engendrent donc le plan. u est 
donc surjective. 


X+y—Zz =0 Zz =-2 
— 
Xx—y+2z =0 


Solution : Ona(x,y,z) eKeru = 





Exercice 23.48 10 
: R2IX] — R 
Soit 0: . 
u P — (P(O,P(L,P(2) 
1. Prouver que 0 € Z (R2 [X],R*). 
2. Montrer que 6 est injective. 
3. Montrer que 0 est surjective. 


Indication 23.23 : Un polynôme de degré n > 0 admet au plus n racines. 


Solution : 

1. On vérifie facilement que 6 est linéaire. 

2. Montrons que 8 est injective. Soit P € Ker@. On a donc à la fois : degP < 2 et P(0) = P(1) = P(2) = 0. Le 
polynôme P est donc un polynôme de degré < 2 qui admet au moins 3 racines. Ceci n’est possible que si P = 0. 
Donc Ker6 = {0} et 6 est injective. 

. Avec les outils du chapitre « Dimension d’un espace vectoriel », il sera très facile de montrer que 6 est surjective 
grâce à la formule du rang et à un raisonnement sur les dimensions des espaces ici considérés. En attendant de 
connaître ces résultats, il faut procéder à la main : soit (s,t,u) € R$. On cherche un polynôme P = aX2 +bX + c tel 

C=S 
que (P(0),P(1),P(2))= (5, f,u). Ceci amène le système : 4 a+b+c=t qui admet comme unique solution : 
4a+2b+c=u 
(s/2—t+ul2,-3/25+2t-u/2,s). L'application 0 est donc surjective. En résumé, 0 est un isomorphisme de 
R>[X] dans R*. 





Exercice 23.49 Q 
soito-J RE — RIX) 
SE D 2 OPernr) ED 


1. Prouver que 6 est linéaire. 


2. 6 est-elle bijective ? 


Solution : 


1. On vérifie facilement que 6 est linéaire. 


2. L'image d’un polynôme constant par 6 est un polynôme nul. Par suite, le noyau de 0 ne contient pas que le vecteur 
nul et donc 0 n’est pas injective. 





Exercice 23.50 O 
; RalX] — Rh[X] 
Soit 6: 7 RS. / 
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1. Prouver que 6 est linéaire. 
2. Calculer le noyau de 0. 
3. Calculer l’image de 6. 


Solution : On montre facilement que 8 est linéaire, que Ker8 est le sous ensemble des polynômes constants de Ry [X] 


et que Im8 est donné par Ry-1 [X]. 





Exercice 23.51 Q 
Soit 
Fr — R 


f — Jfodr 
1. Prouver que 6 est une forme linéaire. 
2. 6 est-elle injective ? 


3. Démontrer que 6 est surjective. 


Solution : 
. On montre facilement que 6 est linéaire. Comme 6 est à valeur dans R, c’est une forme linéaire. 
. Ona ie tdt = 0 donc idç-1,1, € Ker6. 6 n’est donc par injective. 
. Montrons que 86 est surjective : soit à € R. Montrons qu'il existe f € 0 ([-1,1],R) telle que en) dt = a. Il 


CPV RR 


suffit de considérer par exemple la fonction constante f : : a - On a bien 6(f) = a. 6 est donc 


surjective. 





Exercice 23.52 Q 
Soit 
.J EVRR — ET(RR 
| f ane de >: 
1. Prouver que est un endomorphisme. 
2. Calculer Kerw. 


3. est-elle injective ? 


Solution : 
1. Soient a B ER, f,g € E(R,R). Utilisant la linéarité de la dérivation : @(a+8g) = (a+Bg)"-2(a+6g)" + 
(a+Bg)=a(f"-2f+f)+8(g"-28" +8) = ap(f)+Bp(g). est bien linéaire. 
2. Soit fe E®(R,R). f € Ker f si et seulement si f"—2f'+ f = 0. En appliquant le théorème de résolution des équa- 
tions différentielles linéaires du second degré à coefficients constants, on obtient : Ker f = Vect{t te',t e!). 


3. Il est alors clair que @ n’est pas injective. 





Exercice 23.53 ©Q 
Soient X un ensemble non vide et a € X. Soient E un K-espace vectoriel et 
p- FRE) — E 
1. Prouver que 8 est une application linéaire. 
2. Déterminer l’image de 6, et dire si 0 est surjective. 


3. Déterminer le noyau de 6, et dire si 8 est injective. 


Solution : 
1. On montre facilement que & est linéaire. 


2. Soit veE. On veut montrer qu’il existe une application f € F (K,E) tel que : f (a) = v. II suffit de considérer 
X — E 


—> 


l'application constante f : ; se 6 est donc surjective. 


3. Il est clair que Ker0, = {f € 7 (X,E) | f (a) =0}. L'application 0 n’est donc pas injective. 
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Exercice 23.54 VO 
On considère € comme un R-espace vectoriel. Soit aeR et 


EE — € 


Zz «— (1+ia)z+(1-ia)z 


1. Montrer que f est linéaire. 
2. Déterminer Ker f et le représenter dans le plan complexe (on prendra a = 1). 
3. Déterminer Im f et le représenter dans le plan complexe (lorsque a= 1). 


4. Lorsque a = 1, trouver les antécédents de 1 par f et représenter l’ ensemble f CD (1}. 


Solution : 
1. On vérifie sans peine que f est linéaire. 


2. Soit ze Kerf. Alors f(z) = 0. En notant u = 1+ia et en remarquant que f(z) = (uz) + (uz) = 2Re(uz), on 


a i 2 
——5 +-—; |. On vérifie que 
l+a l+a 


obtient que Re (uz) = 0. Donc il existe À ER tel que uz=iX, et donc z = Li IN 
u 


réciproquement, tout complexe de cette forme est dans Ker f. Par conséquent, 


Ker f = Vect(a+i) 


3. SoitZe €. Cherchons ze C tel que f(z) = Z. Puisque Z = 2Re (uz), il faut nécessairement que Ze R. Réciproque- 


ment, si ZE R, alors f(Z/(2u)) = Re(2uZ/(2u)) = Z. Par conséquent, Hmf=R|} 

1 iÀ (1—i) l+i , 
À — = ——— +]——. C’est une droite affine passant par 
2(1+i) 2(1+:i) 4 4 


1-i 
le point Sn et parallèle à la droite vectorielle Ker f. 


4. Lorsque Z= 1 et a= 1, on trouve que z= 





Exercice 23.55 ©Q 
Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues sur R. On définit 


R — R 

E — E N : shx 
CHE = A où @(f): ee ri six £0 
f(0) si x=0 


1. Montrer que (p est bien définie et que € L(E). 


2. Déterminer Ker et Im. 


Solution : En utilisant les équivalents usuels (ou plus simplement en écrivant le taux d’accroissement de sh en 0), on 


h 
montre que Ce es. 1. La fonction (f) est donc continue en 0 et donc p(f) EE. 
DONS 
Cherchons Ker : Soit f € Kerw. Alors Vx Z 0, @(f)(x) = 0 et donc Vx £ 0, f(x) = 0 et comme f est continue en 0, il 
vient également que f(0) = 0. Par conséquent, f = 0£. Donc Ker = {0g}. 
Montrons que Imw = E. Soit ge E. Définissons 


X : 
shx8® six Z£0 


si x=0 


On vérifie que f est continue en 0, donc que f € E et que @(f) = g. Par conséquent, Im = E. 


Donc | p € GL(E) |. 


Exercice 23.56 Q 
Soient E,E G trois K-espace vectoriel, et f € L(E,F) et g € L(EG). Montrer que : 


1. Ker(gof) = fOV(Ker g) 
2. Ker f € Ker(go f) 
3. ImgofcIimg 
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Solution : 


1. Soit x e Kergo f alors comme g(f(x)) = 0, f(x) € Kerg et donc x € f !(Kerg). Réciproquement, si x € 
f-!(Kerg) alors f (x eKerg et g(f (x)) = 0 ce qui s’écrit aussi x e Kergo f. 


2. Si xe Kerf alors f (x) =0 et donc g{f (x)) = g(0) = 0. Alors xe Kergof. 


3. Siyelmgo f alors il existe Xe E tel que g(f (x)) = y. Il est alors clair que y € Img (un antécédent de y par g est 
FD). 





Exercice 23.57 © 
Soit E un K-espace vectoriel et u e L(E) un endomorphisme. On pose 


P={xeEl|u(x) = x} 
1. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de E. 


2. Montrer que la somme Ker u + P est directe. 


Solution : 
1. Il suffit de remarquer que P = Ker(u -— id) et on obtient immédiatement que P est un sous-espace vectoriel de E. 


2. Montrons que PnKeru= {0g}. Soit xe PnKeru, on a u(x) = x et u(x) = 0 d’où x=0. 





Exercice 23.58 © 
Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E. 





1. Montrer que Im f cKerg = gof =0. 
2. Montrer que fog = gof — Kerg est stable par f. 
3. Montrer que gof =id — f injective. 


Solution : 
1. Silmf € Kerg alors pour tout xEE, f(x) eImf € Kerg donc g(f(x)) = 0. Donc gof = 0. Réciproquement, si 
gof=0etsi yelmf alors il existe xe E tel que y = f (x et g(y) = g(f (x)) = 0 donc y e Ker f. On a alors bien 
Im f cKerf. 
2. Soit x e Kerg. Alors g(f (x)) = f(g(x) = f (0) = 0 donc f (x) € Ker g et Ker g est stable par f. 
3. Si gof = id et si x e Ker f alors 0 = g(0) = go f (x) = id (x) = x. Donc x = 0 et Ker f = {0}. On en déduit que f est 
injective. 





Exercice 23.59 OQ 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z (E,F). Montrer que pour toute partie À deE, f (Vect (A)) = Vect (f (A)). 


Solution : Effectuons un raisonnement par double inclusion : 

_ Vect (A) est un sous-espace vectoriel de E qui contient A. f (Vect (A)) est donc un sous-espace vectoriel de F qui 
contient f (A) car l’image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace vectoriel. Comme 
Vect ( f (A)) est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant f (A), on a nécessairement f (Vect (A)) = Vect ( f (A)) 


n n 
de K tels que y = f D ai) Par linéarité, on a :y = 5 Ai f (x). Donc y est élément de Vect (f (A)). 
i=1 i=1 





Exercice 23.60 ©Q 
On considère trois K-espaces vectoriels E,F,G et deux applications E — F7 G telles que : 


1. l’application u est linéaire et surjective ; 
2. l'application vou est linéaire de E vers G. 


Montrer que l’application v est linéaire. 


Solution : Montrons que v est linéaire. Soit (y1, V2) € F2 et (À, pH) € K2. Puisque u est surjective, il existe (x, x2) € E? 


tels que y1 = u(x) et y2 = u(x). Alors v(Ay1 + uy2) = v(Au(xi) + hu(x)) = v(u(Ax + HX)) (car u est linéaire) 
= Àvou(x) + vo u(x) (car vo u est linéaire) = Av(y1) + H(y2). 
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Exercice 23.61 OC 
Soient trois K-espaces vectoriels E, E, G et deux applications linéaires f € L(E,F), ge L(E G). Montrer que : 


1. Ker(gof) =Kerf = Kergnlmf = {Or} ; 
2. Im(gof)=Img — Kerg+Imf=E. 


Solution : 
1. (a) @) — (Gi) : Soit yelmfnKerg, alors il existe xe E tel que y = f(x). Comme y e Kerg, go f(x)=0 et 
donc x e Ker(go f). Donc x e Ker f et par conséquent, f(x) = y =0; 
() (Gi) — (i) : On a toujours Ker f c Kergo f (le vérifier !). Montrons ici que Kergo f c Kerf. Soit xe 
Kergo f. Alors g(f(x)) = 0. Mais en posant y = f(x), y eImf et y € Kerg et d’après (ii), y = 0. Donc 
f(x) = 0 ce qui montre que x e Ker f. 


(a) G) = (ii) : Soit yeF. Posons z = g(y) € Img. Comme Img=Impgo f, il existe xe E tel que z= go f(x). 


On écrit alors 
7=(7-f@)+f0œ 
avec f(x) € Im f et puisque g(y — f(x) = g(y) - ge f(x) = 0, (y — f(x) € Kerg ; 
(b) (ii) = (à) : On a toujours Im go f CImg (le vérifier !). Montrons donc que ImgcImgof.Soitzelmg.ll 


existe y € F tel que z = g(y). Mais puisque F = Ker g+Im f, il existe (y1, y2) € Ker gxIm f tels que y = y1+y2. 
Comme y2 € Im f, il existe x2 € E tel que y2 = f(x2). Alors z = g(y1+72) = g(y1)+g(y2) = go f(x) eImgof. 





Exercice 23.62 VO 
Soient E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. 


1. On suppose dans cette question que u? = 0. 
(a) Montrer que ImucKeru. 
(b) Montrer que id£ +u est un automorphisme de E. 
2. (a) Montrer que : ImunKeru={0} — Ker u2 = Keru. 


() Montrer que : Keru+Imu=E Im u? = Imu. 


Solution : 
1. (a) Soit yelmu- Il existe donc x EU tel que u(x) = y. Par conséquent :u (y) = uo u(x) = 0. Donc y € Keru. 
() On a (id+u)o(id-u) = (id-u)o (id+u) = id donc id+u est bijective d’inverse id-u. id+u est donc un 
automorphisme de E. 
(a) — Supposons que ImunKer u = {0}. Si x e Ker u alors naturellement x € Keru?. Réciproquement, si 


x e Ker u? alors u(x) € Imu et u(u(x)) = 0. Donc, par application de l'hypothèse u (x) = 0, donc x e Ker u. 
_ Si on a : Keru? = Keru et si ye ImunKeru = {0} alors il existe xe E tel que y = u(x) et u(y) = 


u(u(x)) =0. Donc x € Ker u? = Keru et y=1(x)=0. 


@) — Supposons que Keru+Imu=E. Soit ye Imu. Alors il existe xe E tel que u(x) = y. Appliquant 
l'hypothèse, il existe (x1,x2) € Keru x Imwu tel que x = x1 + x2. On a alors y = u(x) = u(x). Comme 
x € Imu, on a : yeImu?. Réciproquement, si y € Im u? alors évidemment, y € Imu. 
_ Supposons maintenant que : Imu? = Imu. Si yeE il existe xe E tel que u(y) = u(u(x). Comme 
u(y-u(x)) = u(y)-u?(x = u(y)-u(y) =0, y-u(0 € Keru et on peut décomposer y en la somme 
d’un vecteur de Ker u et d’un vecteur deImu:y=y-u(x)+u(x). Donc Keru+Imu=E. 





Exercice 23.63 O0 
Soit un K espace vectoriel E et deux endomorphismes (u, v) € L(E) qui commutent : 


uov=vou 
1. Montrer que Im u et Ker u sont stables par v, c’est à dire 
v(Ker u) c Ker u et v(Imu)cImu 
2. Si l’on suppose de plus que E = Kerue Ker v, montrer que 


ImucKervetiImvcKeru 
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Solution : 


1. Montrons que Ker u est stable par v. Soit x e Ker u, montrons que v(x) € Ker u. Pour cela, on calcule 


u(v(x)) = uo v(x) = vo u(x) = v{u(x)) = v(0g) = 0E 


Donc on a bien v(x) e Ker u. 
Montrons que Im u est stable par v. Soit y € Imu. Montrons que v(y) € Imu. 
Comme y e Imu, 1x € E tel que y = u(x). Alors 


v(y) = vo u(x) = uo v(x) = u(v(x)) EImu 


. Montrons que Imu © Kerv : Soit yelmu; 1xeE tel que y = u(x). Comme E = Keru+Kerv, A(xy, Xy) € 
Ker u x Ker v tel que 
in 


Mais alors 
(y) = v(u(xu + Xy)) = v(u(xy)) = vo u(xy) = uo v(xy) = u(0E) = 0E 


et donc y eKer v. 
L’autre inclusion se prouve de la même façon. 





Exercice 23.64 OVQ 
Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme u € L(E) tel que VxeE, le système de vecteurs (x, u(x)) est lié. 
Montrer que l’application u est une homothétie. 


Solution : Par hypothèse, pour tout x € E, il existe (x) € K tel que u(x) = À(x).x. Il faut montrer que l’application 
À:E — K est constante. Soient deux vecteurs non nuls (x, y) € E2. Nous allons montrer que À(x) = À(y). Comme 
l'application u est linéaire, on a u(x+ y) = u(x) + u(y) et donc A(x+ y).(x+ y) = À(x).x+A(y).y7. Donc 


(AG + y) -A().x+ (A(x+ y) A(P)).7 = 0 (23.1) 


Étudions deux cas : 

— Si le système (x, y) est libre, on tire de la relation (23.1), que À(x) = A(x+ y) = A(y). 

— Si le système (x, y) est lié, l’un des vecteurs est combinaison linéaire de l’autre. Si par exemple, il existe ae R, à Z OK 
tel que y = a.x, comme que u est linéaire, u(y) = u(a.x) = a.u(x) et donc 


A(.y7= (ax A(x)).x 


d’où puisque y = a.x, 
(ax (AC) —A(GO)).x = 0e 


et comme x £ Or, et a Z OK, on obtient également dans ce cas que À(x) = (y). 
On a donc montré que la fonction À était constante sur E \ {08} : il existe À e K tel que Vxe E\ {0}, ÀA(x) = À. On peut 
poser À(0E) = À également et donc u = X.idg. Par conséquent, l’endomorphisme u est une homothétie vectorielle. 





Exercice 23.65  OQOQ 
Soit E un K-espace vectoriel f € L(E) un endomorphisme. On définit 


.f LE) — LE) 
Le u — fou-uof 
1. Montrer que € L(LE)). 


2. Montrer que si f est nilpotent, alors @ est aussi nilpotent. 


Solution : 
1. Soient u, ve L(E) et af e K. pr(au+fv) = fo(au+fBv)-(au+fBv)of=a(fou-uof)+B(fov-vef)= 
apr (u) +Bw(v) par linéarité de f. Donc wf est linéaire. 


2 Soit ue L(E). On a @$(u)=p(fou-uof)=ffou-2fouof+ uo f?, puis @}(u) = ffou-2ffouof+fo 
uo f?- ffouo f+2fouof?-uof3 = ffou-3f?ouof+3fouof?-uo f3. Soit ne N*. Supposons que 
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p}(u) = y Ê (— honte Montrons que la formule est encore valable au rang n+ 1. On a (pour simplifier 
k=0 
les calculs, on n’écrit pas les symboles de composition o) : 


k=0 


pr G) = (2 (cnrs) 


(] er (ro . fa) 


h Fe 1) pr-k+i uf* ” y {] FE 16 fu fhrl 
k=0 


0 


n ken-k+1,,rk ni k-1en-k+1,, #k 
ri ufS-Y (ED Met à uf 
o\K k=1\£-1 


k 

n+1 | _1nKk||7 n n+i-k,, sk, ç_yyn+l n+1 

fur (D et 4 Cou, 
k=1 “ 


E[" Jen sugs 


k=0 


d’après la relation de Pascal. La formule est donc vraie au rang n+ 1. On termine en appliquant le théorème de 
récurrence. 

Si p est l’indice de nilpotence de f, alors en posant n = 2p, et en considérant k € [0, n], soit k> p soit n-k2> p. 
Donc dans tous les cas, f"-*u ff = 0 et comme ( @)=X_ (CD FT EU, il vient, pour tout u € L(E) que 
p} (u) = 0 et est bien nilpotent.. 





Exercice 23.66 OVQ 
Soit E un K-espace vectoriel et g € L(E). On définit : 


Ne —* ) L(E) 
LE 60 


On admettra que dans un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire. 
1. Montrer que ( est linéaire 


2. Montrer que est injective si et seulement si g est injective 


3. Montrer que w est bijective si et seulement si g est bijective. 


Solution : 
1. Facile. 


22 Supposons que 4 soit injective. Soit x € E tel que g(xo) = 0. Par l’absurde, supposons que xo 0. Posons 
F=Vect(xo) et considérons un supplémentaire G de F dans E. Considérons aussi l’application linéaire f € L(E) 
donnée par 

, E=Fe6G — E 
fe X=AX)+XG — OX 


Alors @{f) = go f =0 = (0). Comme est injective, il vient que f = 0 ce qui n’est pas possible. Donc xo = 0 
et g est injective. 

Réciproquement, si g est injective et s’il existe f € L(E) telle que @(f) = 0 alors pour tout x€E, go f (x) =0 
et donc pour tout xeE, f (x) e Ker g = {0}. Il vient alors que VxEeE, f(x) = 0 autrement dit que f = 0. En 
conclusion est injective.. 


3. Supposons que w est surjective. Soit y € E. Il existe f € L(E) tel quew(f) =id. Donc g(f(y))=yetyelmg. 
On a prouvé que g est surjective. 

Si g est bijective, montrons qu'il en est de même de . On sait déjà que w est injective. Il reste à montrer 

qu’elle est surjective. Soit f € L(E). Comme g est bijective, pour tout x € E, il existe un unique xF € E tel que 


— 


. Cette application est linéaire. En effet, si 





g(xs) = f (©. On définit ainsi une application f : ; : 
— xp 
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x,x'eEeta,x eK alors fo(ax+ax') = (ax+ ax); avec (ax + ax); tel que 


g ((ax + ax);) F(ax+a x’) par définition de (ax +a’x'), 


af (x) + f(x") par linéarité de f 
ag(xr)+a'g(x") par définition de x} et x} 


g (ax + ax] par linéarité de g 


donc par injectivité de g, (ax+ ax); = aXs + ax, et fo(ax+a x!) = afo(x) + Bfo(x'). On en déduit que 
jo € L(E). De plus, par construction, go fo = f et w est bien surjective. 





Exercice 23.67 ©QQ 
Soit E un R-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E. On pose G=E\F. Soit f € L(E) tel que 


VxeG, f(x) =2x 


Montrer que f = 2id. 


Solution : Soient xe F et x’ € G. Alors x+ x’ € G car sinon, x+ x’ € F et comme x € F et que F est un sous-espace 
vectoriel de E, x’ € F ce qui n’est pas possible. 

Par linéarité de f, f(x+ x’) = f(x) + f(x’) et donc 2(x+ x’) = f(x) +2x. On en déduit que f (x) = 2x et donc que 
fir = 2id. En conclusion, f = 2id. 





Exercice 23.68 © 
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E). Soit pe N*. 


1. Montrer que Ker f =Ker f? —> Kerf =Kerf” pour ne |1,p]. 





2. Montrer que lmf =Imf? — Imf=Imf” pour ne |1,p]. 


Solution : 


1. On vérifie facilement que Ker f c Ker f? cc Ker f?. Donc si Ker f = Ker f? les inclusions précédentes devien- 
nent des égalités. 


2. De même, il est clair que Im fP cImf?-!c...cImf?cImf donc si Im f = Im f?, ces inclusions deviennent là 
aussi des égalités. 





Exercice 23.69. O0 
Soit E un K-espace vectoriel, p e N* et f € L(E). 





1. Montrer que Ker f = Ker f? — Ker f = Ker f" pour n> 2. 
2. Montrer que Im fP =ImfP*! = Imf"=Imf? pour n> p. 


Solution : 


1. On effectue un raisonnement par récurrence. La propriété est, par hypothèse, vraie au rang 2. Supposons qu’elle 
est vraie au rang n pour n > 2 et prouvons là au rang n+ 1. On sait déjà que Ker f c Ker f"*!. Si x e Ker f"*1 
alors f" (f(x) = 0 et donc f(x) € Ker f” = Kerf. Donc f? (® = 0 et x e Ker f? = Ker f. La propriété est alors 
aussi vraie au rang n + 1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 


. Montrons par une récurrence sur n > p +1 que Imf” = Imf?. La propriété est vraie par hypothèse au rang 
p+1. Soit n> p+1. Supposons que Im f" = Im fP et montrons que Im f"*1 = Im f?. On a toujours Im f"*! € 
Im f?. Si y eImf? alors il existe xe E tel que y = fP (x). Comme Im fP = Im fP*!, il existe x e E tel que 
y= fP (= f(x). Mais d’après l'hypothèse de récurrence , il existe x” € E tel que f"{(x”) = fP(x"). Donc 
y= f(f"@)= f(x") et donc Im fP € Im f"*1. On termine en appliquant le théorème de récurrence. 





Exercice 23.70 ©Q 
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E). On pose 


N = Ujen Ker f’ 


1. Montrer que N=Kerf — Ker f +Imf est directe. 


2. Etudier la réciproque. 
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Solution : 


1. Supposons que N = Ker f. Alors pour tout i € N”, Ker f! € Ker f. Comme par ailleurs, on a toujours Ker f € Ker f!, 
il vient que pour tout i € N*, Ker f' = Ker f. Soit x € Ker f NnImf. Alors il existe x € E tel que x = f (x) et par 
ailleurs f (x) =0. Comme f (f (x0)) = 0 et que Ker f = Ker f?, il vient que x € Ker f et donc x = 0. La somme est 


bien directe. 

. Supposons que Ker f + Im f soit directe. Remarquons qu’on a toujours Ker f € Ker f?. Soit x e Ker f?. Alors 
f(f () =0. Mais f (x) € Im f n Ker f = {0} donc f (x) = 0. Alors x e Ker f. On a montré que Ker f = Ker f?. On 
en déduit que Ker f? = Ker f*, … et donc que N = Ker f. 





Exercice 23.71 VO 
Soit E un K-espace vectoriel et f,g € L(E). On suppose que 


fogof=f, et gofog=£g 


Montrer que 
E=Kerfæelmg 


Solution : Soit xe Ker f nImg. Alors f (x) = 0 et il existe x € E tel que x = g(xo). Donc go fo g(xo) = x mais on a 
aussi go f o g(Xo) = go f (x) = 0 donc x =0 et Ker f, Im f sont en somme directe. 

Soit xeE. On peut écrire x=x-go f(x)+go f (x) etcomme f(x-gof(x)=f(0-fogof(H=f(-f(=0, il 
vient que x— go f (x) e Ker f. Par ailleurs, il est clair que go f (x) e Img donc E = Im f +Ker f. 

En conclusion, Ker f et Im f sont bien supplémentaires dans E. 





Exercice 23.72 OC 
Soit f € L(E). On note 
A(P) = {ge LE)| fogo f = OL} 


1. Montrer que A(f) est un sous-espace vectoriel de L(E). 
2. Montrer que si f est injective, alors 

A(f) = {ge L(E)|Imf cKerg} 
3. Montrer que si f est surjective, alors 


A(f) = {ge LE) |ImgcKer f} 


Solution : 
1. L’endomorphisme nul est clairement dans A(f) donc A(f) n'est pas vide. Soient g,g' e A(f) et a, « eK. Alors 
par linéarité de f : 
fo(ag+ag)of=afogef+wfogof=0 
car g,g'€ A(f). Donc A(f) est stable par combinaison linéaire. C’est bien un sous-espace vectoriel de L(E). 


. Supposons que f soit injective. Si g € L(E) est tel que Im f € Kerg alors pour tout xeE, fogo f(x) =0 (car 


f @ € Kerg) donc g € A(f). Réciproquement, si g € A{f) alors pour tout x€E, g(f (x) € Ker f. Mais comme 
Ker f = {0}, il vient que g(f (x)) = 0 et donc que Im f € Kerg. 


. Supposons maintenant que f est surjective. Si g € L(E) est tel que Im g € Ker f alors pourtoutxEeE, fogof (x) =0 
car g(f (x) € Img € Kerf. Donc g € A(f). Réciproquement, si g € A(f) et si y € Img alors il existe x € E tel 
que g(x) = y et comme f est surjective, il existe x! € E tel que x = f(x’). Alors go f(x’) = y. Mais f(y) = 
fogof(x)=0 car fogof=0. Donc ye Kerf etImgc Kerf. 





23.7.8 Endomorphismes inversibles 


Exercice 23.73 Q 
Soient un K-espace vectoriel E et deux endomorphismes u, v € L(E). 


1. Développer (u + v}2. 
2. Développer (id -u)o (id+u) . 


3. Siu? =0, montrer que (id—u) est bijective. 
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Solution : 


1. On utilise la linéarité de u et v et on trouve : (u+ v)? = u?+uov+vou+v?. Attention, en général, uov£vou. 


2. De même (id —u) o (id+u) = id -u2 





3. Siu? = 0, alors (id—u)o (id+u) = (id+u)o(id-—u) = id et (id-u) est bijective d’inverse id+u. 


Exercice 23.74 Q 
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E) vérifiant (f —-id)o(f +2id) = 0. Montrer que f est inversible. 


Solution : Comme (f -id)o(f + 2id) = 0 et que f est linéaire, il vient que f? + f -2id = 0 ce qui s'écrit aussi 
id+f 


fo (St) = id ou encore (S1) o f =id. Donc f est inversible d’inverse jai ge 





Exercice 23.75 Q 
Soit E un K-espace vectoriel et u € L(E). On suppose qu'il existe des scalaires ào,...,an tels que æid+au+:::+ 
aänu" = 0, avec à £ 0 et an 0. Montrer que u est un automorphisme de E. 


Solution : Comme æid+æu+---+anu" = 0, on a —-(anu"+...+au) = æid et u[-Œun-1 id) = 


: . : : £ a - & . 
—.…- id) u = id donc u est inversible et u 1 [fu t4..+ ia] L 


ao ao 





Exercice 23.76 O 
On considère les deux endomorphismes de E = R? suivants : 
R2 _ R2 R2 — R2 
° (X,y) — (7,0) ‘ (X,y) — (0,x) 
1. Calculer uo v, vou, u? et v?. Conclusion ? 


2. Montrer que l’endomorphisme (id —u) est inversible et déterminer son inverse. 


Solution : 


1. Pour (x, y) € R?, on calcule 


— uov(x,y)= u(0,x) = (x,0). — W(x,y) = u(y,0) = (0,0). 
— vou(x,y)= v(7,0) =(0,y). — v° (x, y) = v(0,x) = (0,0). 


donc uo v est la projection sur les abscisses, vo u est la projection sur les ordonnées et u? = v? = 0. 


2. On utilise l’exercice 23.73. Comme u? = 0, id-u est inversible et d’inverse id+u. 





Exercice 23.77 ©O 
Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme k € GL(E). On considère l’application 


[ LE) — L(E) 
| u — kou 


Montrer que 4 € GL(L(E)) puis que l’application 


| GL(E) — GL(L(E)) 
# KR  — x 


est un morphisme de groupes injectif. 
Solution : On vérifie que w+ est linéaire. Soient a, f e K et u, v e L(E). On a @K(au+fBv) = ko(au+fBv)=akou+ 


Bko v = awpy(u) +fBwyx(v) par linéarité de k. 
L'application 4 est bien à valeurs dans L(E) car la composée de deux applications linéaires est encore linéaire. 


Enfin, £ est bijective. En effet, comme k est inversible, on a @£opy-1 = @y-10@x= ide. 
Soient k, k' € GL(E). On a w(ko k') = prog = propx donc w est un morphisme de groupes. De plus, si ke KerW alors 
w(k) = ide donc @£ = ide ce qui n’est possible que si k = id£ donc Kery = {ide} et w est injectif. 
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Exercice 23.78 © 
Soient E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E nilpotent. Prouver que id - f est inversible et exprimer 
son inverse en fonction de f. 


Solution : Supposons que f est nilpotent d’ordre ne N*. Alors par linéarité de f il vient que : 


(id-f)o(id+f+ f2+...+ 1) 2 (id+f + 24.4 PO (F4 fa Pl fr) 2 id 


par télescopage et car f" = 0. De même (id+f+f?+...+f"1)0{id-f) = id donc id-f est inversible et 
(dj pi) 





Exercice 23.79. ©Q 
On considère € comme un R-espace vectoriel. Soit p € C. On définit f :C — € par f(z2) = z+pz. Vérifier que f € L(C) 
puis déterminer Ker f. À quelle condition f est-il un automorphisme ? 


Solution : f est linéaire (vérification immédiate). Cherchons son noyau : soit ze C : 
f(2)=0 = z=-pz 


En prenant le conjugué, z = -pz et donc z=|pl?z d’où (1-|p|?)z=0. 
1. Silp|l 1, alors z= 0. Par conséquent, Ker f = {0}. 
2. Si|p|= 1 alors ae [0,2n1 tel que p = ei, Par ailleurs 3r > 0, 16 € [0,2x[, tels que z = re, Alors 


” : : a+ 
2m — 210 = QT sp + En(keZ) 
2 


Donc Ker f est une droite vectorielle : 


(LT) 
Kerf = Vect(u), u=e 2 


On peut déjà conclure que si |p|= 1, alors f n’est pas un automorphisme. 
Lorsque |p| = 1, on a vu que f était injective. Vérifions qu’elle est surjective. Soit u € €. Cherchons z € € tel que 


z+ pz = u. En prenant le conjugué et en multipliant par p, on trouve que pz+|pl?z= pu. En éliminant z, on trouve que 
U—pu . .. te 

= TEE qui réciproquement vérifie bien f(z) = u. 
IP 


En conclusion, | f € GL(C) = |pl £ 1 |. 


Exercice 23.80 OO 
Soit E un R-espace vectoriel et f € L(E) tel que re = id. SoitbeEet}EeR\{1,-1}. Montrer que l’équation x+X f(x) = b 
possède une unique solution. 





Solution : Supposons que x € E est solution de l’équation : x+ À f(x) = b et en appliquant f, on a Àx+ f(x) = f(b). 


mm (b-— f(b)) (1- À? Z 0). Donc 
si l’équation possède une solution, elle est forcément unique. Vérifions que le vecteur x précédemment trouvé est bien 
solution : 


En multipliant la seconde relation par À, et en éliminant f(x), on trouve que x = 


l l 


1 
ol) 


per 


(f@)- f?(b))| = 





Exercice 23.81 VO 
Soient deux endomorphismes (f, g) € L(E)? tels que E = Ker f & Kerg = Imf &Img. Montrer que (f + g) € GL(E). 


Solution : 


1. Montrons que Ker(f + g) = {0£}. Soit x e Ker(f +g). Comme E = Ker(f)+Ker(g), il existe (x1, x2) € Ker(f) x Ker(g) 
tels que x = x1 + x2. Alors f(x) = f(x) et g(x) = g(x1). Comme (f + g)(x) = 0, on en déduit que f(x2) + g(x1) = 0, 
c’est-à-dire z = f(x2) = -g(x) € Im fnimg. Mais puisque la somme Im (f) + Im (g) est directe, Im(f)n Im (g) = 
{0e} et donc f(x2) = g(x1) = OE ce qui montre que f(x) = g(x) = Or, c’est-à-dire x e Ker(f)nKer(g). Mais puisque 
la somme Ker(f) + Ker(g) est directe, finalement x = Or. 


2. Montrons que E = Im(f + g). Soit y e E. Comme E = Im(f) +Im(g), il existe (x, x2) € E? tel que y = x1 + x2. Mais 
comme E = Ker(f) + Ker(g), il existe (x11, X12, X21, X22) € Ker(f) x Ker(g) x Ker(f) x Ker(g) tels que x1 = X11 + X12 
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et X2 = X21 + X22. Alors f(x1) = f(x12) et g(x2) = g(xX21). Posons x = X12 + X21. On calcule (f + g)(x) = f(x12) + 


&(%12) + F(X21) + g(x21) = f (x12) + gx21) = y. 





Exercice 23.82 OVQ 
Soit un R-espace vectoriel E et un endomorphisme u € L(E). Soient deux réels distincts (a, b) € R? tels que : 


(u— aïid)o(u- bid) =0 


1. Montrer que E = Ker(u— aid) & Ker(u — bid). 


2. Déterminer la restriction de u à Ker(u — aïd) et à Ker(u — bid). 


Solution : 


1. Remarquons tout d’abord que Ker(u — aïd) et Ker(u — bid) sont bien des sous-espaces vectoriels de E car ce 
sont des noyaux d’applications linéaires. Soit x € Ker(u — aïd) n Ker(u — bid). Alors u(x) = ax et u(x) = bx. 
Comme a # b on a forcément x = 0 et les deux sous-espaces sont en somme directe. Remarquons que 1/(b — 
a)X-— a)+1/(a-b)(X-— b) = 1 donc 1/(b-— a) (u -— aïdg)+1/(a-—b) (u — bide) = idg. De plus, en vertu du fait que 
(u— aïid)o(u-bid) =0,Iml1/(b-a)(u- aïdge) € Ker(u-— bid) etIml1/(a-—b)(u- bide) € Ker(u-— aid). De plus, 
pourtoutxeEona: 


= + (u(x) — ax) + Le (u(x) — bx) 
b-a a-b 


eKer(u—bid) eKer(u-aid) 
donc E = Ker(u — aid) + Ker(u— bid). En conclusion, on a bien E = Ker(u — aid) & Ker(u — bid). 


. Déterminons la restriction de u à Ker(u — aïd). Si x € Ker(u — aïd) alors u(x) = ax donc ujKer(u-aid) €St une 
homothétie de rapport a. De même u|Ker(u-pid) €St une homothétie de rapport b. 





23.7.9 Transformations vectorielles 


Exercice 23.83 Q 
Dans l’espace RS, on considère les sous-espaces E1 = Vect(1,1,1) et E2 = {(x, y,2) € R° | x+ y+2= 0}. Déterminer 
l'expression analytique du projecteur p sur E2 parallèlement à E:. 


Solution : On vérifie facilement que E; et E2 sont supplémentaires dans E = R$. On note e = (e1,e2,e3) la base 
de E formée de e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). On remarque que E; = Vect(fi) avec fi = (11,1) et que 
E2 = Vect(f2, fa) avec f2 = (1,0,—1) et f3 = (0,1,—1). En utilisant les outils du chapitre 3, on montre que fi, f2, f; ne 
sont pas coplanaires et qu’ils forment donc une base f de E. Soit ve E. On note (x, y, z) les coordonnées de v dans e et 


x =fp+a 
(a, B, y) ses coordonnées dans f. De l'égalité v = xe1 + ye2+ zes = a fi +Bf2+yf3 on tire le système 4 y =y+a 
z =-B-y+a 
(2x-y-—2) 
(-x+2y+72). Comme fi € Es et que fo, f3 € E2 on doit avoir 


qui est équivalent à 


8 < © 
Il 
GI CI CI 


(x+y+2) 


((2x-7-2)(,0,-D+(-x+2y+72)(0,1,-1))==(2x-y-2,-x+2y+2,-x- y) 





1 
PU =PE NS = 


et donc| p{x, y, z) = =(2x-y-2-x+2y+2-x-)) l 


Exercice 23.84 Q 
Dans l’espace R°, déterminer l'expression analytique de la symétrie par rapport au sous-espace E1 parallèlement au 
sous-espace E2 où : 





E1 = Vect((1,0,0), (1,1, 1)) et E2 = Vect(1,2,0) 


Solution : Soit s cette symétrie et soient u = (1,0,0), v = (1,1,1) et w = (1,2,0). Soient ej = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et 
e2 = (0,0, 1) les vecteurs de la base naturelle de R$. 


On a s(u) = u et s(v) = v. s(w) = —-w. On a ej = u,e2 = (uw — u) et 63 = v—(w+ U). 
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On en déduit s(e;) = e1 = (1,0,0), s(e2) = > (w+ u) = (-1,-1,0) et s(ez) = v+i(w- u) = (1,2,1). Finalement, s(x, y, z) = 


xX'=x+y+z 
(xX—y+2,-y+22,2) et l'expression analytique de s s'écrit : 4 y! = y+2z 


Fe 





Exercice 23.85 © 
Soit : 
p- RIX] — RIX] 
° P — 6€) 
où 6 (P) est le polynôme donné par : 


HE = 


1. Prouver que 6 est linéaire. 

2. Prouver sur l’ensemble des polynômes pairs est stable par 0. 

3. Montrer que 606 = 6. Que peut-on en déduire pour 6. 

4. Déterminer Ker6 et Im6. En déduire les éléments caractéristiques de 6. 


Solution : 
. Facile. 
. On montre aussi facilement que si P est pair, il en est de même de 6 (P). 


. Soit P un polynôme à coefficients réels, on a : 


000 (P)X) = 0 —) 


1 (= ‘ P(-X)+P(X) 


]=8@)& 
2 2 


donc 6 est un projecteur. 


. Si O(P) = 0 alors VXER, P(X) = -P(-X) donc P est impair. Réciproquement si P est impair alors O(P). 
Ker6 = {P € RIX] | P a tous ses termes de degré pair nuls}. On a par ailleurs 6 (P) est pair pour tout P € R[X]. 
Réciproquement, si P est pair, alors 0 (P) = P donc Im@ = {P € RIX] | P a tous ses termes de degré impair nuls}. 





Exercice 23.86 Q 
Soient E un K-espace vectoriel et p € Z (E). 


1. Montrer que p est un projecteur si et seulement si id-—p l’est. 
2. On suppose que p est un projecteur. Exprimer alors Im (id-—p) et Ker(id-p) en fonction de Im p et Ker p. 


Solution : 


1. Comme (id-p)} =id-2p+ p?, p est un projecteur si et seulement si id—p est un projecteur. 


2. On a Kerp = Im (id-p). En effet, si x e Ker p alors p (x) = 0 et (id-p) (x) = x. Donc x € Im (id-p). Réciproque- 
ment, si x € Im (id-p) alors il existe xo tel que x= (id-p) (x) Donc p (x) = p(x0) — p? (x0) = 0. 





Exercice 23.87 ©Q 
Soient E un K-espace vectoriel et p, q €  (E). Montrer l’équivalence entre : 
lL poq=petqcp=q. 
2. pet q sont des projecteurs et Ker p = Ker q. 


Solution : 


Comme 
p°=pogopoq=poqeq=poq=p, 
Dep 
—Ù} 
p est un projecteur. On montre de même que q est un projecteur. Si x e Ker p alors q(x) = qe p(x) = 0 donc xe Ker q 
et Ker p € Ker q. On montre de même que Ker q € Ker p. Donc Ker p = Ker q. 


Comme gq est un projecteur, Ker p et Imp sont supplémentaires dans E . Soit x e E. Il existe un unique couple 
(x',x”) € Ker q x Imgq tel que x = x + x”. Alors 


poq(w=poq(x")=p(x") et p@=p(x +x")= px") 


car Ker p = Ker gq et que q(x”) = x". Donc po q(x) = p(x et pe q = p. On montre de même que qo p= q. 
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Exercice 23.88.  ©Q 
Soit un projecteur p d’un K:-e.v. E. Montrer que 


VAEK\{0,1}, p—-Aide GL(E) 


Indication 23.23 : On fera deux démonstrations. Pour la première, utiliser la relation polynomiale po p = p. Pour la 
deuxième, écrire que E = Ker p & Im p, et résoudre l'équation (p — A id)(x) = y, en décomposant sur Ker p et Imp les 
vecteurs x et y. 


Solution : Première démonstration. On a po p = p, donc p?- p = 0, et alors (p—Aid)o(p+(A-1)id)+A(A—1)id = 0 
donc si À & {0,1}, on peut écrire 


(p- Aid) o p+A- Did)] = id 


ee 
AU -1) 


ce qui montre que (p — Aid) est inversible. 

Deuxième démonstration. Soit y € E. On décompose y = y1 + y2 avec y1 € Kerp et y2 € Imp. Soit x=x+%eE. 

Alors (p—Àid)(x) = y = x2— (x + X2) = V1 + y2 > — x = V1 et (1—À)x2 = y2 (on a utilisé le fait que la somme est 
l 

directe et donc que la décomposition est unique). On trouve une unique solution x1 = ——y1 et x2 = y2, c’est-à-dire 


qu’il existe un unique antécédant à y par l'application (p — À id). Cette application est donc bijective. 





Exercice 23.89. ©Q 
Soit un K-espace vectoriel E et deux projecteurs p, q de E vérifiant : 


p°q—q°p 
1. Montrer que po q est un projecteur : 


2. Montrer que Im(poqg)=Impnimag ; 
3. Montrer que Ker(po q) = Ker p + Ker q. 


Solution : 
1. Calculons 
(poqgŸ =poqopoq=popoqoq=poq =peq 

Donc po q est un projecteur. 

. Im(po q) € Impnimag : soit ye Im(poq).1xeE tel que y = po q(x). Comme y = p(q(x)), y € Imp. Mais 
puisque po q = qe p, on a également y = q(p(x)) € Imgq. Donc yEe Impnimg. 
Im pnim qc€Im(poq). Utilisons la caractérisation de l’image d’un projecteur : Soit x e Im pnim q. Alors p(x) = 
q(x) = x. Alors po q(x) = p(q(x)) = p(x) = x et par conséquent, x € Impo q. 

. Montrons Ker p + Ker q € Ker(po q) : Soit x e Ker p + Ker q ; (xp, xq) € Ker p x Ker q tels que 


X = Xp + Xq 


Alors 
po q( = p(q(xp) + q(xa)) = p(q(xp)) = (pp) = q(0) = 0 
donc x e Ker(po q). 


Montrons que Ker(po q) € Ker p + Kerq. Soit x € Ker(po q). Posons x, = q(x) et xq = x— q(x). On a bien 
X= Xp + Xq Et 
p{xp) = pog(x)=0 — x, EKerp 


q(x- 4) = qG -— q°(x) = q(x) — gx) =0 — x4 € Ker q 





Exercice 23.90 VO 
Soient un K-espace vectoriel E et deux projecteurs p, q de E vérifiant poq = 0. On pose r = p+ q- qop. 


1. Montrer que r est un projecteur ; 
2. Montrer que Kerr = KerpnKergq; 
3. Montrer que Imr =ImpelImg. 


Indication 23.23 : Interpréter la relation po q = 0 en fonction des images et noyaux de p, q. Dans les démonstrations, 
on pourra utiliser le fait que si r est un projecteur, etxeE, xelmr r(x) = x. 
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Solution : 


1. Calculons 


r=p+pq-pqp+qp+q -qp-qp-qpq+qpqp=p+qp+q-qp-qp=p+q-qp=r 


(on a utilisé que p? = p, q? = q et pq =0). Donc r est un projecteur (r est linéaire). 

. Kerr € KerpnKerg : soit x e Kerr, alors p(x) + q(x) — qp(x) = 0, et en appliquant p, on trouve que p?(x) + 
pq(x) -— pqp{x) = 0, d’où p(x) = 0, c’est-à-dire x e Ker p. De même, en appliquant q, on montre que x e Ker q. 
KerpnKer qc Kerr, c’est évident. 

. Impnlmg= {0} : soit xeImpnimg, alors pq(x) =0 —> p(x) =0 (car xe Img) et alors x = 0 ( p(x) = x, car 
xeImp). La somme est donc directe. 

Imr cImp+Img :soit xeImr, puisque r est un projecteur, r (x) = x et donc 


x= p(x) + q(0 — qp(x) = p(x) + q[x- pH] 


et p(x EImp, q(x- p(x) EImg. 

Imp+Imgclimr :soitxelmp+lmg, 2x € Imp,2x € Im g tels que x = x1 + x2. Alors, r(x) = p(x1) + p(x2) + 
q(x1) + qGe) — gp) - gp) = x + X2 + pl) + qi) — qp(x) — gp). Mais poqg=0 —> ImgcKerp, 
donc p(x2) = 0. Alors r(x) = x+ qi — pG)), mais puisque X1 € Im p, on sait que p(x1) = x1, et donc r(x) = x. 
Comme r est un projecteur, r(x) = x — xelmr. 





Exercice 23.91 VO 
Soit E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Résoudre l’équation p(x) +3x= y où yeE. 


Solution : Comme p est un projecteur, les sous-espaces Ker p et Imp sont supplémentaires dans E. Donc il existe 
un unique couple (x', x”) € Ker p x Imp tel que x = x’ + x” et il existe un unique couple (y', y") € Ker p x Imp tel que 
y= y" +7". I vient : 


HEIN Ve x IN IT VE VIe _—> SX + dr 
px) y Jr) y 
eKerp elmp eKerp 


par unicité de la décomposition des vecteurs dans E = Ker p & Im p. En conclusion, | x = 2 





Exercice 23.92 VO 
Soient E un K-espace vectoriel et p un projecteur de E. Calculer (id+p)" où neN. 


Solution : Comme id et p commutent, on peut appliquer la formule du binôme et 


n 


id+p" = Y (jp=ue(S IPTC 


k=0 k=1 





Exercice 23.93 VO 
Soit E un K-espace vectoriel et u € L(E). Soit p un projecteur de E. 
Montrer que u et p commutent si et seulement si Im p et Ker p sont stables par u. 


Solution : 


Supposons que u et p commutent. Soit y € Im p. Mais p{u(y)) = u(p(y)) = u(y) car yelmp. Donc u(y)elmp 
et Im p est stable par u. Si x e Ker p alors p(u(x)) = u(p(x)) = 0 donc u (x) € Ker p et Ker p est aussi stable par u. 


On suppose Im p et Ker p sont stables par u. Comme p est un projecteur, E = Ker pe Im p. Soit xe E. Il existe un 
unique couple (x’,x”) € Ker p x Imp tel que x= x'+ x". Il vient que uo p(x) = u(x"”) et que po u(x) = p(u(x")) = 
u(x"). On a montré que uo p(x) = po u(x) donc u et v commutent. 





Exercice 23.94 VV 
[Décomposition du noyau] Soient un C-espace vectoriel E et un endomorphisme f € L(E) vérifiant f? = —idg. On note 


F={xeEl|f(x)=ix}et G={xeE] f(x) =-ix} 
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Montrer que E= Fe G et exprimer le projecteur sur F parallèlement à G. 


Solution : Pour tout xe E, on a x= -i (f C9 + ix) + Î (f (@) — ix) et on vérifie que f(H) +ixeF, f(x) -ixe G. En 
effet : 


FF +ix)= ff +if D =-ix+if (= i(f (D +ix) 
FFC -ix) = FO - if =-if (0 -if (= -i(f (mix) 


DoncE=F+6G.SixeFnG alors on a en même temps f (x) = ix et f (x) = —-ix ce qui n’est possible que si x = 0. Donc 
FetG sont en somme directe. En conclusion, E=F@G. 

Montrons que p = —+ (f +iid) est le projecteur sur F parallèlement à G. Soit x = x1 +x2 € F@ G. Alors p(x) = 
— 3 (FC) + F Geo) + à Ga + 42) = 5 (x — ixo + x + iX2) = X1, ce qu'il fallait montrer. 

Cet exercice est un cas particulier du théorème de décomposition du noyau que vous verrez en deuxième année. 





Exercice 23.95  OQQQ 
Soient deux projecteurs p et q d’un espace vectoriel E. Montrer que l’endomorphisme (p + q) est un projecteur 
de E si et seulement si l’on a po q = qop = 0. Si c’est le cas, montrer qu’alors Im(p + q) = ImpelImg et que 
Ker(p + q) = KerpnKer gq. 


Solution : 

— On suppose que p+q est un projecteur. Alors (p + q) = p+q et en développant, on obtient p?+ q?+ poq+qop = p+q. 
P, q étant des projecteurs, on a : p? = p et q° = q et donc po q+ qo p = 0. On va montrer que Im q € Kerp ce qui 
amènera po q = 0 et donc qo p = 0. Soit y € Img. Alors p{y) + q(p(y)) = 0. Comme E = Kerg& Img, il existe 
Xe Kergq et Ye Imag tel que p(y)=X+Y. Alors X+Y+ q(X+Y) = 0 soit X+2Y = 0. Par unicité de la décomposition 
d’un vecteur sur une somme directe, il vient X = Y = 0 et donc p(y) = 0. On a prouvé que Im q € Ker q et la première 
implication est démontrée. 

— Pour la seconde, supposons que po q = qe p = 0 alors (p+ q) = p+q +poq+qop=p+q car p et q sont des 
projecteurs. 

— On suppose dans la suite que (p + q) est un projecteur de E. 

— Montrons que Im(p+ q) =Imp®lImg. Soit xeImpnimg. Alors p(x) = q(x) = x et il vient q(p(x)) = x. Mais 
gop=0 donc x= 0. Donc Im p et Im g sont en somme directe. Si x € Im p+ q alors x =(p+ q)(x) = p(x)+q(x € 
Im p+Im gq et Im p+q € Im p+Im gq. Si x e Im p+Im g alors il existe x1 € Im p et x2 € Im gq tel que x = x1 + x2. Mais 
(p+ q) (x) = p (x) + p (x2) + q (1) + q (X2) = X1 + x2 car Im q € Ker p et Im p c Ker q en vertu de poq=qop=t0. 
Donc x e Im p+ q et on prouve ainsi par double inclusion que Im(p + q)=Impelmgq. 

— Montrons maintenant que Ker(p + q) = KerpnKerq. On montre facilement que Ker p n Ker q € Ker(p + q). Soit 
x € Ker(p + q). Alors p(x) + q(x) = 0 et p(x) = —-q{x). Posons y = p(x). On sait alors que y e Imp et que yelmg. 
Mais Im p © Kerq et Img © Kerp donc y e Kergq et y € Kerp. Comme E = KerpælImp et E = KergælImg, ceci 
n’est possible que si y = 0. Donc x e Ker pnKer gq et l'égalité est prouvée par double inclusion. 





23.7.10 Formes linéaires 


Exercice 23.96 © 
Soient E un K-espace vectoriel et f,g € E* deux formes linéaires telles que VxEeE, f(x)g(x) = 0x. Montrer que f = 0 
ou g=0. 


Solution: Siilexiste ae E tel que f(a) 40 et beE tel que g(b) À 0, alors 


0= f(a+b)g(a+b) = f (a) g(a) + f (a) g(b) + f (b) g (a) + f (b) g(b) = f (a) g(b) + f (b) g (a). 


Donc f (a) g(b) = -f(b)g(a) et comme f(a) £ 0 , g(b) Z 0, nécessairement f (b) Z 0 et g(a) À 0. II vient alors que 
f (a) g (a) Z 0 ce qui est contraire à notre hypothèse de départ. Donc f = 0 ou g=0. 





Exercice 23.97 Q 
Soient E un espace vectoriel et a un vecteur de E. Soit une forme linéaire sur E. On définit u(x) = x+w(x)a. Vérifier 
que u est un endomorphisme de E, puis calculer u?. À quelle condition u est-elle injective ? 


Solution : Soient a,«'eK et x,x' EE. Par linéarité de @ 


u(ax+a'x)=ax+ax +p{ax+ax)a=a(x+p(x)a) + (x +p(x')a) = au(x +a'u(x') 


donc u est linéaire. 
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SoitxeE. 


u? (x) = u(x+4p(x)a) = u (x) +p(Hu(a) = x+p(na+wp(x) (a+vp(a) a) = x+(2+#(a))p(x a 


L'application u est injective si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul de E. Mais u(x) =0 = x+(x) a = 
0 x = -p(x) a. Donc un vecteur x est élément du noyau de u si et seulement si il existe à € K tel que x = «a et 
@ (x) = —a. On a alors aa = —-ap (a) a ce qui s’écrit aussi à (1 — (a)) a = 0. Pour que le noyau de u ne soit pas trivial, 
il faut donc que (a) = —1, dans quel cas, u n’est pas injective. Sinon, si (a) À —1, @ est injective. 





Exercice 23.98 Q 


Soit E l’ensemble des fonctions dérivables sur [0, 1] et à: ni: 


E 
RTC 
1. Montrer que E est un R-espace vectoriel. 


2. On pose H = Kerô. Trouver un supplémentaire de H dans E. 


Solution : 

1. On montre facilement que E est un R -espace vectoriel en prouvant que c’est un sous-espace vectoriel de 
F(10,11,R). 

2. Montrons que l’ensemble des fonctions affines sur [0,1], noté I, est un supplémentaire de H dans E. Soit feE. 
Alors f = (f-— f'(0)x) + f’ (0) x. Il est clair que x— f — f'(0)x € H et que x f'(0)xe I. Donc E=H+I. Si 
fe HAI alors f' (0) = 0 et il existe a ER tel que f : x ax. Alors a = 0 et f = 0. Donc H et I sont en somme 
directe. En conclusion, E=H@1I. 





Exercice 23.99 OC 
Soit un K-espace vectoriel E. Pour u € L(E), on définit 


. E* — E* 
u: 
@ —> po U 
1. Montrer que ‘u € L(E*). 
2. Si (u, v) € L(E)?, calculer ‘(uo v). 


3. Montrer que l'application 


(ARRET 
u | 


a à GL(E) — GL(E*) 
: U > 
est un morphisme de groupes. 


4. Lorsque E = R?, montrer que 8 est injectif. 


Solution : 


1. Soit @,w € L(E) et af € K. Alors ‘u(ap+fBy) = (ap+fBwy) ou = apou+fBwyou = aœu(p) +B'u(y). Donc 
fu e L(E*). 


. Soit pE E*. Calculons 
fvolu(p)="v(peu)=@pe(uo v)="(uo v)(p) 


Par conséquent, ‘(uo v) = ‘vo‘u. 


. 8 est bien définie. Soit f € GL(E). Comme f est inversible, il existe fe € L(E) vérifiant f of"! = idg. Mais 


FPE : à À UE ) Ps 
en transposant, f lo!f = lidg = idgx. On montre de même que ‘fo'f ! = idgx. Ce qui montre que f ! est 


inversible dans L(E*). On vérifie sans problème que 8 est un morphisme de groupes en utilisant 2. 
. Soit fe Ker6. Alors VpEE*, Ef-1(p) = (p et donc 


VHEE*, of = 


En considérant w1 et 2 les deux projections sur Vect(e) et Vect(e2), on montre que f = idg. 
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base 24 


Dimension des espaces vectoriels 


En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue. 
John von Neumann. 


Pour bien aborder ce chapitre 


Après avoir mis en place les bases d’algèbre linéaire nous allons nous intéresser dans ce chapitre à la notion de dimension. 
La dimension d’un espace vectoriel est liée au nombre de paramètres (ou parle aussi de degrés de liberté) qu’il faut 
considérer pour pouvoir le décrire. Ainsi pour choisir un couple de R?° il faut choisir une abscisse et une ordonnée. Il y a 
deux paramètres (ou deux degrés de liberté). On verra que R? est de dimension 2. De même, pour choisir un polynôme 
aX2 + bX + c de R2[X], il faut choisir a, b et c. On verra là aussi que R2[X] est de dimension 3. Dans certains cas, il faut une 
infinité de paramètres pour décrire les vecteurs de l’espace considéré. Par exemple, pour choisir une suite (u,) € S(R), 
il faut choisir chaque terme wo, 1,.... Ou encore pour choisir une fonction f € F (R,R), il faut choisir l’image de chaque 
point de R par f. Ces deux espaces sont de dimension infinie. 

Même s’il sera utile de se souvenir de ces considérations, la définition précise de la notion de dimension demande quelques 
efforts qui nous en éloignent un moment. On peut remarquer que toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De 
même toute base de l’espace en compte trois. Le plan est de dimension 2 et l’espace de dimension 5. Si on arrive à définir, 
pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient à montrer que deux bases sont 
toujours de même cardinal alors on tiendra notre définition. La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs 
que contient une base donnée (quand ce nombre est fini). 

Ceci est cohérent avec notre intuition initiale. Si (v1,..., vn) est une base de l’espace vectoriel considéré E, alors choisir 
un vecteur dans E revient à choisir ses n composantes sur la base, il y a bien n degrés de liberté. 

Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premières sections de ce chapitre. Nous nous occuperons 
ensuite à étudier les conséquences de ces notions en algèbre linéaire. En particulier, nous démontrerons deux formules 
fondamentales : 

— la formule de Grassmann 

— la formule du rang 

qui permettront de beaucoup simplifier les démonstrations de supplémentarité et celles de bijectivité (elles permettront de 
diviser par deux le travail à faire quand on n’en dispose pas). 


24.1 Familles de vecteurs 


Dans toute la suite, K est un corps (R ou €). E et F désignent des K-espaces vectoriels. 


24.1.1 Combinaisons linéaires 


DÉFINITION 24.1 © Combinaison linéaire 
Soit (V1,..., Vn) une famille de n vecteurs d’un K-espace vectoriel (E,+,.). On appelle combinaison linéaire de ces n 
vecteurs tout vecteur ve E de la forme : 


n 
v= vite. + An Un = Ÿ Ag VE 
k=0 





où (A1,..., An) EK?. 
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PROPOSITION 24.1 © Image d’une combinaison linéaire par une application linéaire 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z(E,F). Soient (v1,..., v,) une famille de n-vecteurs de E et (A, ue Ap) € 


KP alors 
fa: vit.- FAr-vn)= M fn +... FA fn). 





Démonstration Par une récurrence immédiate. 


24.1.2 Familles libres 


DÉFINITION 24.2 ©O0Q Famille liée 

On dit qu’une famille (ar, 2:35 Vp) de vecteurs de E est liée, ou que les vecteurs v1,..., v, sont linéairement dépendants 
si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres ou autrement dit si et seulement si il 
existe un p-uplet (A1... Àp) e K? de scalaires non tous nuls vérifiant À1 : V1 +...+ Àp: Vp = 0. 





Exemple 24.1 

— Trois vecteurs du plan sont toujours liés. De même, 4 vecteurs de l’espace sont toujours liés. On comprend bien 
intuitivement ces deux affirmations. On les démontrera dans l’exemple 24.7 page 903. 

— Dans R*, les vecteurs w1 = (1,0,1,—1), w> = (3,—2,2,-3) et ua = (—1,2,0,1) forment une famille liée. En effet, wo = 
2uU] — U3. 

— Dans 7 (R,R), les fonctions fi : x cos? x, f>:x sin? xet f3: x cos2x sont liées. En effet, f3 = fi — f2. 


Pour définir une famille de vecteurs linéairement dépendants, il suffit de prendre la négation de la définition précédente : 
v = (v1,...,v,) est une famille liée de vecteurs de E si et seulement si pour toute famille de scalaires (A1,...,À)) € K?, si 
A:%it...+Ap:Xp = 0 alors A1 =... = À = 0. On a alors la définition suivante : 


DÉFINITION 24.3 QOQ Famille libre 
On dit qu’une famille (1, 2 Vp) de vecteurs de E est libre, ou que les vecteurs v1,..., v, sont linéairement indépen- 
dants si et seulement si la famille n’est pas liée ou autrement dit si et seulement si : 





V(A,...,Ap)e KP, Avit..+Ap: Up =0 — A=..-=1=0 


: | Pour montrer qu’une famille est libre 


Soit (A1,.…., AD) € K? tel que 1 -v1+...+ An: Un = 0. 
… alors A1 =... = À, =0 


Donc la famille est libre. 


PLAN 24.2 : | Pour montrer qu’une famille est liée 


Posons A1 = ...,...,Ap =... 


Un des À; pour i € [1,p] au moins est non nul 


On a bien par ailleurs : A1: v1+...+ n° Un =0. 


Donc la famille est liée. 





Exemple 24.2 

— Dans R?, la famille ((1,0), (0, 1)) est libre. En effet, soit a, fe R tels que a (1,0) +6 (0, 1) = (0,0). Alors (a, 6) = (0,0) et 
donc a=f=0. 

— On démontre de même que dans RŸ, la famille ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)) est libre. 

— Dans .7 (R,R) la famille (sin, cos, exp) est libre. Soient &,B,y € R tels que «sin+fcos+yexp = 0. Alors pour tout 
xEeR, asinx+fBcosx+yexpx = 0 ce qui s'écrit aussi VxeR, Re + Pare +7y = 0. On montre facilement en 
utilisant le théorème des gendarmes que lim: TE = limis BE = 0. On en déduit que y = 0. On a alors VxER, 


asin x+f cos x = 0. Si on fait x = 0 on obtient 6 = 0 et si on fait x = x/2, il vient que à = 0. On a alors bien montré que 
a = B = Y = 0. 








Remarque 24.1 Soit (v1,.….,v,) une famille de p vecteurs de E. 

— Si l’un des vecteurs est nul, la famille est liée. 

— Si l’un des vecteurs de la famille apparaît plus d’une fois dans la famille alors la famille est liée. 
— Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre 
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24.1.3 Familles génératrices 


DÉFINITION 24.4 OO Famille génératrice 
On dit qu’une famille (v1,..,v,) de p vecteurs de E engendre l’espace vectoriel E (ou est génératrice de E) si tout 
vecteur de E peut s’exprimer comme combinaison linéaire de la famille (ur, es Vp) : 


p 
VveE, (A1...,Ap)eK?: v= Y'Ai-vi 
k=1 


Autrement dit : Vect({v1,...,vp})=E. 


: | Pour montrer qu’une famille est génératrice 


D SoitveE. 


2 Posons A1 =...,...,Àp =... 


p 
3 On a bien : v= Ÿ Ài-vi 
k=1 





Exemple 24.3 

— Dans R?, soient x1 = (1,0) et x2 = (1,0). La famille (x1, x) est génératrice de R?. En effet, si v = (x, y) € R? alors 
v = X(1,0) + y(0,1). 

— On montre de même que la famille ((1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) engendre RS. 

— La famille ((1,0,1),(0,1,1)) engendre le plan vectoriel F de R$ d’équation x+7y = z. En effet F = 
{x 7,z)E RS | x+y-2=0}={(x,7,x+ y) | x, yER}=Vect((1,0,1),(0,1,1)). 

— La famille (LR: xt) engendre K; [X]. En effet, si P € K; [X] alors il existe ao,.…, an € K tels que P = a, X"+ 
.. + A0. 

— On considère l’espace vectoriel & des fonctions en escaliers sur [0,1]. On considère les fonctions f,,2 définies pour 
a< b par f,p(x) = 1 pour a< x< bet f,,9(x) = 0 sinon. La famille (fo, phi<a<p<1 est une famille génératrice de ©, 
mais n’est pas libre : f0,1/2 + 172,1 — fo,1 — f1/2,1/2. 


| Remarque 24.2 Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice. 


24.1.4 Bases 


DÉFINITION 24.5 OQQ Base 
On dit qu’une famille (ur, is Vp) de vecteurs de E est une base de E si et seulement si, à la fois : 


D (v1,.….,v)) est une famille libre de E. 





à (v1,….,v}) est une famille génératrice de E. 


Exemple 24.4 
— La famille (1, i) est une base du R-espace vectoriel C. En effet, si a4,beR sont tels que a.1 + b.i = 0 alors a+ib=0 et 
donc a = b=0. La famille est donc libre. Pour tout nombre complexe, il existe a,beR tels que z = a+ ib. La famille 
est donc aussi génératrice de €. C’est donc une base de C. 
— Dans le plan, deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan. 
— Dans R, la famille ((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)) forme une base de R?. On a prouvé dans l’exemple 24.2 que cette famille 
est libre et dans l’exemple 24.3 qu’elle engendre R*. 
— Dans R$, la famille formée des vecteurs e1 = (1,0,1), e = (1,—1,1) et e3 = (0,1, 1) est une base. La famille est libre : 
Qi + Œ2 = 0 
soit «1, >, 03 € R tels que œ1e1 +262 + a3e3 = 0. Alors 4 —@2 + a = 0 ce qui amène 1 = &2 = @3 = 0. La famille 
QG + +03 — 0 
est génératrice de RS. Soit { x, y, z) € R$. On cherche «1,0, «3 € R tels que (x, y, z) = a1e1 +@2e2+a3e3 = 0. On obtient 


1 + 2 = X 
alors le système 4 —a2 +3 = y et on trouve & = 2X+y—Z, & = —-x—y+2 et à3 = —-x+z donc (e1,e2,e3) 
Xj +2 +03 —=2Z 


engendre R$. C’est bien une base de R$. 
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De manière plus générale, on a : 


PROPOSITION 24.2 © Base canonique de K” 
Soit ne N*. Considérons le K-espace vectoriel E = K”. Il existe une base privilégiée (e1,...,e,) de K” dite canonique 
et donnée par : 


(1,0,0,...,0) 
(0,1,0,...,0) 


(0,0,0,...,1) 





Démonstration La famille e = (e,...,en) est génératrice. En effet, si x = (x1,...,Xn) € K” alors : x = Xje1 +...+ Xnen. Elle 
est de plus libre : Si À1,...,Àn sont n scalaires de K tels que ZE_AKek = 0, alors on a : (A1,..., Ân) = 0 ce qui prouve que 
Vkell,n]l, Ag=0. 


PROPOSITION 24.3 © Base canonique de K; [X] 
Soit ne N. Considérons le K-espace vectoriel E = K,;, [X] des polynômes de degré < n à coefficients dans K. Il existe 
une base privilégiée de Ky [X] dite canonique et donnée par : (1,X, d'en AR 





Démonstration Voir le chapitre sur les polynômes. Nous reviendrons sur cette proposition plus loin dans ce chapitre. 


PROPOSITION 24.4 © Base de C(X) 


La "réunion" des familles (X/)4en et est une base de C(X). 





lue 
Et neN 


Démonstration C’est exactement la traduction du théorème de décomposition en éléments simples sur € en termes de combi- 
naisons linéaires. On peut aussi trouver une base de R(X). 


THÉORÈME 24.5 O0 Composantes d’un vecteur relativement à une base 


Une famille e = (e1,...,eh) de E est une base de E si et seulement si, pour tout vecteur ve E, il une 


famille de scalaires (A1,..., An) € K” telle que : 


P 
V = JAie=Aet...+An"en 
k=1 





Le n-uplet (A1,..., À») est alors appelé famille des composantes (ou coordonnées) de v dans la base e. 


Démonstration 


_ Comme la famille e est une base, elle est génératrice de E et donc pour tout ve E, il existe un n-uplet de scalaires 
(,..., Àn) € K” tel que : v ns Àj'e; 


= Supposons qu'il existe deux n-uplets de scalaires : (\1,..., An) et (\,...,À}) tels que : 


P p 


V_ = Y'hre= Y A-ei. 


k=1 k=1 


On à donc : Le {x L x) -e;j = 0. Mais e étant une base de E, elle est libre et cette dernière égalité n’est possible que si : 
Viell,n], À! —À;=0 c'est-à-dire: Viell,n], À! = À; ce qui prouve l’unicité. 
Supposons que pour tout v € E, il existe une unique famille de scalaires (\1,..., An) € K” telle que : 


p 
U = Y'Aje=Aet+...+An en 
k=1 


et montrons que e est une base de E. Il est clair que e est génératrice. Montrons que e est libre. La seule décomposition de Or sur 
les vecteurs de la famille e est Op = 0e +...0en. Par conséquent, si le n-uplet (x, ,an) € K” est tel que EF ageg = 0E, on 
a nécessairement : Vie[l1,n], «; =0 ce qui prouve que e est libre. 
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24.2 Dimension d’un espace vectoriel 


24.2.1 Espace vectoriel de dimension finie 


DÉFINITION 24.6 © Espace vectoriel de dimension finie 


On dit qu’un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, 
on dit que E est de dimension infinie. De plus, par convention, on dit que E = {0} est un espace de dimension finie. 





Exemple 24.5 

— K' est de dimension finie car sa base canonique est une famille génératrice finie de K”. 

— De la même façon, K; [X] est de dimension finie. 

— Par contre, K [X] est de dimension infinie. Voir l’exemple 24.9 pour une démonstration. 

— De la même façon, (R) et F(R,R) sont de dimension infinie. Voir l’exercice 24.32 page 924. 


LEMME 24.6 © Augmentation d’une famille libre 
Soient E un K-espace vectoriel et xe E\ {0}. On suppose que : 


Qu) P=(h,...,ln) est une famille libre de vecteurs de E. 


(a) xaNect(S) 


Alors (l1,...,ln,x) est encore une famille libre de vecteurs de E. 





Démonstration Soient «,...,an,a n+1 scalaires de K tels que : «11 +...+anln+ax = 0. Supposons que les n+1 scalaires ne 
sont pas tous nuls. Il y a alors deux possibilités : 


1. «= 0 et donc œil +...+anln = 0 avec &1,...,@ non tous nuls, ce qui n’est pas possible car la famille Z est, d’après la 
première hypothèse, libre dans E. 


2. a £ 0. Dans ce cas, on peut alors écrire x comme une combinaison linéaire des vecteurs de Z ce qui contredit la seconde 
hypothèse. 


On montre ainsi par l’absurde que la famille (l1,..., ln,x) est libre. 
LEMME 24.7 © Diminution d’une famille liée 


Soient E un K-espace vectoriel et = (g1,.…., gn, gn+1) une famille de n+ 1 vecteurs de E. On suppose que : 
(Cm) Sn+1 e Vect(g1,.…., 8n) (c’est-à-dire, g,+1 est combinaison linéaire des vecteurs g1,...,£gn). 
Alors : 


Vecrion 8221] =Vecwler 7] 


C'est-à-dire qu’on peut retirer le vecteur g»+1 à Z sans modifier le sous-espace engendré par Z. 





Démonstration D’après l'hypothèse, il existe un n-uplet (&,...,an) de scalaires de K tels que : gn+1 = LE CkEk- Posons 
F=Vect(g1,.….,gn) et montrons que la famille (g1,..….,gn) génère aussi F. Soit x e F. Il existe (x1,...,Xn+1) un (n+ l-uplet de 
scalaires de K tels que : 


n+1l 


re Gé 
k=1 


n 
= 3 Xi &i + Xn+18n+1 


il 


n 
Xi Si + Xn+1 D» ArEk 
k=1 


Il 
beË 


il 
il 


Il 
[beË 


(Xi + Xn+10p) gi 


il 
LE 


ce qui prouve que Vect(g1,.….,gn;&n+1) © Vect(g1,.…,£gn). Il est par ailleurs clair que Vect(g1,...,gn) © Vect(g1,.….,gn,&n+1) 
et l’égalité est alors établie. 


THÉORÈME 24.8 © Fondamental : On peut compléter une famille libre en une base en puisant dans une famille 
génératrice 


Soient E un K-espace vectoriel et p, q, n € N*. On suppose que : 
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Qu) Z=(h,..., 1) est une famille libre de vecteurs de E. 


Ci) G = (g1,.…., ga) est une famille génératrice de vecteurs de E. 


alors, il existe une base Z de E de la forme 
ÿ= RP NeÀ) 


où pt1s..ln ES. 





Démonstration On va procéder de manière algorithmique. Si la famille Z est génératrice, le théorème est démontré, sinon on 
construit une base ainsi. Posons Z5 = Z. 


| 
Œ Sig € Vect(Zo), on pose À = 5. D'après le lemme 24.7, on a Vect(Z)=Vect(Su{g}) 
Œ Sig g Vect(Zo), on pose À = So U{g1}. D'après le lemme 24.6, la famille À est libre et Vect( A) =Vect(ZU{gi}). 
Dans les deux cas, on a : 


Vect(Z)=Vect(SU{g}) et .Z estlibre 
+ SoitieNtelquei+l<q. 
-ème 


li étape : | On suppose que la famille Z; est construite en sorte que : 


Vect(.Z;)=Vect(Z;_1U{gi}) = Vect(Su{gr,.….,g})| et 


étape : | On construit maintenant Z,,1. 





i+10mME 


M Sig;s1 € Vect(.Z;), on pose Z41 = .Z;. D'après le lemme 24.7, on a Vect(Z;41) = Vect(Z) 
M Si g;41 € Vect(.Z;), on pose Z;,1 = SU {g;,1}. D’après le lemme 24.6, la famille Z;,1 est libre et Vect(Z;,1) = 
Vect(Z;U{gir1}). 
Dans les deux cas, on a : 
Vect(Zis1)=Vect(ZUfgisi}) et 41 est libre 
+ On construit ainsi par récurrence les familles Z6,.… » Zq- 
La famille Z, vérifie alors : 


Vect(Zy)=Vect(ZUS)=Vect(ÿ)=E et .Z, est libre 


et est donc libre et génératrice de E. .Z, est donc une base de E. 


Remarque 24.3 Cette démonstration fournit un algorithme explicite pour fabriquer des bases dans un espace vectoriel 
de dimension finie. 





Démonstration Par définition, un espace vectoriel de dimension finie non réduit à {0} possède une famille génératrice finie . 
Soit x 0€. La famille constituée du singleton {x} est libre dans E. Par application de la proposition précédente, on peut la 
compléter en une base de E en la complétant par des vecteurs de £ bien choisis. 


COROLLAIRE 24.10 © Théorème de la base incomplète 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et Z = (e,.…,e,) une famille libre de vecteurs de E. Alors on peut 
compléter Z en une base Z = (e1,...,ep,ep+1,..., en) de E. 





Démonstration Comme E est de dimension finie, il possède une famille génératrice finie 4. D’après le théorème précédent 
appliqué à Z et à , on prouve l'existence d’une base de E construite par complétion de la base Ÿ. 


24.2.2 Dimension 


LEMME 24.11 Lemme de Steinitz 
Soient 7 = (x1,...,Xn) et 7 = RARE) deux familles de vecteurs de E. On suppose que : 


Qu) Vielln+il, yeVect() 


alors .7 est liée. 





Démonstration Pour tout ne N, notons P, la propriété à démontrer. Nous allons effectuer une récurrence sur n. 
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+ Sin=l1 alors S = {x} et 7 = {1,72}. Par hypothèse, y1 = &1x1 et y2 = a2X1 où «1,02 € K. Ces deux scalaires ne sont pas 
tous deux nuls sinon 7 ne compte qu’un élément. On a alors & y1 — «1 y2 = 0 et 7 est liée. Donc P\ est vraie. 

+ SoitneNl. 

+ Supposons que P;-_1 est vraie et prouvons que c’est alors aussi le cas de Pn. Soient S = (x1,.….,xn) et = (y1,..., Ym: Yn+1) 
des familles de vecteurs comme dans l’énoncé du lemme. On à : 


va 1 
J1 =); Xi 


=vAn n+1l 
Yn+1 = i=1 a; Xi 


où V (i,j) efl,nl x[1,n+1], al € K. Il y a deux cas possibles : 


EE SilVkell,n+i1], ak = 0 | alors (Y1,..., Yn) est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisons linéaires de la famille 


(%1,..., Xn-1). Par application de l’hypothèse de récurrence, on peut affirmer que (y1,...,yn) est une famille liée. Il en est 
alors de même de (y1,..., Yn+1). 


Œ Sinon|1kelfl,n+1], a 0 | Quitte à ré-indicer les vecteurs de 7, on peut supposer que af+l Z 0. Posons alors : VkE 
œ 
[,nl, Zk=7yr- nai. Chacun des vecteurs de la famille (z1,...,Zn) est alors élément de Vect(x1,...,Xn-1). D’après 


n 
l'hypothèse de récurrence, la famille (z1,...,Zn) est donc liée. Il existe donc des scalaires \1,...,Àn non tous nuls tels que 
XL œ;À; 
i=1 LE 


nd : a 
LE Akzk = 0, ce qui s'écrit aussi ZY_, Ak|yk- He] = 0 ou encore : LE, AgYk— A Yn+1 = 0 et prouve 
n 


n 
que la famille (y1,..., Yn+1) est bien liée. 


+ Le théorème est alors prouvé par application du théorème de récurrence. 


THÉORÈME 24.12 © Le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice. 
Soient : 


— .S une famille libre de E. 


— % une famille génératrice de E. 


alors : | Card.Z < Card@ |. 


Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas : Card.7 > Card. Posons m = CardŸ et supposons que $ = (x1,...,Xm) et 
que (y1,.…., Ym+1) soient m+1 vecteurs de Z. Comme Ÿ est génératrice, ona:Viell,n+1], y;eVect(@). Par application du 
lemme de Steinitz 24.11, cela implique que (y1,..., Ym+1) est une famille liée de E, ce qui contredit le fait que Z est une famille 
libre de E. Le théorème est alors prouvé par l’absurde. 





THÉORÈME 24.13 © Toutes les bases d’un K-espace vectoriel de dimension finie ont le même cardinal 
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les bases de E ont même cardinal. 





Démonstration Comme E est de dimension finie, E possède au moins une base. Soient #1 et #2 deux bases de E. Comme #1 
est libre et #2 est génératrice, on a Card@ < Card. De même, #) est libre et #1 est génératrice, donc CardZ, < CardZ1. 
Par conséquent : CardÆ\ = Card». 

Ce théorème, associé au théorème 24.9, permet de donner un sens à la définition suivante : 


DÉFINITION 24.7 © Dimension d’un espace vectoriel 


— SiE= {0}, on dit que E est de dimension 0 et on note dimE= 0. 
— Sinon, si E est un espace vectoriel de dimension finie non réduit à {0}, on appelle dimension de E le cardinal d’une 
base de E et on le note dimE. 





Exemple 24.6 
- dimK”=n. 
— dimR,, [X] = n+1. 


Application 24.7 


Une famille f d’au moins n +1 vecteurs dans un espace E de dimension ñn est toujours liée. En effet, si elle était libre 
alors on aurait une famille libre f de cardinal plus grand que celui de n’importe quelle base e de E. Or e est une famille 
génératrice de E et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice. 


THÉORÈME 24.14 © Caractérisation des bases 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension ñ e N. Soit . une famille de vecteurs de E de cardinal p. 


1. Si. est libre alors p < n et on a égalité si et seulement si . est une base de E. 


2. Si.7 est génératrice alors p > n et on a égalité si et seulement si . est une base de E. 
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Démonstration Comme E est de dimension n, il possède une base de cardinal n. 


+ Si. est libre alors appliquant la proposition 24.12, on a : Card. < Card‘. 
= Supposons de plus que p = n et montrons que .Ÿ est génératrice. Si ce n’était pas le cas, il existerait un vecteur x € E tel que 
x ge Vect(.S). La famille LU {xo} est, d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6, encore libre. On doit donc 
encore avoir, en vertu de la proposition 24.12, Card.7 U {xo} < Card. Mais cette dernière égalité est équivalente à n+1< n. 
On a ainsi montré par l'absurde que . est génératrice. 
= Réciproquement, si. est génératrice, alors on a, par application de la proposition 24.12, Card. > CardZ et donc p=n 
+ Si. est génératrice, alors en appliquant la proposition 24.12, on a : Card. > Card et donc p= n. 
= Supposons de plus que p = n et montrons que . est libre. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe x € .Ÿ tel que 
x € Vect(.S\{xo}). Par application du lemme de réduction d’une famille liée 24.7, 4 \{xo} est encore génératrice mais on a 
alors n— 1 = Card.7 \{xo} > n ce qui contredit la proposition 24.12. 
= Réciproquement, si. est une base alors elle est libre et on a Card. < n et donc p=n. 


Remarque 24.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce théorème permet de diviser par deux le travail à 
entreprendre pour montrer qu’une famille est une base d’un K-espace vectoriel donné. 


Exemple 24.8 
— Reprenons le quatrième point de l’exemple 24.4. Soit dans R les vecteurs ej = (1,0, 1), & = (1, -1, 1) et e3 = (0, 1,1) 
et montrons que e = (e1,e2,e3) est une base de R$. On montre comme dans l’exemple 24.4 que cette famille est libre. 
On conclut en remarquant que Card (e) = 3 = dimR, donc e est une base de RŸ. On n’a pas besoin de montrer que e 
est génératrice de R ! C’est automatique. 
— Montrons que la famille P = (P1,P2,P3) avec P1 = 5, P2 = 2X-—1 et P3 = X2—4X + 1 est une base de R2[X]. On 
commence par montrer que la famille est libre. Soient o1,@2,a3 € R tels que @1P1 + &2P2 + a3P3 = 0. Alors a3X? + 
(2 — 4a3)X + (51 — &2 + 3) = 0. Un polynôme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls et on obtient 
5 —-&+043 —=0 

le système : 4 202 — 403 =0 dont l’unique solution est «1 = &2 = à3 = 0. La famille est bien libre. De plus 
3 = 0 

Card (P) = 3 = dimR; [X] donc P est une base de R2 [X]. 


Exemple 24.9 


Montrons que K [X] est de dimension infinie. Pour tout ne N, posons E, = (1,X,...,X”). On sait que pour tout n EN, Er 
est libre et Card(E,) = n+ 1. Supposons que K [X] soit de dimension finie n € N*. On sait que K [X] contient une famille 
libre, Es+1 qui est de cardinal n +1, ce qui est impossible. Donc K [X] est de dimension infinie. 
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B10 21 | Hermann Günther Grassmann, né le 15 avril 1809 à Stettin et mort le 26 septembre 1877 à Stettin (Allemagne). 


Hermann Grassmann est le troisième enfant d’une famille 
de douze. Son père enseigne les mathématiques. Devant les 
piètres qualités intellectuelles de son fils (mémoire peu fiable, 
trouble de la concentration, .….), il pense faire de lui un jar- 
dinier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend néanmoins 
à Berlin en 1927 pour étudier la théologie. Peu à peu, il se pas- 
sionne pour les mathématiques qu’il découvre au travers des 
ouvrages écrit par son père. En 1830, il retourne dans sa ville 
natale en tant que professeur de mathématiques. Ayant raté son 
examen, il ne peut enseigner que dans les premières classes 
du secondaire. Il commence en même temps ses recherches 
en mathématiques. En 1840 il reçoit l’habilitation à enseigner 
dans les différentes classes de lycée et en 1844, il publie 
son ouvrage majeur ‘Die lineale Ausdenungslehre, ein neuer 
Zweig der Mathematik”. Grassmann y donne les fondements 
de l’algèbre linéaire. Son idée est de mettre l’algèbre au ser- 
vice de la géométrie. Il articule les choses autour de la notion 
de vecteurs. Cette citation est éclairante sur ses motivations : 
« La première impulsion est venue de considération sur la sig- 
nification des nombres négatifs en géométrie. Habitué à voir 
AB comme une longueur, j'étais néanmoins convaincu que 
AB = AC + CB, quelle que soit la position de A,B,C sur une 
droite ». Il introduit les notions d’indépendance linéaire, de 
sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses écrits sont 
confus et difficiles à suivre, aussi le livre n’aura que peu de lecteurs. Grassmann est très frustré de ce fait car il pense 
que son travail est révolutionnaire et qu’il mérite un poste à l’université. Il écrit une seconde version de son livre 
qu’il publie en 1862. Mais malgré ses efforts de présentation, elle ne connaît pas plus de succès que la première. 
Aïgri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique et apprend le Sanscrit et le Gothique. Grâce à d’importants 
travaux de traduction, il entre enfin à l’université. Il faut attendre 1888 pour que le mathématicien Giuseppe Peano 
reprenne le travail de Grassmann et en précise toute la portée. 





24.3 Dimension d’un sous-espace vectoriel 
On va maintenant étudier ce que la notion de dimension apporte dans l’étude des sous-espaces vectoriels. 
24.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel 


THÉORÈME 24.15 © Dimension d’un sous-espace vectoriel 
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de E. On a : 


1 Fest de dimension finie et| dimF < dimE |. 


2 |(dimF=dimE) = F=E 





Démonstration 


1) SiF= {0}, le résultat est immédiat. Sinon, notons L l’ensemble des familles libres de F. L est non vide car F est non trivial 
et un vecteur de F à lui seul constitue une famille libre de F. Toute famille libre de F est une famille libre de E donc possède 
au plus n éléments. Notons p = max{Card.? | Ze L}. On a donc p < n et si une famille libre Z de E vérifie à la fois : 
Card?Z =p et .ZE€L alors nécessairement est une base de F. En effet : 

+ est libre. 

+ __Z est génératrice de F. Si ce n’était pas le cas, alors d’après le lemme d’augmentation d’une famille libre 24.6, 
il existerait un vecteur x € F tel que .Ÿ = .Z U{x} soit encore libre. Mais Ÿ € L et Card. = p+1> p ce qui 
constituerait une contradiction. La famille Z est donc nécessairement génératrice et est donc une base de F. 


2 Le sens indirect est trivial. Réciproquement, si dimF = dimE alors F possède une base Z de cardinal n. Mais Z est, par 
application de la proposition 24.14, aussi une base de E et donc :F=Vect(Z)=E. 
On utilise très souvent cette propriété.…Elle permet de diviser par deux le travail à effectuer pour montrer que deux sous- 
espaces vectoriels E et F sont égaux. D’habitude on montre que F € G puis que GCF. Il suffira donc de montrer la première 
inclusion puis que les deux sous-espaces ont même dimension. 
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pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G sont égaux 


D On montre queFEG 
> On montre que dimF = dimG 
3 Alors F=G 





Exemple 24.10 Soit E=R“{et 
F= Vect((1,1,À,3),(0,1,1,2)) G={(x7,Z ÔEEIx-y+2z=0,x+2y-1=0} 


Cherchons à quelle condition sur À ER a-t-on F = G? 

— Supposons tout d’abord que F = G. Alors (1,1,À,3) € G et doit satisfaire en particulier l’équation x — y + z = 0. On 
trouve alors que À = 0. 

— Montrons que si À = 0 alors F = G. On sait que F = Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2)). Les vecteurs (1,1,0,3),(0,1,1,2) 
engendrent F et ils sont non colinéaires donc ils forment une famille libre. Par suite, c’est une base de F 
et dimF = 2. Par ailleurs G = {(x,7,2,0) € El x-y+2=0,x+2y-t = 0} = {{x,y,y-x,x+2y)|x, yEeR} = 
Vect((1,0,—1,1),(0,1,1,2)), on montre alors de la même façon qu'avant que dimG = 2. De plus (1,1,0,3) et 

X—y+z =0 : 

donc (1,1,0,3),(0,1,1,2) e G et comme G est un sous-espace vectoriel, 
Xx+2y—-t =0 
F = Vect((1,1,À,3),(0,1,1,2)) € G. Enfin, comme dimF = dimG on obtient F = G. 


(0, 1, 1,2) vérifient le système 


24.3.2 Somme directe 


Le théorème suivant sera souvent bien commode pour montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires. 


THÉORÈME 24.16 © Un caractérisation de la supplémentarité en termes de bases 
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et F, G deux sous-espaces vectoriels de E munis d’une base (e1,.… 
pour F et d’une base (f,.…, f,) pour G. On a équivalence entre : 


1 Fet G sont supplémentaires dans E : E=F&G. 
D Æ=(e,...,ep, fn... fa) est une base de E. 





Démonstration 
— Prouvons le sens direct. On suppose que E=F&G. 

+ Montrons que est libre : soient &1,.….,@p, 4p+1,...,@n des scalaires de K tels que &je1+...+apep+@p+1 f1 +...+@nfq = 0. 
On a alors : X= je +...+Opep = — (api fi +.….+Onfa). Comme e est une base de F, on a x= je] +...+apep€F et 
comme f est une base de G, on a : x= — (apr fi CNRS +Qn fa) € G. Mais F et G étant en somme directe, on a : FNG = {0} et 
donc x = 0. Comme e est une base de F et f une base de G, ceci implique que &j =... = àp = &p+1 =...= an = 0 et donc que 
% est libre. 

+ Montrons que Z est génératrice de E. Soit xe E. Comme E = F6 G, il existe un vecteur x, € F et un vecteur x2 € G tels que 
x= x1 + X2. De plus : 

— Comme e est une base de F et que x1 € F, il existe «1, à € K tels que x1 = &jej +... + Gpep. 
— Comme f est une base de G et que x € G, il existe B1,...Bq € K tels que x2 = fi fi +... +Baeq. 
Par conséquent : x = x1 + x2 = 1e] +... +@pep +1 fi +... +Bgeq € Vect(@) et est donc bien génératrice de E. 

On a ainsi prouvé que Z est une base de E. 

— Prouvons la réciproque. On suppose que Z est une base de E. 

+ OnaFNG= {0}. En effet si xe FNG alors il existe x1,..., xp € K et y1,..., yq € K tels que x = xje +...+ Xpep = y1fi +...+ 
Ya fa. Mais alors x1e1 +... + Xp — y1f1 —... — Yqfq = 0. Mais la famille Z est libre donc x =... = xp = y1 =...= yq =0 et 
x=0. 

+ OnaE=F+6G. Eneffet, sixeE alors comme Z engendre E, il existe X1,..., Xp EK et y1,..., yq EK tels que 








X=Xe +... +Xpep+yifi +... +Yyqfa EF+G. 
a 
€F eG 


DoncE=F@eG. 


COROLLAIRE 24.17 © Dimension d’une somme directe 
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient E; et E2 deux sous-espaces vectoriels de E. Si E1 et E2 sont 
supplémentaires : E = Er @ E>, alors 


dimE = dimE, +dimE |. 
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Démonstration Comme E est de dimension finie, il en est de même de ses deux sous-espaces supplémentaires E1 et E2. Posons 
m = dimE et n2 = dimE». Il existe donc une base (e1,...,en,) de E et une base (f1,..., fn) de E2. D’après la proposition 
précédente, (e1,.….,em»f1;..., no) est une base de E et est donc de cardinal n = dimE. Par suite : dimE; + dimE» =n]+nm2=n= 
dimE. 


COROLLAIRE 24.18 © Existence d’un supplémentaire en dimension finie 


Soit E un espace vectoriel de [dimension finie | Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F possède des supplémen- 
taires dans E. 





Démonstration Soit F un sous-espace vectoriel de E. Comme E est de dimension finie il en est de même de F et F possède donc 
une base (e1,.…,ep) où p = dimF. D'après le théorème 24.10, on peut compléter cette base en une base (e1,.…,ep, f1,.…, fa) de 
E où q est un entier tel que p+ q = dimE. Posons G = Vect({f,.…, f4}). Montrons que F et G sont supplémentaires dans E. La 
famille (f1,.…., fa) est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle engendre G par construction. Donc c’est une base de G. 
Donc d’après le théorème 24.16, on sait que E=FeG. 


G F 


FIGURE 24.1 — Deux supplémentaires G et H d’un s.e.v F 


/\ Attention 24.11 Il ne faut pas parler supplémentaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existe en général une 


[infinité | Voir l’exercice 24.58 page 930. 


THÉORÈME 24.19 OQOQ Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels, formule de Grassmann 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E alors : 


dim (F+G) = dimF+dimG- dim (FnG) 





Démonstration 
Comme que FNG est un sous-espace vectoriel de E et que E est de dimension finie, FNG possède, par application de la proposition 
précédente, un supplémentaire F' dans F. Montrons que F' est un supplémentaire de G dans F+G, c’est-à-dire que F@G=F+G. 
+ SoitxeF'nG. Comme F'CeF,xeFnG et comme F' et FnG sont supplémentaires, x = 0. Donc F'nG= {0}. 
+ Soitxe F+G. Il existe donc x1 € F et x2 € G tels que x = x1+x2. Comme x € F, il existe x} € F'et x} € FNG tels que x1 = x +xf. 
Par conséquent : 
x= x + x] + x 
SO 
eF' eFnG €G 
a —— 
eG 
et donc x € F'+G. Ce qui prouve que F'+G=F+G. 
On a prouvé que F'@G = F+G. D'après le théorème 24.17, on a : dim(F+G) = dim(F'eG) = dimF’+dimG. Mais comme 
F'eFnG=F, on a aussi : dimF'+dimFnG=dimrF et donc : dimF+G=dimF+dimG-dimFnG. 


COROLLAIRE 24.20 © Caractérisation des supplémentaires 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E. On a équivalence entre : 


1 Fet G sont supplémentaires dans E. 
2 FnG={0}et dimF+dimG=dimE. 
3 F+G=EetdimF+dimG=dimE. 





Démonstration 
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Fi 


FIGURE 24.2 - Dimension de F+G:F=F &@8…(FnG)etF+G=Ge@F 


- — @ SiF et G sont supplémentaires dans E, il est clair que FNG = {0} et, d’après la proposition 24.17, que : dimF+dimG= 
dimE. 

(2 — Gui suffit de montrer que F+G=E. Mais d’après la proposition 24.19, on a : dim (F+G) = dimF+ dimG-dim (FNG) = 
dimF+dimG=n=dimE car FNnG = {0}. Par conséquent, d’après la proposition 24.15, on a: F+G=E. 

+3 — QI suffit de prouver que FNG = {0} ce qui provient de : dimFnG=dimE-dimF-dimG=0. 


Remarque 24.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travail à effectuer pour prouver une supplé- 
mentarité. 


Exemple 24.12 Reprenons le second point de l’exemple 23.15 page 856. Dans l’espace E = R*, on considère la droite F 
+y-z =0 

Mo et le plan G d’équation z = 0. Montrons que E = F& G. On a déjà vu que F et 

2X—y+z —=0 


donnée par le système 
X+y—z =0 

G sont bien des sous-espaces vectoriels de E. Le vecteur (x, y,z) € FNG si et seulement si 4 2x-y+2z =0 qui admet 
Z = 0 

comme unique solution (0,0,0). Donc dim(FnG)= 0. De plus dimF + dimG = 2+ 1 = dimE. On en déduit, d’après le 

corollaire précédent, que E=F& G. 


24.4 Applications linéaires en dimension finie 
Dans cette section, on s’intéresse aux implications de la notion de dimension en ce qui concerne les applications linéaires. 


244.1 Bases et applications linéaires 


La proposition suivante permet de comprendre qu’une application linéaire entre un espace vectoriel de dimension n et 
un autre de dimension m est entièrement déterminée par une famille de mn scalaires. Cette famille de scalaires, rangée 
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellera dans le prochain chapitre une matrice. 


THÉORÈME 24.21 © Une application linéaire est entièrement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une 
base 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que : 


Qu) e = (e1,...,en) est une base de E. 
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(a) f=(f,.., fn) est une famille de vecteurs de F. 


alors il existe une et une seule application linéaire u : E — F telle que : 


Viell,nl, u(e)=f ( 





Démonstration 
. Soit v:E — F une autre application linéaire vérifiant (x). Prouvons que u = v. Soit xe E. Comme e est une base de E, 
il existe des scalaires &,...,an € K tels que x = HE ayez. Par linéarité, on a : 


n n 


u (x) = a axe 2 agu(ez) = > ak.fk 
=1 


k=1 k=1 


et 
n 


v (x) = D axe = 2 agv (er) = à ak fk- 
=1 


k=1 k=1 
Par conséquent, u (x) = v (x) etu= v. 
. On construit une application u:E — F satisfaisant (x) de la façon suivante. Soit x e E. Il existe un unique n-uplet 
(,..., n) € K” tel que x = > azey. Posons alors u (x) = Le: À; fi. u est bien définie car le n—uplet (\1,..., An) associé à x 


est unique. u est de plus linéaire. Soit x! = Z}_, Aer et soient a, à EK.Onaax+ax =Y}_., CY + ax) eg et par définition 
deu: 
AA 2 17 
u(ax+dx) = ÿ (ox +a Xe] fe 
k=1 
n n 


= D Agfr+ > d'A fr 


k=1 k=1 
= au(x) +au(x'). 
On a de plus bien: Vke[1,n], u(ey)= fr. 
Remarque 24.6 Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient ue 2 (E,F), xeE et y = f (x). On suppose que : 
e=(e1,...,en) est une base de E. 


f=(f,.., fm) est une base de F. 


Il existe une famille de scalaires (œi;) de K telle que : Viell,n], ue;)= Eu œijf;. 


D EO0E 


ie[1,n],jel1,m] j 
n m 
Dans la base e, x= Ÿ x;-e; et dans la base f, y= Ÿ° yi-f; 
i=l j=1 
alors : Vjell,m], y; =X,0;:xi. D’après la proposition, la famille de scalaire (oti,j)ien nl el caractérise 


complètement l’application linéaire u. Cette remarque est à la base de la théorie des matrices qu’on développera dans le 
prochain chapitre. 


PROPOSITION 24.22 Caractérisation vectorielle de l’injectivité ou la surjectivité d’une application linéaire 
Soit e = (e1,.…,en) une base de E et f = (f,.…., fn) une famille de n vecteurs de E. Soit u:E — F l’application linéaire 
telque:Viell,n], ule;)= f;.Ona: 


1 uest injective si et seulement si f est libre. 


2 uest surjective si et seulement si f est génératrice. 





Démonstration ©OQ 
1) Ona: 


uestinjective > (VxeE, u(x)=0 — x=0) 











n 
— [a.ament af ne] =0 + M == =0) 
k=1 
n 
— [a.ament Agu(ex) =0 — M == 0) 
k=1 
n 
= (a.ament Y Agfk=0 = M == 0) 
k=1 


—  fest libre 
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2 Ona: 


uestsurjective <— (VyeE 1xeE: f(H=7) 


n 
= [rer 3À1,...,Ân EK: a[S nee] =» 
k=1 
n 
= [rer 111,...,n €K: À autes)=) 
k=1 


n 
— [rer 11, Àn EK: Ë = 
—  fest génératrice 


| Remarque 24.7 C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve. 


24.4.2 Dimension et isomorphisme 


PROPOSITION 24.23 © Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont même dimension 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Un K-espace vectoriel F est isomorphe à E si et seulement si dimF = 
dimE = n. 





Démonstration 
— Supposons que E et F sont isomorphes. Alors il existe u € Z(E,F) bijective. Soit Z = (e1,...,en) une base de E. Alors 
€ = (u(e1),...,u(en)) est, d’après la proposition précédente : 


< libre car u est injective. 
+ génératrice car u est surjective. 
€ forme donc une base de F et dimF = Card@ = n = dimE. 
_ Réciproquement, si dimF = dimE = n, considérons Z = (e1,...,en) une base de E et 6 = (f,..., fn) une base de F. On 
définit une application linéaire u entre E et F en posant: Viell,n], u(e;) = fi. Par application de la proposition précédente, 
u est : 
<_injective car est libre. 
«_surjective car € est génératrice. 
Par conséquent u est un isomorphisme de E dans F. 


COROLLAIRE 24.24 Q 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Alors E et K” sont isomorphes. 


Démonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de même dimension. 


COROLLAIRE 24.25 © 
Soient E1 et E2 deux K-espaces vectoriels de dimension finie alors E1 x E> est de dimension finie et : 


dim (E1 x E) = dimE; + dimE> 





Démonstration Supposons que dimE1 = m € N et dimE> = "2 € N. Appliquant le corollaire précédent, on a : Ej = K1 = 
et E = K72, On montre facilement qu'’alors : E1 x E2 = KM x K72 = K1#72, Mais dimK'1+72 = m3 + no. Par conséquent : 
dim (E1 x E2) = m1 + no. 


24.43 Rang 


DÉFINITION 24.8 OOQ Rang d’une famille de vecteurs 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle rang de la famille de vecteurs 7 = (e1,.…,e,) la dimension 
du sous-espace vectoriel engendré par 7. On notera : rg.# = dimVect(F). 


DÉFINITION 24.9 OOQ Rang d’une application linéaire 


Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On appelle rang de l’application linéaire u € Z(E,F) la 
dimension du sous-espace vectoriel Im u : rgu = dimVect(Imu). 


PROPOSITION 24.26 OQOQ 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u e Z(E,F). Si (e1,...,e,) est une base de E alors 
rgu =1g(u(e:),...,u(en)). 
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Démonstration Soit (e,,...,en) une base de E. On almu = Vect(u(e;),...,u(en)). En effet : 


yelmu <> 2xeE: y=u(x 

n 

— 31j,..,AneK: = [À noi] 
k=1 
n 

— 3,..,AneK: y= ÿAgu(ey) 
k=1 

—  yeVect(u(e1),..,u(en)) 

etrgu=dimlimu=dimVect(u(e),...,u(en)) =rg(u(e1),...,u(en)). 
x  Keru 


u Im u 


u(x) = u(xy) 





FIGURE 24.3 - Formule du rang : E= KerueVetVrImu 


THÉORÈME 24.27 OQ0Q Formule du rang 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € (FE, F). On suppose que : 


Qu) E est de dimension finie. 
dimE = dim Keru+dimimu= dimKeru+rgu 


Démonstration Comme E est de dimension finie, d’après la proposition 24.18, Ker u possède un supplémentaire G. Montrons 

que G et Im u sont isomorphes. Pour ce faire, montrons que uw : G — Im u est un isomorphisme. 

— UG est surjective : Soit y € Imu. Il existe x EE tel que u(x) = y. Comme E = Ker u® G, il existe x1 € Ker u et x2 € G tels que : 
x = X1 + x2. Comme u(x1) =0, on a : y = u(x) = u(x1 + X2) = u(X1) + u(x2) = u(x2). Par conséquent, y possède un antécédent 
pour u|G dans G. et ujg est surjective. 

— UG est injective : Soit x € G tel que uG (2) = 0. Alors x € Ker u et donc x e GnKer u. Comme E = Keru&G, x = 0 et donc ujG 
est injective. 

Par conséquent, G et Im u sont isomorphes et, d’après la proposition 24.17, on a : dimIm u = dimG = dimE -— dim Kerf. 


Alors on a la formule du rang : 





Remarque 24.8 

— On montre dans cette preuve que Im est isomorphe à tout supplémentaire de Ker u. Il faut bien prendre garde qu’en 
général, si u est un endomorphisme, Ker u et Imu ne sont pas supplémentaires. Essayez par exemple de trouver un 
endomorphisme de R? pour lequel Im w = Ker u. 

— La formule du rang permet de connaître la dimension du noyau (resp. de l’image) de u dés qu’on connaît la dimension 
de son image (resp. de son noyau). Là encore, on dispose d’un outil puissant qui va permettre de beaucoup simplifier 
les démonstrations. 


ÂÀ Attention 24.13 II y a deux erreurs classiques à commettre en appliquant cette formule. La première, grossière, est de 
prendre pour E l’espace d’arrivée de u plutôt que son espace de départ. La seconde est d’oublier de vérifier que E est de 
dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang n’a tout simplement pas de sens..En effet, Ker w et Im u peuvent 
être de dimension infinie. 


RO — R 


Exemple 24.14 On considère l'application linéaire u: (x, y,2)  (x-y+2x-z 


js Déterminons son image et 





son noyau. 
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— On sait que Imu = {{x-y+2,x-2)1(x,7,2) ER} = {x(1,1)+y(-1,0)+2(1,-1) | (x, y,z) € R°} = Vect(f, , fa) 
avec f1 = (1,1), f> = (—-1,0) et f3 = (1,—1). Trois vecteurs dans le plan sont nécessairement liés. Les vecteurs fi et 
f> ne sont pas colinéaires. D’après le lemme de réduction d’une famille liée, on a Imu= Vect{fi, f>). On vérifie que 
les vecteurs fi et f> forment une famille libre. On a donc montré que { fi, f>) est une base de Im u et que Imu est de 
dimension 2. On remarque que comme Im u € R? et que dim Im u = dimR? alors Imu = R° et u est surjective. 

— On applique la formule du rang et on trouve que dim Ker u = 1. Le noyau de u est alors une droite vectorielle et une 
base de cette droite est formée d’un seul vecteur. On vérifie que (1,2, 1) € Ker u. Donc Ker u = Vect(1,2, 1). 


COROLLAIRE 24.28 © Caractérisation des isomorphismes 
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF et ue Z(E,F). On a équivalence 
entre : 


1 uestinjective. 
2 uest surjective. 


3 uest un isomorphisme. 





Démonstration On a: 
— uestinjective — Keru={0} — dimKeru=0 = dimimu=dimE=n — uestsurjective — u est un isomorphisme. 
— uest surjective —> dimlmu=dimE=n —> dimKeru=0 — Keru={0} — uestinjective — u est un isomorphisme. 





COROLLAIRE 24.29 © Caractérisation des automorphismes 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et ue Z (E) On a équivalence entre : 


1 uestinjective. 
2 uest surjective. 


3 uest un automorphisme. 





Démonstration C’est une conséquence directe de la dernière proposition. 


THÉORÈME 24.30 © Inverses à gauche et à droite 
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme u € L(E). On dit que 
1. u est inversible à gauche si et seulement si il existe v € L(E) tel que vou=id; 


2. uest inversible à droite si et seulement si il existe w € L(E) tel que uo w =id; 


l=uylou=id. 


3. uest inversible si et seulement si il existe 4! e L(E) tel que uou 


On a la caractérisation : 


(u inversible à gauche ) — (u inversible à droite) — (u inversible ) 





Démonstration Supposons que u est inversible à gauche et montrons que u est bijective. Il existe donc v € L(E) telle que 
vou=idg. Alors vou est bijective (c’est l’application identique !) et d’après le théorème 1.1 page 1141, on sait alors que u est 
injective. Mais d’après la proposition de caractérisation des automorphismes, u est bijective. On fait de même si u est inversible à 
droite. 


Remarque 24.9 

— Là encore, on divise par deux le travail à réaliser pour montrer qu’une application linéaire u € L(E) est bijective. Dans 
le cas général, il faut exhiber une application v € L(E) tel que uo v = vou =idg. Si E est de dimension finie, il suffit 
de montrer que uo v = ide ou que vou=idg. 

— Ce résultat est faux en dimension infinie comme le montre le contre-exemple suivant. Soit l’espace des suites 
réelles. On définit deux endomorphismes (le « shift »à gauche et à droite) : 


Sg : (do, &,...) (ai, 42,...) 
Sa : (&o, &,...) (0,40, a1,...) 


Étudier l’injectivité, la surjectivité de sÿ, sq. Calculer 5% 0 sq et Sa ° Sg. 
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24.5 Récurrences linéaires 


On considère les suites de nombres réels ou complexes vérifiant la relation 
VnEN, AUn:2 + PUun:1 +CUn=0 avecaz0. 
Des liens avec la résolution de l’équation différentielle ay" + by! + cy = 0 vont apparaître. Il est donc bon de revoir le 
théorème 5.13 p.211. 
24.5.1 Structure de l’ensemble des solutions 


Soit K = € ou R. On considère l’espace vectoriel E des suites à valeurs dans K. 


PROPOSITION 24.31 
Soit a,b,etceK, avec a Z 0. 
L'ensemble F des suites de E vérifiant 


VneN, aun:2 + Dun:1 + Cun =0 


est un sous-espace vectoriel de E. 





E — E 
(Un)neN — (Wn)neN 
On vérifie simplement que ® est un endomorphisme de E. On en déduit que F, en tant que noyau de ®, est un sous-espace vectoriel 
de E. 


Démonstration Pour cela on considère ® : avec Vn EN, Un = 4AUn+2 + bun+1 + Cün. 


PROPOSITION 24.32 
F est un K-espace vectoriel de dimension < 2. 


FE — K 
(Un)neN —  (uo,w) 
On vérifie simplement que Y est linéaire. Maintenant, Ÿ est injectif. En effet, soit (Un) nen € Ker Ÿ, on vérifie par une récurrence 
double (Théorème 8.3 p. 306) Vn eN, Hyn : un = 0. 
On a Ho et H1 puisque ue KerY et VneN, (Hy etHy+1) — Hy+2) puisque a 0. 
On en déduit que F est de dimension finie. Toute famille libre de F a pour image une famille libre de K? puisque Y est injectif. 
Donc toutes les familles libres de F ont moins de deux éléments. C’est bien dire que F est un K-espace vectoriel de dimension finie 
< 2. 


Démonstration Soit Y : 


24.5.2 Suites géométriques solutions 


Comme pour les équations différentielles où l’on cherchait des solutions de la forme x e’*, on va chercher des 
solutions sous la forme de suites géométriques. Là encore on va travailler dans € dans un premier temps. 
On considère l’équation caractéristique 

ar?+br+c=0. 


Si r est une racine, alors la suite (r”) yen est une suite de F. 


PROPOSITION 24.33 
Soit a,b,etceC, avec a 0. 


» Si r1 et r2 sont des racines distinctes de a r?+ b r+c=0, alors les suites (M neN et (TI nEN forment une base de F. 
» Si r est une racines double de a r2?+ b r + c= 0, alors les suites (r")yen et (nr")hen forment une base de F. 





Dans les deux cas, F est un espace de dimension 2. 
Démonstration » Dans le cas des racines distinctes, les deux suites géométriques ont pour image par Y respectivement (1, r1) et 
(1, r2) qui forment une famille libre de C2. Donc les deux suites géométriques forment une famille libre d’un espace de dimension 
au plus deux, donc c’est une base. 
»> Dans le cas d’une racine double, les deux suites ont pour image par Ÿ respectivement (1,r) et (0,r) qui forment à nouveau une 
famille libre de C?. 


Exemple 24.15 On considère la suite de Fibonacci définie par 
Uo = 0, u =1, et VnEN, un+:2 = Un+1 + Un. 
L’équation caractéristique est r? — r — 1 = 0, elle admet deux racines distinctes 


1-V5 1+V5 


et F2 = £ 
2 é 2 








1 = 
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Donc il existe deux complexes a et b tels que VneN, u, = ar; +br;.Les conditions initiales nous donnent w9 = 0 = a+b 
et ui = 1= ar + br. On résout ce système en (a, b) pour trouver 


1 
a=-— et b= —, 
V5 V5 

soit 
1 


Un = —= 


5 








1+5)" [1-45 
2 "| 2 





n 
| | Formule de Binet. 


24.6 Polynômes 


Comme promis, nous revenons sur les polynômes en nous attachant plus à l’aspect espace vectoriel qu’à l’aspect anneau. 
Pour commencer, un rappel. 


PROPOSITION 24.34 © Structure de K[X] 
(K [IX], +,-) est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel KN des suites à valeurs dans K. 


THÉORÈME 24.35 © Base canonique de K, [X] 
Soit Kn [X] l’ensemble des polynômes de degré < n à coefficients dans K. Alors : 
+ KA [X] est un sous-espace vectoriel de K [X]. 


+ La famille | (1,X,X7,...,X") | forme une base de K [X] appelée base canonique de K; [X]. 





Démonstration 

+ Montrons que Kn [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. Soient PQ e K; [X] et soient a, f € K.Comme K [X] est un K-espace 
vectoriel, &P +6Q est encore un polynôme de KI[X]. Reste à montrer que ce polynôme est de degré < n. On a clairement : 
deg (xP) < degP < n et deg(BQ) < degQ < n et appliquant le théorème 21.4, on a aussi deg (aP + BQ) < max (degP degQ). 

+ Montrons que la famille (ER: 5x0) est libre : soient ào,..,an € K tels que ào.1+a1.X +. +an.X" = 0. Transcrivant cette 
égalité avec la notation initiale des polynômes, on a donc : (ap,.…,a@n,0,...) = (0,...,0,0,...) et par identification : &g = &1 =... = 
an = 0 ce qui prouve que la famille (1,X,X2,...,X") est libre. 

+ Montrons que la famille [UE +0 CH est génératrice de Kn IX] : Soit P e KA IX]. I existe ao, ,an € K tels que P = ao + 
aX+...+anX". La famille (Ho ee) engendre donc Kn [X]. 


| Remarque 24.10 Nous avons démontré au passage que dimK [X] = n +1. 


PROPOSITION 24.36 © Famille échelonnée en degré 
Soit = (Po,.….,P) une famille de polynômes de K, [X] telle que : 


Vief0,n], deg(P;)=i 





alors .7 est une base de K, [X]. 


Démonstration Soit A6Po +A1P1+...+AnPn = 0 une combinaison linéaire nulle de (P+). Supposons les À£ non tous nuls et 


considérons p le plus grand indice i pour lequel Xÿ # 0. On aurait alors P} = -x7 op, Le membre de gauche est un polynôme 
SV. 


de degré p et celui de droite un polynôme de degré < p — 1. Contradiction. Donc la famille . est libre. Comme elle admet n+1 
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n + 1, elle est aussi génératrice. C’est une base de Ky [XI]. 


Remarque 24.11 La famille (, (X— a),..., | forme une base de K,, [X] et (P (a) ,P'(a),.…,PU (a)) représente les 
composantes de P dans cette base. 
C’est la formule de Taylor. 


On démontre de même : 


PROPOSITION 24.37 Famille échelonnée en valuation 


+ Soit 7 = (Po,.…,P}) une famille de polynômes de K,, [X] telle que : 


Vief0,n], val(P;)=;i 


alors . est une base de K,, [X]. 
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e Soit 7 = (P;);en une famille de polynômes de K [X] telle que : 


VieN, val(P;)=;i 





alors . est une base de K [X]. 


#? #? 
En résumé 
Ce chapitre doit être parfaitement maîtrisé, il contient différentes notions fondamentales en algèbre linéaire : 


Familles libres, liées, génératrices. 5 Formule de Grassmann. 


Bases. 


DES 3 : 6 Formule du rang. 
Théorème de la base incomplète. 


B, (0, (NN, «H 


Dimension. D Image d’une base par une application linéaire. 
Les démonstrations vous sembleront sans doute difficiles dans un premier abord mais là encore, petit à petit, vous allez 


vous les approprier et vous comprendrez au final qu’elles sont pour la plupart très naturelles. Il est important de bien les 
assimiler et de savoir les refaire car les techniques utilisées re-serviront. 
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24.7 Exercices 


24.7.1 Famille libre, Famille liée, Famille génératrice 
Exercice 24.1 © 
Montrer que les vecteurs suivants de R sont linéairement dépendants : 
1. u=(1,0,1),v=1(1,-2,3),w = (1,2,-1). 
2. u=(1,2,-2),v=(2,0,-1),w=(1,—2,1). 


Solution : 


1. w=2u-v. 


2. v=u+w 





Exercice 24.2 Q 
Dans E=.F (R,R), montrer que la famille (F, 8 h) est liée où f:x—1,g:x- cos? X, h: x cos 2x. 


Solution : D’après la trigonométrie, on a h =2g - f. 





Exercice 24.3 O 
Préciser si les familles constituées des vecteurs suivants sont liées ou libres : 


1 u=(1,2),v=(,1),w=(65,1. 
2. u=(-1,0,2),v=(1,2,1),w=(0,1,1). 
3. u=(10,-1,-4,10),v=(1,0,1,—2). 


Solution : 


1. u et v ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. R? étant de dimension 2, cette famille est une 
base de R? et nécessairement la famille (u, v, w) est liée. 


2. On vérifie facilement que la famille (u, v, w) est libre. 


3. Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, ils forment donc une famille libre. 





Exercice 24.4 Q 
Soient (a, b,c) € R$. À quelle condition les trois vecteurs (1, a, b), (0,1, c),(0,0,1) forment-ils une famille libre dans 
RS ? 


Solution : Soit (À, L, 6) e R° tels que 
AC, a, b) + p(0, 1, c) + 6(0,0,1) = (0,0,0) 


On en tire À=0, aÂ+p=0 et b\ + cu +0 = 0, ce qui donne À = 1 = Ô = 0. Par conséquent, V (a, b, c) € R, la famille est 
libre. 





Exercice 24.5 Q 
Soit E un K-espace vectoriel et soient e1, e2, e3 des vecteurs de E tels que la famille (e1,e2,e3) est libre. Posons : 
fi=e1-e2, f=e2+es, fs = e1-e3. Montrer que la famille (fi, f, f3) est libre. 


Solution : Soient &,@,03 € K tel que - @; f; = 0. On a alors : a (e1 — 2) + &2 (e2 + e3) + à3 (61 — e3) = 0 ce qui 
s’écrit aussi : (@1 + 3) e1 + (— x + 2) €2 + (2 — à3) e3 = 0. La famille (e1,e2,e3) étant libre, cette égalité n’est possible 


œ + O3 = 
que si — 1 + A2 = 0. L’unique solution de ce système est le triplet (0,0,0). La famille (fi, f2, f3) est donc libre. 
O2 — O3 = 0 





Exercice 24.6 Q 
Prouver que la famille (sin, cos) est libre dans le R-espace vectoriel F (R,R). 


Solution : Soient a,f ER tels que asin+fcos = 0. On a donc: VxEeR, asinx+$Bcosx= 0. En particulier, si x = 0, 


on obtient à = 0. 11 vient alors que à = $ = 0. La famille (sin, cos) est donc libre et elle 


on obtient : B = 0 et si x = 
engendre un sous-espace vectoriel de dimension 2 dans Z (R,R), c’est-à-dire un plan vectoriel. 
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Exercice 24.7 O 
Dans le R-espace vectorielE = F ([0,2x],R), on considère les quatre fonctions : 


f: [0,27] — R a: [0,27] — R 

ns x —  COSX où x —  XCOSX 
[027 — R [027 — R 

ñ:| % —— sinx f:{ x ——  xsinx 


Prouver que la famille (fi, f2, fa, fa) est libre. 


Solution : 
Soit (1, 2,2, 4) € R* tel que où : fi + &2 : f2 + 3 : f3 + 04 : fa = 0. On à donc : 


Vxe[0,27], 1: f1 (x) +2: f2 (x) + 03: f3 (x) + &4- fa (x) = 0, 


1 = 0 . a 
puis remplaçant x par x = 


en particulier, remplaçant x par x = 0 puis x = ñ, on obtient le système 
1 +27 = 0 


37 


T 
: À . 3 +504 = 0 
puis x = +, on obtient le système : 


: d'où Vief1,4], a;=0. 
2 a + So = 0 : 





Exercice 24.8 O 
Soient r,w ER tels que w Z 0. Dans le R-espace vectoriel E= 7 (R,R), on considère les deux vecteurs fi et f> définis 
par : 
VxER, fitd=e "snowx et f(x =e "coswx. 


Démontrer que la famille (fi, f>) est libre. 


Solution : Soient |u,p2 € R tels que : Lu fi + H2f2 = 0. Cette égalité s'écrit aussi : Vx ER, pue’*coswx + 


pe’*sinwx = 0. Pour x = 0, on obtient : l1 = 0 et pour x = 2, on a : U2 = 0. Le couple (lu, 2) est donc nul et 


la famille (fi, f>) est bien libre. 





Exercice 24.9 © 
Pour tout ae R, considérons l’application 


Montrer que la famille (fo, fi, f>) est une famille libre dans 7 (R,R). 


Solution : Soient &,œ, € R tels que : 0 = 0. On a donc: VxER, oœolxl+alx—-1|+a2|lx-2]| = 0. 
a + 202 = 0 

En prenant successivement x = 0,1 et 2 dans cette égalité, on aboutit au système : ao +2 =0 dont l’unique 
20 + 1 =0 


solution est (@o, 1,2) = (0,0,0). La famille (fo, fi, f2) est bien libre. 

Autre solution : On suppose ao À 0 et on a |x| = — mn (@œ1x—1|+@21x-2|). Or cette égalité est impossible car le membre 
de droite est dérivable en zéro et le membre de gauche ne l’est pas. Donc oo = 0. On démontre de même que &; = 0 et 
2 = 0. 





Exercice 24.10 O 
Les familles de fonctions suivantes sont-ils libres dans F(R,R) ? 


1. (f1,...,fn)oùn22et Vkell,n], 


X « € 


R — R 
fi] x+k 
2. (fi, f2, f3) où Vke [1,3], 


R — R 
fi} (x k)? 


X > 


3. (fi, f2, fa, fa) où VxeR, fi = 1, (0 = x, (0 = x? et f(x) = e*. 
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Solution : 


*+L e*+2) est lié, donc la famille est lié. 


1. Puisque VxEeR, e.e**l—e**? =0, on en déduit que (e 


2. Soit (a, b, c) ER tels que 


VxeR,a(x-1)?+b(x-2)? +c(x- 3)? =0 


alors puisque ce polynôme est nul, les coefficients de x?, x, 1 du polynôme et de ses dérivées doivent être nuls. On 
en tire 





a+b+c=a+2b+3c=a+4b+9c=-0 —= a=b=c=0 


Par conséquent, la famille est libre. 
. Soient (a, b, c,d) € R* tels que 
VxeR,a+bx+cx +de*=0 


On doit avoir Vx ER, 
d+(a+bx+cx)e *=0 


et en passant à la limite lorsque x — +0, on obtient que d = 0. En factorisant ensuite par x? et en faisant tendre 
x vers +oo, on trouve que c = 0. Ensuite de même b = 0 et enfin a = 0. La famille est libre. 





Exercice 24.11 Q 
On considère l’espace des suites complexes E = S(C), et deux complexes (k1, k2) € C2 distincts. On note u la suite 
géométrique de raison k: et v la suite géométrique de raison k2. Montrer que la famille S = (u, v) est libre dans E. 


Solution : Soit (À, p) € C? tels que Au+ pv = Og. En examinant les deux premiers termes de cette suite, on trouve que : 


À+h =0 
À ki + Uk =0 





et en résolvant ce système, que À= pu =0. 


Exercice 24.12 Q 
Soit un K-espace vectoriel E et une famille de vecteurs (a1,.., an) € E" libre. On définit les vecteurs 


bi = &,b2 = a+ @2,...,Dn = 4 ++ an 


Montrer que la famille (b;,...,b,) est libre. 


Solution : Soit (A1,..., An) € K” tels que 
Abi+:--+]nbn = OE 


Alors 
uit +An)a + (2+-.+Àn)@ +. +(n 1 + Àn)An-1 + Ann = 0 


Comme (a1,...,4n) est libre, on tire que 
An=AntAn1=""=Ant.. +1 = 0x 


et par conséquent que tous les À# sont nuls. 





Exercice 24.13 VO 
Soit E = &®(R,R). Montrer que c’est un R-espace vectoriel. On considère ensuite l’application 


de Le &elL,n])) 
PK: f — fe (0) , 
Montrer que l’application + est linéaire, puis que la famille (@1,...,®n) est libre dans l’espace L(E,R). 


Solution : On montre que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R). Il est aussi facile de montrer que les applications 
4 sont linéaires. Montrons ensuite que la famille est libre. Soit (A1,..., An) € R” tels que 


A1 ++ n@n = OLER) 


En appliquant cette application linéaire à la fonction 04 : x x*eE, on trouve que 


À£k!= 0 


(car [xE](P) (0) = k! si p=Kket [xÆ](P) (0) = 0 si p # k. On en déduit donc que VkEe [1, n], Ag = 0. 
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Exercice 24.14 OC 
Soit fx(f) = ekt, Montrer que {f1,..., fn} est une famille libre dans F(R,R). 


Solution : Soit (\1,..., An) € R” tels que 


VxER, Ae*+...+Ane"*=0. 


Alors 


(n-1)x 


=0— 0 
X— —00 


VxEeR, A1+--.+A,e 


et À1 = 0. On recommence avec 
VieR et. EN ete _ 


ce qui donne À: = 0 et ainsi de suite, on montre que tous les coefficients de la combinaison linéaire sont nuls. La famille 
est donc libre. 





Exercice 24.15 OC 
Dans l’espace vectoriel E = F(R,R), montrer que la famille S=(x—1,x— chx,x— ch2x,...,x— chnx) est libre. 


nx L ÇQonx ex 
Solution : Au voisinage de +co, on a l'équivalent ch nx = — (1+e727x) 


—2nx 
X— +00 


carl+e 1. Soient ao, ..., an ER tels que 


VxEeR, œo+achx+...+anchnx=0 


alors 


nx 


VxER, œe *’+ach(x)e *+...+a,ch(nx)e "* = 0. 


En vertu de l’équivalent, pour tout k€ [0, n] ,ch(kx) e "* ne con )2 er 
—+ +00 


ch(kx) e"* 
X— +00 


0 sik<n 
1/2 sik=n 


Donc la somme précédente ne tend vers 0 que si à, = 0. On répète n fois ce raisonnement et on montre que à&o =... = 
àn = 0. La famille S est bien libre. 





Exercice 24.16 MN 
Soit E un K-espace vectoriel et (u1,...,u\) une famille libre. Les familles 


S = (U1 — U2,U2 — U3,..., Un-1 — Un, Un — U1) 


T = (ui + U2,..., Un-1 + Un, Un + Ui) 


sont-ils libres ? 
Solution : La familleS est liée car 
Ci — U2) + (2 — Us) ++ (Un-1 — Un) + (Un — wi) = 0 
Pour la famille T : Soit (\1,..., An) € K” tel que 
A1 Ca + U2) ++ A n(Un + 1) = 0E 
Comme (u1,...,un) est libre, il vient que 
AitAn=0k A2+A1=0k,...,An-1+An=0k 


Par conséquent, | 
A=(-D = (-D'A. 


Si nest impair, 211 = OK et donc À = 0, puis alors tous les coefficients sont nuls. Si n est impair, T est une famille libre. 
Si par contre n est pair, on vérifie que 


n=l ; 
LCD uit uis1) + CD (un + Wu) = 0e 
i=0 





et doncT est lié. 
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Exercice 24.17 OC 
Dans l’espace E = F(R,R), on considère les fonctions définies par Vke N*, 


fi] EUR 


Xx ——  sin(kx) 


Montrer que Vn € N°, la famille S = (f1,..…., fn) est libre. On calculera d’abord pour (p, q) € (N*)2, l'intégrale : 


1 27 
| sin(px) sin(qx) dx = ôpq 


TT JO 


OÙ Ôpq = 1 Si p = q et est nul sinon. 


Solution : Soit (p, q) € N?. On utilise la trigonométrie. Pour tout x eR : 


sin(px) sin(gx) = - (cos((p — q) x) - cos((p + q) x)) 


donc si p £ q, 
27 


27 
. sin(px) sin(gx) dx = _ | sin (pd) x) = —sin((p+ g)x)| =0 
T JO 2x | p-q p+q 0 


et si p = q alors 
NAT 1 FA 1 1 =0 
. sin(px) sin(qx) dx=— | (1-cos((p+ q)x)) dx=—|x-—sin((p+q)x)| =1. 
T JO 27 0 2T p+q 0 


Montrons queS est libre. Soient &1,...,a, ER tels que . a; fi = 0. Soit ke [1, n]. Par linéarité de l’intégrale, on a : 


Rx (27 n 
0=) — Je @9) fi (©) di) 67; 04. 
i=1 À V0 1 





et ce pour tout ke [1, n]. On en déduit queS est libre. 


24.7.2 Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie 


Exercice 24.18 © 
Vérifier si les vecteurs suivants forment une famille génératrice de R* : 


u1 — (0,1,1) , U2 — (,-—1,0) » U3 — (1,0,2) et Uyi= (,-1,2) 


Solution : La famille (u1, u2, u3) est libre. En effet, si «1,02, € R sont tels que oi ui + &u2 + œauz = 0 alors on a : 
> +03 =0 
{a — 2 = 0 ce qui amène & = &2 = à3 = 0. Comme dimR® = 3, cette famille engendre R$ et il en est donc de 
œ +203 = 0 
même de la famille (ui, u2, U3, Ua) 





Exercice 24.19 Q 
Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de R< engendré par les familles de vecteurs (U, u2, us, u4) avec : 


1. ui =(1,0,0,1), u2 = (1,0,1,0), u3 = (0,1,0,1), wa = (1,0,0,1) 
2. = (1,1,1,0), 2 = (1,1,2,0), u3 = (0,1,1,1), wa = (0,1,0,1) 
3. u1 — (,-1,1,-1), U2 — (1,1,2,—2), U3 — (3, —-1,4,-4), Ua — (0, —2,-—1,1). 


Solution : 
1. Soient à; ER, i = 1,2,3,4 tels que + œ;u; = 0. les scalaires a; vérifient alors le système : 


On a une solution non nulle : (1,1,—-1,-1). La famille est donc liée et engendre un espace de dimension au plus 3. 
On vérifie que (u1, 2, ua) est libre. Dans le système précédent on fait &4 = 0. On trouve alors & = 0 puis à3 = 0 
et à = 0. Donc la famille (u1, u2, us, u4) engendre un espace de dimension 3. 


. On vérifie que U4 = U1 — u2 + ua. On montre de la même façon que précédemment que la famille (u1, u2, us) est 
libre. Donc dimVect (ui, u>2,u3, ua) = 3. 


. On a : u3 = 2U1 + Up et Ua = u1 — u2. Les vecteurs u; et u2 ne sont pas colinéaires et forment donc une famille 
libre. Par suite dimVect (ui, u2,u3, ua) = dimVect (ui, u2) = 2. 
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24.7.3 Bases et dimension d’un espace vectoriel 


Exercice 24.20 O 
Posons ei = (1,1,1), e2 = (1,1,0), e3 = (0,1,1). Montrer que e = (e1,e2,e3) est une base de R$. 


Solution : Soient &,02,03 € R tels que œie1 + &2e2 + &3ez = 0. Alors (@1,0@2,&3) est solution du système 
la + 2 = 0 


Où + © + 3 = 0 et on trouve & = & = à3 = 0. La famille est donc libre. Comme dimR® = #e, la famille e est une 
œ + 3 = 0 
base de R3. 





Exercice 24.21 Q 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et e = (e1,e2,e3) une base de E. On pose : 


fi=e2+2e3, f=e3-e, f3 = e1 +26 


Montrer que f = (fi, f>, fs) est aussi une base de E 


Solution : Soient &,œ,03 € R tels que où f1 + 2 f2 + 3 fa = 0. Alors œ (e2 + 263) + 2 (e3 — e1) + 3 (e1 + 262) = 0 et 
(3 — 2) e1 + (1 + 203) €2 + (20 + 2) 63 = 0. Comme la famille e est libre, le triplet (d1,2,@3) est solution du système 
— 2 +3 =0 
a + 2a3 = 0 et on trouve & = & = 3 = 0. La famille est donc libre. Comme dimRŸ = #e, la famille e est une 
21 + 2 =0 
base de RS. 





Exercice 24.22 Q 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et e = (e1,e2,e3) est une base de E. On pose : 


fi = e1 +262 +2e3, f=e+e 


Montrer que (fi, 2) est libre et compléter cette famille en une base de E. 


Solution : Les vecteurs fi et f> ne sont pas colinéaires. Ils forment une famille libre. On vérifie en procédant comme 
dans l'exercice précédent que la famille (e>, fi, f>) est libre et forme donc une base de E. 





Exercice 24.23 Q 


1. Montrer que les vecteurs fi = (1,2), f = (—-1,2) et f3 = (-3,5) forme une famille génératrice de R2. 


2. Exprimer un vecteur quelconque u de coordonnées (x, y) dans la base canonique comme combinaison linéaire 
de ces vecteurs. Cette décomposition est-elle unique ? 


Solution : 


1. Les vecteurs fi et f> ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. Comme dimR? = 2 Ja famille 
f = (ff) est une base de R?. Elle engendre donc R? et il en est alors de même de la famille (fi, f>, fa). 


2. Introduisons les deux vecteurs de la base canonique de R? :e, = (1,0) ete = (0,1). D'après ce qui précède, il existe 
a —b-3c=x 
2a+2b+5c=7y 
Ce système admet une infinité de solutions et la décomposition recherchée n’est pas unique. Une d’entre elles est 

donnée par exemple par a = x/2+ y/4, b=-x/2+ y/4 et c=0. 


a, b,c ER tels que u = xei + yes = afi + bf2 + cf3. Le triplet (a, b, c) est solution du système 





Exercice 24.24 Q 
Soient (x1,X2, x3) les coordonnées d’un vecteur u dans la base canonique de R$. Exprimer les coordonnées (y, V2, y3) 
de ce même vecteur dans la base de RŸ formée des vecteurs : 


€e1=(1,1,0), e2=(10,1), €3=(0,1,1). 


Solution : On vérifie facilement que la famille (£1,€2,€3) est une base de R. Il existe donc des scalaires V1, J2, V3 tels 
que : u = (X1, X2, X3) = V1€1 + V2€2 + y3€3. En remplaçant les vecteurs €; par leurs expressions, on obtient le système : 


X2 — X3 + X1 — X2 + X3 + X1 X2+Xx3— xl 


2 5] #0 à 


y1 + 3 — X2 qui amène : yl = 
V2 + V3 = X3 


Û 


D = X]1 
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Exercice 24.25 Q 
Soient les vecteurs de R : 


u=(-1,1,1), v=(1,-1,1)}, w=({(1,1,-1) et x=(2,-3,1). 


1. Prouver que la famille (u, v, w) forme une base R. 


2. Quelles sont les coordonnées de x dans cette base ? 


Solution : 


1. Soient &,0@2,0a3 € R tels que œu + œv+azw = 0. Le triplet (d,@,@3) est solution du système : 
— 1 + X2 + &3 = 0 
| © — 2 + 3 = 0 et donc &j = & = &3 = 0. La famille (u, v, w) est bien libre. Comme dimR® = 3, c’est une 


1 + A2 — A3 = 0 
base de R. 


2. La famille (u, v, w) étant une base de E, il existe (x, x, x2) € R* tel que : x= xu+xv+xs w. Le triplet (x, x2, X3) 
melon À 
est donc solution du système X1 — X2 + X3 = —3. En le résolvant, on trouve x1 = —-1, x = 3/2 et x3 = —-1/2. Les 
X1+X2—X3 =1l 
coordonnées de x dans la base (u, v, w) sont donc :|(—-1,3/2,-1/2) 





Exercice 24.26 O 
Soit E le sous-espace vectoriel de R{ engendré par les vecteurs e1 = (1,1,0,0), e = (1,1,0, 1) et e3 = (0,0,0,1). 


1. Quelle est la dimension de E ? 


2. Compléter cette famille en sorte d’avoir une base de R{. 


Solution : 


1. Comme 63 = e2— e1, la famille e n’est pas libre. Par contre, comme les vecteurs e, et e> ne sont pas colinéaires, 
(e1,e2) forme une famille libre qui engendre encore E par le lemme de diminution d’une famille liée. On complète 
la base par des vecteurs de la base canonique. 


2. Une solution peut être de compléter la famille (e1,e2) avec les vecteurs fi = (1,0,0,0) et f2 = (0,0,1,0) de la base 
canonique de R<. On montre facilement que la famille (er, e2, fi, f) est libre. Comme dimR“ = 4, elle forme une 
base de R“. 





Exercice 24.27 Q 
Dans l’espace R“, on considère les deux vecteurs fi = (0,1,2, D) et f> = (3,0,1,1). Trouver deux vecteurs f3, f\ tels que 
la famille (f1, f2, f3, fa) forme une base de R“. 


Solution : Les vecteurs fi et f> ne sont pas colinéaires donc la famille S1 = (fi, f) est libre. On considère la base 
canonique e = (e1,...,€1) de R<. On vérifie facilement que S2 = (fi, f2, e1, e2) est libre. Finalement, puisque dimR“ = 4, 
et que l’on a trouvé une famille libre de cardinal 4, S2 est une base. 





Exercice 24.28 Q 


1. Prouver que (1, i) est une base du R-espace vectoriel €. 
2in 
2. De même, prouver que (1, j) est une base de C où j=e 3. 


3. Donner une base du C-espace vectoriel C. 


Solution : 


1. Pour tout nombre complexe z, il existe a,bER tels que z=ax1+bxi. La famille (1, i) est donc génératrice de 
C. Soient a,b ER tels que ax 1+bxi=0. On a alors forcement a = b = 0. La famille (1, i) est donc libre. La 
famille forme une base de €. On en déduit que € est un R-espace vectoriel de dimension 2. 

27 27 


2. Soient a,bE R tels que a.1+ b.j = 0. On a alors : a(1+cos ) + ibsinÆ ce qui amène a = b = 0. La famille 


3 3 
(1, j) est donc libre dans C. Comme C est de dimension 2, (1, j) engendre C. (1, j) est donc une base de C. 
3. La famille (1) forme une base du C-espace vectoriel €. Cette famille est trivialement libre. Si z e C alors z= z.1 ! 
Et donc Ia famille (1) est génératrice de €. C’est donc une base de € et C est un C-espace vectoriel de dimension 
1. 
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Exercice 24.29 OO 
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = (e1,...,en). Pour tout i e [1,n], on pose £; = e+...+e;. 


1. Montrer que € = (E;);ey1,ny forme une base de E. 
2. Exprimer les composantes d’un vecteur de E dans € en fonction de ses composantes dans e. 


Solution : 


n 
1. Soit (,...,an) € K” tel que 5 je; = 0. On a alors 
i=1 


(@1 + 2 +: + an) ex + (A2 + --- + On) 2 +... + +Onen = 0 


qui conduit, de part la liberté de e, à : 


+ On = 0 
+ On = 0 


An = 0 
et donc än = ...=@1 = 0. 


2. Soit xeE. On a x=@e1 +... Onen = XjE1 +... @hEn. On a donc : 


lé ! LE 

y +, +: +0 = À] 
! LE 
A +: + y = O2 


1e 
Un = On 


ce qui amène : 


d = Œj —-@ 


! 
n-1 


et| X = (41 — 2) e1 + (A2 — &3) 2 +... + (An-1 — An) En-1 + Anen |. 


Exercice 24.30 MN 


1. Vérifier que R muni de l’addition et de la multiplication par un rationnel est un Q-espace vectoriel. 


[ot = Xn-1 — An 





2. Montrer que 
E= {a+ bV2+ cv3, (a, b, 0) € @} 
est un Q-espace vectoriel. 


3. Trouver une base de E. 


Solution : 
1. On vérifie facilement que R muni de l’addition et de la multiplication par un rationnel vérifie les axiomes définis- 
sant un Q-espace vectoriel 


2. Pour répondre à la question, il suffit de montrer que E est un sous-espace vectoriel de R. E est clairement non 
vide et si a,« eQ,u=a+bV2+cv3eE et u = a'+b'V2+c'V3€EE alors au+au! = a(a+bV2+cv3)+ 
œ'(a'+b'V2+c'V3) = («a+ a’) +(ab+a'b') V2 +(ac+ac') V3 € E. L'ensemble E est bien un sous-espace 
vectoriel de R. On peut aussi remarquer que E = Vect (1, V2, V3). 


. Montrons que la famille e = (1, V2, V3) est une base de E. Elle engendre clairement E. Soient a, b,c e Q tels que 


a+bV2+cv3 =0. Alors cV3 =-(a+ bV2) et en élevant au carré 3c? = a? +2b?+2abV2. 
(a) Si a et b sont nuls, on a forcément c = 0. 
(b) Sia=0 et bZ0 alors 3c? = 2h? et c/b = +V213 ce qui n’est pas possible car c/be Q. 


(c) SiaZ£0 et b=0 alors 3c? = a? et cla = V3/3 ce qui n’est pas possible pour la même raison que précédem- 
ment. 


(d) Si a,b 70 alors V2 = Êt - à 2b?) /2ab ce qui n’est pas possible car V2 # Q. 


En conclusion, a = b= c=0 et la famille est libre. On à ainsi trouvé une base de E qui est de dimension 3. 
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Exercice 24.31 OO 
Soit R [X] l’espace vectoriel des polynômes de degré < n. Soit F = (Po,...,P;) une famille de n+ 1 polynômes de 
Rh [IX] telle que : 
Viel0,n], degP;=i. 


Prouver que & est une base de R; [X]. 


Solution : 
Pour tout k € [0,n], supposons que que Px = AXE + es À Comme degP} = k, on a nécessairement À£ # 0. 
Soient ào,..., an ER tels que : Dis axPy = 0. Un polynôme étant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, 


on aboutit au système : 


Ào00 + Ào,1041 + Ào,2%2 Abo + À0,nn = 0 
A0 + À1,202 1068 + i,n0n = 0 


An-10n-1 + Ân-1,n0n = 0 
Ann = 0 
qui est triangulaire, et comme Vke[0,n], A0, son unique solution est le n + 1-uplet nul. Il vient : ào = &1 =... = 
an = 0 et la famille F est libre. Comme elle est de cardinal égal à la dimension de R; [X], 7 est de plus génératrice de 
Rh IX]. On en déduit qu’elle forme une base de R; [X]. 





Exercice 24.32 MN 
Montrer S(R) et F(R,R) sont de dimension infinie. 


Solution : Pour le premier cas, on considère pour tout n € N, la suite e(n) € S(R) qui s’annule à tous les rangs 
sauf au rang n où elle vaut 1. On considère aussi pour tout m € N la famille de suites Em = (e(0),...,e(m)). Pour 
tout m e N, cette famille est libre. En effet, si ào,...,an € R sont tels que ape(0) +... + ane(m) = 0 alors on obtient 
(Go, , Am, 0,...) = (0,...) et donc que 0 =... = &n = 0. Supposons que S(R) soit de dimension finie n e N. La famille 
E, est libre et de cardinal n + 1 ce qui n’est pas possible. Donc (R) est de dimension infinie. 

Pour le second cas, on procède de même en considérant pour tout n e N les fonctions f, définies sur R qui valent 0 si 
x£net qui valent 1 six=n. 





24.74 Sous-espace vectoriel de dimension finie 


Exercice 24.33 © 
Soit F= {(x, y,z) € RS |x-y+22z= 0}. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de RŸ, en déterminer une base et 
calculer sa dimension. 


Solution : Comme F = {{(y-2z, 7,2) | y,z€R} = Vect((1,1,0),(-2,0,1)), F est un sous-espace vectoriel de R°. La 
famille ((1,1,0),(—2,0,1)) engendre F et les deux vecteurs la constituant n'étant pas colinéaire, elle est libre. Cette 
famille forme donc une base de F et dimF = 2. 





Exercice 24.34 ©O 
SoitF={{x,y,z)ER°|x-y+2=0 et -x-y+2=0}. 
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de RS. 


2. Trouver une base de F. En déduire dimF. 

: . k x—y+z=0 x=y+2z=0 
Solution : Ona: 0 set 
{(0, y, y) | y ER} = Vect(0,1,1). F est donc un sous-espace vectoriel de RŸ et la famille constituée du vecteur (0,1, 1) en 
forme une base. On en déduit que dimF = 1. Le sous-espace F est la droite vectorielle de R® dirigée par (0, 1, 1). 


donc F={{x,y,z)eR°|x-y+z=0 et -x-y+2=0}= 





Exercice 24.35 © 
Montrer que le sous-ensemble 


F={{(a+6,B,2a-$,-a) | a BER} 


est un sous-espace vectoriel de R* dont on déterminera la dimension et une base. 


Solution : Comme F = {{(a+f,B,2a-$,-a) | ae R,BER}= {x(1,0,2,-1) +B(1,1,-1,0) | a B ER} = Vect(e1,e2) où 


e1 = (1,0,2,-—1) et e = (1,1,-1,0). On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de R<. De plus, les vecteurs e1 et e2 
ne sont pas colinéaires et ils engendrent F. Ils forment donc une base de F et dimF = 2. 
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Exercice 24.36 Q 
Dans R#, on considère le sous-ensemble 


F:={(x,7,2,0 ERŸ|2x-y+32+1=0)} 


Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une base. 


Solution : Comme F = {(x,7,2,t) € RO | 2x-y+32+5t = 0} = {(x,2x+32+1,2,t) | x,z,tER) = 

Vect((1,2,0,0),(0,3,1,0),(0,1,0,1)). Donc F est un sous-espace vectoriel de R<. La famille (e1, e, e3) où e1 = (1,2,0,0), 

e2 = (0,3,1,0) et e3 = (0,1,0, 1) engendre F. Montrons qu'elle est libre. Soient &,@2,a3 € R tels que &1e1 + 262 + a3e3 = 
œ] = 0 


2 + 32 + a3 = 0 
2 = 0 
a3 = 0 


0. Le triplet (t1,@2,@3) vérifie et donc x = &2 = à3 = 0. La famille est bien libre. Alors (e1, e2, e3) 





est une base de F et dimF = 3. 


Exercice 24.37 © 
Soit F={{x,y,z,t)E R|2x-y+2z-1=0} 
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4. 
2. Trouver une famille génératrice de FE. 


3. En déduire une base de F puis la dimension deF. 


Solution : 

1. On a E F =  {{xy,zneRt|2x-y+z-1=0) = {(xy,z2x-y+2)|x7,2ER} = 
{x (1,0,0,2) + y(0,1,0,—1) +2(0,0,1,1) | x,y,Z€ R} = Vect(e;,e,e;) où ei = (1,0,0,2), e> = (0,1,0,-1) et 
e3 = (0,0, 1,1). On en déduit à la fois que F est un sous-espace vectoriel de R* ainsi qu’une famille génératrice de 
FE. 


2. On vérifie facilement que la famille (e1, e2,e3) est libre. On en déduit que cette famille forme une base de F et 
donc que dimF = 3. 





Exercice 24.38 Q 
Dans l’espace R<, on considère le sous-espace vectoriel F = Vect{v;, vo, V3, va} Où v1 = (1,2,3,1), v2 = (0,1,1,1), 
V3 = (0,0,1,2), v4 = (2,5,6,1) Trouver une base du sous-espace vectoriel F. 


Solution : On remarque que v4 = 2v1 + v2 — v3. Donc la famille est liée et d’après le lemme de réduction d’une famille 
liée, F = Vect(v;, V2, v3). On montre facilement que la famille (v1, v2, v3) est libre et forme donc une base de F. II 
s’ensuit que dimF =5. 





Exercice 24.39 © 
On note E l’espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables de R dans R. Soit un réel ae R. On note F l’ensem- 
ble des fonctions f vérifiant : 
VxER, f'(H=af(x 


Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer une base de F. 


Solution : On applique le théorème de résolution des équations différentielles homogène du premier degré sans second 
membre et les fonctions f solutions de y’ — ay = 0 sont celles de la forme f : x ae“* où a € R. On en déduit que 
F=Vect(x— exp (ax)) et que c’est un sous-espace vectoriel de E. II est alors clair que la famille (x exp (ax)) forme 
une base de F et que dimF= 1. 





Exercice 24.40 O à 
Montrer que F = {f € Æ2(R) | f”-2f'+2f = 0} est un sous-espace vectoriel de € (R) et en déterminer une base. En 
déduire la dimension de F. 


Solution : En appliquant le théorème de résolution des équations différentielles du second ordre à coefficients con- 
stants, on trouve que F = {x («cos x+fsin x) e* | a BER}. Autrement dit : F = Vect{ fi, f>) où f1:x- cosxe”* et 


f:x- sinxe”*. La famille (fi, f>) engendre F. On vérifie facilement qu’elle est libre. Elle forme donc une base de F 
et dimF = 2. 





Exercice 24.41 Q 
Montrer F = {P € R4[X] | P (1) = P (2) = 0} est un sous-espace vectoriel de R, [X] et en déterminer une base ainsi que la 
dimension. 
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Solution : Les polynômes de F sont de degré < 4 et s’annulent en 1 et 2. Par conséquent, ils sont de la forme 
(aX?+bX+c)(X-1)(X—2). II s'ensuit que F = Vect(P1,P2,P3) où P1 = X2(X—1)(X—2),P2 = X(X-1)(X—2),P3 = 


X-1) (X-—2). On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de R4 [X]. On vérifie facilement que la famille (P1, P2,P3) 
est libre. Si &1,&2,a3 sont trois réels tels que &1P1 + &2P2 + a3P3 = 0 alors par intégrité de l’anneau des polynômes, 
a X2 + a>X + 3 = 0 ce qui n’est possible que si & = &2 = à3 = 0. La famille (P1,P2,P3) forme donc une base de F. 





Exercice 24.42 O 
Soit F l’ensemble des fonctions f :R —R telles qu’il existe a, b,ce R pour lesquels : 


VxER, f(x= (a +bx+ c)sinx 
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de 7 (R,R). 


2. Déterminer une base de F ainsi que sa dimension. 


Solution : 


2 


1. Festengendré par la famille (x — X°SinX, x XSinX,X-— sin x). C’est donc un sous-espace vectoriel de 7 (R,R). 


2. Une base de E est donnée par la famille précédente : Soient a,f,y ER tels que : Vxe R,ax?sinx+ Bxsinx+ 
ysinx=0, alors Vx£O[x], ax? +fx+y= 0. Un polynôme du second degré est soit identiquement nul, soit ne 
s’annule au plus que deux fois. Donc à = $ = ÿ = 0. La famille est donc libre. Elle est, par définition génératrice 
et forme donc une base de F qui est alors un sous-espace vectoriel de dimension 3 de E. 





Exercice 24.43 Q 
Déterminer une base du sous-espace vectoriel F de 7 (R,R) donné par : F = Vect (fi, f, f3, fa) où 


fixe, fixe *, fatxechx, fi:x-shx. 


l l 
Solution : On vérifie facilement que la famille (fi, f2) est libre. De plus : fs = à (fi + fo) et fa = à (fi — f). Donc par 


application du lemme de réduction d’une famille liée : F = Vect{ fi, f2, fs, fa) = Vect(f\, f2). On en déduit qu’une base 
de F est (fi, f>). 





Exercice 24.44 Q 
On pose : 
fixe x, p:x x?, B:x- xInx, fa:x- nx 


On pose aussi : F = Vect{ fi, f, f3, fa). Prouver que F est un R-espace vectoriel et déterminer sa dimension. 


Solution : L'ensemble F s’écrit comme un Vect, c’est donc un sous-espace de F (R*, R) et donc un R-espace vectoriel. 
Soient a; € R, i € [1,4] tels que f = où fi + &2 f2 + à3 f3 + 4 f1 = 0. La fonction f ainsi que toutes ses dérivées sont 
identiquement nulles sur RŸ. L'égalité f (1) = 0 amène oœ + «> = 0. L'égalité f' (1) = 0 amène & + 202 + à&3 + &4 = 0 
et f" (1) = 0 amène 20 + &3 + 304 = 0. Enfin, f’" (1) = 0 amène —-a3 + 204 = 0. Le quadruplet (x1,@2,@3,&4) est donc 
solution du système formé par ces 4 équations. On vérifie en le résolvant que sa seule solution est (0,0,0,0). II vient 
donc que œ&1 = & = à3 = © = 0. La famille (fi, f2, fa, fa) est libre et dimF = 4. 





Exercice 24.45 Q 
Posons F = Vect{ fi, f2, fs) où 


2X 


2 
fiixre, fixe et fixe. 


Montrer que F est un sous-espace vectoriel de 7 (R,R) et en donner la dimension et une base. 


Solution : 
L'ensemble F étant donné comme un Vect, c’est un sous-espace vectoriel de F (R,R). Soient 1,2, € R tels que 


2 à a Hg 
© fi + © f> + 3 fs = 0. On a donc: VxER, œe*+ œe*+aze* =0. En particulier, pour tout xe R, en divisant par 
2 


Ci: , ; 
0 = (ou corde di. o) — 3 
X— 00 


donc az = 0. On a donc en revenant à la première égalité : VxeR, œje*+a2e?* = 0. De même, on divise cette égalité 
par e* et on trouve 


0 = (ai + ae*) œ 


X— —00 


et nécessairement «1 = 0 ce qui amène aussi & = 0 car la fonction exponentielle est strictement positive. La famille 
(fi, f>, f3) est bien libre et dimF =3. 
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Exercice 24.46 OO 
Soit p € N°. On considère le sous-ensemble 7, (R) de .7(R) des suites p-périodiques : 


F9 ®) = {(Un) ES (R) |VREN, Un+p = Un} 


Montrer que FD (R) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de S (R) et déterminer sa dimension. 


Solution : 7, (R) est stable par combinaison linéaire. C’est donc un sous-espace vectoriel de (R). Pour tout ne N, 
notons « n mod p »le reste de la division euclidienne de n par p. Introduisons la famille ((un))eprp de suites données 
par 

1 si ñ mod p=i 


0 sinon 


VnenN, 4 =| 


Cette famille forme une base de Ph (R). Si o1,...,x) € R sont tels que Le a; (ui) = 0 alors il vient que la suite 
(GC Re ou) est nulle et donc que & =... = à, = 0. Donc la famille est libre. Considérons une suite 
p-périodique a = (@1,.…., 4p, &1,..., 4p, &,...) € 7% (R). On peut écrire que a = a (ul)+...+ Ap (42) et donc la famille 
engendre S (R). En conclusion, c’est bien une base de 7, (R) et dim., (R) = p. On aurait aussi facilement pu résoudre 
cet exercice en montrant que 
p- PR) — KR 
(un) — (wo... up) 





est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 


24.7.5 Hyperplan 


Exercice 24.47 VO 
Soit un K-espace vectoriel E, H un hyperplan de E, et H’ un sous-espace vectoriel de E. Montrer que 


HcH' = H'=HouH'=E 


Solution : Supposons que H' Z H. Alors il existe a € H'\H. On sait alors, puisque H est un hyperplan que He Vect(a) = 
E. Montrons que H' = E. Soit x € E, il existe (xx, À) EH xK tels que x = xx +Àa € H/ car H' est un sous-espace vectoriel 
de E. 





Exercice 24.48 ©QQ 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et H un hyperplan de E. Montrer qu'il existe une forme linéaire 4 tel 
que H = Kerw. 


Solution : Comme H est un hyperplan et que E est de dimension finie, H admet un supplémentaire D dans E et 
dimD = 1. Soit v un vecteur formant une base de D. Tout vecteur x € E se décompose de manière unique sous la 
forme x = x + av où XEHetaeR. On considère alors la forme linéaire donnée par @ (x) = 0 si xe H etp(v)= 1. 
L'application 4 est bien définie sur E et vérifie par construction Ker(p = H. 





Exercice 24.49 VO 
Soit D une droite vectorielle et H un hyperplan d’un K-espace vectoriel E de dimension n € N*. Montrer que si D £H 
alors D et H sont supplémentaires dans E. 


Solution : 

Le sous-espace vectoriel D + H contient H et D et est contenu dans E donc dim (D +H) = n ou dim(D+H) = 7-1. 
Si dim (D +H) = n-—1 alors comme dimH = dim (D +H), il vient que D +H = H et donc que D € (D +H) = H ce qui 
contredit l'hypothèse formulée au sujet de D. Donc dim (D+H) = n, ce qui prouve que D+H=E. De plus dim (DnH) = 
dim (D + H) - dimH - dim D = 0, donc FNH = {0} d’où le résultat. 





Exercice 24.50 OO 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, H1 et H2 deux hyperplans de E avec H; # H2. Calculer dim(Hin 
EH). 


Solution : 
Calculons tout d’abord dim (H; + H2). Remarquons que H; + H2 est un sous-espace vectoriel de E qui contient H1. On 


a donc dim (H; + Hb) = n ou dim (Hi; + Hi) = n—1. Si dim (H; + H2) = n-—1 alors, comme dimH, = dimH = n-1 
et que Hi € H1 + Ho, H2 € Hi + H2 alors Hi = H1 + H2 = H: ce qui contredit le fait que H; et H2 sont distincts. Donc 
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dim (Hi + Hb) = dimE = n. La formule de Grassmann amène dim H,; + dim H> = dim (H; + H2) + dim (H; N Hb) et donc 
dim (H1NH2)=2n-2-n=n-2. On peut aussi raisonner avec des formes linéaires. Comme H: est un hyperplan de 
E, il existe une forme linéaire sur E, @ € E* non-nulle telle que H2 = Kerw. Considérons la restriction Q de la forme 
linéaire @ au sous espace H]. Il est clair que & est une forme linéaire de Hi : Ge H'. 


1. GAZ Oxx : par l’absurde, si G = 0, on aurait V x e Hi, (x) = @(x) = OK et donc on aurait H1 € H2. Mais puisque 
dimH; = dimH, = ñn-1, on aurait Hi = H: ce qui est faux d’après l’énoncé ; 
2. H1NH2 = Ker6 : 
— Soit x € Hi NH, G(x) = (x) = OK, 
— Soit x e Kerÿ, x e Hi et (x) = p(x) = 0K et donc x € Hi NH ; 
Nous avons donc montré que H; NH: est un hyperplan de l’espace H et puisque dimH; = ñn-1, en utilisant le résultat 
du cours, il vient que dim (H1 NH)=n—2. 





Exercice 24.51 VO 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient H un hyperplan et F un sous-espace vectoriel de E non inclus 
dans H. Montrer que dimFNnH=dimF-I1. 


Solution : Comme dimH = n-1, le sous-espace vectoriel F + H de E est de dimension égal à n ou n—1. Mais F n’est 


pas inclus dans H, donc dim (F+H) = n. Par ailleurs, d’après la formule de Grassmann dim F + dimH = dim (H+ EF) + 
dim (FN H) donc : dimF+n-—1=n+dim (FnH) ce qui prouve le résultat. 





24.7.6  Sous-espaces supplémentaires 


Exercice 24.52 Q 
Déterminer un supplémentaire de F = Vect(u, v) où u = (1,0, 1) et T =(1,1,0) dans R 


Solution : Posons w = (0,0,1). On vérifie facilement que la famille (u, v, w) forme une base de R. Donc, d ’après le 





cours les deux sous-espaces F = Vect(u, v) et G=Vect(w) sont supplémentaires dans RS. 


Exercice 24.53 Q 
On considère le R-espace vectoriel E = R etu=(1,1,1)e R ; Posons : 


F={(x, 7,2) eR* | x+y-z=0} et G=Vect(u) 


Prouver que F et G sont des sous-espaces supplémentaires de E. 


Solution : OnaF={{x,7,z)EeR|x+y+2z=0} = {{x,y,x+ y) | x,yER} = Vect(v,w) avec v = (1,0,1) et w = 


(0, 1,1). On vérifie facilement que la famille (u, v, w) forme une base de R° doncF&8G=R*. 





Exercice 24.54 Q 
Dans E = R“, on considère l’ensemble 


F={(x,y,Z0EEl|x=yetx-y+{t=0} 


1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E, et déterminer une base de F. 
2. Déterminer un supplémentaire de F dans E. 


3. Le supplémentaire trouvé est-il unique ? 


Solution : 


1. OnaF={(x,7,20 EeE;x= yet x 7y+1=0}={(x,x,2,0) | x,zER} = Vecf(u, v) avec u = (1,1,0,0) et v = 
(0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre. En conclusion, (u, v) est 
une base de F et dimF = 2. 


. Introduisons les vecteurs w = (1,0,0,0) et W = (0,0,0,1). On montre facilement que la famille (u, v, w,W) est 
libre. Comme son cardinal est égal à la dimension de R“, c’est une base de R* et si G= Vect(w, W) alors EF et G 
sont en somme directe. 


. Ce supplémentaire n’est bien entendu pas unique. On montre de la même façon que précédemment que, par 
exemple, G' = Vect((1,0,1,0),(0,0,0,1)) est un autre supplémentaire de F dans R“. 
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Exercice 24.55 ©O 
Soit l’espace vectoriel E des polynômes à coefficients réels de degré < 4. On considère l’ensemble 
F={PEE|P(0) = P'(0) =P'(1)= 0} 


1. Montrer que F est un K-espace vectoriel, déterminer une base de F et préciser sa dimension. 
2. Montrer que le sous-espace vectoriel G = Vect(1,X, 1 +X + X2) est un supplémentaire de F dans E. 


Solution : 


1. Déterminons F. Soit P € F. Puisque P(0) = P'(0) = 0, 0 est racine double (au moins) de P. Donc 2Q € RIX] tel 
que P = X?Q. En examinant les degrés, on obtient que degQ < 2. Donc Q = aX? + bX+ c. Alors Q! = 2aX+ b. 


3 
Comme P' = 2XQ+X?20), et P'(1) = 0, on trouve que 4a+3b+2c = 0. Donc P = X?(aX?+bX-2a- 50 On vérifie 


réciproquement qu’un polynôme de cette forme est dans F. Donc 


3 3 
F= {aX*+DbX° -(2a+ SX (a, b) € R?} = {a(X* — 2X2) + b(X$ — 5): (a, b) e R?}= Vect(P}, P2) 


où P, =X4-2X2 et P» = X° — 2x. On vérifie que (P1,P2) est une famille libre (degrés distincts). C’est donc une 
base de F et alors dimF = 2. 
. On vérifie que (1,X, 1 +X + X2) est une famille libre (degrés étagés). C’est donc une base de G et alors dimG = 35. 
On montre ensuite que FN G = {0}. Soit P e FnG. Alors comme P € G, il existe a,b,c e R tels que P = a+ 
a+c  =0 
bX + c(1 +X+X?). Mais comme P € EF, on a aussi P(0) = P’(0) = P'(1) = 0 et on abouti au système 4 b+c  =0 
b+3c =0 
donc l’unique solution est le triplet nul. Donc P = 0 et F et G sont bien en somme directe. Puisque dimE = 5 = 
dimF + dimG, d’après le cours, E=F&G. 





Exercice 24.56 ©O 
Dans l’espace vectoriel R*, on considère les sous-espaces vectoriels 


F = Vect((1,2,1,3),(2,0,0,1)) et G={(x,y,z, 0 ER*|2x+y+2z=0,x= y} 


1. Déterminer les dimensions des sous-espaces vectoriels F et G. 
2. Montrer que FnG= {0}. 
3. En déduire que R‘=Fe G. 


Solution : 
1. Par définition, S1 = (f, f2) est générateur de F. On vérifie que cette famille est libre. C’est une base de F et donc 
dimF = 2. 1] faut déterminer une famille génératrice de G : 


G= {x(1,1,-3,0) + #(0,0,0, 1) | (x,  e R?} 


Donc g1 = (1,1,-3,0) et g2 = (0,0,0, 1) forment une famille génératrice de G. On vérifie qu'il est libre. C’est donc 
une base de G et dimG= 2. 


2x+y+2z 
2. On vérifie facilement que les vecteurs (1,2,1,3) et (2,0,0,1) ne sont pas solutions du système y 


donc FEnG= {0}. 


3. D’après la formule de Grassmann, puisque dim F + dimG = dimR‘ et que FNG = {0}, il vient que dim (F +G) = 
dimE et donc queF+G=E. On peut alors écrire queE=FeG. 





Exercice 24.57 ©O 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E vérifiant dim F + 
dimG > n. Montrer que FNG À {0g}. 


Solution : Utilisons la dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels : 


dim(F+G)=dimF+dimG-dim(FnG) 


On obtient que dim (FNnG) = dimF+dimG-dim(F+6G) > n—-dim(F+G). Mais comme F+G est un sous-espace vectoriel 
de E, dim(F+6G)< n et donc dim(FnG) > 0. On obtient finalement que FNG z {0}. 
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Exercice 24.58 OC 


Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et F un sous-espace vectoriel de E différent de {0} et différent de 
l’espace E. Montrer que F admet une infinité de supplémentaires dans E. 


Indication 24.15 : Faire un dessin dans R? lorsque F est une droite vectorielle. 


Solution : Considérons une base de F, (e1,...,e)) (où p = dimF) et complétons là en une base de E par des 
vecteurs €p+1,...€n € E. Pour tout t ER, posons G; = Vect(tei + ep+1,€p+2,...,en). Soit tE R, montrons que G:; 
est un supplémentaire de F dans E. Il suffit pour ce faire de montrer que (er ee te] + Ep+1, p+25... En) est 
une base de E. Soient o1,...,an € R tels que œe1 +... + hey + Gp+1 (te + ep+1) + Ap+20p+2 + +... Unen = 0 alors 
(oa + tOp+1) et... + pep + Op+1p+1 + Ap+2€p+2+...+0nen = 0 et comme (e1,.…,e,) est libre, il vient que &1+10p+1 = 
D D 0 O0 Cdoncoueo 0 0h /ieler © (ele 1er, 1 





est donc bien libre et comme son cardinal est égal à la dimension de E, il s’agit bien d’une base de E. En conclusion, 
E=F6G:. 

Sit£t' sont deux réels, alors G; Z Gy. En effet le vecteur eh + te; n’est pas élément de Gy. Si c'était le cas, alors 
il existerait &p+1,..., On € R tels que ep+1 + tei = Ap+1 (ep+1 + l'e1) + Ap+2€p+2 +... + Qnen. Alors (ap+1 tt) e1 + 
(op+1 — 1) ep+1 + Ap+2p+2 +.….+Onen = 0. La famille (e1,ep+1,..., en) est libre comme sous-famille d’une famille libre 
donc en particulier àp+1 t— 1 = Gp+1 — 1= 0 et t = t’, ce qui est contraire à notre hypothèse de départ. 





Exercice 24.59 OVCQ 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On considère F et G deux sous-espaces vectoriels de E de même 
dimension. Le but de cet exercice est de montrer que F et G admettent un supplémentaire commun. 


1. Montrer que FNG admet un supplémentaire F' (resp. G/) dans F (resp. dans G). 

2. Montrer que F' et G' sont de même dimension. 

3. Montrer F' et G’ sont en somme directe. 

4. En considérant une base de F' et une base de G', construire un supplémentaire commun à F et G dans F+G. 


5. Répondre alors au problème initial. 


Solution : 


1. FN G est un sous-espace vectoriel de F qui est de dimension finie car c’est le cas de E. Donc FnG admet un 
supplémentaire F' dans F. On fait de même pour G’. 


2. CommeF=FnGeF, il vient que dimF’ = dimF-dimFnG. De même, dimG' = dimG-dimFnG. Le résultat 
s’ensuit alors du fait que F et G ont même dimension. On notera p = dimF’ = dimG. 


3. SoitxeF'nG'. Comme F'CFetqueG'cG,onaxeFnG. Mais F' et FNG sont supplémentaires donc x = 0. 


4. Comme F' et G’ sont de même dimension p, ces deux sous-espaces admettent des bases f = (f,..., f,) pour F' 
et (g1,.….,gp) pour G'. Considérons la famille h = (h1,...,h,) où pour tout i € [1,p], hi = fi+ gi. Aucun des 
vecteurs de cette famille n’est dans FU G. En effet, s’il existe i € [1, pl tel que h; EFUG alors h;eFouh;eG. 
Sih;=fi+gerF alors g=f-h;er. Donc g; eFNnG. Mais g; € G' et les deux sous-espaces G' et GNF sont 
en somme directe, donc g; = 0, ce qui n’est pas possible car la famille g ne serait pas libre. On fait de même si 
hi € G. Montrons maintenant que la famille h est libre. Soient œ1,...,a; € K tels que &h1 +...+aph, = 0. Alors 
le vecteur v = œ fi +...+0pfn = —(o1gi +...+apgp) est élément de F'NnG'. D'après la question précédente, 
v=0etofi+...+0pfp = gi+...+0pgp = 0. Les familles f et g étant libres, on en déduit que «1 =... = a, =0 
et donc que h est libre. Posons H = Vect(h,.…..,h,). Il est clair que dimH = p. Montrons que FNH = {0}. Soit 
xeFnH. Alors il existe o1,...,x, € K tels que x = pe œh;. Mais pe: Ag = X— Se a;f; et donc le vecteur 


D a;g; € FNG ce qui prouve que >. a;g; = 0 car ce vecteur est aussi élément de G'. Comme la famille g 
est libre, il vient que & =... = à) = 0 et donc x = 0. F et H sont bien en somme directe. Enfin, puisque F' est 
supplémentaire de F dans F+G, donc dim(F + G) = dimF+dimF’ = dimF + p = dimF+dimH. Donc H est un 
supplémentaire de F dans F+G. De même H est un supplémentaire de G dans F+G. 


. On considère un supplémentaire À à F+G dans E. Il existe car E est de dimension finie. Montrons que H& 
(vérifier que cette somme est bien directe) est un supplémentaire commun à F et G dans E. Soit xe FNn (He). 
Alors xeFetx=a+äouaehHet äe H. Mais ä=x-aeF+H=F+6G donc äe(F+G)nH ce qui amène 
ä=0etx= a. Mais comme FNH = {0}, il s’ensuit que x = 0 et donc F et H@ Ë sont en somme directe. De plus 
dim (H@ À) = dim (F+G)-dimF+dimE-dim (F+G)=dimE-dimF. Donc F+(HeH)=EetE=Fe(He). 
On montre de même que E=Ge(Hæf) 
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24.7.7 Rang d’une famille de vecteurs 


Exercice 24.60 O 
Déterminer le rang des familles (v1, V2, v3, v4) de vecteurs de R< donnés Par : 


1. v1=(1,1,0,0),v2= (1,0,1,0), v3 = (1,0,0, 1), v4 = (0,0, 1,1). 
2. w1=(1,1,0,0),v2 = (1,0,1,0), v3 = (1,0,0, 1), v4 = (1,1,1,-1). 


Solution : 


1. La famille est libre donc son rang est 4. 


2. Comme va = V1 + Vo — v3, d’après le lemme de réduction d’une famille liée, dimVect(v1, V2, V3, 4) = 
dimVect(v1, v2,v3). La famille (v1, v2, va) est une sous-famille de celle étudiée dans la première question et 
qui était libre. Elle est donc libre. On en déduit que le rang de la famille est 3. 





Exercice 24.61 Q 
Dans le R-espace vectoriel 7 ([0, 1[,R), on considère : 








1+x 1—x 
fix \— fixe y] — 
1-x 1+x 
1 x 
Xe Xe 
hs A À VE 


Quel est le rang de la famille (f\, f>, fs, fa) ? 


Solution : 
Pour tout x € [0,1[, fi (x) = Ve = f3 (0) + fa (D) et > (x) = TE f3 @ — fa © donc rg (fi, f2, fa, fa) = rg(f3, fa) = 2 


— 1-x & 
car cette dernière famille est libre 





24.78 Applications linéaires en dimension finie 
Exercice 24.62 O 
. R{ — R 
On considère u : sie Doi 


1. Montrer que u est une application linéaire et déterminer Ker u et Imu. 


2. La famille {(u(1,0,0,0), u(1, 1,1, 1)} est-il libre dans R? ? 


Solution : 


1. On vérifie facilement que u est linéaire. On a 


2x+y  =0 


LL 4 
Keru={{x,7,21)€R | un. +t=0 


| = {(x, —2xX, z, x) | x,ZE R} = Vect(e1,e2) 

avec e1 = (1,—2,0, 1) et e> = (0,0,1,0). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une base de 
Ker u. Alors dim Ker u = 2 et d’après la formule du rang dimIm u = 2. Comme Imu © R? et que dimR? = 2, il 
vient que Im u = R? et donc que u est surjective. 


. Comme u(1,0,0,0) = (2,-—1) et que u(1,1,1,1) = (3,0) et que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment 
une famille libre de R?. 





Exercice 24.63 Q 
.n.) REX —  RlX] 
Soit: P > xp'-2p 


1. Montrer que 8 est un endomorphisme de R3 [X]. 
2. Déterminer Im et en déduire le rang de 6. 


3. Donner la dimension de Ker6 et déterminer Ker 6. 
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1. SiPeR;[X], il est clair que deg (XP' — 2P) < 3 et donc que 0 (P) e R3 [X]. Soient af eR et PQ e R3 [X] alors 


0 (aP + BQ) = X(aP +BQ)' —2(aP +BQ) = a(XP' -2P)+B{XQ' —2Q) = «8 (P) +60 (Q) 


donc 6 est linéaire. 

2. Soit P = aX° + bX? + cX+ d € Rs [X]. On calcule que 6 (P) = aX°-cX-2d. Donc Im6 = Vect(1,X,X*). La famille 
(1,X,X$) étant libre, il vient que rg0 = 3. 

3. D'après la formule du rang, dim Ker6 = 1. Comme 6 (X?) = 0, KerO = Vect(X?). 





Exercice 24.64 O 
SoientaeRetF={PER;, [X] | P(a) =0}. 


1. Prouver que F est un sous-espace vectoriel de R, [X]. Déterminer sa dimension. 


2. Déterminer un supplémentaire de F dans R; [X]. 


Solution : 
Rh[X] — R 

P ——  P(a) 
F est un sous-espace vectoriel de R, [X]. D’après la formule du rang, dimF = dim Ker6 = dimR,, [X] - dimR = n. 


1. Posons 6: . On vérifie facilement que 6 est linéaire et surjective. De plus F = Ker6. Donc 


2. Notons G = Ro [X]. G est clairement un sous-espace vectoriel de R,, [X] de dimension 1. On vérifie facilement que G 
est en somme directe avec F. Comme de plus dim (F+G) = dimF+dimG = n+1= dimR, [X], on a R; [X] = F+G. 
En conclusion, Ry IX] = F&8G. 





Exercice 24.65 OO 
On considère l’application linéaire 
[REX — RX 
+ P — p+p'+p" 
1. Montrer que l’endomorphisme 4 est injectif. 
2. Montrer que l’endomorphisme 4 est surjectif. 


Indication 24.15 : Pour montrer la surjectivité, étudier la restriction de à R;[X] qui est un espace de dimension finie. 


Solution : 


1. Soit un polynôme P € RIX] tel que P+P'+P" = 0, soit P = —-(P'+P/). Si l’on suppose que P Z 0, on a degP < 
degP —- 1, une absurdité. Donc est injective. 

2. Soit un entier n € N. Notons , la restriction de @ à RA[X]. Alors, si P E Ry[X], @n(P) =P+P'+P"ER;[X] car 
deg(ph(P)) < max(degP degP',degP"”) < n. Donc p, est un endomorphisme de R; IX] injectif, donc surjectif, car 
RA[X] est un espace de dimension finie n +1. 

Soit alors P e R[X]. Notons n = degP. Alors P e R,[X] et donc 3Q e R,[X] tel que p:(Q) = P. Mais alors @(Q) = P 
et on a donc montré que 4 est surjective ! 





Exercice 24.66 ©QQ 
On définit l’application 
.J RX] — R* 
à P + (POP PEOL PE) 


1. Montrer que (p est un isomorphisme. 


2. En déduire qu’il existe un et un seul polynôme P € R3[X] vérifiant P(0) = 1,P'(1) = 2,P”(1) = —1 et P”(2) =1. 


Solution : 


1. Il est clair que est linéaire. Montrons que Ker = {0}. Soit P e R3[X] tel que @(P) = 0. Considérons H = P—P(1). 
Comme H(1) = H’(1) = H”(1) = 0, il vient que 1 est racine d’ordre 3 de H, donc H = (X—1)°Q et donc P = 
QX-— 1} +P(1). Mais en examinant les degrés, il faut que Q=XER d’où P=AX- 1$+a (avec a=P(L)ER). 
Comme P(0) = 0, a= —À et donc P = A((X-— 1)° — 1). Mais alors P' = A(6(X — 1)) et comme P"(2) = 1, il vient que 
À = 0 et donc que P =0. 





Comme est injective, et que dimR3[X] = dimR* = 4, @ est donc bijective. 


2. Comme p est bijective, l’élément (1,2, —1,1) possède un unique antécédent P e R3[X]. 
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Exercice 24.67 ©QQ 
On considère un K-espace vectoriel E et un endomorphisme u € L(E). Soit un sous-espace vectoriel F de E. On suppose 
que FC u(F). 


1. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que u(F) =F. 
2. Trouver un contre-exemple lorsque E est de dimension infinie. 


RIX] — REX] 


P _, p' avec F={XP; PEE}. 


Indication 24.15 : Pour la deuxième question, on pourra étudier u : 


Solution : 


1. Considérons la restriction de u à F : ur :F— E. Alors d’après la formule du rang, dim u (F) = dimV-dim Ker u < 
dimV. Comme Fc u(F), on a aussi que dimF < dimw(F). Donc dimF = dimu(F) et F= u(F). 


. En considérant E = R[X] et F= {XP ; PEE!}, l’application u: P + P' fournit un contre-exemple puisque u(F) = E # 
F. 





Exercice 24.68 ©QQ 
Soit f € Z(E,F) avecE et F deux K-espaces vectoriels tels que dimE = ñn et dimF = p. Dire, pour chacune des phrases 
suivantes, si elle caractérise l’injectivité, la surjectivité ou la bijectivité de f : 


1. L'image de toute famille libre de E par f est libre 7. L'image d’une base de E par f est une base deF. 
un 8. L’image de toute famille génératrice de E par f est 
3. L'image d’une base de E par f est génératrice de F. génératrice de F. 

4. 1gf=n. 

5. L'image d’une base de E par f est libre. ARR Or Es ERP 

6. rgf = p. 10. Age LP(EE), fog=idre 


Solution : 


1. Supposons que l’image de toute famille libre est libre. Montrons que f est injective. Considérons une base e 
de E et un vecteur x € E tel que f(x) = 0. Notons (x1,...,xXn) € R” les coordonnées de x dans la base e. On 
a donc : 0 = f(x) = Le x; f (e;). Mais la famille e = (e1,...,en) étant libre, il en est de même de la famille 
(f (er) ee , (en): L'égalité précédente n’est donc vraie que si x1 =... = x = 0 et alors x = 0. On a ainsi montré 


que Ker f = {0} et que f est injective. 
2. Silmf =F alors f est surjective. 


. Si l’image d’une base e = (e1,...,e,) de E par f est génératrice de F alors montrons que f est surjective. Soit 
yeF. La famille (fe), 1e) est donc génératrice de f et il existe des scalaires &1,...,an € R tels que 
y=@f(e1)+...+anf (en) = f (t1e1 +...+Qnen). Par conséquent, y = f (x) avec x = ae +... + ane, et f est 
bien surjective. 

. Sirgf = n alors f est injective. En effet, d’après la formule du rang, on a : dimE = dimKer f +rg f et il vient que 
dim Ker f = 0 c’est à dire que Ker f = {0} 


. Si l’image d’une base e = (e1,...,e,) de E par f est libre dans F alors montrons que f est injective. Soit xeE tel 
que f (x) = 0 et soit (x1,...,xn) les coordonnées de x dans la base E. Alors 0 = f (x) = Di x; f (e;). On termine 
alors comme dans la première question et on montre que x = 0 c’est-à-dire que f est injective. 


. Sirgf = p alors par définition du rang d’une application linéaire, dimlm f = p = dimF et donc Imf = F. On 
prouve ainsi que f est surjective. 


. Si l’image d’une base de E par f est une base de F alors en appliquant les résultats des questions 3) et 5), il vient 
que f est bijective. 


. Si l’image de toute famille de E par f est génératrice de F alors en particulier l’image d’une base de e est 
génératrice de F et appliquant la question 3, f est surjective. 

. Siil existe g € (FE) tel que go f = ide alors g est surjective et f injective. Pour que f soit surjective, il faudrait 
supposer de plus que dimF = dimE. 


. Si il existe g € (FE) tel que f o g = ide alors f est surjective et g injective. Pour que f soit injective, il faudrait 
supposer de plus que dimF = dimE. 





Exercice 24.69 ©QQ 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n, un vecteur x de E et un endomorphisme f € L(E) tel que 
(Go), f(xo),…, fo) soit libre. 
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1. Montrer que la famille (xo, f (xo), … , fo) est une base de E. 


2. Montrer que f est inversible. 


Solution : 


1. Soit ap,.….,àn-1 € K tels que PS a f! (xo) = 0. Alors HE af! (%o)) = 0 ce qui s’écrit aussi > af (xo). 
Mais la famille (Go), FE Go). Flo) est libre donc à = ... = ün-1 = 0 ce qui prouve que la famille 


(%o, fo), …, f(x) est libre 


2. Comme dimE = n, les familles (xo, f (xo),… onto) et (fo), F2 (xo),…, fo) sont des bases de E. Comme 
l’image de la première base par f est la seconde base, f est forcément inversible. 





Exercice 24.70 OC 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes (u, v) e L(E). Montrer que 


Igu+rgv<ig(uov)+n 


Indication 24.15 : On pourra étudier la restriction ü de u à Im v et montrer que Im ü = Im (uov) et Ker ü = Ker unIm v, 
puis appliquer le théorème du rang à ü. 


Solution : Considérons la restriction de u à Imv : 4 = Ujimv. On vérifie facilement que Imuo v = Imü et que 
Ker ü = KerunImv. En appliquant le théorème du rang à ü, on trouve que 


dim (Im v) = dim(Kerun Im v) +rg(uo v) 
Mais dim (Ker u n Im v) < dim (Ker u) et donc, en appliquant le théorème du rang pour u, on trouve que 


Igv<(n—-rgu)+rg(uo v) 





Exercice 24.71 VO 
Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espace vectoriel E1,E2 de E. Montrer que : 


(ue L(E) |Keru=E; etImu=E) = (dimE = dimE; + dimE)) 


Indication 24.15 : Pour la réciproque,construire une base de E en complétant une base de E;. Définir alors u en se 
donnant l’image de cette base. 


Solution : 

—|() = (ii) |: Le sens direct est une conséquence directe de la formule du rang : dimE = dim Ker u+rgu = dimE: + 
dim E>. 

— |(ii) = (i) |: si E1 = {0}, alors dimE> = dimE donc E; = E. En posant u = id, on vérifie que u convient. De même si 
E2 = {0}, u = 0 convient. Supposons maintenant que E1 # {0} et E2 Z {0}. Alors, il existe une base (e,.…..,e,) de E1 (où 
p = dimE1). Complétons cette base en une base de E : e = (e1,...,e,,ep+1,...,n). Comme dimE> = n— p, il existe 
une base f de E> de la forme (fp+1,..., fn). Définissons alors u en se donnant l’image de la base e : 


Viefl1pl,u(e)=0, Vielp+1,n],u(e;i)= fisi 
Alors, Vx € E1, u(x) = 0 donc E, c Ker u. Soit x e Ker u, décomposons x dans e. 
X= Xe +" + Xpep + Xp+1€p+1 + +Xnen 


U(X) = Xp+1 fp+1 ++ Xnfn = 0. Mais comme f est libre, il vient que x,41 = -:: = xh = 0 et donc que xe Hi. 
D'autre part, Im u = Vect(u(e:),...,u(e,)) = Vect(fp+1,.…. fn) = E. 





Exercice 24.72 VO 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes f, g de E vérifiant fog =0 et f+g e GL(E). 
Montrer que rg(f) + rg(g) = n. 


Solution : 
— Comme f © g=0 alors Img € Ker f et d’après la formule du rang rg f +rgg < rg f + dim Kerf = n. 


— D'autre part, comme f + ge GL(E) alors n = rg(f + g) <rgf +rgg carIm(f+g)cImf+Img. 
L'égalité est ainsi prouvée 
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Exercice 24.73 OC 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n. On considère l’ensemble À = {(u, v) e L(E)? | uo v = 0}. Déterminer 
sup{rgu+rgv|(u,v)E A}. 


Solution : L'égalité uo v = 0 amène Im v € Ker u et donc d’après la formule du rang rgu+rgv<rgu+dimKeru=n. 


Pour u = id et v = 0, il y a égalité. Donc|sup{rgu+rgv|(u,v)eA}=n 


Exercice 24.74 VV 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2. 





1. Démontrer que les homothéties sont les seuls endomorphismes f de E tels que : 
VxEE, (x, f(x) est une famille liée. 


2. En déduire que les homothéties sont les seuls endomorphismes de E qui commutent avec tout autre endomor- 
phisme. 


Indication 24.15 : Pour tout xeE, on pourra considérer une projection sur Vect(x)). 


Solution : 


1. Les homothéties vérifient clairement la propriété indiquée. Réciproquement, on sait par hypothèse que Vx € 
E,\, € K] f(x) = À,x. Il s’agit donc de démontrer que l’on peut choisir le même À pour tous les x. Autrement 
dit, si l’on choisit deux vecteurs x et y, on peut prendre À; = À. 


> Si (x, y) est libre, alors, comme : (Ax+y—Ax) X+(Ax+y —Ày) y = 0 il vient que Àx+,= Ày= Àx. 
»> Sinon x et y sont colinéaires et il existe ae R tel que y = ax et 





he Cie 


et on peut prendre Aox = À. On a ainsi montré que pour tout vecteur ye E, f(y) = y. Donc f est une homothétie 
de rapport À. 


. Considérons f un endomorphisme de E qui commute avec tous les endomorphismes de E. Soit x un vecteur non 
nul de E et soit IT la projection de E sur Vect(x) parallèlement à un supplémentaire donné de Vect(x) dans E (qui 
existe car E est de dimension finie). Comme f et II commute, on a : H(f (x) = f (I (x)) = f (x). Donc comme 
IT (f (x) e Vect(x), f (x) et x sont liés. x étant quelconque non nul, ce résultat est vrai pour tout x e E\{x}. Ce 
résultat est aussi clairement vérifié par le vecteur nul. D’après la première question, on peut affirmer que f est 
une homothétie. Réciproquement, une homothétie commute avec tous les endomorphismes de E. 





Exercice 24.75 OQQOQ 
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n. Pour tout p EN, on note : 


K,=Kerf? et I,=Imf?. 
1. Montrer que : 
VpeN, KpCKpn et Ip Clp. 
2. Prouver qu'il existe un plus petit entier naturel r <ntelque:Vi>r, K;=K;:1. 
3. Montrer de même que : 
Vizr, Ll=l;,1. 


4. Montrer que :E=K;e@1,. 


Solution : 

1. Soit peN et soit x e K). Alors Fo f(fP () = 0 car fP (x) = 0. Donc x e KP*l et Kp € Kp+1. Considérons 
maintenant y € l,+1. Alors il existe xe E tel que : y= He (x) = fP (f (x) et donc y El, etIp+1 Clp 

2. Pour tout p EN, K, € Kÿ+1 donc : dimK, < dimK,+1 et la suite (dimK,) est croissante. Comme K, CE, on a 
aussi : dimK, < n. La suite (dimK,) est donc majorée. Appliquant le théorème de la limite monotone elle est 
convergente mais, ses valeurs étant entières, cela équivaut au fait qu’elle est constante à partir d’un certain rang 
reN. r est le plus petit entier naturel tel que Vizr, K;=K;+1. 

. D'après la formule du rang et le résultat précédent, on montre queVi>r, I;=l;,1. 


. Soit ye K;n1.. Effectuons un raisonnement par l'absurde en supposant que y # 0. Alors f' (y) =0etil existe xeE 
tel que y = f” (x). Il vient donc : Je (x) = 0. Mais comme y = f" (x) Z 0, il existe r'e [r +1,2r] telque ia (x) = 0. 
On a donc xeK,: etx#K; ce qui contredit le fait que la suite (K;) est constante à partir du rang r. On en déduit 
que y = 0 et que K,n1, = {0}. Il vient alors que : dim (K; +1;) = dimK,+dimI, = dimKer f” +dimIm f’ = n par 
application de la formule du rang et de ce fait : K; +1, = E. En résumé : E=K,@1,. 
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Exercice 24.76  OQOQ 
Soit un espace vectoriel E de dimension 3 et un endomorphisme u de E tel que u?=0. Montrer que 


3acE: 1feE*: VxeE, u(x)=f(x:a 


Indication 24.15 : Traduire en terme d’image et de noyau la relation u? = 0. Introduire ensuite une base de Ker u et la 
compléter. Définir f à l’aide de cette base. 


Solution : La relation u? = 0 donne que Im u c Ker u (le montrer). D’après le théorème du rang, 


3 = dim(Ker u) + rgu < 2dim (Ker u) 


ce qui implique que dim (Ker u) > 2. Si dim (Ker u) = 3, alors u = 0 et le résultat est évident avec f = 0 et a quelconque. 
Supposons donc que dim (Ker u) = 2. Alors d’après le théorème du rang, dim (Im u) = 1. C’est une droite vectorielle : 
Ja€E, a Z 0 tel que Im u = Vect(a). Considérons une base (e1,e2) de Ker u et complétons-la en une base (e1, e2,e3) de 
E. Puisque u Z 0, u(e3) À 0 et donc c ER tq u(ez) = ca. Définissons la forme linéaire f en se donnant l’image de la 
base e par f : f(e1) = 0, f(e2) =0 et f(e3) = c. Soit alors xe E. Décomposons x dans la base e : x = x1e1 + X262 + x3e3. 
Alors u(x) = x3ca = x3f(e3)a = f(x) a. 





Exercice 24.77 VV 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f € L(E) un endomorphisme de rang 1. 


1. Montrer qu’il existe un scalaire À € K tel que f? = \f. 


2. À quelle condition sur le scalaire À, (id-— f) est-il inversible ? Calculer alors Gd-f ne 


Solution : 


1. Comme rg f = 1, il existe un vecteur e1 € E tel que Imf = Vect(e:). On complète le vecteur e, en une base 
(e1,..., en) de E. Comme Im f = Vect (ei), pour tout i € [1, n], il existe À; e K tel que f(e;) = je. Donc f? (ei) = 
fie) =Àjlie =Af (ei). SixeE alors il existe o1,...,a, € K tels que x = ne ae; et 


n n 
ro) Au ie) or 
i=1 i=1l 


Posons alors À = À1. On a bien ve (x) = À f (x pour tout xeE. 


2. Remarquons que (f -id)(f +(1— A) id) = (À- id. On en tire une condition nécessaire et suffisante pour que id f 


l 
soit inversible : il faut et il suffit que À Z 1. On calcule alors (id-f) ! = nu (1-—A)id) | 


Exercice 24.78 OQQOQ 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et deux endomorphismes (f, g) de E vérifiant : 





fogol = fers esss 
1. Montrer que E = Ker f 6 Img. 
2. Montrer que rg(f) = rg(g) = rg(go f) = rg(f o g). 


Solution : 


1. Soit yeImgnKer f. Il existe xe E tel que y = g(x) = go fo g(x) = go f(y) =0 car ye Ker f. Donc Ker f etImg 
sont en somme directe. Soit x € E, on écrit x=[x-go f(x)]+go f(x). On a f(x-go f(x) = f(H-foge f(x = 
f @) — f ( = 0 donc x- gof(x) € Ker f. Il est clair que go f (x) € Im g. Donc E = Ker f +Im g. En conclusion, on 
a bien E = Ker f & Img. 


. D'après le théorème du rang, dimE = dim Ker f +rgf et d’après la question précédente, dim Ker f +rgg d’où 
rg f =rgg. Comme go fog=g,onaquelmgclIm(go f) ce qui implique que rgg <rggo f. De même, comme 
Imgo fCImg alors rggo f <rgg et on on obtient que rgg=rggo f. On fait de même pour la seconde égalité. 





Exercice 24.79. OQQQ 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u, v € L(E). On suppose que E = Im u + Im v = Keru + Ker v. 
Montrer que ces deux sommes sont directes. 
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Solution : Ona: 


n dim (Imu+Imwv) ca E=Imu+Imv 


dim Im u + dimIm v — dim (ImunlIm v) d’après la formule de Grassmann 


n— dim Ker u + n — dim Ker v - dim (munImv) d’après la formule du rang 
2n- (dim (Ker u + Ker v) + dim (Ker un Ker v)) — dim (ImunImv) à nouveau d’après la formule de Grassman 


2n-— n-dim (Ker un Ker v) - dim (ImunImv) car E = Keru+Ker v 


donc 0 = dim (Ker un Ker v)+dim (Im un Im v) et ceci n’est possible que si dim (Ker u n Ker v) = dim (ImunlImv)=0. 
On en déduit que les deux sommes sont directes. 





Exercice 24.80 O00Q 
On considère un K-espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme u € L(E). Montrer qu’il existe un auto- 
morphisme v e GL(E) et un projecteur p € L(E) tels que u = vop. 


Solution : Si u est inversible, il suffit de prendre v = u et p = idg. Sinon, notons r = dim Keru. D’après la for- 
mule du rang, on a nr = dim(Imu) . Considérons une base (e1,...,e;) de Keru et complétons-la en une base 
e = (e1,...,€r,€r+1,...,n) de E. Posons fr+1 = u(er+1),..., fn = U(en). On vérifie que cette famille est libre. Soient 
Qr+1,-.., On € K tels que +1 fr+1 +... + Anfn = 0 alors u(ay+16r41 +... +Anen) = 0 et Ay+16r+1 +... + Onen € 
Vect(er:1,...,en)Nn Ker u= {0}. Donc @+167+1 +...+@nen = 0 mais comme (e;+:1,...,eh) est libre, &;}1 = ...= an = 0. 
On complète alors cette famille en une base f = (fi,..., fr, fr+1,..., fn) de E. Définissons alors p le projecteur sur 
Vect(e;+1,...,€n) donné par p(e;)=0 siiefl,r] et p(e;) =e; siiefr+1,n]. Définissons aussi l’application linéaire 
v par v(e;) = f; pour tout ie [1,n]. Comme v envoie une base de E sur une base de E, v est inversible. On vérifie 
facilement en calculant l’image des vecteurs de la base e que vo p=u. 





Exercice 24.81 VV 
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n et un endomorphisme f € L(E). Montrer l’équivalence entre les 
propriétés suivantes : 


1. E=Imf+Kerf 4. Imf = Im f? 
2. E=ImfæKerf 
3. ImfnKer f = {0} 5. Ker f = Ker f°. 


Solution : 
. [D = )| Comme E = Imf + Kerf, en appliquant la formule de Grassmann puis la formule du rang, 
dim (Im f nKer f) = dimIm f + dim Ker f - dimE = 0 et Im f nKer f = {0}. Donc E= Im f & Ker f. 


Par définition. 
3) ) | Par la formule du rang. 


— 4) | Il est clair que Im f? c Im f. Soit y € Im f alors il existe x = x1 + x2 € Im f @ Ker f tel que y = f (x). 
Alors y= f (x) € Im f? car x e Im f. Donc Im f € Im f? et on a bien Im f = Im f?. 


4) 5) | Il est clair que Ker f € Ker f?. On utilise la formule du rang : n = dim Ker f + dimIm f = dim Ker f? + 
dimIm f?. Comme Im f = Im f?, il vient que dim Ker f = dim Ker f?. Finalement, Ker f = Ker f°. 


5) — 4) | se prouve de la même façon. 
.[5) = 3) | Soit xe ImfnKer f alors f(x) = 0 et il existe x € E tel que x = f (x). Donc fe (%o) = 0 et X € 
Ker f? = Ker f. Alors x = f (xo) = 0 et Im f n Ker f = {0}. 
8. 13) —— 1) | C’est une conséquence directe de la formule de Grassmann. 


On vérifie que la chaine d’implications est bien fermée. 





Exercice 24.82 VO 
On note E l’espace vectoriel R;[X] des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à n. On définit l'application 


E —  E 
dE 
où Q est définie par : 


1 
VxEeR, Qu= | (x+0)"P(f dt 
0 
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Montrez que f est un automorphisme de E. 


Solution : On vérifie d’abord que f est bien définie. SiPEE, en utilisant la formule du binôme, on obtient que Vx EE, 


n În 1 
Q(x = >| | Fabio die 
=o\K) Lo 


ce qui montre que f (P) est une fonction polynomiale de degré inférieur à n. 
Il est immédiat que f est linéaire. Montrons l’injectivité de f en vérifiant que Ker f = {0}. SoitPE E tel que f(P)= 0. 
D'après le calcul précédent, 


1 
Vke [0, n1], Î tP(H dt=0 
0 


Comme P(f) = es ak tk, on obtient alors que 
1 n 1 
[l P(n dt= Y ak] t*P(ndr=0 
0 k=0 0 


Donc Vfe [0,1], P(f) = 0, ce qui montre que le polynôme P a une infinité de racines et est donc nul. 
Un endomorphisme injectif en dimension finie étant bijectif, f est un automorphisme de E. 





Exercice 24.83 OVQ 
Suite de l’exercice 19.55 p. 742. 
Soit un anneau (A, +, x). On dit qu’il est régulier lorsque 


VuEA,1xEA :u=uxu. 
Montrer que si E est un K-ev de dimension finie, l’anneau L(E) est régulier. 
Solution : On choisit une base de E : (e1,...,eh). Les u(ez) appartiennent à l’image de u. On considère une base 
(f1,.., fr) de Im f que l’on complète avec fr+1,..., fn) de E. On à fx = u(xy) pour 1< k< r. On pose x(f5) = xx pour 


1<k<r et x(f}) =0 par exemple pour k > r. On a alors u(x(f#)) = u(xy) = fr pour 1< k< r. Donc pour tout ve Im f, 
u(x(v)) = v. À fortiori pour v = u(ex),1<k< n et donc uxu = u. 





24.79 Rang d’une application linéaire 





Exercice 24.84 
Déterminer une base du noyau et de l’image des applications linéaires suivantes : 
RS — R € — 
1. f: 3. f: u ._ (© vucommeR-espace vec- 
(xy2z) — (y-2,2z-x,x- y) Z — z+iz 
R4 __, mé toriel) 


2. 2 (2720 — (2x+y+zx+y+tx+z-t) 


Solution : 
yY—2Z = 0 
1. On calcule Ker f. On sait que (x, y, z) € Ker f si et seulement si 4 z-— x = 0. On montre alors que x = y = 2 
x—y=0 
et donc Ker f = Vect((1,1,1)). Le vecteur (1,1,1) forme une base de Ker f et dim Ker f = 1. D’après la formule 


du rang, dimIlm f = 2. Une base de Im f est donc formée de deux vecteurs de Im f non colinéaires. Il suffit de 
prendre par exemple f (1,0,0) = (0,—1,1) et f (0,1,0) = (1,0,—1). 


2x+y+z =0 


. De même, on commence par déterminer Ker f. Pour ce faire, on résout 4 x+y+t  =0.Ontrouvey=-2x-2 


X+2z-t =0 

et t = x+2 donc Kerf = Vect(ui,u2) avec ui = (1,—2,0,1) et u2 = (0,—1,1,1) qui sont non colinéaires. Une 
base de Ker f est formée de ces deux vecteurs. D’après la formule du rang, dimlm f = 2 et il suffit de trouver 
deux vecteurs de Imf non colinéaires pour avoir une base de Im f. On peut prendre f (1,0,0,0) = (2,1, 1) et 
f(0,1,0,0) = (1,1,0). 

. On calcule le noyau de f. On trouve z= a+ibe Kerf = z+iz2=0 = (a+b)(1+i =0 a+b=0. 
Donc Ker f = Vect(1-i) et le vecteur 1 —- i forme une base de Kerf. De même, Imf = {2+iZz|zeC} = 
{a+ b)(1+i)]|a,bEeR} = Vect(1 + i) et une base de Im f est 1+i. 
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Exercice 24.85 © 
Déterminer toutes les applications linéaires de R vers R. 


Solution : Soit f e L(R). Alors pour tout xER, f (x) = xf (1). Posons a= f (1). Alors f : x ax. Réciproquement, si 





f est de cette forme alors f € L(R). On montre ainsi que L(R) = Vect (idr). 


Exercice 24.86 © 
Déterminer toutes les applications linéaires de R? vers R°. 


Solution : Soit (e1,e2) la base canonique de R? et soit u : R? — R? une application linéaire. Alors pour tout v = 
Xe] + Ve € R?, on a : u(v) = xu(ej) + yu(e2). Réciproquement, si on se donne deux vecteurs vj, 2 € R? et si on 
RO — R 

X,y) — xvi+yu 
L(R2) = {(x, y) — xv1 + yuo | va, vo ER?}. 


considère l’application u : ( on montre facilement qu’elle est linéaire. On en déduit que 





Exercice 24.87 O 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F un K-espace vectoriel de dimension finie p et u e L(E, F). Montrer 
que rg(u) < min(n, p). 


Solution : CommelmuceE, rg(u) = dimImu< dimE= p. De plus, par la formule du rang, rg(u) =n-dimKeru<n 
d’où rg(u) < min(nñ, p). 





Exercice 24.88 O 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et ue E(E). Montrer que 





(Keru=Imu) — (u? =0etn=2rg(u)) 


Solution : Soit ue L(E) tel que Keru = Imu. Soit xe E alors u(x) € Imu = Ker u donc u2(x) = 0 et u? = 0. De plus 
d’après la formule du rang, dim E = dim Ker u + dimIm uw = 2dimImu = 2rg(u). 

Réciproquement, si u =0etsin= 2rg(u) alors Ker u = Im u. En effet, comme u? = 0), il est clair que Imu c Keru. 
La formule du rang amène dim E = dim Ker u + dimIm u et comme n = 2rg(u), dim Ker u = dimimu. On en déduit le 
résultat. 





Exercice 24.89 Q 
On considère (n+ 1) réels distincts (xo,.…, Xn) € R**! et l'application 


1 Ra] — R*! 
‘| P — (P(w).…,P(x)) 


1. Montrer que est un isomorphisme. 


2. En déduire que si (Yo,..., Yn) € R**L, il existe un unique polynôme P € R,;[X] tel que Vi e [0,n], P(x;) = y; 


(polynôme interpolateur de Lagrange). 


3. Soient deux réels distincts (a, b) € R? et quatre réels (a, f, 6, y) € R*. Montrer qu’il existe un unique polynôme 
PER3[X] vérifiant 
P(a) = a, P'(a) =f, P(b) = 6, P'(b)= y 


Solution : 


1. On montre facilement que @ est linéaire. Si P e Ker alors P(xo) = -:: = P(xn) = 0. Donc P est de degré au plus n et 
admet n+ 1 racines. Ceci n’est possible que si P = 0. Donc est injective. Comme dimR”*! = dimR,,[X] = n+1, 
on en déduit, grâce à la formule du rang que dimImw = ñn +1 et donc est surjective. On prouve ainsi que est 
un isomorphisme. 

. Le résultat annoncé dans cette question découle directement de la définition d’une bijection. 

R3IX] — R* 

P :— (P(a),P'(a),P(b),P'(b)) 
tre facilement qu’elle est linéaire. Soit P e Ker0. Alors a et b sont des racines doubles de P. Mais a et b sont 
distincts et P de degré au plus 3. Ceci n’est possible que si P = 0. Donc Ker0 = {0} et 6 = 0. On montre comme 
avant, en utilisant la formule du rang, que 8 est surjective. Donc 0 est un isomorphisme. En conséquence de quoi 
il existe un unique polynôme P € R3[X] vérifiant P(a) = a, P'(a) = f, P(b) = 6, P'(b) = y. 


. On mon- 


. On procède de même qu'avant. On considère l'application 0: 
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Exercice 24.90 O 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u, v e L(E). Montrer que 


wov-uovou+id=0 == u € GL(E) 


Solution : On a uo(vou-—uov) = id donc u admet un inverse à droite donné par vou-—uov. Comme E est de 





dimension finie, on en déduit que u est inversible. 


Exercice 24.91 O 
Soit E=RAIXI etQ EE. Montrer qu’il existe un unique polynôme PE E vérifiant P'+P =Q. 


RalX] — RalX] 

P —— P'+P 
si P € Kerw alors P+P'= 0 et degP = degP'. Ceci n’est possible que si P = 0 et montre que Ker = {0}. Comme 
dimR,[X] = n+1, on peut affirmer que est un automorphisme. On sait en effet d’après le cours qu’un endomorphisme 
injectif dans un espace de dimension finie est bijectif. Si Q € R, IX], 1l existe alors un unique polynôme P € R;[X] tel que 
@(P) =Q, c’est-à-dire tel que P+P'=Q. 


Solution : Soit 0: . On vérifie facilement que @ € L(R;,[X]). De plus est injective. En effet, 





Exercice 24.92 VO 
Soient E un K-espace vectoriel et f,g € 2 (E). Montrer que : 


1. rg(f+8) <ref+reg 
2. ref -regl <rg(f - 8). 


Solution : 
1. Ona 
rg(f +g) = dimim (f +g)< dimimf +dimiImg 
carIm(f+g)cImf+Img. 
2. Par ailleurs 
ref =re(f-8+8)<re(f-8)+r8s 


d’où rgf -rgg <rg(f - g). On montre de même quergg-rgf <rg(g- f). Comme rg(f -g)=rg(g-f),onen 
déduit l’inégalité. 





Exercice 24.93 VO 
Soit E un K-espace vectoriel réel de dimension n. Soit f un endomorphisme nilpotent de E, c’est-à-dire qu’il existe 
pe N* tel que fP=0. 
1. f peut-il être bijectif ? 
2. Prouver que Ker f # {0} etquergf<n-—1. 
3. Soit q le plus petit entier non nul tel que f =0 
(a) Montrer que :Vk>q, f"=0. 
() Justifer l’existence de x € E tel que F7 (xo) Z 0. 
(c) Montrer que : (x0, f (x0),.…, f 1! (xo)) est libre. 
(d) En déduire que q < n puis que f" = 0. 
4. On suppose dans cette question que q = n. Trouver tous les endomorphismes g € L(E) qui commutent avec f. 


Indication 24.15 : On montrera que go f = fo g si et seulement si il existe (ao, 4n-1) € K” tels que g = 
did+a f +...+ De 


Solution : 
1. Si f était bijective alors il en serait de même de fP car ce serait une composée de fonctions bijectives. Or fP =0 
qui n’est pas bijective donc f n’est pas bijective. 


2. On a vu dans le cours que pour un endomorphisme d’un K—espace vectoriel de dimension finie, on a équivalence 
entre le fait que cet endomorphisme est bijectif, surjectif ou injectif. Comme f n’est pas bijective, elle n’est à la 
fois ni injective et ni surjective. Il vient alors : Ker f £ {0} etrgf<n-—1. 


3. (a) La composée de l’application nulle par une application quelconque est une application nulle ! 


(b) Comme q est le plus petit entier non nul tel que f1 =0, f4-! n’est pas identiquement nul sur E : il existe 
donc x € E tel que f-! (xo) Z 0. 
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(c) Soit do,.…,&q-1 ER tels que 


ao Xo + 1 f (xo) +. + gr f 771 (xo) =0 (x). 


Alors, par linéarité : f971 (ao xo + où f (xo) ++ &g-1 f 7! (xo)) = 0 et: ao f 77 (xo) + où 7 (xo) +. + 
PERS (xo) = 0 mais comme : Vk> q, ji = 0., il vient &pxo = 0 et donc : &o = 0. L'égalité (x) 
devient alors : oi f (xo) +... + Ho f nl (%o) = 0. En appliquant Fe à cette égalité, on montre de la même 
façon que «; = 0. On répète encore n—2 fois ce procédé et on montre aussi que : &2 =... = à = 0. La famille 
(2x0, f Co), …, f 7! (x0)) est bien libre. 

(d) Une famille libre de E est de cardinal au maximum la dimension de E. Donc q < n. D’après la question 3(a), 
il est alors clair que f" = 0. 


4. On suppose que g est un endomorphisme de E qui commute avec f. Comme ERA Le (%o)) est une 
base de E, il existe à, ,àn-1 € K tels que g (xo) = Le, ox f" (%). On calcule alors l’image par g des vecteurs 
de Ia base (x, f Go), …, f"1 (xo)) : 


: . (in n=1l ; n=1 ; 
g(f' Co) = ol 0 Dai wo) ou b auf] (s' (0) 
k=0 k=0 k=0 


et on peut alors affirmer que g = ne ax f*. Réciproquement, si g est de cette forme, on vérifie facilement qu’elle 
commute avec f. 





Exercice 24.94 ©O 
Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle. Démontrer l’équivalence des deux propriétés suivantes : 


1. Ilexiste f € Z(E) tel que Im f = Ker f. 


2. La dimension de E est paire. 


Solution : 

Soit f € ?(E) tel que Imf = Kerf. D’après la formule du rang : dimE = dimKer f + dim Im f = 2dimKerf et 
dimE est bien pair. 

Réciproquement, si dimE = 2n où ne N* alors considérons une base (er, 7 Pr: Gi Res e:) de E ainsi que l’endo- 
morphisme f € (E) donné par : Vi e [1, n] f (e;) = € et fe!) = 0. On vérifie facilement que f est linéaire, que 


Ker f = Vect(e’,.….,e!) et que lmf = Vect(e',.….,el). | 





24.7.10 Formes linéaires en dimension finie 


Exercice 24.95. ©QQ 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n e N* et une forme linéaire non nulle sur E. Montrer que pour tout 
xe E\Kerw, Kerw et Vect(x) sont supplémentaires dans E. 


Solution : Posons F = Kerp+Vect(x). Comme dim Ker = n—1, on a la disjonction : dmF=n-1 ou dimF= 
n. Si dimF = n-—1 alors F = Kerw et forcément x = 0 ce qui n’est pas possible par hypothèse. Donc dimF = n et 
Kerp+Vect(x) = E. Si u e KerpnVect(x) alors il existe a € K tel que u = a-x et 0 = @(u) = ap(x). Comme x e E\Kerw, 
@(x) À 0 et a = 0 ce qui prouve que u = 0 et donc que Ker@nVect(x) = {0}. Kerw et Vect(x) sont bien supplémentaires 
dans E. 





Exercice 24.96. ©Q 
Soient f et g des formes linéaires sur un K-espace vectoriel E de dimension finie telles que Ker f = Kerg. Montrer 
qu'il existe à e K tel que f = ag. 


Solution : 
Si f = 0, le résultat est clair. Sinon, il existe x € E tel que f (x) À 0. Par conséquent Vect(x) etKer f sont supplémentaires. 


Puisque g (x) £ 0, on peut trouver à € K tel que f (x) = ag (x). On pose h = f - ag. L'application h est nulle sur Ker f et 
h (x) = 0 donc h = 0 d’où le résultat. 





Exercice 24.97 VO 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u € L(E) un endomorphisme. On suppose que Vp € E*, po u = Opx. 
Montrer que u = OL). 
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Solution : Supposons que u ne soit pas nulle. Soit x € E tel que yo = u(x0) À 0. Posons F = Vect{yo) et considérons 
un supplémentaire G à F dans E. Ce dernier existe car E est de dimension finie. On sait que tout x e E se décompose 
de manière unique sous la forme x = àyo + xG où xx e Get ae K. On introduit l’application @ sur E définie par 


(x) = à. On vérifie que w est linéaire. Si x = a yo + XG et si x’ = yo + X, sont deux vecteurs de E alors par unicité 
de la décomposition d’un vecteur sur E = F6 G, pour a, a' € K, le vecteur ax + a'x' se décompose sous la forme 
ax+ a'x' = (aa+ ao!) yo + (axe + a'x() et @(ax+ a!x') = aa+ a'x = ap(x) + a/p(x'). De plus, @(yo) = 1 donc @ 
n’est pas nulle et p (u(xo)) non plus. On aboutit alors à une contradiction et u est nulle. 





Exercice 24.98 OVCQ 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soient f1,..., fn € 2 (E,K) n formes linéaires sur E. Montrer que 
__, pK? 


la famille f = sel est une base de Z (E,K) si et seulement si l’application 0 : : _, (fi Hunt (x) 


est un isomorphisme. 


Solution : 

Supposons que f est libre. Soit x e Ker@. Alors fi (x) =... = fn (x) = 0. Par l’absurde, supposons que x # 0. 
Considérons un supplémentaire H à Vect(x) dans E et considérons la forme linéaire @ donnée par win = 0 etp(x) = 1. 
Comme f est une base de Z (E,K), il existe o1,...,an € K tels que 4 = > a; fi. Mais alors (x) = ne a; fi (x) et 
on aboutit à une absurdité. Donc x = 0 et Ker@ = {0}. Donc 8 est injective. Comme dim Z (E,K) = dimK” = n, 8 est 
un isomorphisme. 

Prouvons la réciproque par contraposée. Supposons que f est liée et montrons que 6 n’est pas injective. Un des 
vecteurs de f peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres. Supposons, quitte à renuméroter les vecteurs de 
f, que ce soit le dernier. Alors il existe A1,...,n-1 ER tel que fn = ne Àjifi. SixeE alors 


n-1 


Ut et MA bleverte,"E) 
k=1 


Viefl,n-—-1], €e;=10,...,0, 1 207 
S— 


i-ème place 


On montre sans difficulté que la famille (£1,...,En-1) est libre donc dimVectf(e1,...,En-1) = ñn-— 1. Alors dimlme < 
n-1et0 n’est pas surjective donc n’est pas un isomorphisme. 





24.7.11 Récurrences linéaires 
Exercice 24.99 





Programmer la suite définie par uo = 1, ui = et VneN,Un+2 = Un+1 + Un. 
1. Que valent u20, U50, U100 ? 

2. Trouvez-vous les mêmes résultats que votre voisin ? 

3. Démontrer que Vn EN, un = Le 


4. Les résultats sont ils en accord avec ceux des questions précédentes ? Pourquoi ? 


Solution : 
. On trouve par exemple comme valeurs approchées u20 = —107?, u50 = —4 x 107? et w100 = 11892. 


. Pour des raisons qui apparaitront plus tard, il n’y a pas de raison de trouver la même chose pour w100, sauf à 
travailler avec le même logiciel sur le même type de matériel. 


. Les deux suites (u) et (ur) vérifient la même relation de récurrence d’ordre 2 et coïncident sur les deux premiers 
termes. Elles sont donc égales. 


. On a u00 = 1072? environ, à comparer avec —11892 trouvé précédemment. Nous sommes ici en présence d’un 
cas où les accumulations d’erreurs d’arrondis provoquent à coup sûr ce phénomène. 


Les suites solutions de Un+2 = Un+1 + Un sont de la forme ar + bre où a et b sont déterminés par les conditions 
initiales uo et u1. Une petite erreur sur us et u1 entraîne une petite erreur sur a et b. Mais cette erreur sur b fait que 
b se retrouve non nul, ici en l’occurrence strictement négatif, au lieu d’être nul, et de ce fait, la suite programmée 
tend vers —-co. De fait dès que l’on trouve deux termes consécutifs de la suite qui sont de même signe, la suite va 
tendre vers —-co (ou +co) 
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24.7.12 L'espace vectoriel des polynômes 


Exercice 24.100 Q 
Soient 
Pi=2X2-X-1, Po=X?+2X, P3=Xx?-1 


Montrer que la famille P = (P1,P2,P3) est une base de R2 [X]. 


Solution : Soient &,0,0œ ER tels que &P1 + &2P2 + a3P3 = 0 alors avec X = 1, on obtient que 20 = 0, c’est-à-dire 


2 = 0. On a donc &P1 + x3P3 = 0. Mais ces deux polynômes ne sont pas proportionnels donc x; = à3 = 0. La famille 
® est donc libre. Comme Card(Z) = 3 = dimR> [X], c’est une base de R2 [X]. 





Exercice 24.101 OO 
1. Pour tout ke [0,n], on pose PE = (X+ 1)#+1 —XK*1, Montrer que la famille P = (Po,.….,P;) est une base de 
Ry [IX]. 


2. En étudiant la preuve de la question précédente, déterminer une condition suffisante pour qu’une famille (Qo,...,Qn) 
de polynômes de R,, [X] forme une base de R; [X]. 


3. En utilisant ce critère, montrer que la famille Z = (Ro,.….,Rn) où, pour tout k € [0, ñ], Rx = (X— a)* +(X+a)f, 
aeR forme une base de R; [IX]. 


Solution : 


1. En utilisant la formule du binôme, on calcule facilement que, pour tout k € [0,n], Pr = ne (ixe On a en 
particulier degP; = k et on reconnaît une famille de R;, [X] étagée en degré. Donc elle est libre et comme son 
cardinal est égal à la dimension de R, [X], elle forme une base de R; [X]. 


2. L’argument clé dans la démonstration précédente est que : Vke [0,n], degPr = k. Une famille de n+1 
polynômes de R, IX] vérifiant cette propriété forme toujours une base de R, [XI. 


3. Il est clair que pour tout k€ [0, n], degR£ = k. La famille Z forme donc une base de R; [X]. 





Exercice 24.102 OO 
Pour tout ke [0, n] et ae C*, on pose Py = xÆ (a-X}"TE. Montrer que la famille P = (Po,...,Ph) est une base de 
Cn IX]. 


Solution : 


1. Soient «,.…,an € C tels que De (a-X}"E = 0, 
> En remplaçant X par 0 dans cette égalité, on trouve : «9 = 0 et celle-ci devient : ZX? } ciXé (a Xe 0. 
»> Le terme de gauche de cette dernière égalité est un polynôme divisible par X. 

On a alors : EU ayXK"1 (a xt = 0. On recommence comme en 1., on montre que & = 0. 
> On répète n—2 fois ces opérations et on montre que &2 =. = An = 0. 
On a ainsi montré que ? est libre. Comme cette famille est de cardinal égal à la dimension de C; [X], on en déduit 
que c’est une base de C; [X]. 
. À partir de Py(X) = X*-1(a-X)"TE, on définit Px(X) = X"P4(È) = (aX—1)"E, Les (PL(X)ocren forment une 

famille échelonnée en degrés, donc une base de €; [X]. 


3. C’est du cours : Proposition ?? p. ??. 





Exercice 24.103 M 
On pose Po = 1 et pour tout ke [1, n], on pose 


_X(X-D...(X-Kk+1) 


Pk k! 


1. Montrer que P = (Po,.…, PA) est une base de Rx [X]. 
2. Montrer que: Vlez, Vkel]l0,n[, Pr(DezZ. 


3. Déterminer l’ensemble des polynômes P de R, [X] vérifiant: VieZ, P(ijeZ. 


Solution : 


1. Pour tout k € [0, n], degPz = k. On reconnaît une famille étagée en degré, on en déduit que Ÿ est une base de 
Ra IX]. 
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1—1)...(1-k+1 l 
2. Si k = 1, le résultat est évident. Supposons k > 1. Si l > k alors : P£(l) = se) = (] . Sile 


[0,£k—-1] on a P4(1) =[0]et enfin si 1<0, On a : 





HIC-II-D...(-1I-Kk+D 
Kk! 
ne HUMEUR 


P£ (D 


Kk! 


Dans chacun des trois cas, PK (1) € Z. 


. Soit PE R,I[X] vérifiant : VieZ, Pii)e Z. Dans la base P, P s’écrit : P = n'a o &Pk avec ap € R. Mais, 
P (0) = & donc & € Z. De même P (1) = 40 + & donc a; € Z. Supposons que &o, &,...,ax € Z pour ke[1,n-1] 
et montrons qu’il en est de même de ay+1. On a : 


P(Kk+1) = Po(k+1)+æP:1(k+1)+...+arPE(k+1) +ap:1Pr41(K+1) 
Potk+1)+aP:1(k+1)+...+arPr(k+1)+ag:1 
ne 

eZ 
et comme P(Kk+1) € Z, il en est de même de ay;,. On montre ainsi que tous les coefficients de P sont entiers. 


Réciproquement, un polynôme dont les coordonnées dans la base Ÿ sont entières est à valeurs entières sur les 
entiers. En résumé, l’ensemble recherché est| Z, [X] |. 





Exercice 24.104 M 
Considérons le C-espace vectoriel E = C; [X] et À = X2+1. 


1. Montrer que 
={PECs IX] | A]P} 
est un sous-espace vectoriel de C5 [X] 
2. Déterminer une base et la dimension de F. 
3. Déterminer un supplémentaire de F dans E. 


Solution : 
1. On vérifie facilement que : F = {{aX% + bX2+cX+d)(X2+1) | (a, b,c,d) e C*} = Vect(P1,P2,P3, P4) avec P1 = 
X$(X2+1), Po = X2(X2 +1), Pi = X(X2 +1) et P1 = (X2 +1). F est donc un sous-espace vectoriel de E. 
2. La famille P = (P1,P2, P3, P4) est génératrice de F. De plus si (a, b, c, d) € C* est tel que aP1 + bP2 + cP3+dP1=0 
alors aX3 + bX2+cX+d=0eta=b=c= d=0. Cette famille est donc libre et elle forme une base de F. On en 
déduit que dimF = 4. 





3. Posons G = Vect(1,X). Il est clair que FNnG = {0} et par application de la formule de Grassmann, dim (F + G) = 
6= dimE. On en déduit que F+G =E et donc que F et G sont supplémentaires dans E. 





Exercice 24.105 © 
Soit P un polynôme de RIX], de degré inférieur ou égal à n. 
Démontrer que 








n p&() ht Ÿ Cnr2® Let 
5 K+D! = (k+1)! 


Solution : Il suffit de le vérifier pour une famille génératrice de R,[X] : X”'. En posant ô;,; = 1 si i = j et ô;,; = 0 sinon, 
le membre de gauche égale 


LE Kk+1 _ D Okm ka 
ko (K+1)! _EK+D! 


xl 


m+l1 


x 
= || P(t) dt 
0 
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D'autre part le membre de droite égale 


PIC +1 = 
ne 


emim-1)...(m-—k+1)x""# 
(&+1)! 


=ùC 1) 


m+1l LE m! 
2 d (m— k)!(k+ 1)! 


m+1l LE m! 
2 (m—Kk)!(k+1)! 


xl om (m+ 1)! 


+1 LC ln HIE+ D 
SSID GE £[m+l 
m+l LCD mr] 
m+1 m+1l 


k-1lm+1 
20 e) 


x 
m +1 


m+1 
es . Cu ! 
k=0 k 


=0 


On a bien l'égalité demandée. De plus on a 


RES 


VP ER[X], Œ+ D 


co PX (0) _. 5 
LG" = = P(t)dt|. 


5 pt 
k=0 





Exercice 24.106 
Soit ne N*, E = RalX], Em = (,)X7(1-X) 77, 
Exprimer la base (1,X,...,X") dans la base (Eo,E1,..., En). 
ER 


Solution : On considère 4 : xm E* 


“ m 
avec E7, =X"(1-X)" "= -x" (+) . Donc w@(P) = (1- 
xP| +) =QX 
1-X ‘ 
1 
et donc 1—-X = —— 


1+Y° 
X 
Ge Te = 000 onaP(Y)=(1+Y)" o— ) 
Eu 


mJocmen forment une famille de E échelonnée en valuations. C’est donc une base de E. @ est une bijection, de 


X Y 
En posant Y = onaX= 
1-X° 1+Y 


bijection réciproque y Q— (1+X)"Q | Te =) 


1+X 
n=k nm In—-k D In—-k 
Maintenant (XF) = (1+X)" = XÉ( FX FE =XE XP = w[E 
(1+X)E L m = À p=k 


M 'in-k|. 
> |E- 
P= 


=k p-k 


= XXE x. 


x m 
On peut le vérifier directement :y(E;,) = (1+X)” =) Ë a 


Donc puisque w est bijective, X* = 


On peut le vérifier directement : 


D [n-k K{n-k 
p GE 
> LU - X) ne 


p=k m=0 


_k 
No et x 





24.7.13 Endomorphismes opérant sur les polynômes 
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Exercice 24.107.  ©QQ 
Soit l’application 
.J RX] — RX 
. P — P-XPp' 


Montrer que ( est un endomorphisme. Déterminer son noyau et son image. 


Solution : On montre facilement que est linéaire. Soit un polynôme P € Kerw. Si P Z 0, on peut écrire P = a,X" + 
an1X" +... + 40 avec an £ 0. Alors P = XP’ d’où ayX" +. = nayX" +... En identifiant les termes de plus haut 
degré, on trouve que a, (1 — n) = 0. Donc, puisque an Z0, n=1. Mais sin=1,P=aX+bet alors P=XP! — b=0. 


Donc P = aX. Réciproquement, si P = aX, (a€ R), on a bien P = XP’. En conclusion, | Ker = Vect(X) |. 


Déterminons Im. Soit Q=Y} bEXE € Imw. Alors il existe P € RIX] tel que P—XP! = Q. En examinant les degrés, 


il faut que degP = n. Posons P = re aX*. On doit donc avoir Y k € [0, n], (1 -— k)ay = by. Une condition nécessaire 


b 
pour que Q € Imw est donc que b1 = 0. Réciproquement, si b1 = 0, en posant ax = + pour k # 1 et a; = 0, on a bien 


@(P) = Q. En conclusion, | Im = {byX" +---+ bo; b1 = 0} |. 


Exercice 24.108 OO 
Soit A=X3+X2+X+1etE=R,[X]. Considérons l'application 





JE — E 
TP — rEp 
où r (P) désigne le reste de la division euclidienne de P par A. 
1. Montrer que r est bien définie et que re Z (E).. 
2. Prouver que r? = r. Qu’en déduisez vous ? 


3. Déterminer l’image et le noyau de r. 


Solution : 


1. SoitPeE. Par application du théorème de la division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) € (R [X))? tel 
que P = AQ +R et degR < 3. On a donc r (P)=R et r est bien définie. Si on considère un autre polynôme P €E, il 
existe un couple (@, À) € (R[XD)? tel que P = AQ +R et degR <3. De plus, pour tout a, à ER : 


aP + GP = A(aQ + àQ) + (aR + GR) 


et deg(aR + GR) < 3. Par unicité du couple quotient-reste dans la division euclidienne de deux polynômes, on peut 
affirmer que le reste de la division euclidienne de aP + GP par A est aR+ GR. On prouve ainsi que r (xP + &P) = 
ar (P)+ àr (P) et donc re (E). 

. Avec les notations de la question précédente, r (P) = R avec degR < 3. Donc R =0A+R et par unicité du couple 


2 


quotient-reste dans la division euclidienne, r (R) = R. On prouve ainsi que r“ = r. r est donc un projecteur. 


. Il est clair que le noyau de r est l’ensemble des polynômes de R, [X] qui sont divisibles par A. Il est aussi clair 
que Imr CR; [X]. Mais si P € R2 [X] alors r (P) = P donc on a aussi : R2 [X] € Imr et donc Im r = R2 [X]. 





Exercice 24.109 OVQ 


1. SoientneN* et 
A: Cnt1lX] — CnX] 
° P — PKX+1)-P(X) 


(a) Montrer que À est bien définie puis que c’est une application linéaire. 
(b) Déterminer le noyau de A. 
(c) En déduire que À est surjective. 

2. On considère maintenant E = C [X] et 


MD 
lP — PX+1)-P(X) 


(a) Montrer que À est un endomorphisme de E. 


(b) Déterminer ImA. 
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(c) Soient P e C[X] et ne N. Montrer que : 


n 


L P(X+Kk) 


n 
A" (P)=(-D" ÿ (D 
k=0 








(d) En déduire que si degP < n alors on a: X#_,(- 1)£ ()P (k) = 0. 


Solution : 
1. (a) Soit P = an41X "1 + ...+ a0 € Cn+1 [X]. Montrons que A(P) e C, IX]. On a: 


AGP) = (auR+Dl+aX+ D" +..+ a (X+ 1) + ao) - (an+1X "71 + anX" +...+ GX + ao) 


n+1 n+1 
Ant1iX + — —| GnuiX + me 
n+1 n+1 


termes de degré < n termes de degré < n 


donc deg A (P) < net A(P)e Ch [X]. Par ailleurs, si PQ € Ch+1 [IX] et si a, fe C alors : 


A(œP +6BQ) (aP +BQ) (X+ D) — (xP +BQ) (X) 
a(P(X+1) -P(X) +B(Q(X+ 1) —-Q(X)) 
aA (P) +BA(Q) 


donc À est linéaire. 


(b) Soit m > 1 et soit P = amX" +... + ag un polynôme de degré m € C+1 [X] avec m < n+1. On a donc : 
4m # 0. Supposons que P € Ker A. Alors P vérifie P (X+ 1) = P (X) ce qui amène : 


An CCD REC 4 ET 


Le coefficient du terme de degré m—1 de P(X+1) est Mam + 4m-1 et celui de P est am-1. Les deux 
polynômes étant égaux, il en est de même de leurs coefficients, ce qui amène m = 0 car 4m # 0. On en 
déduit que P est un polynôme constant. Réciproquement, on vérifie que tout polynôme constant est élément 


du noyau de À et donc | Ker À = Ro [X] |. 


(c) D’après la formule du rang, dim Im A = n+1 et comme dimC,, [X] = ñn+1, il vient ImA =C, [X]. À est donc 
surjective. 


(a) On montre de la même façon que précédemment que À est un endomorphisme. 


(b) Montrons que À est surjective. Soit P e C [X] et n = degP. Par application de la partie précédente, Ac,,,,1x] : 
Cn+1 IX] — Cn [IX] est surjective. Comme P € C, [X] il existe Q € Ch+1 [X] tel que A(Q) = P. On en déduit que 


À est surjective et que | ImA = C[X] |. 

E — E 

P — PX+1) 
E et que A=6-—id. De plus, pour tout ke N*, ô* P(X) =P(X+Kk). Comme les endomorphismes à et id 
commutent, la formule du binôme donne, pour tout ne N* : 


(c) Introduisons l’application à : . On vérifie facilement que à est un endomorphisme de 


k=0 k=0 


TE Lan Lin _yn-ksk | jun Lin _n£éSsk 
A0 ie» jen SE SN 


donc pour tout PEE : 


n 
ADI DE (] liner, 
k=0 k 


3. Remarquons que pour tout polynôme non constant de € [X], deg À (P) = degA (P)-1. On en déduit que si degP <n 


n 
alors A" (P) = 0 et en utilisant la relation établie dans la question précédente, on obtient : >. (—1)* Ur (k) =0 
k=0 





Exercice 24.110 O 
Déterminer dans R[X] les polynômes P satisfaisant à  n(n—1)P — (X2—1)P"=0. (n>2). 


1. Montrer que P est nécessairement nul ou de degré n. 


2. Démontrer que l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 1. 
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3. Démontrer que P est un polynôme de même parité que n. En déduire la nullité de certains coefficients de P. 


4. Établir une relation de récurrence entre les coefficients de P, déterminer P et montrer que : 


n\gn-1 
1+ cote) 
2<2q<n Ca) 


Solution : 


1. Supposons que P est une solution non nulle et soit AXF son terme dominant. Comme les termes dominants de 
n(n—1)P et de (X2-1)P" sont égaux, on en déduit que An(n—1) =AKk(k-—1) d’où m-n=Kk2-Kksoit(n-k(n+ 
k—1)=0 d’où n=Kk ce qu'il fallait vérifier. 

. L'ensemble des solutions est le noyau de l’endomorphisme @ de R;[X] défini par : 
p(P)=n(n-1)P- X2—1)P". D'après la question précédente, pour0<k<n-—1, deg(p(X*)) = k. Donc la famille 
(pXÉ))o< ken-1 est une famille échelonnée en degrés. Elle engendre donc un un espace vectoriel de dimension 
n—1. Donc la dimension de l’image de 4 est supérieure ou égale à n— 1. De plus si degP = n, alors deg(p(P)) < 
n—1. Donc Im(p) = Rh-11[X] et la dimension du noyau de est donc égale à 1. 


. I est clair que si P est solution non nulle, alors Q = P(-X) est aussi solution, de même degré n. Q — (—-1)"P 
appartient donc aussi à Kerp. Comme son degré est < n, c’est le polynôme nul. Ce qu'il fallait vérifier. 
n 


On en déduit qu’en posant P = 5 axX® on a an-(2q+1) = 0. 
k=0 


n n n-2 n 
. En posant P = ÿ' agX® on a P! = D kKK- l)azXF 2 = D (K+2)(k+ l)ap:2XF et XP" = D kK- 1)axXK. Pour 
k=0 k=0 k=0 Kk=0 
k=0,...,n—2, le coefficient de degré k du polynôme n{n — 1)P — (X2 — 1)P" est nul, 
(k+2)(k+1) (k+2)(k+1) 


donc n(n-l)a;-k(k- ljar+(k+2)(k+ l)ag+2 = 0, donc ax = Fe CE = Do rie 


k+2 — k+2: 
(n-2q+2)(n-2q+1) 

7 qj@n-2q-1 

{n-2q+2)(n-2q+1) (n-2q+4)(n-2q+3) n(n- 1) 


2q)2n-2q-1 * 2)(2n-—2 D "2e 3 * 
2qg)2n-2q-1) 2q-2)@n-2q+1 (2n—3) 


En posant k= n-2q, 4n-2q = 


d’où 


n-2(q-1)> 


An-2q = 1)? n° 


q q-1 q=1 


n! 

2 

HN op cr EE GS 
n! 


o (n—-2q)"24q\x(2n-2q-1)x...x(2n-—3) 
qui manquent pour avoir le produit de 2n—-2q—1 à 2n—2 au dénominateur : 


Soit 4n-2q = (—-1)7a . On écrit au numérateur les q facteurs pairs 


An-2q — (= Dan 


n\| (2q)x(2n-2q)x(2n-2q+2)...x(2n—4) x (2n—2) 

ee Qn-2q-1)x(2n-2q)x...x(2n—3) x (2n-2) 
(2n—2)! 

(2n-2q-2)! 

n|\2q)21(n-qjin-q+1x...x(n-1)(2n-2q-—2)! 

} 24q\Q2n-—2)! 


Comme (2n-2q-1)x(2n-2q)x...x(2n-—3)x(2n-—2)= 
An-2q = (Da 


n\(n-1 
hi ! = 9) 
à n-1}! (Cql2n-2q 2 _ 584, EU) 


2q)q'{in-q-1)! (2n—2)! (Érj 


= Dan 
2q 


La dernière égalité traduit le fait que P(1) = 0 pour une solution P non nulle. 
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Re EE 


Calcul matriciel 


Pour bien aborder ce chapitre 


Tout est dit dans le théorème 24.21 page 908 du chapitre 24...si on se fixe une base e = (e1,.….,e,) de E et une base 
f=(f,..., f4) de F alors une application linéaire u € L(E, F) est entièrement déterminée par les composantes des vecteurs 
u (e;) dans la base f. Ces pq scalaires définissent complètement u. Il est tentant de les représenter dans un tableau. Si on 
note, pour tout j € [1,p], u(e;)=27; a; f; alors on peut écrire : 


Y Y 
A1 AY jee dip < fi 
Ait Aij dip < f; 
Ag Ag gp < fq 


Ce tableau est la matrice de u dans les bases e de E et f de G. Se posent alors des questions naturelles : 


1 Sioneffectue cette manipulation pour deux applications linéaires u et v, comment se calcule la matrice correspon- 
dante à au+fv ? On verra qu’on peut définir une addition entre les matrices et une multiplication par un scalaire. 
Avec ces deux lois, l’ensemble des matrices (de même taille) possède une structure de K-espace vectoriel. 


2 Siuet v sont deux endomorphismes de E, quel est le lien entre la matrice de uo v et celles de u et v ? Pour 
l’expliciter, on définira le produit entre les matrices. 


3 Peut-on calculer le rang d’une application linéaire facilement à partir de sa matrice dans des bases données ? La 
réponse est oui et l’outil est le pivot de Gauss. 


4 Peut-on par un procédé calculatoire déterminer si un endomorphisme est inversible à partir de sa matrice dans des 
bases données ? La réponse est là aussi oui et l’outil consistera en le déterminant. 


5 Pour un endomorphisme inversible, existe-t’il un procédé permettant de calculer la matrice de son inverse ? Cet 
outil existe et il est donné par la comatrice. 


& Sion prend d’autres bases e/ et f’ de Eet F, peut-on calculer la matrice de u dans ces nouvelles bases en fonction 
de sa matrice dans les bases initiales ? La réponse est encore positive et on mettra en place des formules de 
changement de bases. 


D Enfin, pour un endomorphisme u € L(E), existe-il une base de E dans laquelle la matrice de 4 prend une forme 
simple et facile à manipuler ? La réponse sera donnée en spé dans le chapitre sur la réduction des endomorphismes. 


Au niveau historique, on peut indiquer qu’au 3° siècle, le mathématicien chinois Liu Hui résolvait les systèmes linéaires 
ayant jusqu’à 6 inconnues. Il représentait ces systèmes grâce à des tableaux et avait découvert la méthode qu’on appelle 
maintenant pivot de Gauss pour les résoudre. Au 17° siècle, toujours pour résoudre des systèmes linéaires, Leibniz in- 
vente le déterminant. Cette notion est approfondie par Cramer qui découvre soixante ans plus tard la méthode qui porte 
maintenant son nom. Il faut attendre le 19° siècle, pour que la notation matricielle sous forme de « rectangle (ou carré) de 
nombres » apparaisse. Gauss découvre le produit matriciel en dimension 3 et indique que la formule se généralise dans 
les autres dimensions mais sans détailler. Sylvester, le premier, dénomme ces rectangles de nombres du mot « matrix ». 
Dans tout ce chapitre, m, n, p, q,r sont des entiers positifs, K désigne le corps R des réels ou le corps € des complexes. E 
et F sont des K-espaces vectoriels. 
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25.1 Matrice à coefficients dans K 


25.1.1 Définitions 


DÉFINITION 25.1 © Matrice 
Soit K un corps et q, p € N*. On appelle matrice à q lignes et p colonnes à coefficients dans K toute application : 


—— K 


— 4j 


que l’on note : 


— Le coefficient de A qui se trouve à l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne est noté a;; ou [A]; ; : 
1 à représente l’indice de ligne. 
2 j représente l’indice de colonne. 


— On dit aussi que A est une matrice q x p ou une matrice (q, p) à coefficients dans K. 
— On note M,,p (K) l’ensemble des matrices à q lignes et p colonnes à coefficients dans K. 





S Notation 25.1 On notera aussi (Ali; le coefficient a;; de A. 


DÉFINITION 25.2 Vecteur ligne, vecteur colonne d’une matrice 
Pour toute matrice À eM,,p (K) : 
&1,1 &,p 


aq 


on appelle, pour (i, j) € [1,q] x [1, p] : 
— i-ème vecteur ligne de A le p-uplet L; = (ai1,..., &i,p) € KP. 
— j-ème vecteur colonne de A le g-uplet C;(a,j,.…, ag, j) € K. 


DÉFINITION 25.3 Matrice ligne, matrice colonne 
— Une matrice colonne est une matrice qui ne possède qu’une seule colonne. 


— Une matrice ligne est une matrice qui ne possède qu’une seule ligne. 


DÉFINITION 25.4 © Matrice nulle 


On dit que A€e Map (K) est la matrice nulle de Map (K) si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On la note : 
On, Où 0 lorsqu’aucune confusion n’est à craindre. 


DÉFINITION 25.5 © Matrice carrée 
Une matrice possédant autant de lignes que de colonnes est dite carrée. On note M, (K) l’ensemble des matrices carrées 
à ñn lignes et n colonnes. 


DÉFINITION 25.6 © Matrice identité 
On appelle matrice identité et on note I, la matrice de M, (K) donnée par : 





Tous ses coefficients sont nuls sauf ceux situés sur la diagonale et qui valent 1. 


id 1 0 0 
Exemple 25.2 n=(8= | 1} I3=[0 1 O|. 
CR PO 


25.1.2 L'espace vectoriel M,,, (K) 


On munit Ma, p (K) d’une addition et d’une multiplication par un scalaire. Le triplet (Map (K),+, ) est alors un K-espace 
vectoriel de dimension pq. 


PROPOSITION 25.1 © Somme de matrices, multiplication d’une matrice par un scalaire 


— Soient A={a;,;),B=(b;,;) EM,,p (K). On définit A + B comme étant la matrice C = (ci,;) eM,p (K) donnée par : 


V(i,j)e [1] x [1p], Ci,j = ai,j + bij. 


— Soit A= (a; ;) e M, (K) et À € K. On définit À : A comme étant la matrice D = (d;,;) € My,p (K) donnée par : 
V(j)elLalx{Lr], d,j=Aai; 


Muni de ces deux lois (M,,p (K),+,-) est un K—espace vectoriel. 





Démonstration : Laissée au lecteur. On vérifie aisément les différents axiomes définissant un espace vectoriel. 


Exemple 25.3 


DÉFINITION 25.7 © Matrices élémentaires 
Pour tout i € 1, q] et j e [1, p] on définit la matrice élémentaire E;,; € Mo,p (K) par : 


colonne j 


Tous les coefficients de la matrice élémentaire E;,; sont nuls sauf celui à l'intersection de la 5°" ligne et de la j°M€ 
colonne qui vaut 1. 





Exemple 25.4 Les matrices élémentaires de 92,3 (K) sont 


1 0 0 0 1 0 0 O0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Eu |, 0 o]E2= (0 0 ol3= (0 0 o]E = (| 0 o]E22 (0 1 o]:E22 = (0 0 1 


À titre d’exercice, et pour préparer le théorème suivant, montrer que cette famille de 6 matrices constitue une base de 
M2,3 (K). 


THÉORÈME 25.2 © Base canonique de M,,p (K) 
La famille formée par les matrices élémentaires (E; ;) Gpe[Lal* [LP tune base de M,,p (K) appelée base canonique 
de Ma,p (K). On en déduit que : 


dimNy,p () = gp 





Démonstration 
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+ _Prouvons que cette famille est libre. Soient (oi î 


; ; .y4 p or 
es. une famille de scalaires de K tels que : Dee En où, j Ei,j = 0. 


Alors on a l'égalité : 

1,1 … ,p 

gl + gp 
Par identification des coefficients de ces deux matrices, ona:Vief1,q], Vjef1pl], oi,j = 0 ce qui prouve la liberté de la 
famille (E, i}. 


+ Montrons que cette famille est génératrice de Map (K). Soit À = (ai) € Map (K). On a clairement : À = 


ie[1,q],jel1,p] 
2. + ai, j Ei,j. Ce qui prouve que la famille (Ei) est génératrice de My,p (K). 


25.1.3 Produit matriciel 


On définit maintenant, quand c’est possible, le produit de deux matrices. Le théorème 25.10 page 957 explicite le sens de 
ce produit, il correspond en fait à la composition des applications linéaires. 


DÉFINITION 25.8 © Produit matriciel 
Soit Ae M, (Ÿ et Be My,p (K). On définit AB comme la matrice C de M;,p (K) définie par : 


q 
viellrl VjiefLp] ci; =1ABl;;= ) aixbr, 
k=1 


colonne j 





bi; 
























































A\ Attention 25.5 On ne peut effectuer le produit de AeM,,, (K) et BE My,p (K) que si q = q'! 


1 -1 -1 -1 -1 s 
Exemple 25.6 SiA=10 2 |etB= alors AB=| 0 4 2 |et BA= . Remarquons qu’en 
1 -3 > -1 -5 -3 » À 


général, le produit AB peut exister sans que ce ne soit forcément le cas pour le produit BA. 


Il est souvent utile dans les exercices de savoir multiplier les matrices élémentaires. Pour ce faire introduisons le symbole 
de Kronecker. 
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DÉFINITION 25.9 © Symbole de Kronecker 
Pour tout i, j e N, on définit le symbole de Kronecker 6;,; par : 


1 sii=) 
O0 sinon 


THÉORÈME 25.3 OO Produit de matrices élémentaires 
Pour deux matrices élémentaires de M, (K), on a la formule importante suivante qui donne leur produit : 


EtiEpq = ÔrpEkq 





Démonstration Par un calcul direct. 


PROPOSITION 25.4 Règles de calculs avec les matrices 
Quant les produit suivants sont possibles, pour des matrices A, B,C et des scalaires a, f : 


Le produit matriciel est distributif à gauche par rap- Le produit matriciel est associatif : (AB) C = A(BC). 
port à l’addition : C(aA+$B) = aCA+fBCB. 

Le produit matriciel est distributif à droite par rap- Le produit matriciel admet la matrice I, comme 
port à l'addition :(aA + BB)C = «AC +fBBC. élément neutre :Al, = 1,A = A. 





Démonstration  Laissée au lecteur. 


25.1.4 Transposition 


DÉFINITION 25.10 © Transposée d’une matrice 
On appelle transposée de À € M,,p (K) la matrice noté ‘A € M, 4 (K) dont les colonnes sont formées par les lignes de 
A. Autrement dit : 


vielip], vjellal, l'Al;=a;; 





| Remarque 25.1  Transposer revient à échanger les lignes et les colonnes d’une matrice. 


ne 12 #0 
Exemple 25.7 SiA=|2 7 |alors 'A= | | 
0 —4 


PROPOSITION 25.5 © La transposition est une symétrie de 9,4 (K) 
L'application : 


œ-l Map — M3 
Ù A — A 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si A,B € M,,p (K) et si a, f € K. Alors : 


et |'(aA+6B)=a'A+6'B |. 





Démonstration : La linéarité ainsi que la relation {( A) = À sont faciles à prouver. Pour la bijectivité, on propose deux méthodes : 

— On montre facilement que, si A € Ker®, on a (/A) = 0 et donc A= {{/A) = 0 et Ker® = {0}, 6 est injective. Grâce à la formule du rang, 
on en déduit qu’elle est aussi surjective et donc bijective. 

— On peut aussi remarquer que ® o D = id ce qui prouve que ® est bijective et égale à sa fonction réciproque. 


Remarque 25.2 En prenant un peu d’avance sur le paragraphe 25.3.4, L'opération de transposition est une symétrie 
par rapport à Ker® — id =.%, (K) parallèlement à Ker D + id = #3 (K). 
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PROPOSITION 25.6 © Transposée d’un produit 
Pour tout AeM,,, (K) et Be M,p (K) : 


l(AB) = 'B'A 





Démonstration On suppose que À = (a;g) € M,q (K), que B = (bk,) € Map (K), C = AB = (ci) € Mrp(O Où ci,j = 
2e ai kDk,;. On note aussi : 

 A'=tA= (a x) € Mar (K) avec pour tout i e [1,4] ettout ke [1,r], CAP = Ai. 

° B'=B- (#.) € Mp,q (K) avec pour tout ke [1,p] et tout j e [1,q], b}, ; sb} 

+ C'=tBa=fc JeMr (0. 


1,] 
Pour tout i e [1,p] et je [1,r1 : 


q q 
1 lo | L=cSs 
= D bird; À Ajkbki=Cj;i 
k=1 k=1 
et par conséquent, C! = 'B'A =C = AB. 
Â Attention 25.8 Attention au retournement dans le produit. 


25.1.5 Avec Maple 


Voici une feuille de calcul Maple sur les matrices. On notera : 

— la première ligne qui sert à charger en mémoire les instructions maple pour faire du calcul matriciel. 

— la commande pour le produit de deux matrices : &x+. Pour l’addition de deux matrices, on utilisera + et pour la multi- 
plication par un scalaire *. 


— la commande pour évaluer les matrices : evalm. 

MAPLE 

with(linalg): #On charge la librairie de calcul matriciel 
A:=matrix([[1,-1],[(0,2],[1,-3]]); 








:=matrix([[2,0],[1,-3] 





:=matrix([[-1,1,0],[0,2,1] 


1); 

[=L Ÿ ©] 
C := I ] 
L 0 2 ÆE] 


evalm(2+xA-B); #on calcule 2A-B 
[ 


[ 
[ 
[ 
[ 


evalm(A&xC); #on calcule AC 
= 1 


= 
transpose(A); #on transpose 
1 





il 
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25.2 Matrices d’une famille de vecteurs, d’une application linéaire 
25.2.1 Matrice d’une famille de vecteurs relativement à une base 


DÉFINITION 25.11 © Matrice d’un vecteur relativement à une base 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie ñn et e = (e1,...,e,) une base de E. Soit x e E un vecteur qui se 
décompose sur la base e en : 
X=Xje +" +Xnen 


On appelle matrice de x relativement à la base e et on note Mat, (x) la matrice colonne donnée par : 


X] 
Mate (x) = | : [EM 1 (K) 


n 
où x= Ÿ xie; 
i=1 





1 


Exemple 25.9 On considère RŸ muni de sa base canonique e = (e1, e2,e3). Soit v = (1,—2,3) € R$. Alors Mat, (v) =|-2|. 
3 


Remarque 25.3 Mat, (x) représente les coordonnées du vecteur x dans la base e. Il y a bien sûr une correspondance 
biunivoque entre les vecteurs de E et les matrices colonnes de taille n (qui contiennent les composantes de ces vecteurs 
dans une base fixée). De plus, « effectuer des calculs avec ces vecteurs » correspond à « effectuer des calculs avec ces 
matrices ». C’est le sens de la proposition suivante. 


PROPOSITION 25.7 Tout K-espace vectoriel de dimension n est isomorphe à 9%, 1 (K) 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension ñ et soit e une base de E. L'application 0 : ; a 
—> e 


vecteur associe la matrice colonne de ses coordonnées dans la base E est un isomorphisme de K—espaces vectoriels. 


qui à un 





Démonstration  Six=}". xie; et si y=X", yie; alors pour tout a fe K, ax+By=2", (ax; +By;)e; donc il est clair que 
Mate (ax +fBy) = «Mate (x) + BMate (y) et 8 est linéaire. Si x e KerO alors 8 (x) = 0 et les composantes de x dans la base e valent 
toutes 0. Donc x = 0 et 6 est injective. De plus, dimE = dim, 1 (K) donc 8 est bijective. 

DÉFINITION 25.12 © Matrice d’une famille de vecteurs relativement à une base 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension g et e = (e1,.….,e4) une base de E. On considère (v1,...,v,) une famille 
de p vecteurs de E qui se décomposent dans la base e sous la forme : 


q 
vijel1pl Der Aie: 
i=1 


On appelle matrice de la famille (v1,.…., v)) relativement à la base e et on note Mate (v1,.…., vh) la matrice : 


Mate(vi,...,Vp) = 


<€q 





Exemple 25.10 On se place à nouveau dans R$ muni de sa base canonique e = (e1,e2,e3). Soient vi = (—1,3,0), v2 = 
1 0 -3 ll 

(0,—1,5), va = (3,2, 1), 24 = (1,0,—1) € R et soit v = (1, vo, V3, V4) alors Mate(v)=| 3 1 2 0 
0 5 1  —-] 
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25.2.2 Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases 


DÉFINITION 25.13 © Matrice d’une application linéaire relativement à deux bases 
Soient : 


1 E un K-espace vectoriel de dimension p et e = (er, HS ep) une base de E. 


2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f = (fa) une base de F. 


3 ue P(E,F). 


On appelle matrice de u relativement aux bases f et e et on note Mat. , (u) (ou Mat, f (u)) la matrice q x p donnée 
par : 


Mate (u) = 


où (&j,.…, 4gj) sont les composantes du vecteur u(e;) dans la base f. 
Autrement dit : Mat. (u) est la matrice de la famille de vecteurs {w(e1),.….,u(e,)) relativement à la base f : 


Mats_e(u) =Mat(u(e),...,u(e)). 





Remarque 25.4 Les notations utilisées sont un peu lourdes mais elles rendront très simples à retenir les formules de 
changement de base. 


Exemple 25.11  Donnons deux exemples : 


— Soit E = R° muni de sa base canonique e et F = R? muni de sa base canonique f. Soit u : 
E — FE 
(x, y,2) _ (x+y-2,2x-y+32) alors comme u(e;) = (1,2), u(e>) = (1,-1) et u(ez) = (—-1,3), Mat. , (u) = 
1 O1 —-1 
2 —-1 3) 
— Soit E = R3[X] muni de sa base canonique e et 1: P = + alors u(1) = 2, u(X) =2X-I, u(X2) = 2X2-2X 
2 —1 O0 0 
0 2 —2 0 
3) __ 9ÿ3 _ 2y2 : = 
et u(X*) = 2X° —3X7. Il vient alors Mat, (u) D os 
0 O0 0 2 


DÉFINITION 25.14 © Matrice d’une forme linéaire relativement à une base 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension ñn et e = (e1,...,e,) une base de E. Si 4 est une forme linéaire sur E, on 
appelle matrice de relativement à la base e la matrice ligne 1 x ñn donnée par : 


Mate () = (@(e1),.…,(en)) 


PROPOSITION 25.8 © Une application linéaire est entièrement déterminée par sa matrice dans deux bases 
Soient : 


1 E un K-espace vectoriel de dimension pet e={e1,.….,e,) une base de E. 
2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f =(f,..., f{) une base de F. 
l'application : 


: LEP — Myp (KW 
° u — Mat. .(u) 


est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, si M € M,,p (K), il existe une unique application linéaire 
ue P(E,F) telle que 67! (M) = u. On dit que u est l'application linéaire de E dans F représentée par M dans les bases 
edeEetfdeF. 
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Démonstration 
+ On vérifie tout d’abord que 8 est linéaire. Soient aà,B € K et soient u,v € Z(E,F). On suppose que O(u) = Mat. (u) = 


A= (ai) € Ma,p (K), que 8 (v) = Mats._,(v) = B = (bij) € Ma,p OO) et que B(au+Bv) = Mat, (au+fBv) = C= (ci,;) E 
Map (K). Par conséquent : 


q q 
vief1p], u(e;)= D arf et v(e)= À brie 


Par suite, pour tout j € [1, p] : 


(ou+Bv)(e;)= > ckjfe = au(e;)+Bu(e;) = > (ae; +Bbk;) fr. 


k=1 k=1 


Par identification, la famille f formant une base de F, on a: 


vkefip], Viellp], c,;j=aa;+Bbr; 


ce qui prouve que : C = aA+$B et que 8 est linéaire. 

* 6 est injective. En effet, si ue Z(E,F) est telle que O(u) = 0 alors Vje [1,p], u(e;) = E_0.fk = 0. u s’annulant sur une 
base de E ne peut que s’annuler sur E tout entier et donc u = 0. On en déduit que Ker0 = {0} et que 8 est injective. 

+ Gest surjective. Soit À = (ai,;) € Map (K). Considérons l'application linéaire u € Z(E,F) donnée par : Vj € [1,p] , U (e;) = 
2 ak, j fr (Rappelons qu’une application linéaire est complètement déterminées par les valeurs qu'elle prend sur une base de 
l’espace vectoriel sur lequel elle est définie). On a clairement 6 (u) = A ce qui prouve que 8 est surjective. 


: | Autrement dit : 


Avec les notations précédentes, se fixant une base e dans E et une base f dans F. 


° Toute matrice de Map (K) est celle d’une application linéaire u € Z(E,F) dans les bases e et f. 
- Réciproquement, à toute application linéaire de Z (E,F) correspond une et une seule matrice de M,,p (K) qui 
la représente dans les bases e et f. 





En utilisant ces deux dernières propositions, on obtient : 


COROLLAIRE 25.9 © 
Soient E et F deux K-espace vectoriel de dimension finie, soient e et f des bases respectives de E et F. Si on note 


p = dimE et qg = dim, on a: 
dim? (E,P) = dimM,,p (K) = gp 





Démonstration : En effet, deux K-espaces vectoriels isomorphes ont la même dimension. 
Le théorème suivant justifie la définition du produit matriciel. Composer des applications linéaires revient à multiplier les 
matrices correspondantes. 


THÉORÈME 25.10 © Fondamental ! Matrice de la composée de deux applications linéaires 
Soient : 


E un K-espace vectoriel de dimension p et e=(e1,.…..,e,) une base de E. 


1 

2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f={f,..., fq) une base de F. 
3 Gun K-espace vectoriel de dimension r et g= (g1,.., gr) une base de G. 
4 


ue P(E,Fet ve (EG). 


alors : 


Matg_e (vou) = Matge f (v) x Matf_e (u) 





Démonstration Notons : A = (ar, y) =Matr_.(u) B= (bin gr) =Matg-f(v) et C= (ci) = Matg_e(vou). Soient j € 

[1,p]etiel1,r]. Ona:(vou) (e;) = v[u(e;)] L Hp a, jf) =) a, ju (fe) = ea ak,j Li Pi,k&i = Li Zik ak, j8i = 
ini be bikax,) gi 

Et par identification : c; ; = 2 b;,Kaxi ce qui prouve le résultat. 


Enfin, on écrit le calcul de l’image d’un vecteur par une application linéaire peut s’effectuer, en dimension finie, au moyen 
des matrices. 
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PROPOSITION 25.11 © Écriture matricielle de l’image d’un vecteur par une application linéaire 
Soient : 


1 E un K-espace vectoriel de dimension pet e={e1,.….,e,) une base de E. 


2 Fun K-espace vectoriel de dimension g et f =(f,..., fq) une base de F. 


3 ue (E,F). 


alors : 


Mat (u(x)) = Matf-_e (u) x Mat, (x) 


Autrement dit, si Y = Mat (u(x)), A =Matr. ,(u) et X = Mat, (x), on a : L 





Démonstration  Posons À = (ai,;) € Map (K), X = (x) € M1 (K) et Y = (yi) € M4,1 (K). On a : u(x) = none: xje;) = 
2e Xj u(e;) = 2 os ai j fi= 0 2 ai, jXjfi= ui yi fi. Par identification, on a bien : 
. P 
vief1,q], ni= ÿ ax; 
j=1 


ce qui prouve le résultat. 


Exemple 25.12 
— Soit deux applications linéaires 


RS — R R? — R 
u:] (x, 7,2) —  (X— y, x+y+2) v:{ (X, y) —  (X+7y, X+2y, x y) 


On note e la base canonique de R$ et f la base canonique de R2. 
1 —1 0 ed 
1. On écrit Matr._, (u) = È 1 à et Mate. f(v)=|1 2. 


1 -1 


2. On écrit maintenant Mat... (vo u) et Matr. f(uo v). On sait que 


D basse cl 
Mate- e(vou) = Mate- f (v) x Mat. e(u) =|1 21% | ] =|3 1 2 
l 1 0 


et que 


Mat. f(uov) =Matr. ,(u) x Mate f(v) x = - = 1 x | 


3. Donnons l’expression analytique de uo v et vo u. On utilise le théorème 25.11. 


2 0 l X 2Xx+2 
D'une part|3 1 2 ||y|=|3x+y+22| doncuov(x,y,z)=(2x+2,3x+y+22,-2y- 2). 


0 —2 —-1}\z —2y—2Z 
, O —1\fx\ [ —7y me. 
D'autre part è >]0)- 3x4 2y et vou(x,y) =(-7,3x+2y). 








25.3 Matrices carrées 


25.3.1 Définitions 


Rappelons qu’une matrice est carrée si et seulement si elle possède autant de lignes que de colonnes. L’ensemble des 
matrices carrées de taille n est noté M, (K). 


PROPOSITION 25.12 © 
2 


— (M: (K),+,-) possède une structure d’espace vectoriel de dimension finie n°. 
— (M, (K),+, x) possède une structure d’anneau unitaire (non commutatif). 





Démonstration Le premier point est un corollaire immédiat des propositions 25.1 et 25.2. On vérifie facilement les axiomes d’un 
anneau pour (My (K),+, x). 
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Remarque 25.5 Comme (M9, (K),+, x) est un anneau, pour deux matrices A,B € 9, (K), on pourra utiliser la formule 
du binôme de Newton (voir le théorème 19.17 page 725) dès que A et B commutent, c’est-à-dire dès que AB = BA. 


1 —1 1 0 —1 1 
Exemple 25.13  Calculons les puissance de A= [0 1  —1}. On remarque que A=13+B avec B=|0 0 -1|. 
0 l 0 0 0 


0 0 1 
On remarque aussi que B2=|[0 © O0] et que B° = 0. Comme 13B = BI: = B, on peut appliquer la formule du binôme et 
0 0 0 


écrire pour n > 2: 


n(n+1) 
n [nr n-knk n(n—1) 2 Pr À 
AT LB D BEnBt CR '=|0 1 = 
k=0 0 0 1 


Par un calcul direct, on montre que cette égalité reste correcte si n = 0,1 d’où le résultat. 


DÉFINITION 25.15 © Matrice d’un endomorphisme dans une base 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et e une base de E. Soit ue Z (E) un endomorphisme de E. On appelle 
matrice de l’endomorphisme u dans la base e la matrice notée Mat, (u) et donnée par : 


Mate (u) = Mate. e (u) 


Remarquons que Mat, (u) est une matrice carrée : Mat, (u) e M, (K). 


PROPOSITION 25.13 © Un endomorphisme est entièrement déterminé par sa matrice dans une base 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et e une base de E. Alors, l’application 


p: PE) — MK 
Ÿ u — Mat,(u) 


est un isomorphisme d’anneaux et d’espaces vectoriels. 
En particulier, si M e M, (K), il existe un unique endomorphisme u € Z(E) tel que 07! (M) = w. On dit que u est 
l’endomorphisme de E représenté par M dans la base e. 





Démonstration Le fait que 6 est un isomorphisme d’espaces vectoriels est un cas particulier du théorème 25.8. Par ailleurs, si 
u, ve P(E) alors O(uo v) = Mat, (uo v) = Mat, (u) Mat, (v) = 0 (u)0(v) ce qui prouve que 0 est un morphisme d’anneaux. 


PLAN 25.2 : | Autrement dit : 


Avec les notations de la proposition précédente, se fixant une base e de E : 
. A toute matrice À de M, (K) correspond un et un seul endomorphisme u de E dont la matrice dans la base e 
est À. 
-_Réciproquement, à tout endomorphisme de E correspond une et une seule matrice de M, (K) qui le représente 
dans la base e. 





25.3.2 Éléments inversibles dans M, (K), groupe GL, (K) 


DÉFINITION 25.16 © Matrice inversible 
On dit qu’une matrice carrée À e M, (K) est inversible si et seulement si il existe B € M, (K) tel que : 


AB=I, et BA=l], 


Si tel est le cas B est unique et est appelée matrice inverse de la matrice A ; on la note A7}. L'ensemble des matrices de 
taille n est noté GL,, (K). 





Démonstration : Soit B et B' deux matrices de My (K) telles que AB = BA = ]} et AB/ = B'A= 1}. On a donc 


B = Bin = B(AB') = (BA)B'=1;B'=B/. 





| Exemple 25.14 
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, JPA | . | 
La matrice À = | 0 : est inversible. En effet, cherchons son inverse sous la forme B = É : | Comme AB = I: on a le 


x+z=1l 


ë y+t=0 , : 1 —-1 
système : 0 qu on résout et on trouve B = 
Z 


o 1 | On vérifie que AB = BA = I3 donc B= A1. 


Remarque 25.6 On comprend grâce à cet exemple qu’il va falloir développer des outils plus sophistiqués si on 
veut montrer sans trop de calculs qu’une matrice est inversible. Ces outils seront le rang (voir paragraphe 25.5) et 
le déterminant (voir paragraphe 25.6). On montrera aussi dans ce dernier paragraphe comment, grâce à la notion de 
comatrice, on pourra calculer l’inverse de matrices inversibles de taille pas trop grande. 


La proposition suivante permet de traduire la notion d’inversibilité entre les matrices et les applications linéaires. 


PROPOSITION 25.14 © Une application linéaire est inversible si et seulement si sa matrice est inversible 
Soient e et f des bases respectives des K-espace vectoriels E et F tous deux de dimension ñn, ue Z(E,F) et A = 





Mat. (u). Alors A est inversible si et seulement si w est un isomorphisme. 


Démonstration 
Supposons que À est inversible. Alors il existe B € My (K) tel que AB = BA = I}. Soit v élément de Z(E,F) tel que B = 
Mate f (v). On a: 
Mate e (Id) = In = BA = Mate f (v) Matf_e (u) = Mate e(vou). 





Par conséquent : vo u = Id. De même, on a : 
Mat (dE) = In = AB = Matf_e (u) Mate f (v) = Mats_f (uo v). 


Par conséquent : uo v =Idg. On a ainsi prouvé que u est un isomorphisme de E dans F d’application réciproque v. 
Réciproquement si u est un isomorphisme de E dans F alors notons v : F — E son application réciproque. Posons B = 
Mate f (v). On a: 


AB = Matf_e (u)Mat, f (v) = Matsf (uov)= Matse_f (dr) = In 


et 





BA= Mate f (v) Matf_e (u) = Mate. (vou) = Mate e (Id) = In 
et donc A est inversible de matrice inverse B. 
PROPOSITION 25.15 © Si E est de dimension n, GL, (K) et GL (E) sont des groupes isomorphes 


1 (GL:(K), x) est un groupe (en général non abélien). 


2 SiE est un K-espace vectoriel de dimension n et si e est une base de E, l’application 


a: GL(E) — GL;,(K) 
1 u —— Mat,(u) 


est un isomorphisme de groupe. 





Démonstration 

* 6 est bien définie car si u est un automorphisme de E alors Mat, (u) est inversible. 

+ 6 est un morphisme de groupe : si (u, v) € (GL (E))2, alors 8(uo v) =Mate (uo v) = Mate (u) Mate (v) = 6 (u)6(v). 
* Best injective car si O(u) =1, alors Mate (u) = 1; et donc u = Id. 

- Enfin, 6 est surjective car toute matrice de GL; (K) représente un automorphisme de E. 


Remarque 25.7 Les deux démonstrations qui viennent sont typiques de ce chapitre. Pour démontrer une propriété sur 
les matrices, on la transcrit en terme d’application linéaire. Vous devez vous familiariser avec cette gymnastique. 


Exemple 25.15 On reprend la matrice A = Ë 


A est la matrice, dans la base (1,X), de l’endomorphisme uw de K1[X] dans lui-même défini par u(P) = P(X+ 1). 
Il est clair que l’endomorphisme v de K,[X] dans lui-même défini par v(P) = P(X-— 1) "défait ce que fait w" et donc que 
u et v sont inverses l’un de l’autre. Donc A est inversible d’après la proposition 25.14 p. 960. De plus A7! est la matrice 


n de l’exemple 25.14 p. 959. 


de v dans la base (1,X), à savoir é pe 
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THÉORÈME 25.16 OO Une première caractérisation des matrices inversibles 
Soient À,B € M, (K). On suppose que : 


Qu) ARE 


alors A et B sont inversibles et inverses l’une de l’autre : B=A=let A=B-!1. 





Démonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et soit u l’endomorphisme de E représenté par A 
dans la base e et v l’endomorphisme de E représenté par B dans la base e. Comme AB = I», on a : In = AB = Mate (u) Mate (v) = 
Mate (uo v) = Mat, (ds). Par conséquent : uo v = Idg. On en déduit que d’après le théorème 24.30 page 912 que u est inversible 
d’inverse v et donc que A est inversible d’inverse B. 


PROPOSITION 25.17 Une seconde caractérisation des matrices inversibles 


AEGLr(K) = [VXEMh1(K), AX=0 — X=0|]. 





Démonstration Soient E un espace vectoriel de dimension n, e une base de E et soit u l’endomorphisme de E représenté par A 
dans la base e : A= Mat, (u). Soient X e M 1 (K) et x le vecteur de E tel que Mat, (x) = X. On a: 


AX=0 Mat, (u)Mate (x) =0 = Mate (u(x)) = 0. 


Si A est inversible alors u est un isomorphisme. Donc AX = 0 n’est possible que si u(x) = 0 c’est-à-dire si x = 0. Par conséquent 
X = 0. Réciproquement, si AX = 0 entraîne X = 0, alors u (x) = 0 entraîne x = 0 et donc Ker u = {0} par suite u est injectif. Comme 
u est un endomorphisme, u est donc aussi surjectif d’après le corollaire 24.29 page 912 et définit bien un isomorphisme. Par 
conséquent À est inversible. 


PROPOSITION 25.18 OC 
Si A,Be M, (K) sont inversibles, il en est de même pour AB et : 


(AB) !=B l'A I} 


Démonstration Supposons que A et B soient inversibles. Il existe alors A',B' € My (K) telles que : AA! =]; et BB’ =1,. Montrons 
que : B'A' est la matrice inverse de AB ce qui prouvera le résultat. Il suffit pour ce faire de remarquer que : 





ABB'A' = A BB/ A'= AA! =I}. 


=ly 


PROPOSITION 25.19 © 
Si A e M, (K), ‘A est inversible si et seulement si A l’est. De plus, si tel est le cas : 


(a = (a) | 





Démonstration : On a la série d’équivalences : 


AE GLn (K) = 3B € My (K) : AB = In = 3B € My (K) : (AB) = In — 3B € My (K) : 'B'A= In — AE GLy (K). 


Exemple 25.16 On a vu au chapitre 2 que si 4 est un vecteur du plan de coordonnées (x, y) dans une base orthonormale 
directe e= (7, j)et si Ro est la rotation vectorielle d’angle 6€ R alors les coordonnées de Rg (4) dans e sont : (x/, y’) = 
(cos8x+sin8y,-sin0x+cos6y) . On a donc: 


Mat, (Ro)= | cosO sin6 | 


—sin0 cos6 


Remarquons que R$ est un automorphisme du plan, de bijection réciproque : R_9. On a par ailleurs bien : 


Mat, (Ro) Mate (R-) = | cosO  sin0 ]| cos —sin0 ]=2. 


—sin0 cos sinO cosô 


Remarquons que (Mate (Ro)) ! = ‘Mat, (Ro). Les matrices inversibles A dont la matrice inverse est égale à leur trans- 
posée : ‘A sont dites orthogonales. 
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B10 22 | Camille Jordan, né le 5 janvier 1838 à Lyon, mort le 22 janvier 1922 à Paris) 


Mathématicien Français. Camille Jordan est issu d’un milieu favorisé. Son père 
était polytechnicien et sa mère était la soeur du peintre Pierre Puvis de Cha- 
vannes. Il fait des études brillantes et intègre Polytechnique à la première place. 
Il devient ingénieur du corps des mines et mène en parallèle des recherches math- 
ématiques. En 1876, il succède à Cauchy comme enseignant à l’école Polytech- 
nique. 

Ses travaux mathématiques portent sur la géométrie, (courbes de Jordan), mais 
également sur l’étude du groupe des permutations, et les séries de Fourier. Il 
est aussi l’auteur d’un procédé de réduction des endomorphismes tellement utile 
qu’il est parfois nommé « jordanisation des endomorphismes ». Réduire un en- 
domorphisme consiste à trouver une base dans laquelle sa matrice prend une 
« forme simple ». Dans le cas de la jordanisation, il s’agit d’une matrice diago- 
nale par blocs dont les blocs sont des matrices de Jordan (voir l’exercice 25.58). 
Ce procédé est en particulier important pour résoudre certaines équations dif- 
férentielles. Ajoutons que Jordan était réputé pour l’excentricité de ses notations. 
Il prend sa retraite en 1912. Celle ci est marquée par le décès de trois de ses huit 
enfants durant la première guerre mondiale. 





25.3.3 Trace d’une matrice 


DÉFINITION 25.17 © Trace d’une matrice carrée 
Soit À = (ai, a] € M, (K) une matrice carrée. On appelle trace de A et on note Tr (A), le scalaire : 


n 
Tr (A) = Ÿ ai 
i=1 





| Remarque 25.8 La trace de A e M, (K) est égale à la somme des éléments diagonaux de A. 


PROPOSITION 25.20 © Propriétés de la trace 


Mn (K) — K 
A — Tr(A) 


Tr («A+ BB) = xt (A) + Tr (B) À. 


— VA,BEeM,(K), |Tr (AB) = Tr (BA) 


— L'application Tr : est un forme linéaire. En particulier, si à, f e K et si A,B e M, (K) alors 





Démonstration 


— La linéarité de la trace est laissée en exercice. 
— Soient À, B € Mn (K). On suppose que À = (ai,;) etB= (bis). Ona:Tr (AB)=Y* ; CE abri) et Tr (BA) =X#. be akibi) 
et ces deux quantités sont bien égales. 


PLAN 25.3 : | En résumé : Opérations sur les matrices 


D SiA,BeM,,p (K) et si a,B € K, alors : (A) = (AT) 


tft a) — 
ee > SiA,BeM,(K) etsi ape K, alors : 


(«A + BB) = a'A+6'B 
(AB) = 'B'A Tr (aA+ BB) = «Ir (A) +fBTr (B) 


2 SiA,BE GL;h(K), 


Tr (AB) = Tr (BA) 
(AB) T=B A 





962 


25.34 Matrices carrées remarquables 
Matrices scalaires, diagonales, triangulaires 


Nous allons nous intéresser à deux types particuliers de matrice dans cette section : les matrices diagonales et les matrices 
triangulaires. Les premières se multiplient et s’inversent très facilement (quand c’est possible évidemment). Avec les 
secondes, les calculs sont plus difficiles mais moins que dans le cas de matrices quelconques. 


DÉFINITION 25.18 © Matrices scalaires, diagonales 


— Une matrice D e M, (K) est diagonale si et seulement si : 


Vi,jeilLn] i£j —= di,j =0 


A1 0 …… O0 
D= 0 À 
4 . .. 0 
0 . O0 À» 
On notera D = Diag(A1,.…., A) ainsi que 2, (K) l’ensemble des matrices diagonales de taille n. 
— Les matrices diagonales de la forme Diag(X,..…, À) où À € K sont appelées matrices scalaires. 





| Remarque 25.9 Une matrice À e M; (K) est scalaire si et seulement si il existe À e K tel que A = A4. 


DÉFINITION 25.19 © Matrice triangulaire supérieure 
On dit que T e M, (K) est triangulaire supérieure lorsque : 


Vi,jelLA] i>j — li,j =0 


T est de la forme : 
li … Un 


0 
On note 7, (K) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures de taille n. 


PROPOSITION 25.21 Dimension du sous-espace des matrices diagonales et du sous-espace des matrices triangu- 
laires 
Le sous-ensemble des matrices scalaire de M, (K) est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimension 1. 


Le sous-ensemble des matrices diagonales 2, (K) de M, (K) est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimen- 
sion ñ1. 


Le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures 7; (K) de M; (K) est un sous-espace vectoriel de 


1 
Mn (K) de dimension RÉUUS 





Démonstration 

- Le fait que chacun de ces quatre sous-ensembles de My (K) sont des sous-espaces vectoriels de My (K) est laissé en exercice au 
lecteur. 

— La matrice identité engendre clairement le sous-ensemble des matrices scalaire de My (K). Par conséquent ce sous-ensemble est 
de dimension 1. 

— Les matrices élémentaires (Bi) ie[L,n] engendrent clairement le sous-ensemble des matrices diagonales 2, (K) de My (K). 
Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base de Du (K). Par conséquent : 
dim; (K) = n. 


— De même les matrices élémentaires (E, j) engendrent le sous-ensemble des matrices triangulaires supérieures Th (K) 


i,jell,n],j>i 
de My (K). Comme cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre et forme donc une base de T; (K). I y a 


n(n+1) . s n(n+1) 
——— de telles matrices et donc : dim» (K) = D 


PROPOSITION 25.22 © Opérations algébriques avec les matrices diagonales et les matrices triangulaires 


supérieures 
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— Si D. et D: sont deux matrices diagonales dont les coefficients diagonaux sont respectivement À1,..., À» et ,..., Mn, 
D1D> est diagonale et ses coefficients diagonaux sont ÀA1l4,...,AnUn- 
— Si T\ et T sont deux matrices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont respectivement À1,...,A» 


et U,..., Mn, T1 T2 est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont ÀA11l1,...,AnUn. 
— SiNe M; (K) est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont nuls, alors N° = 0 ; on 
dit que N est nilpotente. 





Démonstration Exercice. 


COROLLAIRE 25.23 © Inverse d’une matrice diagonale et d’une matrice triangulaire 


+ Une matrice diagonale D = Diag (A1,.…., À) est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non 
nuls. Dans ce cas : 
D = Dias(in. Ae) 


+ Une matrice triangulaire supérieure T e M, (K) de la forme : 


li 


est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. Dans ce cas, T= est de la forme : 


… 
bi 
0 





Démonstration 

+ Soit D = Diag(A1,.….,Àn) une matrice diagonale. Supposons que :VkeT[1,n], À #0 alors clairement la matrice Diag(A1-!,..., An 1) 
est la matrice inverse de D. Réciproquement, si un des coefficients, À par exemple est nul. Alors, posant X = 1(1,0,...,0) € 
Mn,1 (K), on a AX =0 etX Z 0 donc,appliquant la proposition 25.17, À n’est pas inversible. 

+ De même siT est une matrice triangulaire supérieure telle que ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors en posant X = 
1x1, , Xn) € Mn,1 (K), on a : TX = 0 si et seulement si : 


À1X1 + 41,2X2 + 41,3X3 +... + 41,nXn = 0 


À2X2 + 42,3X3 +... + 42,nXn = 0 


AnXn = 0 


comme les À;, pour i e [1, n] sont non nuls, ce système possède comme unique solution le n-uplet nul donc X = 0 et appliquant 
à nouveau la proposition 25.17, À n’est pas inversible. Réciproquement, si un des coefficient, \1 par exemple est nul, alors en 
posant X = 1(1,0,...,0)€ Mh,1 (K), on a AX =0 et X Z 0 donc, appliquant la proposition 25.17, À n’est pas inversible. 


Matrices symétriques, antisymétriques 


DÉFINITION 25.20 © Matrices symétriques, antisymétriques 
Soit À € M (K). 
— On dit que À est symétrique si et seulement si ‘A = A c’est-à-dire si et seulement si : 


Vi,jelln]l aji-=ai; 


L'ensemble des matrices symétriques de taille n est noté 7, (K). 
— On dit que À est antisymétrique si et seulement si {A = —A c’est-à-dire si et seulement si : 


Vi,jelLnl aji=-ai; 





L'ensemble des matrices antisymétriques de taille n est noté #7, (K) à n lignes et n colonnes. 
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Remarque 25.10 Par définition, si À = (ai,j) e M, (K) est antisymétrique, et si i € [1,n] alors a;,; = —a;,; et donc 
ai ; = 0. Les coefficients diagonaux d’une matrice antisymétrique sont donc nuls. 


PROPOSITION 25.24 
Sn (K) et %n (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K). De plus : 


dim 7 (6) = et din an (= 





Démonstration  Posons, pour tout i, j € [1,n], à < j posons F;,; =E;,;+E;; et H;;j =E;,; -E;; où E; ; désigne la matrice 
élémentaire (i, j). On a: 

AK = Vect{F;,j,Ej | i jen i< j} 
et 

An (K) = Vect({H;; lije Un] i< j}) 


ce qui prouve que ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de M (K). De plus, on vérifie facilement que les familles 


n(n+1) n(n-—1) 
—— Et ———— 


(FE li,jell,n],i< i] et (Hi li, jell,n],i< i] sont libres de cardinal respectif . Elles constituent 


donc des bases de, respectivement, 7h (K) et #n (K) ce qui donne leur dimension. On vérifie de plus facilement que si une matrice 
est à la fois symétrique et antisymétrique, elle est nulle et donc Zn (K)N #n (K) = {0}. Comme de plus : dim.# (K) + dim#n (K) = 
dim» (K) = n°? on peut affirmer que ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans Mn (K). 


Matrices de changement de base 


Comme leur nom l’indique, les matrices de changement de base vont nous permettre de calculer la matrice d’une appli- 
cation linéaire dans des bases données quand on connaît cette matrice pour d’autres bases. 


DÉFINITION 25.21 © Matrice de changement de base 
Soient e = (e1,.….,en) et f =(f1,..., fn) deux bases du K-espace vectoriel E de dimension n. On appelle matrice de 
passage de e à f (ou matrice de changement de base) et on note P,_. la matrice de la famille (fi... fn) relativement 


à la base e : 
Pe.f=Mate(fi,..., fn) 





l Remarque 25.11 Pepe My (K). 


PROPOSITION 25.25 © Propriétés des matrices de changement de base 
Soient e, f et g trois bases du K-espace vectoriel E de dimension n. On a: 


Pe.f = Mate. f(idr) 


Pér] ere 


1 


3 P..7est inversible et: 





Démonstration 
1) La première égalité est laissée en exercice. 


2 Ona, par application du théorème 25.10 : PefxPf eg = Mate f (idE) xMatf-_ (ide) = Mate g (ide o idg) = Mate g (ide) = 
Pe—g. 


3) Par application de la proposition précédente, on a : Pe-fxPfe=Pe-e=InetPr .exPe-f =Ppf=lh Par conséquent, 


—1 
Pe_ f est inversible et : [Per] =Pf_e. 


COROLLAIRE 25.26 ©Q Caractérisation matricielle de la liberté d’une famille de vecteurs 


Soient E un K-espace vectoriel de dimension ñ, e une base de E et x une famille de n vecteurs de E. Alors, la famille x 
est libre si et seulement si la matrice des n vecteurs de la famille x dans la base e : Mate (x1,..…., Xn) est inversible. 





Démonstration 
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Supposons que la famille x soit libre. Comme elle est de cardinal n, elle forme une base de e et donc, appliquant la propriété 
précédente, Mate (x1,...,Xn) = Pe_.x est une matrice de passage de la base e à la base x et est donc inversible. 

Réciproquement, si Mate (x1,...,Xn) est inversible alors cette matrice représente un automorphisme u de E dans la base e 
et comme l’image d’une base de E par un automorphisme de E est une base de E, on en déduit que x est une base de E. En 
particulier x est libre. 


PROPOSITION 25.27 © Toute matrice inversible s’interprète comme une matrice de changement de base 


Soit E un K-espace vectoriel de dimension ñ et e une base de E. Alors pour toute matrice inversible À € GL, (K), il 
existe une unique base e’ de E telle que A=P, _.w. 





Démonstration Soit À € GLh (K). Les vecteurs colonnes de A sont les coordonnées d’une famille de vecteurs f dans la base e : 
A=Mate(f1,.…., fn). Par application de la proposition précédente, la famille f est libre et donc A= Mate (f) = Pe_.f. 


Matrices de transvection et de dilatation, opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice 


On considère dans tout ce paragraphe une matrice 


DÉFINITION 25.22 © Opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes d’une matrice 
On appelle opération élémentaire sur les lignes (respectivement sur les colonnes) de la matrice A une des opérations 
suivantes : 


d Addition d’une ligne (respectivement d’une colonne) à une autre ligne (respectivement à une autre colonne). 


> Multiplication d’une ligne (respectivement d’une colonne) par un scalaire [non nul | 


3 Échange de deux lignes (respectivement de deux colonnes) 





S Notation 25.17 On note, pour tous i, j e [1,n1] et tout Àe K* : 

— L;j AL; la multiplication de la ligne ÿ par le scalaire À. 

-— Li <Li+AL; l'addition de la ligne AL; à la ligne L;. 

— Li L; l’échange des lignes i et j. 

On a des notations analogues avec les colonnes. 

Nous noterons, pour tout à e [1,n1] et tout j € [1, p]. E;; la matrice élémentaire de Mn,p (K) dont tous les coefficients sont 
nuls sauf celui à l’intersection de la ÿ-ème ligne et de la j-ème colonne et qui vaut 1. 


PROPOSITION 25.28 © Traduction des oel en termes matriciels 
On a le tableau de correspondance : 


DE AE A 
UN | RARE 
In — Eii + AE; Matrice de dilatation 
PET TT 
qui se lit ainsi : 
Effectuer l’opération élémentaire n° & sur les lignes de A revient à multiplier A par la matrice inversible P 





Démonstration Par un calcul direct. 


PROPOSITION 25.29 © Traduction des oec en termes matriciels 
On a le tableau de correspondance : 


ET EL 
EN KE 


[2 GA | I» -Ei +ÀE: Matrice de dilatation 
GTS see 


qui se lit ainsi : 
Effectuer l’opération élémentaire n°K sur les colonnes de A revient à multiplier À par la matrice inversible P 





Démonstration Par un calcul direct. 
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25.4 Changement de base 


254.1 Pour un vecteur 


PROPOSITION 25.30 © Formule de changement de base pour un vecteur 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n. Considérons e et f deux bases de E et xe E. Alors : 


Mat (D =Pr ex Mate (x) |. 





Démonstration  Posons Mat (x) = (x!) € Mn,1 (K), Mate (x) = (X;) €EMy,1 (K) et Pf_e= (ai,j) EMn,n (K). On a : 


l 

nm, n n 

x=Y ifi= > Xje; et Viell,n], ej= > jf. 
j=1 j=1 i=1 


Par conséquent : 











Donc, par identification, on a bien : Vie [1,n], X! = Zi ai, jXj. 


On peut aussi prouver ce résultat de la façon suivante : 


Mat (x) = Mat (IE (x) 
Mate (de) x Mate (x) par application de 25.11 


Pf-e x Mat, (x) 


25.4.2 Pour une application linéaire 


PROPOSITION 25.31 © Formule de changement de base pour une application linéaire 
On considère : 

- eet e/ deux bases du K-espace vectoriel E 

e feet f' deux bases du K-espace vectoriel F 


et ue P(E,F). On a la formule de changement de base : 


Mate (u) = Pr x Matf-_e (u)x PP, 





Démonstration Soit xeE et y = u(x). Soit X = Mate (x), Y = Mat (y), X' = Maty (x), Y' = Mat y (y), A= Matr._e(u) et 
A = Mate (u). On a, par application du théorème 25.11 : Y = AX et Y' = A’X'. De plus, par application de la proposition 
précédente :X=P,_.yX' etY= Pr prY. On a donc : 


Y'=PpfY=PpfAX et Y'=A'X'= AP 0x. 
Par conséquent : A'P5_,0 = Ppr_. fA ce qui donne bien : A! = Prix Matre e (0) x Peer. 
On peut aussi démontrer cette formule ainsi : 
A!= Mate (u) = Mat fre (Idp o uoIdg) 


: Matsrf (dE) x Matf_e (u) x Mat,._o (dE) 
= Pyr.f x Matf_e (u) x Poe 


25.4.3 Pour un endomorphisme 
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PROPOSITION 25.32 © Formule de changement de base pour un endomorphisme 
On considère e et e/ deux bases du K-espace vectoriel E et u € Z(E). On a la formule de changement de base : 


Mat, (u) = Pa, x Mate (u) x Por 


qui s’écrit aussi avec P = P,_.,#,A = Mat, (u) et A! = Mat, (u) : 


A'=p lAP 





Démonstration : C’est un corollaire immédiat de la proposition précédente. 


| Remarque 25.12 Avec les notations précédentes, si A! = P-TAP alors A? = P-lA"P. 


25.4.4 Pour une forme linéaire 


PROPOSITION 25.33 © Formule de changement de base pour une forme linéaire 
Soient e et e/ deux bases du K-espace vectoriel E. Si w est une forme linéaire sur E, on à : 


Mate (@) = Mate (4) x Pe_.e À 





Démonstration : C’est encore un corollaire immédiat de la proposition précédente. 


25.45 Un exemple 


Soit l’espace vectoriel E = R? muni de sa base canonique e et les deux vecteurs fi = (1,2), f> = (1,3). 


1. Montrons que le système f = (f1, f2) est une base de E. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment donc 





une famille libre de R2. Comme dimR? = 2, f est forcément une base de E. On écrit Mat, (= É A 


: . 1 1 
2. On écrit la matrice de passage P,_.; = L | 


; à ; x . « 
3. On inverse cette matrice en cherchant une matrice B = ë : | telle que PF x B = 12. On obtient un système et on 
3 —1 
=2: 


4. Soit le vecteur x = (4,1). On cherche matriciellement les coordonnées du vecteur x dans la base f. On trouve 
Mat (x) = Pr_..Mat, (x) = | » a (]) = (2 


trouve Pr. =B= | 


—2 l}\1 —7 


5. Soit l’endomorphisme u : Ë À . On écrit les matrices de cet endomorphisme dans les 
An —  Cx+7,x-7y) 
2 1 3 —1\f2 1l\fi 1 13 17 
bases e et f : Mate (u) = ( = et Mat; (u) = Pr_.eMate (u) Pe-f = E 1 ] ( n L À = & _ 


25.5 Rang d’une matrice 


On va développer dans cette section des méthodes pratiques pour : 
1. calculer le rang d’une application linéaire à partir de sa matrice dans des bases données. 


2. tester si une matrice (et donc si l’endomophisme associé) est inversible. 


25.5.1 Définition et propriétés 


DÉFINITION 25.23 OOQ Rang d’une matrice 


On appelle rang de A € M,,p (K), et on note rgA, le rang de la famille constituée des vecteurs colonnes C;....,C, de A 
dans K9. 
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PROPOSITION 25.34 OQ0Q Le rang d’une matrice est égal au rang de l’application linéaire qu’elle représente 
Soient : 


1 E un K-espace vectoriel de dimension p muni d’une base e. 


2 Fun K-espace vectoriel de dimension g muni d’une base f. 
3 AeM,,p (W. 


On sait qu’il existe une unique application linéaire u € Z(E,F) telle que À = Mat. (u) alors on a : L 





Démonstration Rappelons que rgu = dimVect{u(e1),.….,u(e)). Pour tout i e [1,p], notons C; le vecteur colonne de M,1 


donné par : Cj = Mat (u(e:;)). Les vecteurs colonnes de À = (ai) sont exactement les vecteurs C1,...,Cÿ. Notons aussi : 


F=Nect(u(ei),.….,u(ep))=F et %=Vect(C1,...,Cp) cK4. 


Utilisant le lemme de réduction d’une famille liée, on peut extraire de la famille (u (e1),..., u(ep)) une sous-famille libre b qui 
engendre encore #. Quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille (u(ej),...,u (ep)); supposons que la sous-famille en question 
est : b={(u(e),.….,u(e;)) où le [1,p]. b est donc une base de F et rgu = L. Montrons que c = (C1,...,Cy) est une base de 4. 
On aura ainsi bien prouvé que rgA = l = rgu. Supposons que &1,...,a, sont ! scalaires de K tels que 2 «;C; = 0. Alors : 


. l RTE . : 
vief1,q], er aja;jj = 0. Par ailleurs : 


l 


l P p 
Laju(e]= La Laye | aa |f=0 
J= 


J=l. "tel i=l| j=1 
” 
=0 
La famille b étant libre, ceci n’est possible que si «1 =... = «y; = 0. Donc c est libre. Montrons que c est génératrice de Z. II suffit 


de montrer que chacun des vecteurs C; pour j € [{+1,p] est combinaison linéaire des vecteurs C1, ,Cy. Mais ceci est clairement 


conséquence du fait que chaque vecteur u (c;) pour j € [1+1,p] est combinaison linéaire des vecteurs u(e),.…,u(ey). La famille 
c est donc bien une base de Z et la proposition est alors démontrée. 


THÉORÈME 25.35 OO0Q Une matrice carrée est inversible si et seulement si son rang est égal à sa taille 


AeM, (K) est inversible si et seulement si rg(A) = n. 





Démonstration Soient e une base d’un K-espace vectoriel E de dimension n et soit u l’unique endomorphisme de E tel que : 
Mate (u) = À. On a : A inversible — u est un automorphisme de E — rgA=rgu=n. 


PROPOSITION 25.36 OÇVQ 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, e une base de E et (x1,...,xA) une famille de n vecteurs de E. Alors 
Mate (x1,..., Xn) est inversible si et seulement si (x1,..., Xn) est une base de E. 





Démonstration Soit u l’endomorphisme de E défini par: Viel1,nl, u(e;)= x;. Notons A= Mate (x1,.…, Xn) = Mate (u). On 
a : À est inversible — u est un automorphisme de E — l’image d’une base de E par u est une base de E. 


THÉORÈME 25.37 © 
Soit A€ M,,p (K). On a : A est une matrice de rang r si et seulement si il existe Q € GL, (K) et P € GL, (K) telles que 
A= QJ-P où 





Démonstration 
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Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, e une base de E, F un K-espace vectoriel de dimension q et f une base de 
FE. Soit ue Z(E,F) l’unique application linéaire de E dans F telle que Matr.e(u)=A. Ona:rgu=tgA=T. Faisant comme 
dans la démonstration du théorème 24.27, on peut décomposer E en la somme : E = KeruæG où G est un sous-espace de E 
tel que ug : G — Imu est un isomorphisme. Par conséquent, dimG = dim Imu = rgu = r. Soit (e!,.….,e,) une base de G et 


fine] une base de Ker f. e! = (ehnnenes en) est donc une base de E et l’image d’une base d’un espace vectoriel 


par un isomorphisme étant une base de l’espace vectoriel d'arrivée, (u(e!),...,u(el.)) est une base de Im f qu’on peut compléter 
en une base f'= [u(e’1) .…,u(er), se) de F. On a : Mate (u) = Jr et utilisant les formule de changement de base, 
on a: 


A= Matf_e (u) = Pr x Mat pe (u) x Pa. 


qui est de la forme voulue. 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p et F un K-espace vectoriel de dimension q. Soit e une base de E, f une base de 
Fet: 
— e! une autre base de E telle que Py_,, = P. 
— f! une autre base de F telle que Prp=Q. 
Soitue ?(E,F) tel que : Matfr_e (u) = Jr. interprétant la formule À = QJ;P comme une formule de changement de base, on a : 
A= Mat, (u). Par conséquent : rgA= rgu=rgJr. 


COROLLAIRE 25.38 © Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée 
Pour tout A € M,,p (K), rg('A) = rg (A). 


Démonstration  Posons r = rgA. En appliquant la proposition précédente, il existe Q € GL; (K) et P € GLy (K) telles que À = 
QJrP. Par conséquent : LA = tPÜ, 1Q = PJ, {Q etPe GLp (K), IQ € GLg (K). Par conséquent, appliquant à nouveau la proposition 
précédente : rg'A=r. 


DÉFINITION 25.24 Matrices équivalentes 
Deux matrices À,B € M,,p (K) sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices inversibles Q € GL, (K) 


et PE GL, (K) telles que A = QBP”1. 





Remarque 25.13 Un corollaire du théorème précédent est que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles 
ont même rang. 


DÉFINITION 25.25 Matrices semblables 





Deux matrices carrées À, B € M, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que À = pBP-!. 


| Remarque 25.14 Deux matrices semblables sont a fortiori équivalentes. 


| Remarque 25.15 Deux matrices semblables ont même trace. 


25.5.2 Calcul pratique du rang d’une matrice 


PROPOSITION 25.39 © Deux matrices déduites l’une de l’autre par une oel ou une oec ont même rang 

Deux matrices obtenues l’une de l’autre par une oel ou une oec sont de même rang. 
Démonstration Soit Ae My, p (K) et P une matrice correspondant à une oel ou une oec. P est donc inversible. Posons B = PA. Soit 
r = rg(A). On applique le théorème 25.37. Il existe des matrices Q1 € GLA (K) et Q2 € GL, (K) telles que A = Q11;Q2. On a donc : 


B = PQ11rQ2 = QolrQ2 avec Qo = PQ qui est une matrice inversible de GLn (K). Par conséquent, B étant de la forme QolrQ2 où 
Qo et Q1 sont inversibles. On applique à nouveau la proposition 25.37 et on peut affirmer que B est de rang r. 


LEMME 25.40 © 
Soit «€ K*. On a : 
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Démonstration Soit 





Par définition, rgA = dimVect(L,...,Ln) où L1,...,Ln représentent les vecteurs colonnes de A. Posons F = Vect(L) et G = 
Vect(Lo,...,Ln). Montrons que ces deux sous-espaces vectoriels de KP sont en somme directe. Soit L= (er RES £p) € FNG. Comme 
LeF, on a:L=AL,. Comme Le G, on a aussi {1 = 0. Par conséquent, en regardant la première coordonnée, Àa = 0, d’où À=0 et 
donc L= 0. Donc F et G sont en somme directe. On a donc dimVect(Li,.….,Ln) = dimF+dimG ce qui s'écrit aussi rgA = 1+rgA'. 


PLAN 25.4: 


Pour calculer le rang d’une matrice, on applique le plan suivant : 
D SiA=0 alors rgA=0. 


2 Sinon À possède un coefficient à non nul. Par des permutations de lignes et de colonnes, on peut supposer 
que «à est en position (1,1). En retranchant aux n — 1 dernières lignes un multiple judicieusement choisi de la 
première ligne, on obtient une matrice du type : 


et donc rgA = 1+rgA’ 


On se ramène ainsi à une matrice de taille (n— 1) x (p— 1) sur laquelle il suffit de réitérer le procédé jusqu’à 
obtenir une matrice de taille nulle. 





Por enie 1 -1 2 0 AS 
g(A)=1gl0 2 1 -1|[ EE rgl0 2 1 —1 “18 0 =2+rg(0 0)=2 
1 -1 2 0 0 0 O0 0 








PROPOSITION 25.41 © Méthode du pivot de Gauss 





Par une suite d’oel, on peut transformer une matrice inversible en une matrice triangulaire supérieure (inversible !). 


Démonstration On va démontrer cette proposition en effectuant une récurrence sur la taille n de cette matrice. 
D Sin=1 la proposition est évidente. 
2 SoitneN,n>l. 


3 Supposons la proposition vraie au rang n—1 et prouvons la au rang n. Soit À = (ai) € GLy (K). Quitte à permuter les lignes 
de À, cette matrice étant inversible, on peut supposer que a11 0. Par des oel, en utilisant comme pivot le coefficient a11, 
on peut alors transformer À en une matrice B de la forme : 


411 XX 





et on a, par application du lemme précédent : rgA = rgB = 1+rgA’. On applique l'hypothèse de récurrence à A’, on peut 
transformer A, via une suite finie d’oel, en une matrice triangulaire. On effectue les oel correspondantes sur la matrice B et 
on la transforme en une matrice triangulaire. 


4 La proposition est alors démontrée par application du principe de récurrence. 


Remarque 25.16 Grâce aux opérations élémentaires sur les lignes et en s’inspirant de l’algorithme précédent, on peut 
calculer l’inverse d’une matrice A € GL,, (K) donnée. Il suffit de suivre les étapes suivantes. 


1 On juxtapose A et I}. 
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> Grâce à des oel de type 1 et 3 sur A on se ramène à une matrice triangulaire supérieure. Ceci correspond à 
multiplier successivement à gauche A par des matrices P1, ..., P; de type 1 ou 3. La matrice triangulaire obtenue 
est P;...…. P;.A. On effectue ces mêmes oel sur I,. La matrice obtenue est P,...…. P.. 


3 On effectue des oel de type 2 sur P;..... P..A afin d’obtenir une matrice triangulaire dont la diagonale ne 
comporte que des 1. Ceci correspond à multiplier successivement à gauche A par des matrices Q1, ..., Q; de 
type 2. La matrice triangulaire obtenue est Q...... Q1.P,;..... P;.A. On effectue ces mêmes oel sur 1,. La matrice 
obtenue est Q...... Q1.Pr..... P1. 


» Enfin, à nouveau grâce à des oel de type 1, on se ramène à la matrice I,. Ceci correspond à multiplier 
successivement à gauche Q;..... Q1.Pr..... P1.A par des matrices R1, ..., R; de type 1. La matrice triangu- 
laire obtenue est R;..... R1.Qs..... OP P.A. On effectue ces mêmes oel sur 1,. La matrice obtenue est 


5 Au final, on a donc R;..... R1.Qs..... Q1.P,..... P,.A=],. La matrice R;...…. R1.Q 5... Q1.Pr..... P, est donc l’in- 


verse de A. 
l 1  —1 
Exemple 25.19 La matrice A=|-1 1  O |est de rang 3 comme on le vérifie en appliquant la méthode 70. Calculons 
0 —1 1 
son inverse : 
l —1l l 0 0 
— 0 0 1 
0 — l 0 0 !I 
l l —1l l 0 0 
0 2 —] Lb — L+L: l l 
0 —1 l 0 0 ! 
l l —1l l 0 0 
0 2 —1l l 1 
0 0 1/2 L3 + L3+L)/2 1/2 1/2 1 
l l l l 0 0 
0 1 —1/2 LL +— L2/2 1/2 1/2 0 
0 0 l L3 — 2L3 l 1 2 
l l 0 Li — Li + L3 2 1 
l 0 L + Li+L;s/2 l 1 1 
0 l l 1 
l 0 0 LL + L-L l 0 ! 
l 0 J- «1 
0 l l 1 
1 O0 1 
etonen déduitque A l=[1 1 1 
1 1 2 


25.6 Déterminant d’une matrice carrée de taille 2 ou 3 


Grâce à la notion de déterminant nous disposerons d’un outil performant pour prouver qu’une matrice est inversible. 
Cette notion a néanmoins d’autres applications comme le calcul de l’inverse d’une matrice inversible via le calcul de la 
comatrice, la résolution de certains systèmes linéaires, les problèmes d’orientation du plan ou de l’espace... 

Comme stipulé dans les programmes des filières PCSI, PTSI, TSI, nous nous bornerons à travailler en dimension 2 ou 5. 
Néanmoins, la plupart des démonstrations que nous allons donner sont valables en dimension ñn quelconque. 

Les étudiants de la filière MPSI devront compléter ce chapitre par la lecture du chapitre 26 sur le groupe symétrique. 
Dans toute la suite, on pourra considérer que n est un entier égal à 2 ou 3 et que E est un K-espace vectoriel de dimension 
n. On commencera par expliquer ce qu’est le déterminant d’une matrice, d’une famille de vecteurs puis d’un endomor- 
phisme. Nous nous intéresserons ensuite à des méthodes pratiques de calcul du déterminant. Enfin, nous donnerons des 
applications. 
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25.6.1 Définitions 


DÉFINITION 25.26 © Déterminant d’une matrice de taille 2 ou 3 


di1 d12 


— On appelle déterminant de la matrice À = | 
d21 22 


] € M (K) le scalaire de K, noté det (A) et donné par : 


an 4 
det(A)=| "| = Ga aan 
G21 22 


a11 d13 
— On appelle déterminant de la matrice A=| a a23 |€ Ma (K) le scalaire de K, noté det (A) et donné par : 
a31 a33 


di1 12 d3 


23 d2  d13 di2 13 


det(A)=]| G21 &G22 &23 |= an |-@ + 41 


d32 33 d32 33 d22 G23 


d31 432 433 


411 422 433 + 412 423 431 + 413 d21 432 — A3] 422413 — 4324423411 — 433 421 412 


qui se calcule avec la règle de Sarrus. Voir remarque 3.14 p. 125. 





Exemple 25.20 
— detl = 1, detl3 = 1. 
— Plus généralement, le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses coefficients diagonaux. 


25.6.2 Propriétés 


THÉORÈME 25.42 © Propriétés du déterminant d’une matrice 
Soient À, Be, (K) 


1 |det(0»,00) = 0 À. Autrement dit : le déterminant d’une matrice in- 
versible est inversible 


dE LE 6 SiAest inversible alors | det(A”!) 


det (AA) = À" det (A) foù À€ K. 


7m |det('A)= det(A) 


det (AB) = det (A) x det (B) 


Caractérisation des matrices inversibles : 


A € GLh (K) = det(A) Z0 À. 





Démonstration Ces propriétés se démontrent pour la plupart par des calculs directs. Prouvons par exemple les points (5) et@é 
. Soit À € GLh (K) une matrice inversible. Alors A x Al = 1h et d’après les pointst2) etta, det (A) det (A"1) = 1 donc det (A) £ 0 
et det (A-1) = TA La réciproque sera une conséquence du corollaire 25.45. En effet, À peut être vue comme la matrice d’une 
certaine famille de n vecteurs dans un espace de dimension n dans une base e fixée. Dire que det (A) Z 0 revient à dire que cette 
famille est libre et donc que la matrice A qui les représente dans la base e est inversible. 


25.7 Déterminants d’ordre 2 ou 3 d’une famille de vecteurs 


25.7.1 Définition 
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DÉFINITION 25.27 © Déterminant d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 muni d’une base e = (e1,...,e»). 

— Sin=2, on appelle déterminant dans la base e des vecteurs Vi et V; de E et on note dete (V1, Vi), le déterminant de 
la matrice formée par la famille (V1, V2) dans la base e : Mate (Vi, V2) : 


det (Vi, V2) = det Mat, (Vi, Vi) 


En particulier, si : Vi = xX11€1 + X12€2, Vo = X21€1 + X22e2 alors : 


X11  X21 
det (Vi, V2) = = X11X22 — X12 X21 
e X12  X22 


— Sin=3,on appelle déterminant dans la base e des vecteurs V1, V2 et V3 de E et on note dete (V1, V2, V3), le détermi- 
nant de la matrice formée par la famille (V1, V2, Va) dans la base e : Mate (Vi, Vo, V3) : 


det (Vi, V2, V3) = det Mat, (Vi, Vo, V3) 
En particulier, si : V1 = x11€1 + X122 + X1383, Vo = X21€1 + X22 62 + X2363 et Va = X31€1 + X32€2 + X3363 alors : 
X11 X21  X31 
det (Vi, Vo, V3) =| X12 X22  X32 
X13 X23 X33 


— X11 X22X33 + X12X23 X31 + X13X21 X32 — X31 X22 X13 — X32 X23 X11 — X33 X21 X12 





qui se calcule avec la règle de Sarrus. 


Remarque 25.17 

— Le déterminant introduit dans les chapitres 2 et 3 est celui dans les bases canoniques respectives de R? et R$. 

— Le déterminant d’une matrice carrée définie dans le paragraphe précédent est le déterminant de ses vecteurs colonnes 
dans la base canonique de K”. 


25.7.2 Propriétés 


PROPOSITION 25.43 © Le déterminant de deux ou trois vecteurs est une forme multilinéaire alternée 
Soit e une base du K-espace vectoriel E. 
— Si n=2, le déterminant est une forme bilinéaire et alternée : pour tout u, 1, u2, v, v1, 2 € E et pour tous scalaires 
À, À, on a: 


1 Le déterminant est une forme bilinéaire : 


det(u, Avi + Aou) = À: det(u, V1) + À2 det(u, Vo) 
det{(Ai ui + Aou, v) = À det(u, v) + À2 det(w, v) 
e e e 


det(v, u) = -— det(u, v) 
e e 


— Si n=3, Le déterminant est une forme trilinéaire et alternée : pour tout w, Uj, U2, V, V1, V2, W, Ww1, w2 € E et pour 
tous scalaires À 1, À2, on a : 


2 Le déterminant est alterné : 


1 Le déterminant est une forme trilinéaire : 


det(A ui + Aou, v, W) = À] det(wr, v, W) + À det(w, V, W) 


det(u, Avi+Av, W)= À: det(u, V1, W) + À det(u, Vo, W) 
det(u, V, A UWi + AW) = À] det(u, V, W]) + À det(u, V, Wo) 


2 Le déterminant est alterné : 


det(u, V, W) = — det(v, U, W) = det(v, W, U) = — det(w, v, U) À. 
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Démonstration Par un calcul direct. 
Remarque 25.18 


On suppose que n = 2 ou 3. Soient x1,..., Xn € E. Si deux des vecteurs de cette famille sont égaux alors det, (x1,...,Xn) = 
0. 


25.7.3 Formule de changement de base 


PROPOSITION 25.44 © Formule de changement de base 
Soient : 

— E un K-espace vectoriel de dimension #. 

— e=(e,,...,eA) une base de E. 

- e!=(e,...,e!) une autre base de E. 


— P=(x1,...,Xn) une famille de n vecteurs de E. 
Alors : 


det(x1,.…., Xn) = det(er,.….,en) x det(x,.…., Xn) 
e e 





Démonstration On a: 
det(x1,.….,X%n) =  det(Mat, (X1,..., Xn)) 
e 


( 
= det(P,._ xMate(x1,.….,Xn)) 
=  det(Mat, (e) x Mate (x1,.…,Xn)) 
=  det(Mat, (e)) x det (Mate (x1,.…,Xn)) 


=  det(e) x det(x1,...,xXn) 
e! e 


Remarque 25.19 En remplaçant x par e’ dans cette dernière formule, on obtient : 


1 = det(e’) = det(e) x det(e’) 
e! e! e 


COROLLAIRE 25.45 OO0Q Caractérisation des familles libres via le déterminant 
Soient : 

— E un K-espace vectoriel de dimension #. 

— e=(e,,...,en) une base de E. 

— P=(x1,...,Xn) une famille de n vecteurs de E. 

Alors .7 est libre si et seulement si det, (x1,...,Xn) Z 0. 





Démonstration 

Supposons que . soit libre. Alors comme ./ est de cardinal n = dimE, .7 forme une base de E. Par conséquent, Mate (7) 
est inversible et dete (.7) = det Mate (7) 4 0. 

Réciproquement, supposons que .7 soit liée, alors, quitte à re-numéroter les vecteurs de la famille ./, on peut supposer que 
xX1 est combinaison linéaire des vecteurs : x2,...,Xn, c’est-à-dire qu’il existe &2,...,an tels que : x] = @2x2+...+GnXn. On a 
donc 


det(x1,%2,...,Xn) = det (a2x2 +... + OnXn: X2,..., Xn) = A2 det(x2,X2...,Xn) +... +0n det(Xn,X2,...,Xn) =0 
par application de la remarque 25.18 p.975. Donc dete (.7) est nul. 
PROPOSITION 25.46 OO Caractérisation des familles liées via le déterminant 


Soient : 
— E un K-espace vectoriel de dimension n. 


— e=(e1,...,en) une base de E. 
— P=(x,...,Xn) une famille de n vecteurs de E. 
Alors .S est liée si et seulement si det,(x1,...,Xn) = 0. 





Démonstration Par contraposée de la proposition précédente. 
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25.8 Déterminant d’un endomorphisme 


25.8.1 Définition 


PROPOSITION 25.47 © Déterminant d’un endomorphisme 
Soient : 
— E un K-espace vectoriel de dimension #. 


— e=(e,,...,en) une base de E. 

— u un endomorphisme de E. 

Le scalaire det, (u(e1),...,u(eh)) est indépendant de e et est appelé déterminant de l’endomorphisme u. On le note 
det(u).. 





Démonstration Soit f une autre base de E. On a : Mat (u) = Pf_e x Mat, (u) x Per. Par conséquent, 
AtE) >. U(fn)) = det {Mat @) = det{P} x Mate (u) x Puf) 
= det{Ps_.) det(Mate (9) det{Pe_. r] = det (Mate (10) 
car Pe—f = Bee] et donc det{P.;) = (det P;) 
| Remarque 25.20 Si u est un endomorphisme de E et que e est une base de E, on a : det(u) = det (Mat, (u)). 
25.8.2 Propriétés 


THÉORÈME 25.48 OOOQ Propriétés du déterminant d’un endomorphisme 
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, u, v des endomorphismes de E. On a: 


1 |det(04) = OK 5 Caractérisation des automorphismes de E : 


2 |det(IÎde) = 1K ue GL(E) = det(u) £0 


3 |det(Au) = À" det(u) loù AE K est un scalaire. 


4 |det(uov) = det(u) x det(v) À. 





Démonstration C’est un corollaire immédiat du théorème 25.42 et de la remarque précédente. 


25.9 Méthodes de calcul du déterminant 


On se restreindra dans cette section aux déterminants des matrices carrées, le déterminant d’une famille de vecteurs ou 
d’un endomorphisme s’en déduisant. 
25.9.1 Opération sur les lignes et les colonnes 


Les propriétés qui suivent découlent directement des propriétés des formes n-linéaires alternées : 


THÉORÈME 25.49 © Calcul d’un déterminant par des oel et des oec 


Un déterminant qui a deux colonnes identiques est nul. 


1 
2 Un déterminant qui a une colonne combinaison linéaire des autres colonnes est nul. 
3 Un déterminant dont une colonne est formée de 0 est nul. 

4 


On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à une colonne une combinaison linéaire des autres 
colonnes. 


Si on multiplie par À une colonne d’un déterminant, on multiplie par À la valeur de ce déterminant. 


Quand on permute deux colonnes d’un déterminant, on change son signe. 


Comme le déterminant d’une matrice est égale à celui de sa transposée, les 6 phrases précédentes restent vraies 
si on remplace le mot "colonne" par le mot "ligne". 
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Démonstration  Démontrons par exemple le point 4. On suppose que la matrice À € My (K) est composée des vecteurs colonnes 
C1:...,Cn Soient i e [1,n], &1,...,@;_1,@;41,..., On des scalaires de K. On a: 


n 
dei. Gen. Ci » au Cet Cn 
k=1,kzi 
LE, | 
=0 en raison du second point 


det (A) = det(C1,...,Cn) 


n 
den. Ci-vGr+ 25 Ge Gi Cn] 
k=1,k#i 


Exemple 25.21 Calculons 





1 3 1 L:,:3:" 1 1 3 l 
-|1 2 0| 22h 2 o=l0o -1 -1]=-1 
0 1 2 0 1 2 0 1 2 
L. 4.2 
— [2 3 1 |=0 carla troisième ligne est nulle. 
0 0 0 
2 1] 4 
_ 1 1 2 |=0car L3 = Li +1. 
3 2 6 


25.9.2 Développement d’un déterminant suivant une rangée 


PROPOSITION 25.50 © 
Soit Ae M, (K) une matrice de la forme : 


où A’ E M1 (K). Alors | det (A) = adet(A') |. 


Démonstration Par un calcul immédiat en utilisant la définition d’un matrice de taille 2 ou 3. 





DÉFINITION 25.28 © matrices triangulaires 
On appelle matrice triangulaire inférieure toute matrice À EM, (K) vérifiant Vi < j,a;; =0. 
On appelle matrice triangulaire supérieure toute matrice À e M, (K) vérifiant Vi > j, ai; = 0. 





Soit L (resp. U) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures (resp. supérieures). L et U sont des sous-espaces- 
vectoriels de M, (K), et M, (K) = L+U. LAU est l’espace vectoriel des matrices diagonales. 


COROLLAIRE 25.51 © Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit de ses éléments diagonaux 
Soit A= (a;;) e M, (K) une matrice triangulaire : Alors : 


n 
detA = | [ ax 
k=1 





Démonstration Immédiat par un calcul direct (si n = 2 ou 3) ou en utilisant la propriété précédente. 


Exemple 25.22 On va calculer, sous forme factorisée : 


a—-b-c 2a 2a a b c bc ca ab 
1. 2b b-c-a 2b 3. | c a b 5 a D 
2cC 2cC c—-a-b b c a 1 1 1 
l1+4a a a 1 a & 
2.| b 1+b b AT DE 
C C 1+c 1 c c? 


où à, b, c sont trois complexes. 
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1. On commence par additionner toutes les lignes, disons dans la troisième : L3 <— Li + Lo + La On peut mettre 
(a+ b+ c) en facteur. 


































































































a-b-c 2a 2a a—-b-c 2a 2a re 0 
2b b-c-a 2b =(a+b+ 0) 2b b-c-a 2b |.Oneffectue NE 2. 
2c 2c cash 1 1 1 = He 

a—-b-c 24 24 —(a+ b+c) 0 24a 
2b b-c-a 2b = (a+b+ 0) 0 -(a+b+c) 2b |=(a+b+c). 
2cC 2cC c—-a-b 0 0 1 

2. En procédant de la même façon : 

l1+4a a a l1+4a a a 1 0 a 
b 1+b b =(1+a+b+c) b 1+b b|=(+a+b+c)| 0 1 b|-=(1+a+b+o). 
C C 1+c 1 1 l 0 O0 1 

3. Là encore : L3 <— Li + Li + L3 On peut mettre (a+ b+ c) en facteur. 

a bc a b c a bj cj? a+bj+cÿ? bj cj? 

c a bl=(a+b+c| c a b|=(a+b+o|l c aj bj? |=(a+b+c| c+aj+bj? aj |. 

b c a 13, À 1. 5: (P 0 1 LT 

1 b c 1 b-c c 
(a+b+c)(a+bj+cj?) j a b = (a+b+c)(a+bj+cj?) j a-b b = (a+b+c)(a+bj+cj?)(a-b+ 
0 1 1 0 0 1 
cj-bj)=(a+b+c(a+bj+cj?)(a+bj?+cj). 
PR LE 
4, On effectue PRESS. 

1 a «& 0 a-c a-c 0 1 a+c 

1 b b|=|0 b-c b-c? |=(a-c(b-c)| 0 1 b+c|=(a-c(b-c(b-a). 

1 © © 1 C c? 1 c c? 

bc ca ab bc-ab ca-ab ab —b -a ab 

5: a D Cn|= a-—c b-c c |=(a-c)(b-c)| 1 1 c |=(a-c)(b-c)(a-b). 

1 l 1 0 0 1 0 0 l 




















DÉFINITION 25.29 © Mineur,cofacteur 

Soit A = (a;;) € M (K). 

— On appelle mineur d'indice (i, j) le déterminant A; ; de la matrice obtenue en supprimant la i-ème ligne et la j-ème 
colonne de la matrice A. 

— On appelle cofacteur d'indice (i, j) et on note A;,; le scalaire A;,; = (-1) */A;,;. 


THÉORÈME 25.52 © Développement d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne 
Soit À = (aij) EM (K). 
— Soit joe [1, #1]. Alors : 


n 
2 Gi, jo Ai, jo 
1=L 


n 
” 
CD Maj 
t=il 


— Soit 0€ [1,n]. Alors : 


Ms TM 


En 
Il 
en 





Démonstration On peut le vérifier facilement par un calcul immédiat dans les cas n=2 etn=3. 
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25.10 Applications 
25.10.1 Colinéarité de deux vecteurs du plan 


PROPOSITION 25.53 © Caractérisation de l’alignement de trois points du plan 


Soit Z (O, er, e2) un repère du plan. e = (e1, e2) forme donc une base du plan. Soient Mo (0, yo), M1 (x1, Y1), M2 (%2, y2) 
trois points distincts du plan. Alors, Mo, M1, M2 sont alignés si et seulement si 


l 1 1 
X0 XI X2 | = 0 
Jo J1 72 





Démonstration On a: 














1 1 l 1 0 0 
Xo XX XX |=0 | Xo X1—Xo X2—X0 |= 0 par des opérations sur les colonnes 
Yo 1 72 Yo Y1—Yo Y2—Yo 
— | Lane, TEL par développement suivant la première ligne 
Y1—Yo Y2—Yo0 
—> det [MoMi, Mo) = 
<— les vecteurs MoM1 et MoM sont colinéaires 
<— les points Mo, M1, M2 sont alignés 


25.10.2 Inversion de matrice 


DÉFINITION 25.30 © Comatrice 
Soit À = (ai ca) € MA (K). On appelle comatrice de A et on note Com (A) la matrice des cofacteurs de A : 


vi,jellLnl, [Com(A)l;;=Ai;=(-1D"/A;; 


PROPOSITION 25.54 © 
Soit AeM, (K). Alors : 


A x (ComA) = ‘(Com (A)) x A = (detA)ly 


En particulier, si À e GL} (K) : 


Al = = HCom (A)) 
detA 





Démonstration Notons, pour tout i, j € [1,n], bi; = = (-—1) i+j À; ,j ét posons B= (b ) € My (K). Soit i,j E [1,7], ona: 


det(A) sii=} 


0 sinon 


n n | 
[A'B];; = Ÿ aixb;r= 2 an Cora =| 
k=1 =] 


Exemple 25.23 
— Soit À = E = Comme det(A) = —-1, A € GL2(R). On calcule Com (A) = f 1) et Al = TS ‘(Com (A)) = 


És 2) 








1 1 2 2 —1 1 
— Soit À = : 1 1|.On calcule det (A) = 3 donc A € GLa (R). On calcule alors Com(A) =|[-2 4 -1|et A7l= 
— 0 2 1 -1 1 
. = 
aa (Com (A) = fi : 
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Remarque 25.21 On comprend après ces quelques calculs les limitations pratiques de cette méthode. En dimension 2 
et 3 les calculs restent faisables mais ils deviennent très lourds dés que n > 4 si la matrice ne possède pas beaucoup de 0. 


25.10.3 Orientation du plan et de l’espace 


DÉFINITION 25.31 © Bases de même sens, de sens contraire 

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 ou 3. Soient e et e’ deux bases de E. On dit que : 
— eet e’ sont de même sens (ou ont même orientation) si et seulement si dete (e’) > 0. 

— Sinon, on dit que e et e” sont de sens contraires (ou n’ont pas la même orientation). 


DÉFINITION 25.32 © Orientation 
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 ou 3. Orienter E revient à choisir une base e de E. Si e’ une autre base de 
E, on dit qu’elle est directe si elle est de même sens que E et indirecte sinon. 





Exemple 25.24 On oriente E = R? en prenant la base canonique e. La base donnée par e’ = ((1,1),(1,-1)) est indirecte. 


En effet : 
É : |=-2<0 


25.11 Systèmes linéaires 


On termine ce chapitre par une étude des systèmes linéaires. 


25.11.1 Définitions 


DÉFINITION 25.33 © Système linéaire à n équations et p inconnues 
Soient 
G1,1 d,p b 


EMnp(KN) et B= 
An1 : An,p bn 


On considère le système linéaire à n lignes et p inconnues (.7) donné par : 


MiXi + 4,2X2+°- + 41,pXp = bi 
CA) = : 
An 1X1 + An,2X2 + °°° + An,pXp — bn 
Résoudre ce système consiste à déterminer l’ensemble 7 de tous les p-uplets (x1,.…,x,) € KP vérifiant (7). 
Le vecteur b = (b1,...,b}) s’appelle le second membre du système (S). 


On appelle système homogène associé au système (.7), le système obtenu lorsque b = 0. On le note (.%5) et on 
note # l’ensemble de ses solutions. 


A s’appelle la matrice du système (5). 
rgA s’appelle le rang du système et est noté rg(.7). 


On dit que le système est compatible si l’ensemble de ses solutions est non vide. 





25.11.2 Interprétations 

La compréhension des différentes interprétations qu’on peut avoir d’un système linéaire est un bon test de votre com- 
préhension de l’algèbre linéaire. 

Interprétation vectorielle 


Notons C1 = (@11,..., Gn1),..., Cp = (G1p..., Anp) e K” les p vecteurs colonnes de A et b= (b1,..., ba) le second membre 
de (7). On a: 


(x1,..., xp) € KP est solution de (7) = x1C1 +... XpCp = b 





Donc : 
— Le système est compatible si et seulement si be Vect(Ci, Les Cp). 
— 187) = rg({C1,.…., Cp}). 


980 


Interprétation matricielle 


x 
Notons X = : € Mp,1 (K) On a: 


Xp 


(x1,..., xp) € KP est solution de (.7) — AX=B 


Interprétation en termes de formes linéaires 


Notons E = K?, e la base canonique de E et Li = (a11,.…., &ip),...,Ln = (@m1,.…, Anp) € KP les n vecteurs lignes de A. 
Soient P1,...,pA ñ formes linéaires sur E telles que : 


Viell,n]l, Mate(;)=L; 
On a: 


(x1,..., xp) € KP est solution de (.76) 
 Vielln]l, ;(x1,..….,xp) =0 


n 
= (x1,...,xp) € (Kery; 
i=l 





Interprétation en termes d’applications linéaires 


Considérons E = K? et F = K” munis de leurs bases canoniques respectives e et f. Soient u € Z (E,F) l’unique application 


x 
linéaire de E dans F telle que Mat f—e(u) = A et x le vecteur de E tel que Mat, (x) = 
Xp 
On a : 
(x1,..., xp) € KP est solution de (7) = u(x) = b 
Donc : 


— Le système (.9) est compatible si et seulement si be Im(u). 

— Si u est injective et si le système (.9) est compatible alors l’ensemble des solutions de (.7) ne possède qu’un et un seul 
élément. 

— Si u est surjective, le système (.9) est compatible. 

Si u est à la fois surjective et injective alors l’ensemble des solutions de (.7) ne possède qu’une et une seule solution. 


25.11.3 Structure de l’ensemble des solutions 


THÉORÈME 25.55 © Structure de l’ensemble des solutions de l’équation homogène 


Soit (7) un système linéaire à n équations et p inconnues. L’ensemble des solutions du système homogène (.%) 
associé à (.S°) est un K-espace vectoriel de dimension p-rg(S). 





Démonstration Soit u : KP — K” l'application linéaire représentée par À dans les bases canoniques de K'” et KP. Soit x = 
(x1,..., Xp) e K?. x est solution de (.%) si et seulement si u(x) = 0 c’est-à-dire si et seulement si x e Keru. Par conséquent 
(0) = Keru. Ceci prouve à la fois que (70) est un sous-espace vectoriel de KP mais aussi que, d’après la formule du rang, 
dim (7) = dim Keru = dimKP -rgu = p-rg.7. 





THÉORÈME 25.56 © Structure de l’ensemble des solutions de (.7) 
Soit S l’ensemble des solutions du système linéaire (.7). 


1 Si le système (.5) n’est pas compatible alors = G. 


2 Sinon, alors il existe une solution particulière xp de (.5) et on a alors : 


P=X+/=1{x+xEK? | xE So} 





Démonstration Supposons que le système (.7) soit compatible, alors $ Z S. Soit xp € F. On a: 


xE PS U(xX = be u(x-x)=0= x-xwEeKkeru-= == X=X0+S 
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25.114 Cas Particulier : Les systèmes de Cramer 


DÉFINITION 25.34 © Système de Cramer 
Un système de n équations à n inconnues de rang n est dit de Cramer. 


| Remarque 25.22  Matriciellement, un système de Cramer s’écrit AX = B où A e GL, (K) et B € M1 (K). 


PROPOSITION 25.57 © Résolution matricielle d’un système de Cramer 


Un système de Cramer possède une et une seule solution qui s’écrit matriciellement : X = A7!B. 





Démonstration A étant inversible, la proposition est immédiate. 


PROPOSITION 25.58 © Formules de Cramer 
Si (7) est un système de Cramer d’écriture matricielle AX = B, l’unique solution de (.) est le n-uplet (x1,..., xn) tel 
que : 


“ detA; 
Viell,ni], Xi = 
detA 


où À; est la matrice obtenue en remplaçant la -ème colonne de A par B. 





Démonstration Soit (X1,...,Xn) l’unique solution de (7) alors si C1,...,Cn désignent les vecteurs colonnes de À, on a : 
Es xp Cy = B. Par conséquent, pour tout ie [1,n], on a: 


n 
det(Cr,.….,Cj-1,B,Ci+1s...,Cn) =  Y° xx det(Cr,.….,Cj-1, Cp, C1... Cn) 
k=1 
= x; det(Cr,.…., C1, Ci, Ci1,..., Cn) = x; det (A) 
d’où le résultat. 


Remarque 25.23 En particulier, si n = 2, on a : Soit 


__fax+by=a 
EE cx+dy=$6" 


b : ; 
Notons À = | : 4 ] Ce système est de Cramer si et seulement si det (A) = 





À “ L= ad be 0 et dans ce eus, le 


couple solution de (.7) est donné par : 











a b a «à 
B d b 
= —————— et = —— 
ad-bc ad-bc 


25.115 Méthode du Pivot de Gauss 


Remarque 25.24 Si un système à n équations et à #7 inconnues est sous forme triangulaire (c’est à dire si la matrice À 
correspondante est triangulaire et sans zéro sur la diagonale) alors il est de Cramer. En effet, la matrice A est inversible. 


Méthode : Résolution d’un système de Cramer par la méthode de Gauss 


Soit (9) un système de Cramer d’écriture matricielle AX = B. La méthode du pivot de Gauss consiste, en utilisant des 
oel à transformer la matrice À en une matrice triangulaire supérieure en effectuant les mêmes opérations sur la matrice 
colonne B. Le système correspondant est alors équivalent au système initial et possède donc le même ensemble solution. 


X +2y +3z = ll 
La descente : 4 —x —3y +5z = 2 
X  +y +z = -1l 


On fait apparaître des zéros : coefficients de x dans les deuxièmes et troisièmes lignes. On ne touche pas à la première. 


X +2 +3z = ]!l 
— y +8z = 3 Lo — Lo+L 
y +2 = 2 L—L3-L 


Ces opérations sur les lignes se traduisent par des multiplications à gauche par des matrices. Il suffit de voir le résultat sur 
la matrice 13. Donc il s’agit de la matrice 





1 0 0 
Gi =| 1 1 O|. 
—1 O0 1 
Autrement dit 
1 0 0 l 2 3 1 2 3 
G'A=|1 1 O1x l 3 5|-10 1 8 
—1 0 1 l 1 1 0 1 2 
ou encore 
1 0 O0 1 2 3 1 1 2 3 1 
G'A=|1 1 Ofx|-1 -3 5 21-10 -1 8 3|. 
—] 1 1 1 1 —-1 0". 52:52 


On continue de «sculpter» le système (ou la matrice À obtenue en soudant les matrices A et B) pour faire apparaître un 
zéro : le coefficient de y dans la troisième ligne. 


X +27 +3z = 1 
—y +8z = 3 
102 = 5 L3—L3+lL 
Cette fois 
1 0 O0 
G2=10 1 O!|. 
0 1 1! 


Il ne reste plus qu’à remonter : On trouve successivement z = à, y=letx= 5. 


Il est à remarquer que G1 et G2 sont inversibles. Pour trouver leurs inverses, il suffit de défaire ce que faisaient ces matrices. 


LL 
Pour G;! : Lo — Li -Li . 
L3<— L3+L 
Donc 
1 0 O0 l 0 
G;'=|-1 1 0|. DemêmeG,!=[0 1 o0!. 
1 O0 1 O0 —-1 1 
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25.12 Exercices 


25.12.1 Opérations sur les matrices 


—1 0 1! 1 1 l 
A = 0 2 -I1 et B=| -1 0 2 
—2 1 O0 2 —1 2 
1. Calculer : AB et BA. 


2. Calculer : (AB) et 'B, ‘A et 'B'A. 
3. Calculer : Tr (A), Tr (B), Tr (AB) et Tr (BA). 
4. Développer :(A+ B)°. 


Exercice 25.1 Q 
Soient les matrices : 


. On remarque que AB # BA. 


2 
. ((AB)=| -2 1 -2 |,B- ; 1 |et'B'A= 
l 2 0 —1 0 
. Tr (A) = 1, Tr (B) = 3, Tr (AB) = 2 et Tr (BA) = 2. On a bien : Tr (AB) = Tr (BA) 


4. (A+B)2 = A2 + AB + BA + B? Z A2 +2AB + B? car AB Z BA. De manière plus générale, la formule du binôme ne 
s’applique pour développer (A+ B)” que si À et B commutent. 





Exercice 25.2 M 
Calculer lorsque cela est possible les produits AB et BA : 


1. 3. 


r ND # © 
OH 


3 1 —1 


2. Le produit AB n’est pas possible. Par contre : BA = B. 
Si it Si = 





Exercice 25.3 OC 


1. Soient i,j,k,le [1,n] et E;;, Ex, les matrices élémentaires de M, (K) correspondantes. Calculer E;; x Ex. 
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2. Soit une matrice À EM, (R). On suppose que À commute avec toutes les matrices diagonales. Montrer que A est 
une matrice diagonale. 


3. Trouver les matrices À e M, (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques. 


Solution : 


1. On vérifie facilement que E;; x Ege = Ô;KEie 


2. Notons À = ((aij)). Soit ke [1,n]. Comme À commute avec la matrice Ex, on a 


EkxA= ai;;E;;Err = &ijEkkEi; 
j=1 j=1 


et donc 
n n 

De De br. 

i=1 j=1 
Ceci pour tout indice k. 
Comme le membre de gauche est une matrice nulle sauf peut-être sur la k-ième colonne et le membre de droite, 
une matrice nulle sauf peut-être sur la k-ième ligne. On en déduit que pour i £ k, a;x = 0 et donc que A est une 
matrice diagonale. La réciproque est claire. 


. Soit une matrice À = ((a;j)) qui commute avec toutes les matrices symétriques. Soit k € [[1, n]l. La matrice Ex est 
symétrique, et on calcule 


nn nn n 


AEgk= D D @ijEijEke= D D &j6jkBik = À @ixEik 
i=1 j=1 i=1 j=l i=l 


n n n n n 
EggA= D D aijEkeEij = D À aijôkiBk; =  @kjE) 
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 
Par conséquent, les coefficients de la matrice AË-+£ sont nuls, sauf sur la k-ième colonne où ce sont les coefficients 
de la k-ième colonne de la matrice A. De même, les coefficients de la matrice E£A sont tous nuls sauf sur la k- 
ième ligne, où l’on retrouve les coefficients de la matrice À. Puisque AE = EggA, on en déduit que V(i,k) € 
H,n]?,iZ4k — ag = ay; = 0K. La matrice A est donc nécessairement une matrice diagonale : À = D diE;i. 
Considérons ensuite pour (k, €) € [[1, n]?, k£ £, la matrice symétrique S = Eye + Ex. On calcule 


n n 
AS = Ÿ diE;;Ege + Ÿ_ diEi;Eer = dxEge + deEox 
i=] il 


n n 
SA= À diEgeEii + À diEekEii = deEke + dxEer 
i=] i=1l 
Puisque le système (Eye, Ever) est libre, on trouve que dy = dy. En définitive, la matrice A doit être une matrice 
scalaire : a € K tel que À = al,. Réciproquement, une matrice scalaire commute avec toute matrice, donc avec 
toute matrice symétrique. 





Exercice 25.4 MN 
Soit une matrice À = ((aij) € M, (K) et deux indices (k, D) € [[1, n]2. 


1. Déterminer les matrices AE et ExjA. 
2. Trouver toutes les matrices AE, (K) vérifiant : VBEMN,(K), AB=BA. 


Solution : 


1. On sait que A=T ;,;-1..n dijEij donc 


AEu= Nr ee où ajôjkEu= À aikEil 


LiI=tn Lib 0n In 


É N R  G 0 DOGi 
Lin Lil" ln 
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2. Si pour tout Be M, (K), AB = BA, alors en particulier, pour tout k, l'E [1, n], Ex; A = AËyg et donc Y ;-1. n &ikEit = 
Zj=1..n GjEk;. Mais la famille (E:) est libre donc cette égalité n’a lieu que si ajx = 0 pour i # k et si ai; = a;,j 


pour tout i,j € [1,n], autrement dit que si À est scalaire. Réciproquement, si À est scalaire alors elle commute 
avec toutes les matrices de M,,(K). 





Exercice 25.5 VO 
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices symétriques soit encore une 
matrice symétrique. 


Solution : Soit C = AB, où A= (aij)i<ien et B = (bij)1<i<n sont deux matrices carrées symétriques. On a ci; = 
1<j<n 1<j<n 


n n n 
D De D DUC c'; avec C’ = BA. Donc c;; = cj; si et seulement si C = C' c'est-à-dire lorsque A 
K=1 K=1 K=1 

et B commutent. 

Plus synthétiquement : (AB) = ‘B'A = BA car A = ‘A et B = 'B. Donc ‘ (AB) = AB si et seulement si AB = BA. 





Exercice 25.6 OC 
On considère la matrice 


Calculer !J]J, et J'J. 


Solution : On considère B = (e;)1<;<n la base canonique de R” et u l’endomorphisme de R" défini par u(e1) = 0 et 
u(e;) = e;_1 pour i > 2. J est la matrice de u dans %. !J est la matrice de v dans , avec v(e;) = e;,1 pouri<n-1et 
v(en) = 0. !JJ est la matrice de vo u dans 8. On a vo ue) = 0 et voule;) = v(e;_1) = e;. Donc 


0 0 
0 1 





Exercice 25.7 OC 
On définit pour i £ j, la matrice T;; € MAR) par 


Soit une matrice ÀeM,(R). Calculer AT}; et T},A. Interpréter le résultat trouvé. 


Solution : Soit e; les vecteurs colonnes de la base canonique de R”. On a Th ek=e-pourk#iet Th e;j=e;+Ae;. On 
en déduit que la k-ième colonne de la matrice de Que est ue ex = Aer pour k£ i et Qi e; =Ae;+AAe;. Moralité : la 


matrice AT}; est obtenue en ajoutant À fois la i-ème colonne de À à sa j-ème colonne. 


De même (par exemple en transposant) la matrice T;;A est obtenue en ajoutant À fois la j-ème ligne de A à sa i-ème 
ligne. 
Moralité : Lorsqu'on multiplie à gauche (par une matrice Th) on agit sur les lignes. Quelle action ? Il suffit de le voir 





sur la matrice ];. 


Exercice 25.8 VO 
Soit À E Myp(R) telle que 
VX, Y) € Mi (R) x Mp1(R) ‘XAY= 0. 


1. Montrer que À = 0. 
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2. Trouver une matrice 2 x 2 non-nulle telle que 


VXEM)1(R) ‘XAX= 0. 


Solution : 


1. Soit J; la j-ème matrice de la base naturelle de M p1 (R) et e; la i-ème matrice de la base naturelle de M1 (R). On 
a ‘e;Af;= ai; d’où le résultat. 





Exercice 25.9 OC 
Soient deux matrices À,B € M, (R) telles que : 


VCEMN,(R) ACB=0 
Montrer que À = 0 ou B=0. 
Solution : On traduit l’énoncé avec des endomorphismes : Soit u,v € S(R") tels que Vw € P(R"), uo wo v = 0. 
Démonter que u = 0 ou v=0. 


Par contraposée : Supposons u Z 0 et v Z 0. Donc 3x Ee R" tel que z= v(x) £0 et 1y ER” tel que u(y) À 0. On construit 
alors w € Z(R”) tel que w(z) = y. On a alors (uo wo v)(x) = u(y) Z 0. Donc uo wo v £0. 





Exercice 25.10 OC 
Soit deux matrices colonnes non nulles X, Y € M1(R). 


1. Montrer que la matrice X!Y est de rang 1. 
2. Montrer que toute matrice carrée À de rang 1 peut s’écrire sous la forme ci-dessus. 


3. Soit une matrice À € My1 (R) de rang 1. Montrer qu’il existe À ER tel que 
A? = AA 
et exprimer À en fonction de X et Y. 


Solution : 

1. Le rang de X et de ‘Y égale 1 donc le rang du produit est < 1. Par exemple parce que toutes les lignes (ou les 
colonnes) sont proportionnelles, ou bien parce que si u et v sont deux applications linéaires, uo v (si elle existe) 
a un rang inférieur au rang de u. Le rang de X'Y n’est pas 0 manifestement. 

2. Comme À Z 0, on choisit un élément a;; Æ 0. Comme A est de rang 1, toutes les lignes sont proportionnelles à la 
i-ème ligne : Lx = axL;. Donc on peut prendre X = (&,...,@;-1,1,@;+1,...,0@n) et Ÿ = (ai1,..., in). 

3. On écrit A = X!Y, d’où A2 = AA = X!YX!Y. Comme ‘YX est un réel, il commute à X. Donc AA = ({YX)X!Y = ({YX)A. 
On peut donc prendre À = VX. 





Exercice 25.11 OC 
Déterminer toutes les formes linéaires @ sur M, (R) vérifiant : 


VA,BEM,(R) (AB) = p(B'A) 


Solution : Remarque : Si n = 1, alors toutes les formes linéaires conviennent. 
On prend n > 1. Une forme linéaire est définie par ses images des vecteurs d’une base, donc ici les @ (E;x). 


Or Ejx = E;;E;g donc en choisissant A =E;; et B=E;£ avec kZ j (c’est possible puisque n > 1) on a B'A=E;KE;; = 0. 
Donc 4 (E;x) = 0 et est la forme nulle. 





Exercice 25.12 OC 
On considère deux matrices À et B de M2(R), et C = AB. 


1. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplications nécessaires au calcul de C. 


2. On pose : Si = 421 — 4; S2 = 411 + @12; S3 = A2 — Sy; Sa = Q22 — S3; S5 = D22 — bi2; S6 = bi12 — bu1; S7 
bu +S5; Se = bai — S7. 
Pi = ab; P2 = a22bar; P3 = S1S5; P4 = S2S6; P5 = Sab22; P6 = 41258; P7 = S3S7. Enfin Sa = P1 + P7; Sio 
Sg + P3; S11 = P4 + Ps. 
Démontrer que C11 — S10 + P5; C12 = S10 + P4; C21 — P; + P); C22 = Sg + S11- 


3. Calculer le nombre d’additions, puis de multiplications nécessaires au calcul de C par cette nouvelle méthode. 
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Solution : 


1. Il y a 4 coefficients à calculer. Pour chacun d’eux il y a deux multiplications et une addition. Soit 8 multiplications 
et 4 additions. 


- Sio + P6 = So + P3 + a12S8 = P1 + P7 + S1S5 + @12(b21 — S7) = a21 b11 + S3S7 + (a21 — 411)(b22 — b12) + a12ba1 — 
12 (bu +S5) = 421 bu + (12 —S1) (bi + S5) + @21 D22 — a21 bi2 — 11 D22 + Aya D12 + G12 21 — a12b11 — a12(b22 — bi12) = 
a21 bi + @12 b11 + @12 (22 — b12) — (a21 — 11) bu — (a21 — 411) (22 — b12)+ a21 b22 — a21 Di2 — 11 22 + Q11 D12 + &12 ba1 — 








@12b11 — &12 b22 + 412 b12 = a21 bu + @12 bi + 12 b22 — a12 b12 — a21 bus + @11 Dia — 21 D22 + 421 Di2 + 11 D22 — 411 bi2+ 
@21 D22 — @21 b12 — 411 b22 + 411 b12+ G12 ba1 — G12 Du — @12D22 + &12b12 = 11 bu + @1a D22 — 11 Di2 — 11 D22 + 411 b12+ 
@12b11 + @12D22 — @12 b12 + @12b21 — @12b11 — 412 b22 + 12 b12 + a21 b11 — a21 b11 — 421 b22 + a21 b12 + 421 b22— a21 bi2 = 
au b11 + &2 Da + 0 = cy1. Les trois autres calculs sont tout aussi jubilatoires. 

. I y a 7 multiplications et 11 additions. Le deuxième algorithme est plus rapide dès qu’une addition est 7 fois 


plus rapide qu’une addition. Dans ce cas on constate que le gain en rapidité est au détriment de la place mémoire 
utilisée. 





25.12.2 Trace d’une matrice 
Exercice 25.13 Q 
Existe-t-il deux matrices (A, B) € M, (R)? vérifiant AB — BA = I, ? 


Solution : Si AB-BA=1I],, en prenant la trace, on obtiendrait Tr (AB) — Tr (BA) = Tr (1;) et alors Tr (1;) = 0 ce qui est 
faux. 





Exercice 25.14 © 
Soit (A, B) € Mn(R)°? vérifiant AB — BA = B. 
Démontrer que Vke N*, Tr (B*) = 0. 


Solution : On démontre par récurrence : Hg : AB* — BEA = kB£. On a Hi par hypothèse. D'autre part 
ABF+1-BE+t1A = (ABÉ - BÉA)B + BÉ(AB — BA) = KBËB + BÉB = (k+1)BÉ*1. 


En prenant la trace, on obtient le résultat. 





Exercice 25.15 Q 
Soit deux matrices À,B € M, (K). On suppose que 


vVXeM,(K) Tr(AX) = Tr(BX) 


Montrer que À = B. 


Solution : SiA=((a;;) et X= ((xi;)), on calcule 
n n 
MONS e 
i=1 k=1 


En prenant X = Ebq, On à xki = Okpdiq Tr (AX) = 4a4p, donc Vq,p € [1,n], agp = bqp et par suite À =B. 





Exercice 25.16 OC 
On se donne deux matrices À,B EM, (R). Trouver toutes les matrices X EM, (R) vérifiant : 


X+Tr(X)A=B. 
Indication 25.24 : Si X est une solution, prendre la trace de l’équation puis discuter. 


Solution : Soit une matrice X € M, (R) solution. Alors Tr (X) + Tr (X)Tr (A) = Tr (B). II faut étudier deux cas : 


Tr(B) Tr(B) . . : 
———— et alors X = B- ————A. Réciproquement, on vérifie que cette matrice 
1+Tr(A) 1+Tr (A) 


1. Si Tr(A) À —1, alors Tr (X) = 


convient. 
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2. Si Tr (A) = —1, alors en prenant la trace dans l’égalité X + Tr (X)A = B on déduit Tr (X) + Tr (X)Tr (A) = Tr(B) soit 
Tr(B) = 0. Donc si Tr(B) À 0, il n’y a pas de solution. 
Réciproquement, si on suppose Tr(B) = 0, alors en posant X = B + ÀA, on a bien TrX = TrB + ÀTrA = —À, et par 
conséquent X +Tr(X)jJA=X-AA=B+AA-—AA=BE. 


Dans le cas où Tr (A) = —1 et Tr (B) = 0, l’ensemble des solutions est # = {B+XA,1ER!. 
Tr(B) 


Conclusion : Si Tr (A) £ -1,.7 = {- —— 
1+Tr (A) 


P={B+AA ER}. 


a} Si Tr (A) = -1 et Tr(B) £0,.7 = SG. Si Tr (A) = —1 et Tr (B) = 0, alors 





Exercice 25.17 OC 
Trouver toutes les formes linéaires @ sur M, (K) vérifiant 


V(A,B)EeM;(K)7, (AB) = p(BA) 


Solution : Soit @ une telle forme linéaire. Avec des matrices élémentaires, il vient pour tout i, j,k,£ € [1,n1], 
P (EijEx - EuEij) = 0 soit @(5;eEir — ÔaEr;) = 0. Si j = k et i Z L il s'ensuit que @ (Eje) = 0. Et si j = k et i = € alors 
(Eii-E;;) = 0. Donc est nulle sur tous les vecteurs E;e de la base canonique tel que i # £ et constante sur ceux tels 
que i = {. On en déduit que pour une matrice À = (aij) e M, (K) alors (A) = ne, dii = YIr (A) où y = p (Eu). Donc 
€ Vect(Tr). Réciproquement, si p est proportionnelle à la trace, alors @ vérifie V(A,B) e M, (K)?, (AB) = p(BA). 





Exercice 25.18 OC 

Soient deux matrices À,B € M, (R). On note 
< AÀ,B >= Tr(A'B) 

. Calculer < A,B > en fonction des coefficients de A et B. 
. Vérifier que <A,B>=<B,A> 
. On note ||A| = V< A,A >. Montrer que |A =0— A=0. 
. Montrer que A—<A,B > etB-—< A,B > sont des formes linéaires sur M, (R). 
. Montrer que |< A,B >|< ||A||||B||. 


On a prouvé que <,> est un produit scalaire sur M,(R), voir le chapitre 27. L’inégalité prouvée dans la dernière 
question n’est autre que celle de Cauchy-Schwarz. Voir le théorème 27.2 page 1063. 


OO OR © ND = 


Solution : 
1. On utilise la formule du produit matriciel. Si A = (a;;) et si B= (b;;) Pour tout i, j € [1, n], [A'B] iÿ= LE Gikbjk 


n n 
donc|<A,B >= Tr (AB) = ÿ Ÿ axbir | 
il k=1 


2. C’est évident d’après la formule précédente. 

3. On utilise à nouveau la formule précédente : IAIZ = DE es a. Le résultat en découle immédiatement. 

4. On montre facilement la linéarité de A-—< A,B > en utilisant la linéarité de Tr. D’après la question 2., B—<A,B> 
est aussi linéaire. 


. Pourtout t ER, 
0 < A+ 1B|7 =<A+1B,A+1B>=|B|?#+2<A,B>t+ |A. 


On obtient ainsi un trinôme du second degré en t. Son discriminant est À =< A,B >2 —||A|2|IBI2. Comme ce 
trinôme est positif, il admet au plus une racine réelle et donc À < 0. On en déduit que < A,B >2 |A? 1IBI? <0 et 
donc que |< À,B >]|< [AI IIB||. 





25.12.3 Rang d’une matrice 


Exercice 25.19 ©O 
Déterminer le rang des matrices suivantes : 


1 2 -1 1 —-1 0 2 2 2 1 O0 1 1 

1. A=| 2 1 0 2 —1 1 -1 L 2 1 0, =1 2 
—1 1 0 ne 3 2 0 1 du 2 3 1 —-1 0 1 

4 3 —1 ]! —1 0 1 2 3 1 


Solution : 
1 


2 
il 
l 
l 


L3 — L3 +2L 
La — La + Lo 


LE 


LaLa+2L 


DO = NN M De ND M 


DU = 
La + La — Lo 0 
——_—";; ; 
0 


On a supprimé la troisième colonne, combinaison linéaire des deux premières. 


Exercice 25.20 OC 
Déterminer suivant la (ou les) valeur(s) du (des) paramètre(s) le rang des matrices : 


l-a 0 0 1 1 l 
1. A= —1] 2-4 1 4. D= a D c 
2 0 3-4a dd D c 
1 1 l 
2. B=| b+c c+a a+b a b 0 0 0 
bc ca ab 0 a b 0 0 
1 cosû  cos28 5 E=|] 0 0 a b 0 
3. C=]| cosû cos26 cos38 0 0 0 a b 
cos26 cos30 cos48 b 0 0 0 a 


Solution : 
1 


transpo. : 2) 0 ] transpo. 
= 0 = = 
34 


Sias2 


2+1g(3-— a) 
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PEN he NN + 








. : : 2 sia=1,2 ou 3 
De plus, on vérifie facilement que si a = 1 ou a =2 alors rgA = 2.Donc rgA = : 


3 sinon 
2) 


L —L-L 

1 1 1 transpo. 1 b+c bc Se 1 b+c bc 

gl b+c c+a a+b |—=———rg|1l c+a cal rg|0 a-b c(a-b)|= 
bc ca ab 1 a+b ab O0 a-c b(a-c) 


na sia£betazc 1 ï 3 sibzc 
——————— — —  ." _— || | = . 
b(a- c) "81 b 2 sib=c 


utilisant les symétries de la matrice, on déduit 


que 
sia=b=c 


si deux parmi les trois nombres a, b et c sont égaux et le troisième différent 
sib£c et afb et ac 


: sie#0[=| 


Lo <— Lo — cosOL: 

1 cosû  cos28 os cbI, cos0 cos 20 

gl Ccos0 Ccos20 cos | ————__——— 7rp cos 20 — cos’ 0 cos30 — cos cos28 
cos20 cos36 cos48 cos 36 — cos28 cos6 cos48 -— cos? 26 





1 cos cos 28 3 - 1 cosO cos28 Re 
0 — sin? 6 0 


0 —sin26sin0 — sin? 20 O0 sinO sin26 


1 cosO cos28 
rg| O sinO sin26 |=2. 
0 0 0 


Par ailleurs si 8 = 0 [5] HEC: 


L<-L-L 


l l a & 

Late il = 
C = 18 1 Tr b- a b? — a? nn . 
2 C—a 


c—a 
C l c - a 


sib£aetc£a 1 bD+a\ L-1-1 1 b+a\_ _ J3 
————— 1] +1g ——— |] +rg D, =z4e-0- À 


utilisant les symétries de la matrice, on en déduit 


que 
sia=b=c 


si deux parmi les trois nombres a, b et c sont égaux et le troisième différent . 
sib£c et afb et ac 
5. Supposant af 0 etb£0: 


b 0 


Li aLs-bL: F L5-<—aLs5+b?Lo . 


L5aL5-biLs F L5—aLs+b{L4 rg si a° SE b° ZE 0 


si a° + b° =0 


SsSsess CS See 
SSSR sr NS OURS 


En résumé, (et dans le cas où a et b sont réels) : rg(E) = 0 si a et b sont non nuls. rg(E) =5 si a ou b est nul mais 
pas en même temps. rgE = 4 si a= 1 et b= -1 ou si a=-1 et b= 1. Dans tous les autres cas rg(E) = 5. 
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Exercice 25.21 Q 
Calculer le rang des familles de vecteurs v = (v1, v2, va) de R suivantes avec : 


1. v1 = (1,2,0), vo = (0,1,0), v3 = (1,1,1). 
2. v1=(1,1,0), v2 = (0,1,1), v3 = (1,2,1). 
3. vi = (11,1), v2 = (1,2, 1), 3 = (1, —1,1). 


Solution : 


1. On a très clairement une base de R$. Le rang est 3. 


2. v.et v, forment une famille libre. v3 = vi + v2. Le rang est 2. 


3. Le rang de la famille v est le rang de la matrice h : 1] En opérant sur les lignes, on obtient : 
1 
0 
0 


JL 1 mil l 
L + L2-L [0 1 —2},puis 1 . Le rang est donc 3. 
0 L3 +— L3-IL 0 


L — L;-L 1 0 2) 





Exercice 25.22 O 
Calculer le rang des applications linéaires suivantes : 


RO — R& RIX] — RIX] 

: fr (xyz) — (x+y-2,x,-2) ‘ 3. 9:{ P + Pp - 
JR — © SX — RIX 

. r:| (SD — (s+1,25—1,1) | 4. 0: P  # XP'-P 


Solution : 

1 1 
1. C’est le rang de la matrice |1 O0 
0 


0 | qui est clairement de rang 3. 
0 


—1l 
ni 

2. C’est le rang de la matrice | 2 —1| qui est clairement de rang 2 en regardant les deux dernières lignes. 
0 ]! 

3. L'image de la base (1,X,X?) par 6 est (0,1,2X) qui est de rang 2. Donc 8 est de rang 2. 


4. L'image de la base TER EXS) par 8 est EUX 2x2) qui est de rang 3. Donc 6 est de rang 3. 





Exercice 25.23 OC 
8 2 —2 
Soit M = 2 5 4 |. 
1. Calculer M2. 


2. Déterminer le rang de M. 
3. Soit Ae M32(C) et Be M2,3 (©) telles que AB = M. Démontrer que BA = 91. 


Solution : 
64+4+4 16+10—-8 —-16+8—10 72 18 —-18 
1. M? = 16+10—-8 4+25+16 —-4+20+20 |- 18 45 36 = 9M. 
—16+8—-10 —-4+20+20 4+16+25 —18 36 45 
2. M est de rang 2. (4Lo — Li = 4L3 + Lu). 


3. AB est de rang 2, donc rg(A) > 2, donc rg(A) = 2. De même rg(B) = 2. Donc A est la matrice d’une application 
linéaire injective. 3A! € M3 (©), telle que A'A = I,. De même B est la matrice d’une application linéaire surjective. 
1B/ € M3 2 (C), telle que BB' = I. Comme ABAB = 9AB, on en déduit que A'ABABB' = 9A/ABB’ = 911) = 912. 





25.12.4 Calcul de déterminants de taille 2 ou 3 


Exercice 25.24 Q 
En variant les techniques utilisées (Règle de Sarrus, développement suivant une ligne, une colonne, en faisant appa- 
raître des zéros,.…) Calculer les déterminants suivants : 
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bi 210 4. 4 .=2 
a) (0 1 6 c)|5 8 3 e) (2 3 1 
2 4 2 » 21 5 Ï 3 
-3 2 9 1 -i © 1 À 2 
bi i=L 0. = d){5 -5 5 pH |-1 3 4 
1, =5 5-1 2 1 3 ST. 1.8 


Solution : 


l 
a) On peut opérer sur les lignes : L3 «<— L3 — 2L; et |0 
2 


b) En développant par rapport à la deuxième ligne : 
2 9 
O —1|=-1x(-1)x 
5 2 


3 


è + (1) x (-1) x ai 


. 2 
-5 -12 = caatas+as-22 221-714. 


c) La présence des trois 1 à la première ligne incite à soustraire la première colonne aux deux autres : 
SR UT ER 
5 8 3-15 3 —-2]=| = —6. 
2 il 2 2 —3 0 
d) En additionnant les colonnes : C2 — C2 +C1 
1 —-1 0 1 O0 O 1 0 O0 
PE GO NS EEE SRE 
23 à à ESS 
3 4 —2 
e) Avec la règle de Sarrus, alors ?|/2 3 11=27+4+6-8-—-24-6 =-—I. 
IN 


l 1 —2 1 1 —2 
f) L—L+tlietL3<—L3+Lil-1 3 41-10 4 2|-24-4=20. 
—1 1 8 0 2 6 





Exercice 25.25 M 
Sans les calculer, expliquer pourquoi les déterminants suivants sont nuls : 


O0 —1 10 1 2 1 
1 A=|0 4. Ay3=| 0 0 3 
0 1 1 0 O0 1! 
—1 2 3 1 a b+c 
2. = —2 5 5. A5=| 1 b c+a 
—2 2 1 c a+b 
2 —1 3 1 cos 2x 2cos? x 
3. A3=| -1 2  -3 6. A6 = 1 —cos2x  2sin2x 
3 1 2 cosxsinx cosxsinx sin2x 


Solution : 

1. Une colonne de À; est nulle donc A; = 0. 

2. Les deux premières colonnes de À sont proportionnelles, donc A2 = 0. 
3. La première colonne de A3 est somme des deux autres donc A3 = 0. 
4 


. M4 étant diagonale, le déterminant À, est égal au produit de ces termes diagonaux. Un de ceux-ci étant nul, il en 
est de même de A4. 


1 a a+b+c 
C3—C2+C3 


. A ==> | 1 b a+b+c |et les première et troisième colonnes de À sont proportionnelles. Il vient 
1 © a+b+c 
A5=0. 





6. La dernière colonne de A$ est somme des deux autres donc A6 = 0. 


Exercice 25.26 M 
Calculer, sous forme factorisée : 
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a-b-c 24 24 1 a æ& 


1. 2b b-c-a 2b S|1 & 
2cC 2C c-a-b 1 c © 
0 a (appelé déterminant de Vandermonde). 
2 a 0 c a+b b+c c+a 
b c O0 6. | a+b? b+c? c2+a 
l+4a à a + P+c c+a 
3 b 1+b b 1 sina cosa 
C C 1+c 7. | 1 sinb cosb 
1 sinc cosc 


EN 
SO & 
oS S 
S SO 


où a, b, c sont trois réels. 


Solution : 


a—-b-c 2a 2a a+b+c a+b+c a+b+c 
De Op 27 
2c 2cC c—-a-b 2C 2C c—-a-b 

C2 — C2 - Ci 


l 1 l E l 0 0 
C3 — C3 -C 
(a+b+c)| 2b b-c-a 2b —— (a+b+c)| 2b -b-c-a 0 


2C 2C c—-a-b 2C 0 -c—-a-b 
0 a b 
CHE par application de la règle de Sarrus. 


l+a+b+c 1+a+b+c 1+a+b+c 
b 1+b b 
C C l1+c 
C—C-C 
Il 1 so ee 1 


0 
G+a+b+c)| b 1+b 2 ol 9 0 =[1+a+b+c| 
l 


C C 1+c C 


Li<—Li+Lo+Ls 


a+b+c b c 
C1—C1+C2+C3 be nl 
a+b+c c a 
Lb+-lL-lL 


C L-L3-L l b C 
(a+b+c)| 1 D | t{(a+b+c)| 0 a-b b-c|-= 
a 


0 c—-b a-c 
(a+b+c)(a?+b?+c?-ab-ac-bc)= =(a+b+o)((a-b}+(a-0?+(b-0°) 


L+L-L; 


2 
Ls— L3-L gi 





1 a 
& |=(b-a)(c-a)| 0 1 
0 1 


l 
EE (hp a)(c-a)| 0 ere 
0 


a+b b+c c+a —2c b+c c+a C b+c c+a 
a+ b+re c+a | === | - B+c c+a |=-2| © b+c c'+4 
+ B+ + B+ +4 oO B+® c+a 
C2 — Cr -Ci 

C3 — C3 - Cr Ê 


| & =|—-2abc(b- a)(c- a)(c-— b)| car on reconnaît 
3 
C 
un déterminant de Vandermonde. 
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’ Lb<L-L ’ 
sing Cosa | J.-L 1 sin a cos a 


sinb cosb || 0 sinb-sina cosb-cosa |= 


sinc Cosc O0 sinc—-sina cosc-cosa 


sin 4 cos a 1 sin 4 cos a 
2cos bia sin 2 —2sin bia sin A = -4sin 4 sinS£| 0 cos sta sin bia 
Cc+a C+a — Cc+a Cc+a 

2cos D sin £ _ 2sin 5 sin £ 5 0 cos 5 sin 5 
4 sin 24 sin 4 - 2 [sin £4 cos ba _ sin Dta cos ca) 4 sin 24 sin 4 a sin [je - bia) 

. b-a . c-a . c-b 
—4sin — sin — sin — 

2 2 2 





Exercice 25.27 O 


Montrer que : 
3 0 0 0 0 3 
0 4 0!=-|[0 4 0 |=60 
0 0 5 5 0 0 


Solution : Facile par permutations des colonnes. 


Exercice 25.28 O 


© O1 
© © Co 
Q 
A 
Le 


1 
Les nombres 119, 153 et 289 sont tous divisibles par 17. Montrer, sans le développer que le déterminant |1 
2 


divisible par 17. 


100 10 9 119 10 9 
Solution : Notons À ce déterminant. On a : 1000A = | 100 50 3 | = | 153 50 3 | = 
200 80 9 289 80 9 
a 10 9 
17| b 50 3 | où a, b et c désignent respectivement le quotient de 119, 153 et 289 par 17. On obtient :ÀA = 17m 
c 80 9 
a 10 9 
avec m=| b 50 3 | quiestun entier Comme 17 est premier avec 1000, appliquant le lemme de Gauss, 17 divise A. 
c 80 9 





Exercice 25.29 Q 
Soit (a,b,c) € R. Considérons les polynômes P, = (X— a)? ,Pp = (X-— b},P. = (X-c)2. Déterminer pour quelles 
valeurs de (a, b, c) la famille P = (P,,Pp,P.) forme une base de R2 [X] ? 





Solution : La matrice de la famille © dans la base canonique (1,X,X2) de R2 [X] est M = 


Utilisant les déterminants de Vandermonde, on trouve det M = -2(b-— a)(c— a) (c-— b). La famille À forme une base de 
R2 [X] si et seulement si les scalaires a, b et c sont deux à deux distincts. 








Exercice 25.30 OVQ 
Montrer que 
cos(a—b) cos(b-c) cos(c-— a) 
A=| cos(a+b) cos(b+c) cos(c+a) |=-2sin(a-b)sin(b-c)sin(c-a) 
sin(a+b) sin(b+c) sin(c+a) 


Solution : On développe suivant la première ligne et on reconnaît les formules d’addition : 


A=cos(a-b)[cos(b+c)sin(c+a)-cos(c+a)sin(b+c)]-cos(b-—c)[cos(a+ b)sin(c+ a)-cos(c+a)sin(a+b)]+ 
cos(c—a)[cos(a+ b)sin(b+ c)-cos(b+ c)sin (a+ b)] = 





cos(a— b)sin (a b) +cos(b-—c)sin(b- c)+cos(c— a)sin(c-— a) = = (Gin2(a- b)+sin2(b-c)+sin2(c-—a)) 
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: - . . nn AC] b=a 5 + D+q + D-q. 
puis on utilise les deux formules sin p + sin q = 2sin == cos + et cos p- cos q=-2sin sin : 


A= - @sin(a-c)cos(a+c—2b)+sin2(c-a)) 


=sin(a-c)cos(a+c—2b)+sin(c-—a)cos(c-—a)=sin(a-c)(cos(a+c—2b)-cos(c— a)) 


=-2sin(a-b)sin(b-c)sin(c-— a) 





Exercice 25.31 O 
Soient 
Pi=2X?-X+1, Po=X?2+2X, P3=Xx2-1 


Montrer que la famille P = (P1,P2,P3) est une base de R2 [XI]. 


Solution : Notant e = (X?,X, 1) la base canonique de R2 [X], on a : 


Mat, (2) = 





qui est inversible. La famille P est donc une base de Ro [X]. 


Exercice 25.32 O 
À quelle condition sur le réel a la famille e = (e1, e2, e3) : 


e =(a,1,1) e=(1a,l) e3=(1,1,a) 


forme-t-elle une base de R® ? 


Solution : La famille e forme une base de R3 si et seulement si Z 0. Ce déterminant vaut : (a—1)?(a+2). 


La famille e est donc libre si et seulement si a À 1 et a Z —2. 





25.12.5 Inversion de matrice 
Exercice 25.33 Q 


Inverser 
—3 1 O0 
A= 2 O0 1! 
1 2 -] 


1. en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. 
2. en utilisant la comatrice. 


Solution : 
1. On effectue les mêmes opérations sur les lignes de A et de I3. 


—3 1! 


3L2 +2L: 
3L3 +Li 


2L1 —-Lo 





2L3 —7L) 


9L1 — Ls 
9L + L3 








9 O0 0 , LE 2 1 1 
0 9 0 L2996-  Li/2 3 3 3 
0 0 9 Li =: DE d + 


Chaque opération sur les lignes est la multiplication à gauche par une matrice inversible. Donc A est inversible et 
= 1 

ATl==| 3 3 8 
4 7 —2 


2. On calcule det(A) = 9 et com(A) = 





Exercice 25.34 © 
Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et calculer leur inverse : 


—1 1 1 1 0 
Te 
5. E=] 0 1 2 
1 i 
2.8-{; ii 0 O0 1 
1 0 1 0 1 0 0 
3. C=| -1 0 1 0 0 1 0 
6. F= 
O0 1 -1 0 0 0 1 
0 —2 1 1 0 0 0 
4 D=| 1 0 1 
0 —-1 2 


Solution : 


: —1/3 in | 
A — 


213 1/3 


; : WA 72 
. B = 
—i/2 1/2 


1/2 —1/2 0 
1/2 1/2 1 


1/2 1/2 0 
1/3 1 —2/3 


—21/3 0 1/3 
—1/3 0 2/3 





Exercice 25.35 Q 


On considère la matrice À € M: (C) donnée par À = | 2 } 


—i 1 
1. Montrer que A? —2A— I; = 0. On dit que X? —2X — 1 est un polynôme annulateur de A. 
2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. 


3. Retrouver ce résultat par un calcul direct. 


Solution : 


1. On montre par un calcul direct que A? -2A—I; = 0. 


2. L'égalité précédente amène : A (A — 212) = L2. A est donc inversible et sa matrice inverse est : 


3. On retrouve ce résultat en utilisant la comatrice ou en passant par un système. 





997 


Exercice 25.36 O 


1 0 ! 
SoitA=| —-1 O0 2 
0 1 —-1 


1. Montrer que le polynôme que P = X° -3X+3 est un polynôme annulateur de A. 


2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. 


3. Retrouver ce résultat par un calcul direct. 


l 
Solution : Même déroulement que l’exercice précédent. On trouve A7! = 13 — ni Fe 





Exercice 25.37 O 
Soient deux matrices carrées À,B € M, (K) vérifiant AB = 0. Montrer que si À est inversible, alors B = 0. 


Solution : Si A est inversible alors on peut écrire : 


AB=0 — A !xAB=A lx0 — B=0. 





Exercice 25.38 ©Q 
Soit une matrice AE M, (R) antisymétrique. On pose M=I+ A. 


1. Soit une matrice colonne X € M1 (R). Calculer la matrice IXAX 


2. En déduire que la matrice M est inversible. 


Solution : 


He t LS SÙ onde D RCTUE NA LE ES 
JB SiA=(a;;) alors XXe 72; aijxix;. Comme A est antisymétrique, pour tout i £ j aj;xix; = —-a;ijxix; 


et 4j; = 0. Alors ['xax = 0] 


2. SoitXe Mz1(R). Alors 
MX =0 — ‘XMX=0 — 'X(I+A)X=0 — ‘XX+!XAX=0 — ‘XX =0 


en vertu de la première question. Mais si X = (x;), ‘XX = De et XX = 0 implique que Vie [1,n], x; =0 et 
que X = 0. On en déduit que M est inversible. 





Exercice 25.39 OC 


Déterminer l'inverse de la matrice carrée À = 


Solution : Soit e = (e,,...,en) une base de K” et f = Er la famille de vecteurs de K” admettant À comme 
matrice dans la base e. On a donc : 


fi=e1+ae, f2 = e2+ 463, ..., fn-2 = En-2 + Aen_1, fn-1 = En-1 + Aen, fn = En. 





On en déduit que : 


În 
fn -afn 


2 
fn-2- a fn-1 + fn 


Éahea als - (Cl 


tord oo ler 


fn 
fn 
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donc f est une base de K”, A est inversible et 


1 NS 
A = Mat (e) = me 


(— 1) 2e 
(— 1) n-1 ati 





Exercice 25.40 OC 
Soit À € M (K) telle que I, + A est inversible. Soit B = (1} — A) (n + A)! 
1. Montrer que B= (I, + A)! (I, —A). 


2. Montrer que 1, + B est inversible et exprimer A en fonction de B. 


Solution : 


1. On a (y +A) (In —A) = (In — A) (In + A), donc In — À = (In + A) 7! (In — A) (In — A) donc B = (In — A) (In + A) | = 
(In + A)" 1 (1, — A), ce qu'il fallait vérifier. 
Un argument plus savant : (1h + A)! est un polynôme en À, et comme tel commute avec n'importe quel polynôme 
en À, par exemple 1, — À. En effet, soit B = I, + A. La famille 1,,B, B2,...,B" est liée. On peut écrire Àoln + 
A1B+...AgBf = 0 où k désigne le plus grand indice < n? pour lequel À4 z 0. On a 9 Z 0, sinon on aurait 
B(uln + …AxBKTl = 0 et donc B ne serait pas inversible. Donc on peut écrire 
A À À 


| ee ee Le ee en 
# No À 





À À À 
Donc B != In RE sn re est un polynôme en B donc un polynôme en A=B-I;. 
0 0 0 


. B=(21;-1»-A)(In+A) 1=2(1,;+A) !-(1,+A)(In+A) !=2(1:+A) !-1,. D’oùl,+B=2(1,+A) !, ce qui 





1 
montre bien que 1, +B est inversible. De plus (1, + B)-!l= = (In +A), d’où A=2(1,+B) 1-1, 





Exercice 25.41 OC 
Soit À une matrice carrée nilpotente de taille n € N*. Montrer que la matrice (1; — À) est inversible. 


Solution : On suppose que A est nilpotente d’ordre p € N*. On a donc Af = 0 pour tout k> p et AF Z 0 pour tout k< p. 
Mais 
(ln — A) (In +A+A2+...+AP 71) 2 (I, -—A)+{(A-— A2) +...+(AP-1- AP) 2T, 





par télescopage et car AP = 0. Donc 1, — A est inversible d’inverse 1 + A+ A? +...+ AP", 


Exercice 25.42 VO 
Soit une matrice U triangulaire supérieure telle que tous les éléments de la diagonale soient non-nuls. Montrer que la 
matrice U est inversible. (On montrera que UX=0—X=0) 


Solution : Soit une matrice colonne X € M1 (R) telle que UX = 0. On obtient un système d’équations triangulaire sur 
les coordonnées de X qui se résout de proche en proche en partant de la dernière équation et on obtient finalement que 
X = 0. Par conséquent, U est inversible. 

Une autre façon de voir est de considérer que la matrice est celle d’un endomorphisme u de Ry-1[X] dans la base 


XF. L'hypothèse «U triangulaire supérieure avec tous les éléments de la diagonale non-nuls » se traduit par : Vke 
{0,...,n— 1}, deg(u(X®)) = k. Donc u transforme la base XF) en une famille échelonnée en degrés, donc une base de 
Rh-11X]. Donc u est bijectif, donc U est inversible. 





Exercice 25.43 OC 


i 
— si i Z j 

On considère la matrice M = ((mij))1<i, jen € MR) avec mi; = J è . Calculer M? et M!. 
0 


Sii= 
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i 
Solution : Faire d’abord le calcul pour n = 3. En notant M? = ((aij)), on tire que a;j = jee MikMkj = Zketi, = 


Mr Siizj 
dij = J 


(n—1) Sii= 





1 
On remarque que M=(n-2}M+{(n-1)l, d’où l’on tire que M est inversible et que M! = ee —(n—2)l;). 
n— 


Exercice 25.44 OVQ 
Inverser la matrice suivante : 


OO O1 À © D + 
oi À © Dh Oo 
& © ND Oh Oo 01 
wo Dm oo üu1 B 
D A OO 01 À © 
Fr OO O1 À © D 


Solution : Avec la forme de la matrice À, on peut faire le pari que la matrice inverse peut s’écrire, si elle existe, 


L'égalité AA! = IG se traduit, pour la première colonne de AA° |, par 


X +60 +5u +AT +3z +2y 
2X +v +6u +51 +4z +3y 
3x +20  +u +61 +5z +4y 
4x +30 +2U +1 +62 +5y 
5x +Av +3u +21 +2z +6y = 
6x +50 +Au +31 +2Z +y = 


Il n’est pas difficile de voir que la (les ?) solutions de ce système fournit une solution pour les autres colonnes. 
Maintenant, en additionnant les lignes, en posant S =x+v+u+t+2+7y,on obtient 21S = 1. 
Ensuite on multiplie la 2°" la A et la 6°" ligne par —1 et on additionne les six lignes pour obtenir -3x+3v-—3u+ 


4 
3t1—-3z+3y=1 soit 3S1 —3S2 = —-1 en posant S\ = x+u+zetS2=v+t+7y.Ce ARR —E et S2 = 31 


Si on continue dans la même idée, pourquoi ne pas multiplier la 2° et la 5°" ligne par j et la 3°" et la 6°" ligne par j? 
avant d’additionner le tout : (5+7j+9 j2?)(x+t)+(9+5j+7j2)(v+2)+(7+9j+5j?)(u+ y) = 1. En utilisant 7(1+ j+ j?) =0, 
ona(—2+2j2)(x+t)+(2-2j)(v+2)+(2j-2j2)(u+ y) = 1. En factorisant par (2-2j), on a j?(x+t)+(v+2)+ j(u+ y) = 

1 1- ÿ? 


Il 1 
= = ————— = -(1- 7). En conjuguant, on obtient j(x+ ?) + (v + z) + j?(u + y) = =(1- j). En posant 
Te nee NE J jUE J J y 6 J P 
Ti=x+i, T=v+z, T;s=u+yona 


Ti + To + T3 =  — 
1 2 3 >] 


HAL + TD +  jT ei — 1) . Bon, on sent qu'il y a de l’idée mais il n’y a rien de décisif. Il faut aller 


; ; 1 : 
ÎT1 + TT + T3 Abu) 
encore plus loin : 
Soit {= exp (4). On multiplie la K°"® ligne par &* et on additionne le tout : 
6_ 


X°—1 
XS+CuS + CuS +1S+4zS + yS = 1 en posant S = 1+20+ 30 +40 + 504 + 605. Soit P(X) = X x=1” on a S = P'(©). 
X5-1 6X°(X-1)-(X5-1) 


6 
Or P'(X) = He nd 
Nr X=1} He es) 
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On obtient ainsi en faisant jouer le rôle de & par &?,t°,.… 


+v +u +t +Z +y 
HU RAR M RE ir 
+Cv +Cu +66 +C2z +Cy 
+Gv +Œu +0 +C2z +7 
+ +Cu +Cr +067 +207 


+Cv + +0St +202 + y 


On trouve x en additionnant les lignes, en utilisant 1 + ire el + tk + Jo ++06-0 pourl<k<5:6x 
10 : l 
= nn Pour trouver v, on multiplie la K°" ligne par &@* et on additionne le tout : 6v = 1+ 2 d’où v = 


Pour trouver t, on multiplie la k-ième ligne par CE et on additionne le tout : 6u = 31 d’où t = TS Le même calcul 
1 


donne le même résultat pour les autres inconnues : t= z= y = 126 





Exercice 25.45 OVQ 
On considère une matrice AEM,;(C), A= (&ij)1<i,jen à diagonale dominante : 


Viellnl, lail>Yla;l 
jAi 


Montrer que la matrice À est inversible. Cette propriété est connue sous le nom de lemme d’Hadamard. 


Solution : Supposons que À ne soit pas inversible. Alors il existe X = (x;) € M1 (C) non nul tel que AX = 0. Comme X est 
non nul, on sait que à = maXiep,n lXil À 0. De plus, on a encore A (X/a) = 0. On peut donc supposer que maxiey1,nj |Xil = 
1. On note i, l'indice i € [1, n] tel que |x;| = 1 . L'égalité AX = 0 amène pour tout i e [1, n], ne &ij x; = 0 ou encore 
ii Xi = Dee GijXj- En particulier, pour i = io, cette égalité devient en passant à la valeur absolue et en utilisant 
l'inégalité triangulaire : 


n n n 
ai | = | Gioio Xi | = 7, dioiXj| < » [ail |x;| < je ail 
i=1j#i0 Ï=1,j#i0 Ï=1,j#io 


car maXiel1,n] |Xil = 1. Mais comme la matrice est à diagonale dominante, on a aussi lai i| > D lai, j| et on aboutit à 
une contradiction. Par conséquent A est inversible. 





Exercice 25.46 OVQ 
1. Soit neN, Démontrer qu'il existe un unique polynôme U;, (À € Z[X], de degré n, vérifiant 
VOER, sinÿ.U, (cos) = sin(n+1)?. 


Démontrer que 
Un+1X + Un-1(X) = 2XU;(X) (+) 


Démontrer que 
Vn21, Vp21, Unip = UpUn - Up-1Un-1 (++). 
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2. Soit 


2x 1 O0 0 
1 2x 1 
Bah) =! 0 ‘. ‘. ‘ 0 
1 2x 1 
0 O0 1 2x 





Démontrer que pour x £ cos : » Bn(x) est inversible et son inverse est la matrice symétrique définie par 
n+ 


. Ui-1(HUh-;(x) 


fr TE] A à 
b;;={ 1) D, pour i< ]} 


et 
U;j-1(H Un-i(x) 
QE 
d'os U: (x) 


pour i> j. 
Solution : 


1. Existence : On l’établit par récurrence. On peut prendre Uo(X) = 1, U1(X) = 2X, 
et puisque sin (n + 2)9 + sin nŸ = 2cosÜsin (n+1)Ù on a nécessairement 


sinŸUh+1(cosŸ) +sinDU,_1(cosŸ) = 2cosdsin DU, (cos d). 


Donc on choisit Uh+1(x) = 2XU (x) -U»-1(x) sur [-1;1]. On en déduit que les U,, sont des fonctions polynômes, 
appelés polynômes de Tchebychev (de deuxième espèce). Les polynômes U,(X) ainsi construits conviennent et 
appartiennent à Z[X]. 


Unicité : La différence de deux tels polynômes s’annulerait sur [—1;1] ce qui donne l’unicité. 
On a bien entendu 
Uh41 D + Un-1(X) = 2XU (X). (+) 


U, est de degré n par une récurrence immédiate. 


k 

Les ëy = cos — ] ,1<k<n sont les n racines distinctes de U;. 

n 
Enfin, en utilisant trois fois sin asin b = à (cos(a-— b) — cos(a+ b)), on a d’une part : 

sin? DU +p(cos0) = sin Ÿsin(n + p + 1)Ù = = cos(n+ p)ù— L cos(n+ p +2), 
2 2 
et d’autre part : 
sin? JU (cos D)U, (cos Ÿ) — sin? dU;-1 (cos 0)U}-1 (cos Ù) = sin(p + 1)Ÿsin(n +1) — sin pÜsin nù 
l 1 
= = cos(p — n)Ù— Zn n+2) 
1 l 
> cos(p — n)Ù + : cos(p + n)Ù 


l l 
=> cos(p + n)Ù— 2 cos(p — n)Ÿ 


On a bien établi (**) 


2. Soitl<i<j<n (en posant U_1(x) = 0 dans le cas où j=n) 


n 
! 11 : : ! ue f L me f : : 1 f 
2 b;£bk;j=b;;_b;ji;+b;;b;;+b;;,b;u;=b;; ;b;1;+2xb;;+b;.,; 
=] 


CD IU; Un je + (D 2aU; Us; + DIU Us 
| Un (0) 
Le (Un j+1 —2XUn-; + Un-;-1) 
Uz (x) 
= 0. 


d’après (+) où l’on remplace n par n- j. 
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Pour i = j (en posant U_1(x) = 0 dans le cas où j = net donc b,,,; 


ii+1l ii+1l 


n 
2 b'ybri = bebe Re Are as D! bis = be b;_1; +2xb!. Gta b! 
=} 








LC UioUni + 2x Un Vin Un-i 
Ur (x 
l 


= (Ui-2Un-i + Ui-1 @XU»-i + Un-i-1)) 
U;(x) 


l 1 | 
= U,&@ (—U; 2U»n i+U; 1Un i+1) = Dico Ur ititi- d’après (4x) 


: l 
nu; (x) 








n=1l. 





25.12.6 Calcul des puissances d’une matrice 


Exercice 25.47 ©O 
Calculer A" pour ne N* et les matrices À suivantes : 


1 1 1 1 
La-(i 1 2a-(1!) 

a b 1 —1 
2. a=[ . 4 af! 


Solution : Par des récurrences faciles, on trouve : 


1 27-] 
n — 
ae(s 8 





Exercice 25.48 Q 


1. Calculer les puissances de a=| ; ; | 


2. On pose : Fo=0;F1=1;Fn+2 = Fn+1 + Fh (suite de Fibonacci). 
Démontrer que pour tous entiers naturels n et p, Fn+p = Fn+1Fp + FnFp-1. 


Solution : 


F+1 FA ] 


1. Par récurrence, Vn e N* A = | 
Fr F1 


2. On calcule le coefficient de la 1°" ligne et 2°" colonne de A"*P = A!'AP., Comparer avec l’exercice 20.21 p. 764 





Exercice 25.49 Q 
1 2 —1 
Soit À = | 0 1 1] | 
0 O0 1! 


1. Montrer que À -— I; est nilpotente d’ordre 3 (c’est à dire que (A — BL)? 40 et que (A— L)$ =0 


2. En déduire, en utilisant la formule du binôme de Newton A" pour tout n EN. 


Solution : 


1. Par un calcul direct, on montre que B = A-I; vérifie B=0etB? Z0. 
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2. Utilisant la formule du binôme, ce qui est valide car 13 *B=B x 13, on obtient, pour n >3 : 


Cette formule reste valable si n = 0, 1,2. 





Exercice 25.50 Q 


1 —-1 0 
Calculer A” pour À = | O0 1 -I1 | de deux manières différentes. 
0 0 l 


Solution : Même déroulement que dans l’exercice précédent : on forme la matrice B = A-— I; et on montre qu’elle est 
n(n-1) 
2 
-n 
1 


nilpotente d’ordre 3. On applique ensuite la formule du binôme et on trouve : A" = . On peut 





aussi prouver ce résultat en effectuant une récurrence. 


2  —1 
—2 3 


1. Montrer que le polynôme X? — 5X + 4 est un polynôme annulateur de À. 


Exercice 25.51 OQ 


On considère la matrice À = 





2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse. 
3. Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2-5X+4. 


4. En déduire l’expression de A" pour tout ne N. 


Solution : 


. Par un calcul direct. 
SA 3 ne 5 1 : : 5 1 
. On déduit de la question précédente que : A CL = 54) = L. À est donc inversible d’inverse : re — 


. En utilisant le théorème de la division euclidienne, il existe des polynômes à coefficients réels Q et R tels que : 
X7=Q (x —5X+4)+R et degR < 2. Le polynôme R est donc de la forme R = aX+ b. Remarquant que les racines 


a+b = 


1 
qui admet comme solution : a= —(4"-—1) et 
4a+b=4 3 


de X2? -5X +4 sont 1 et 4, on obtient le système : 


si Lan 
SE 4”). 


. On en déduit que si n > 2, A" = Q(A)(A?-5A +413) + R(A) = R(A)=|=(4"-1)A+ : (4-4")L 





Exercice 25.52 OC 
On considère la matrice J € M, (R) remplie de 1 : 


1. Calculer J? puis pour ke N, JF. 


2. J est-elle inversible ? 
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3. On considère la matrice 


1  —1 —-1 
A=l|— 1  —1 
—1 —-1 1 


1. J?= n]J puis par récurrence, pour k > 1, J*= n*-1J. 


Calculer les puissances successives de A. 
Solution : 
2. Puisque J? = n1], il vient que JO — nl) = 0 et alors si J était inversible, en multipliant à gauche par J71, on aurait 


J = nl ce qui est faux pour n > 2. 
Remarque : La matrice J est visiblement de rang 1. 


3. Écrivons A = 21- J et en utilisant le binôme (I et J commutent), on trouve pour n > 1 que 


al eee See Ne 
AN 0er) Er Se) 
k Zik 


k=0 


. Et finalement, 


_1)2-9n 
Mais Ep (persiste = for | pkegt-2r) = Z 


ar = 2m; CD°27 





Exercice 25.53 O 
On considère la matrice 


-1] a a 
A=|1 -1 0 |eM3(R 
—1 0 -1 


Calculer pour ne N, A”. 


Solution : Décomposons la matrice sous la forme À =H-I où 
a 0 
0| H°=a|0 
0 0 


l na 
A1)" Cr 1+ zu) a zu-D a 


n(n—1) n(n-—1) 
LR dr era 


Avec le binôme, on trouve finalement que 





Exercice 25.54 Q 
On considère la matrice 


Calculer ses puissances A" pour n EN. 


Solution : On pose À = al + bJ avec J = Ê à] On vérifie que J? = 1. Comme L et J commutent, on peut appliquer la 


formule du binôme : 


[AE n-k Ale on-k 
= » ba” L + D b'a" J= SI + TJ. 
k=0 k k=0 k 
k impair 


n n 
Maintenant (a — b)" = > jura = S—T. Comme (a+ b)" = S+T, on en déduit S = 
L= 
PR 
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[(a+b)"+(a-— b)"] et T = : [(a+ b)"—(a-— b)"]. Donc 


= s) 1f(a+b)"+(a-b)" (a+b)'-(a-b)" 


T S} 2{\(a+b"-(a-b}" (a+b)'+(a-b"]' 





Exercice 25.55 O 


1 1 1 
Soient les matrices A=| O 1 1 | B = | 
0 0 


l 
Solution : On écrit À = 1+J avec J = | ] et J° = 0. En appliquant le binôme, 
0 


AU=I+ n] + er 


0 1 0 0 0 1 
On écrit B = al+ bP avec P = ' 0 \ Alors P? = È 0 ) et P$ = I. En appliquant la formule du binôme, 
1 O0 O 0 1 O 


n n 
B" = al + GP + yP° avec a = Lk-0=3p av] B= LE o-spe arr] LY= Lo t=3p+2 avi] 


Pour calculer ces trois sommes (voir aussi B.2.2 p. 1162), on développe (a+ b)", (a+ jb)" et (a+ De On trouve ainsi 


x + Bj + Yyÿ? (a+ jb)" 


@ + + y = (a+b)" 
œ + Bj? + yj = (a+jb 


(a+ b)" 1 1 1 
BletD=| (a+ jb)" |. Posons aussi V=|1 j? j |. On a VV = 31, donc X = -VD, 
(a+ j?b)" 1 j j2 3 


1 
= ((a+b)"+(a+ jb)"+(a+ j?b)") 

(Ca+ b)"+ j2(a+ jb)"+ j(a+ j2b)") 
((a+b)"+(ja+ jb)"+ j?(a+ j?b)") 


sil 
Autrement ditB"=|y «a f 
BP y « 
(a+b)"+(a+jb)"+(a+jb}"  (a+b)"+j2(a+jb)"+j(a+jÿ?2b}" (a+b)"+(ja+ jb)"+ j?(a+ j?b)" 
= - us b)'+(ja+jb}"+j2(a+j?2b}"  (a+b)"+{(a+jb)}"+(a+j?b}"  (a+b)"+ j?(a+ jb)" + j(a+ j2b)" 
(a+ b)"+ j2(a+ jb)"+j(a+j2b}" (a+b)"+{(ja+jb}"+j?(a+jÿ?2b}"  (a+b)"+(a+jb)}"+(a+ j?2b)" 





Exercice 25.56 O 
Soit la matrice À = ; <| Calculer A”. (on décomposera À = I +4]) 


4 —3 
; 1 —1 2 ee ; 
Solution : On a A = I» +4), avec J = 1 1} Comme J° = 0, on en déduit, puisque L et] commutent, 


An+l —An 
an —An +1 


A! = L +4n)] = 





Exercice 25.57 OC 
1. Soit la matrice H = ((h;;)) € MAR) avec hi; = 1. Calculer HÉ. 
2. En déduire les puissances de la matrice A = ((a;i;j)) où ai; = (1— Gi). 
3. Montrer que la matrice À est inversible en calculant son rang. 


4. Trouver l'inverse de la matrice À (on le cherchera sous la forme al + bH). 
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Solution : 
1. On montre par récurrence que H = n*-'H pour k > 1 et H° = 1. 
2. A=H-I. En utilisant la formule du binôme, 
—])? —]1)? 
(n-1 H- Œl) H 
n 


p 
AP = (114 [L {) ae LE eue 
n|\i\k 


3. Par les opérations C2 — C2 — Ci,..., Cn — Cn — C1, puis en ajoutant toutes les colonnes de la matrice obtenue à 
la première, À a même rang que la matrice triangulaire supérieure avec pour éléments (n—1),-1,...,—1 sur la 


diagonale. Par conséquent, pour n > 2, le rang de À vaut n et donc A est inversible. 


4. En calculant 
(al+ bH)(H-D=-al+(a+(n-1)b)H 


il suffit de prendre a = -1 et b= pour n > 1. Par conséquent, À est inversible et 


n-1 





Exercice 25.58 OC 


0 O0 0 
1 O0 
1. Soit la matrice]J=|g 1 ::. eM,(K). Calculer les matrices J? et J" pour tout entier ne N. 
1. 
0 0 1 0O 
a O0 0 
b a 
2. Calculer les puissances de la matrice A=|6 jp ::. : Je MK). Les matrices de cette forme sont 
: b a 0 
0 0 b a 


appelées matrices de Jordan. 


Solution : 


1. OnaJ? = 1 


On déduit J° de J? par le même procédé et ainsi de suite. On obtient alors J"-! = 


J7=0 pour tout m>n. 


2. On remarque que A = al, + bJ. Comme I,, et J commutent, on peut appliquer la formule du binôme. On obtient 


pour tout me N : 


m 


Gal,+ bp = À [laK DE 
k=0 k 








25.12.7 Représentation matricielle d’une application linéaire 


Exercice 25.59 © 


Pour chacune des applications linéaires suivantes : 


1. 


HS & NR 


vérifier que u est linéaire. 

déterminer sa matrice dans les bases canoniques des espaces vectoriels considérés. 
déterminer son rang. 

Déterminer u”! quand cette application existe. 


calculer l’image du vecteur V donné en utilisant cette matrice. 


RS — R 
u: et V=(0,1,-1). 
(xyz) — (x+y+2zx-2y-32) 
3 _.,, m 
; à b. et V=(1,2,-1). 
(x yz) — (x+z,y-2,z-x) 
. R — R 
On pose % =(1,1,D. u:| RS et V = (-1,0,2). 





etV=X$-3X2+X-— 1. 


1 R3IXI — R3[X] 
u: 


P — XP/(X)-P 











Ro[X] — R 
P > (P(0),P(1),P(2)) 


etV=X2-X+1. 
Tu — 7 etv= . 


M — M 
M2(R) — M2(R) où E= |, Jev=( ; 


Solution : 


Île 


(a) On vérifie facilement que u est linéaire. 


1 1 


(b) A=Mats ee (u) = È _2 


“ où e est la base canonique de R* et e celle de R?. 


(c) rg(u) = rg(A)=2 
(d) u ne peut être bijective car R? et R° ne sont pas de même dimension. 
g 0 
(e) On a B=Mat, V = | \ et AB = Êl Donc u(V) = (0,1). 
(a) On vérifie facilement que u est linéaire. 
1 O0 1 
(b) A = Mat, (u) = | 0 1 2 où e désigne la base canonique de R$. 
—1 0 1 


(c) rg(u) = rg(A) =3 


(d) On en déduit que u est bijective. De plus A! 


R RS 
(x, 7,2) S(R-zx+2y+2x+ 2) 
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l 0 
(e) Ona B=Mat, V= | 2) | et AB = | 3 | Donc u(V) = (0,3, —-2). 
il —2 

(a) u est linéaire par bilinéarité du produit vectoriel. 
0 1  —1 

(b) A = Mat, (u) = L 0 1 | où e désigne la base canonique de RS. 
1 —1 O0 

(c) rgu=rgA=2. 

(d) u n’est donc pas bijective. 


2 —1 
(a) On vérifie facilement que u est linéaire. 
—1 0 0 


—] —2 
(e) Ona B=Mat, V = | 0 | et AB = | 3 | Po u(V) = (—2,3,-1). 


(b) A = Mat, (u) = où e= (1,X,X?,X*) est la base canonique de R3 [X]. 


0 
0 
2) 


0 
0 


0 
0 
l 
0 


(c) rgu =rgA=3. 
(d) u n’est donc pas bijective. 
il l 


(e) OnaB=Mat, V = L et AB = ee . Donc u(V) = 2X3 —3X2+1. 


1 2 
(a) On vérifie facilement que u est linéaire. 
1 O0 0 
(b) A=Mat, ee (u) = È 1 À où e! est la base canonique de R et e celle de R2 [XI]. 
1 2 4 
(c) rgu =rgA=3. 
2 0 0 


1 R° — RIX] 
(d) ie —3 4 -1l . On en déduit que u”| : 


DS (x7,2) — S(x+(-8x+4y-2)X+(x-27+2)X2 


l l 
(e) OnaB=Mat. V=|-1|etAB=|1|.Donc u(V)=3X?+X+1. 
l 3 
(a) u est linéaire car l'opération de transposition est linéaire. 
0 0 


(b) À = Mat, (u) = où e = (E11, E12, E21, E22) est la base canonique de M (R) 


0 
0 
l 
(c) rgu=rgA=A4. 
(d) On vérifie sans peine que A7! = A ce qui se vérifie par ailleurs en remarquant que la transposition est une 
symétrie de M2 (R). 
1 
nl 0 1 0 
(e) OnaB=Mat, V = 0 et AB = : . Donc u(V) = é x 
l l 
(a) On vérifie facilement que u est linéaire. 
1 O0 1 0 
: où e = (E11, E12, E21, E22) est la base canonique de M (R) 
l 


(b) À = Mat, (u) = 0 0 
0 0 
(c) rgu=rgA=A4. 


MR — MR 


—]l 
2 re : . ll. 
(d) On vérifie que AT = . On montre par ailleurs que : u”: M —, E-lM 
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(e) OnaB=Mat.V= . Donc uw = | 





Exercice 25.60 O 
RalX — RyX] 
P a P LA 


1. Montrer que (p est linéaire. 


Soit l’endomorphisme 4 : 


2. Écrire la matrice de dans la base canonique de R, [X]. 





Exercice 25.61 ©O 
Soit @:P— XP'+P où P est un polynôme. 


1. Prouver que p € Z (R3 [X]). 

2. Calculer la matrice de @ dans la base canonique de R3 [X]. 

3. Démontrer que cette matrice est inversible et calculer son inverse. 
4 


. En déduire que 4 est bijective et calculer l’image réciproque de chacun des éléments de la base canonique de 
R3 [X] par w. 


Solution : 
1. La linéarité provient de la linéarité de la dérivation et de la multiplication par X. Reste à démontrer que XP'+P 
est un polynôme et que deg{(XP’ + P) < 3 ce qui ne pose pas de difficulté. 
1 0 


2. Ona (x) = XKXE-L4XÉ = (j+1)XE. D'où la matrice : M = s 


0 





Exercice 25.62 O 
On considère l’espace vectoriel E = &® (R) et les vecteurs fi, f2, f3, fa € E donnés par : 


fi:x-chx, f:x-shx, f3:x- xchx et f1:x- xshx 


. Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel F de E engendré par la famille f = (fi, f>, f3, fa). 
. Soit@:f f"-2f"+ ff. Montrer que @ € Z(E). 
. Déterminer la matrice de dans la base f. 


. est-elle un automorphisme de F dans F ? Si oui, déterminer la matrice de @"! dans la base f. 


OO OR © ND = 


. Trouver une solution particulière de l’équation différentielle : f""-2f"+f'-f=shx+xchx. 
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Solution : 


1. 


. M= 


dimF = 4 car la famille f est libre. En effet supposons VxeR,achx+bshx+cxchx+dxsh x= 0, en regardant 
en 0, on a a=0 on a donc dxshx=-(bshx+cxch x) qui est donc une fonction impaire : d’où d = 0. Comme en 
+00, bsh x = o(xsh x) on en déduit que d, puis c sont nuls. 


. La linéarité est claire. (fi) = f-2fi + p- fi = 2f-3fi,p(p) = 2fi -3p,w(f3) = 2fa -3f3+4f -4f et 


(fa) =2f3 -3f1+4f-4f. 
—2 1 4  —4 
1 —2 —4 4 
0 0 —-3 2 
0 0 2  —3 
10 5 
1/5 10 —-4 4 
ES Re, 
oo 1510 0 9 6 
0 0 6 9 


. Comme M! existe, @ est un automorphisme de F. 


. On cherche une solution ue F, vérifiant @(u) = f2 + fs = v. Il suffit de prendre u = @"(u) pour cela on calcule 


10 5 4 —A\/f0 —9 
1/5 10 -4 41 IS een 

cel 9 6 ere D'où u = El 3chx-2shx+3xchx+2xsh x). 

0 


0 0 6 9 6 





Exercice 25.63 MN 


On considère un C-espace vectoriel E de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E. Montrez que f? = 0 si et 
seulement s’il existe une base e de E telle que 


0 1 0 
Mate(f)=|[0 0 0 
0 0 0 


Solution : Si f? =0, Imf c Ker f. D’après le théorème du rang, 


dimIm f + dim Ker f =3 


Comme dimlm f < dim Ker f, il vient que 3 < 2dim Ker f et donc que dim Ker f > 2. Comme f n'est pas l’endo- 
morphisme nul, dim Ker f = 2 et dimimf = 1. Donc il existe un vecteur e1 € E non-nul tel que Im f = Vect(e1). On 
complète en une base (e;,e3) de Ker f que l’on complète ensuite en une base (e1,e2,e3) de E. Comme f(e2) € Im f, il 


existe À ER tel que f(e2) = Àe1. Mais À n’est pas nul (sinon f = 0) ; on pose alors £2 = Fee La matrice de f dans la 





base e = (e1,€2, e3) est de la forme souhaitée. La réciproque est évidente. 


Exercice 25.64 OC 


On considère la matrice A= (ai;) € My+1 (R) donnée par : V{i,j)[1,n+1], aij = 5) On suppose que A est la 
matrice d’un endomorphisme 0 € Z (R; [X]J) dans la base canonique e = (1,X,...,X") de R [X]. 


1. SoitPeR, IX]. Expliciter 0 (P). 
2. En déduire que A est inversible et calculer A7. 


3. Calculer A" pour tout m EN. 


Solution : 


Îl, 


Soient P = ao + aX+...+anX" ERA [X] et V = Mat, (P) = 


Mate (0 (P)) = AV = 
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et done 6(P)= (5%. (jar) + (2%. (a]x+...+ (I )an-1 + (,")an]x""1 + (M)anx", ce qui amène, en re- 


groupant par coefficients et en utilisant la formule du binôme : 


n n-1 | 
OP) = a} para E (” État lio 
k=o\k &=o\ € 


ACC) are DCI) a D AS 
P(X+1) 


On a alors montré que|6(P) = P(X+ 1) |. 


. 0 est un automorphisme de R, [X] et, pour tout P ER; [X], 0-!(P)=P(X- 1). On déduit de la question précédente 


que À est inversible et que : A7! = Mat, (07!) = (bij) avec pour tout i, j e [0, nl], 





Exercice 25.65 VO 
Soit À e M(R). On définit l’application 


. MR) — MR) 
É X ++ -AX 


1. Vérifier que f\ est un endomorphisme de M(R), et déterminer sa matrice dans la base canonique de M (R). 


2. Comparer rg fA et rgua où ua est l’unique endomorphisme de matrice À dans la base canonique de R. 


Solution : 


0 
: a b b 
1. sia=[° a} °1 trouve M = ol: 
0 0 d 
2. En général on a rg fa = 2rgua. Si A est inversible, alors fA est inversible, et f{ l'est définie par 


AA TE) . Donc rg fa = 4=2rg ua. 


—1 
fa: X — ATX 
Si À est nulle, il en est de même pour f\. 
Si À est de rang 1, alors il existe une relation de dépendance linéaire entre les deux colonnes. On retrouve cette 
relation entre la premières et troisième colonne de M d’une part et entre la deuxième et la quatrième d’autre part. 
Donc l’espace engendré par les colonnes de M est de dimension inférieure ou égale à 2. Par ailleurs la première 
et la deuxième colonne sont linéairement indépendantes. D'où le résultat. 





Exercice 25.66 OVCQ 
Soit A € MR) définie par a; = pi. Fa ] (O<i,j<n-1). 


1. Démontrer que AŸ = (-1)"11,. 
Ra-11X] — Ry-11X] 


PO  — (-X"1P(d) 


Indication 25.24 : On pourra considérer L : 
IX 


2. En déduire que 


n-ln-1 : kr =D = 
PC Les : "J(" ; "J(" , Jets, 
k=0 {=0 


pour tout (n,i,j)e (N*},i,j<n. 
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1 
1. Remarquons que L est bien linéaire, et que LXÉ) = x) 1, TEST =(1-xX)É le Rh-1 IX]. L est donc bien 
1 n-k-1 x n-k-1 
un endomorphisme. L2(X*) = (1-X)"-1 Ë = +, =(1-X)"1 =) = (-X) EL XXE, 


0 | | 1 | - . mi 1 | = | -e Pr 
L<(X") = (1 — X) | TX 1 TX = (1—X) TX = (-1]) NUS 


—X 1-X 
Donc L = (—1) gi ide, IX]- 
Enfin La matrice de L dans la base naturelle de R;,_1 [X] est donnée par ses vecteurs colonnes. La j 
: ns n-j-1|., "1 n-j-1}).; : | 
parLX)=(-x "le Y (1 ; x 1 ; X'. On retrouve donc bien la matrice A. 
i=0 i=0 
On a donc bien A3 = (-1)"-!,. 


cme est donnée 


. Le calcul de B = A* s’obtient par 
n-1n-1 n-1n-1 : il =; = fil 
bij = > » dikAke tj = 3 Een" ; Jeu" L Jen” - | D'oùteréuat 
i 


k=0 {=0 k=0 {=0 





25.128 Structure formée de matrices 


Exercice 25.67 Q 
Soit l’ensemble 


s=1 : : ] est | reR\10I}. 


Montrer que, muni de la multiplication usuelle des matrices, f est un groupe abélien. 


Solution : Soit J(x) = b 1 etJ=J(1).OnaJ2=2] et J(x)J(y) = 2x7] =J(2xy). On a donc la stabilité et la commuta- 


tivité. On a aussi J(X)J(À) —)J(x) donc J() est élément neutre et J(x)J(y) = JC) lorsque 2xy = L soit y = +. Tout élément 
admet bien un symétrique. 





Exercice 25.68 © 
Pour la multiplication usuelles des matrices carrées, les ensembles suivants sont-ils des groupes : 


GL(2,R) NM (2), {MeM (7) | detM=1}? 


: : . [2 0 ? 3 
Solution : Le premier ensemble n’est pas un groupe car, par exemple, la matrice | 0 : ne peut avoir pour inverse que 


1 


2 
0 
Notons G= {Me M (Z) | detM= 1} et montrons que G est un sous-groupe de GL> (R). 
— la matrice identité appartient à G. 
— siA,BE G alors AB € M (Z) et det AB = detA x detB=1x1=1,etdonc ABEG. 


— SiA= É à) (a, b, c, d € Z) alors x | é “A — | d a appartient à G et est l’inverse de A. 


0 _ 3 Te 
1 | qui n'appartient pas à l’ensemble. 
2 


—=C a C 





Exercice 25.69 O 


1. L'ensemble E = {(4%):aeR\{0}} muni de la loi de multiplication usuelle des matrices de M2 (R) est-il un 
groupe ? 

2. L'ensemble ,(R) des matrices symétriques réelles d’ordre 2 muni de la loi de multiplication usuelle des matri- 
ces de M (R) est-il un groupe ? 


Solution : 


. fa 0 b 0 ab 0 . 
1. Oui. é A Jet Q]: On à un groupe abélien 


: ; n. : : 2 ne 1 
2. Non. Le produit de deux matrices symétriques n’a aucune raison d’être symétrique : | 


La loi n’est pas interne. 
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Exercice 25.70 O 
1. L'ensemble des matrices Ê 2 avec a, b,c,d ER tels que ad-bcZ0 et a? — b? - c2 - d? < 1 est il un sous- 
groupe de Gl(R) ? 


. a 
2. L'ensemble des matrices | 


0 _ avec ae R* et beR est-il un sous groupe de Gl;(R) ? 


3. Existe-t-il une valeur M ER telle que l’ensemble des matrices | A] avec a, b, c,d ER tels que ad-bc£0et 


a 

b d 
a< M forme un sous-groupe de Gl(R) ? 

Solution : 


1. L'ensemble G des matrices | ] avec à, b, c,d ER tels que ad-bc£0et a-b-c-d<in ’est pas un SOUS- 


5 1 1 1 0 ; < 2 
groupe de Gl(R). En effet les deux matrices L _ et È appartiennent à G et leur produit _. A 


a cC 
b d 


n'appartient pas à G. 

: b 

. L’ensemble H des matrices ( = avec ae R* et beR est un sous groupe de Gl(R). En effet, 
- L élément neutre de Gl(R) appartient à H. 

ac ad+bc ! 

0 a 0 Ounace 

deux éléments de H appartient à H. 


- Soient M = É b ] et M = FC A) deux éléments de H alors MM' = | 


] donc le produit de 


a 1 


0 


- Soit M = | Al Alors M! = (‘ 


0 ; | appartient à H. 


. Soit Km l’ensemble des matrices É A avec a, b, c,d ER tels que ad- bc Z 0 et a < M. Nous allons montrer, en 


raisonnant par l’absurde, qu'il n’existe pas de valeur M ER telle que Ku forme un sous-groupe de Gl2(R). 
Soit M ER tel que Km forme un sous-groupe de Gl2(R). Alors I: appartient à Km donc M > 1. Ainsi, les matrices 


0 
K,. En conséquence, pour tout neN,ona:1+n< M, ce qui est absurde. 


A= É 1 et, pour tout ne N, An = (, 1 appartiennent à K;, donc le produit AA, = : . à appartient à 





Exercice 25.71 Q 
Soient les ensembles 


0 
L= {| Re ] es | ren} et M= {| vRr ] es | ren). 


Etudier si, munis des lois usuelles, L et M sont des anneaux, des corps. 


x 0 
0 0 
anneau et même un corps. De fait, À :xEeR-—— A(x) est un morphisme d’anneaux. 


Soit B(x) = | à 


Solution : Soit A(x) = | } On a A(x) + A(y) = A(x+ y) et A(x) + A(y) = A(x+ y). On vérifie ainsi que M est un 


. . ] = XA(1). On a A(1)2 = 0. On en déduit que A(x)A(y) = 0 = A(0). La multiplication est donc 


associative, commutative, distributive par rapport à l’addition. En revanche il n’y a pas d’élément neutre. Bien entendu, 
M n'est pas un corps. 





Exercice 25.72 O 


: : 1 1 ; ; 
Soit la matrice À = [| 1 ik On note € l’ensemble des matrices qui commutent avec A. 


Montrer que € est un sous-espace vectoriel de M(R) et déterminer sa dimension. 


M2(R) — MR) 


x > AX-XA et en tant que tel est un sous-espace vectoriel de M2(R). 


Solution : € est le noyau de fÀ : 


On a clairement À e € et I, e €. Remarquons aussi que les matrices de € commutent aussi avec S = A— Is = (7 «| 


Soit M = Po & ë et MS = ne 4|) On a donc -b= c et a = d. Donc € est bien le 
c d —a —b —-d c 


sous-espace vectoriel de M2(R) engendré par A et L (ou pars et 12.) 


] <<, on a sm | 
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Exercice 25.73 O 
Posons : 


€ — E 
= A va: 2 : 
et E={xl+7yJ| (x,y)€R°}. Vérifier que J° = -I et montrer que l'application 0 : doit de dy est un 


isomorphisme de corps. 


Solution : 6 est linéaire, et 8(x+ iy) = x1+ y] = 0 n’est vérifié que pour x = y = 0. 8 est donc un isomorphisme linéaire 
entreE et C. 


Une fois établi J? = —I, on en déduit que O((xI+ yJ)(x'1 + y'J)) = 8((xx! — yy')1+ (xy' + yx')J) = O(XI + yJ)O(X'T + y'P). 
Comme on a O(D = 1, on a bien un isomorphisme de corps. 
| ; xe]-c;cl. 


Démontrer que cet ensemble de matrices est un sous-groupe. (de quoi ?) 





Exercice 25.74 OC 
Soit c > 0. 


ols 


1 
MOD = —— 
1e 


1 
X 
c C 


l 
Solution : On pose @ =argth(£) ; Soit x = c.th@. Or 1- th? = = shp. Donc 


ch?@ 
ch@ sh 


_ J 
ho ch | En posant 9 =argth(£), 


M{x) = | 


ch(@+®) sh(p+) 
sh(p+9) ch(p+9) 
l’appelle le groupe de Lorentz. 


on a M(x).M(y) = | . On obtient bien un sous-groupe du groupe des matrices inversibles. On 





Exercice 25.75 VO 
On considère le sous-espace vectoriel V de M3(R) engendré par les matrices 


—1 0 1 —1 1 0 
A=|1 —-1 0 et B=|0 —I1 1 
0 1  —1 1 0 —-I1 


Montrez qu'aucun élément de V n’est inversible. Montrez que (V, +, x) est un corps isomorphe à C. 


1 
Solution : Soit M = ÀA + LB et X = hi On a MX = 0. Donc M n'est pas inversible. 

1 
Pour la suite, on a besoin de quelques calculs euphorisants : AB = BA = -(A+B); A2 =B-—2A; B?=A-2B. On en 
déduit que V est stable par multiplication. On remarque ensuite que (XA + 1B)(W'A + p/B) = [(A— (A - pu) -3AN'] A+ 
[A pp") -3uy']B. On en déduit que la multiplication est commutative dans V. On cherche l'élément neutre de 
V sous la forme AA + l/B. On doit avoir (AA + 1B)(\'A+ /B) = ÀA + UB pour tous À et ui, donc en particulier lorsque 
À-u= 0, ce qui donne N = p/ = À. On pose alors E = — 1 (A+B). Ensuite on vérifie que A(A+B)+3A = B(A+B)+3B = 0 
ce qui veut bien dire que AE = À et BE = B. On en déduit par linéarité que E est élément neutre de V pour la multiplication. 
Enfin (AB)? = A2+B2-2AB = (A+ B)+2(A+B) =-3E. Donc en posant J = AA- B), on a J2=-E. 
€ 


; est un isomorphisme 
z=a+bi he 


Maintenant on a tout reconstitué : (E,]J) est une base de V et w: 


d’anneaux qui transporte la structure de corps de C sur V. 





Exercice 25.76 OVOQ 


cos? Ÿ —sin20 sin? Ÿ 
Pour tout V9 ER, on pose lÿ=| cosû.sin® cos29 —sind.cosÙ 
sin? Ÿ sin 20 cos? Ÿ 


1. Démontrer que T = {T'9, 0 e R} est un groupe. 
2. Calculer detT's. 
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Solution : 
1. Soit A =T5.l y = (i,j)1si,j<3. On a 
Gi = cos 9,.cos?p-sin29.cos.sin + sin? 9.sin? 
cos? 9. cos?  — 2sin 9. sin cosw.sinp + sin? 9. sin? p 
(cos 9.cosp — sin ®.sin p) = cos? (9 +). 
— cos? 9. sin 2 — sin 29. cos 2p + sin? 9. sin 2w 
— sin2.(cos? 9 — sin? 9) — sin 29. cos 2p = —(cos29sin 24 + sin 29. cos 24) 
— sin 2(9 +). 


cos? 9. sin? 4 + sin 29. cos. sin + sin? 9. cos? p 
cos? 9. sin? 4 + 2sin 9. sin cos. sin + sin? 9. cos? p 
(cos. sin + sin ®.cos p} = sin? (9 + 4). 


cos 9. sin 9. cos? p + cos 29. cosw.sin — sin 9. cos 9 sin? p 
sin 9. cos 9. (cos?  — sin? @) + cos 29. cos p.sinp 
1 (sin29. cos 2(p + cos 2Ÿ. sin 24) = à sin (20 + 24) 
sin (Ÿ + ).cos(9 + p). 
— cos Ÿ. sin Ÿ. sin 24p + cos 2. cos 24 — sin Ÿ. cos Üsin2wp 
cos2Ÿ. cos 24 — 2cos ©. sin Ÿ. sin 24 = cos2Ÿ.cos24 — sin2®. sin 2p 
cos 2(Ù + 4). 
cos 9. sin 9. sin? p — cos 29. cos. sinw — sin 9. cos . cos? 
— @2,1 = — Sin(9 + @).cos(® + 4). 

a3,1 sin? 9. cos? + sin 29. cos. sin + cos? 9. sin? 
1,3 = sin2(9+ ). 

a3,2 — sin? 9. sin 2p + sin 29. cos 24 + cos? 9. sin 2p 
— 41,2 = Sin 2(9 +). 

a3,3 sin? 9. sin?  — sin 29. sin p. cos + cos? 9. cos? 
&1,1 = cos? (9 + ®). 

Finalement T9. = l949-. On a donc un morphisme de R sur T°, qui fait donc de T un groupe. 


. Un calcul avec la règle de Sarrus n’est jamais méprisable : 
detTo = cos? 9.cos29.cos? 9+sin29.sin 9. cos 9. sin? 9 + cos 9.sin 9.sin 29. sin? Ÿ 

— sin? 9.cos29. sin? 9. + sin 29. cos ©. sin 9. cos? 9 + cos? ©. sin 9. cos 9.sin 29 
cos? 9. cos 29. cos? 9 + sin 29. sin 9. cos 9 + cos ©. sin 9. sin 29 — sin? 9. cos 29. sin? Ÿ 
cos? Ÿ.cos 29. cos? 9 + 2. sin 29. sin 9. cos 9 — sin? 9. cos 29. sin? 9 
cos29.(cos* 9 — sin 9) + sin 29. sin 29. 
cos 29.(cos? 9 — sin? 9).(cos? 9 + sin? 9) + sin 29. sin 29. 
cos29. cos 29 + sin 29. sin 29 = cos? (29) + sin? (29) = 1. 

Si on utilise le fait que T = {T'9, 0 € R} est un groupe, alors un argument plus savant permet d’aboutir au même 

résultat : 


Tous les éléments de T4 sont en valeur absolue inférieurs 4 1. Donc |detT' 9] < D 1<6. 

0€G3 
Or Ÿ — detl', est un morphisme de groupes. Son image est donc un sous-groupe borné de R. Il est donc inclus 
dans {-1;1}. De plus, Ÿ — detl4 est une application continue de R dans R, son image est donc un intervalle. 
C’est donc {1}. Donc, V9 ER, detl'9= 1. 





Exercice 25.77 Q 
Pour chacun des sous-ensembles suivants : 


1. Montrer que c’est un sous-espace vectoriel de E = M3 (E). 
2. En donner une base et la dimension. 


a —-b a 24 c—b a 
F1 = b -a b |l|a,berR et F2= 3b+c a-b a+2c ||a,b,ceR 
a -b a a+3c b —a—C 


Solution : 


1. FE =Vect 


2. F> = Vect 
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EE 
Exercice 25.78 O 


Soit E l’ensemble des matrices de M> (K) de la forme : À = aie 


—b 


1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M: (K). Donner une base de E. 





b 2 
on ] avec (a, b) € K°. 


2. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de M (K). 
3. Déterminer les éléments inversibles de E. 


4. Déterminer les diviseurs de zéro de E. 


Solution : 


1. L'application 4 : An a+b b ] est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au 
7 | -b a-b 


vecteur nul. @ est donc bijective. Une base de E est donc, par exemple, (p(1,0),(0, 1)). 
a+b b a! + b! b' _{ aa'+ab'+ ba ab' + ba! 
b a " b' _a'-b' El -ba'- ab" aa'-ab'-ba ] 
(aa’, ab! + ba). E est donc stable par multiplication. Comme il contient I = @(1,0), c’est un sous-anneau de 
M2 (K). 
b 


3. Les éléments inversibles de E sont ceux pour lesquels a Z 0. On a alors (a, b)! = @ (4, -b), 


2. (a, b).p(a/,b') = 





ad — 


= 0 
ab'+ba' = 0 
a! = 0. Donc les diviseurs de zéro sont les (@(0, b).p(0, b')) avec bb! Z 0. 


4. En résolvant le système On obtient par exemple a = 0 ce qui interdit b = 0 et implique 





Exercice 25.79 OC 
Une matrice À = (ai, i) de M3 (R) est dite magique si elles vérifie les 4 conditions suivantes : 


3 
2 Pour tout j € {1,2,3}, on a: 3 äij = 0. 
i=l 


3 
2 Pourtoutie{1,2,3},ona: >, aij = 0. 
j=1 


3 
3 Ona:Ÿ ai; =0. 
i=1 
2 13 + 22 + 431 = 0. 
On notera .# l’ensemble des matrices magiques. 


1. Montrer que l’ensemble des matrices magiques possède une structure de R-espace vectoriel. 
2. Montrer que siMe.# alors ME. 


3. Caractériser les matrices magiques antisymétriques et les matrices symétriques. On notera «7 l’ensemble des 
matrices magiques antisymétriques et . l’ensemble des matrices magiques symétriques. 


4. Prouver que 4 @S =. 
5. Interpréter le résultat obtenu. 


Solution : 
1. 4 est l'intersection des noyaux de huit formes linéaires. C’est donc un sous-espace vectoriel de M3 (R) comme 


intersection de sous-espaces vectoriels. 
3 3 
2. C’est clair, les rôles des formes linéaires A — » air etA— » ai étant échangés. 
i=1 i=1 
0 
3. SoitA€.#. On a ay = 422 = 4a33 = 0. En posant a = a3 on obtient À = 


0 -a a 
ET = a 0 -allaeR 
—4 4 0 
Soit A€.S. En posant a = ay: on obtient a31 = a et 422 = —-2a. On pose b = aj2 d’où 421 = b, 411 = —-a- b, a33 = 
—b b 0 
b+3a, a = a32 = 2a- b. La somme de la 3° colonne donne 6a = 0. Donc. = b 0 —-b|lIbeR 
0 —-b b 
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4. Ma (R) est la somme directe de l’espace des matrices symétriques et de l’espace des matrices symétriques. Donc 
a fortiori 4 @.S =. M. (A= }(A+'A)+ E(A—'A)). 


—b b-a a 
5. On en déduit que .# = 4 | a+b 0 —a-b||({a,b)eR? *. 
— 4 b 





Exercice 25.80 Q 
(Extrait des petites Mines 2006) 
I-Étude de deux ensembles de matrices 


Soit (x, y) un élément quelconque de R?. On note Mx,y la matrice 


X— y y 
2 X+y 





Soit Z le sous-ensemble de M (R) tel que 2 = {My | (x, y) € R?}. 
1. Quelle relation doivent vérifier x et y pour que la matrice M;,, ne soit pas inversible ? Calculer le produit 
Mx,y * M-x,7. En déduire l'inverse de M, lorsqu'il existe. 


2. X est-il un sous-espace vectoriel de (M2 (R) ,+,.) ? On justifiera sa réponse. 


; 0 0 
Soit A =| ©, 0 


] EM (R) et] = {A+ My | (x, y) € R?}. 
3. Montrer que J est un sous-espace vectoriel de (M2 (R),+,.). 
4. Quelle est la dimension de J ? Déterminer une base de J. 
5. Montrer que la loi x est interne dans J. 
II - Étude d’une application de M (R) 
Soit B une matrice quelconque de M (R). Soit PB l'application de M2 (R) dans M2 (R) qui à la matrice X associe la 
matrice B (X) = B x X. 


1. Montrer que pg est un endomorphisme de l’espace vectoriel (M2 (R) ,+,.). 


; 1 1 
2. On suppose dans cette question que B = M1 = L A 


(a) 8 est elle surjective ? Bijective ? 


(b) Déterminer la matrice de (p8 dans la base canonique de M (R). 
On rappelle que la base canonique de M: (R) est constituée des matrices (Bi, E2, E),1, E2) où 


1 0 0 1 0 0 0 0 
En |, À Fe (( 0 En = [| ‘ Fe Ba = (0 à 


. 2: 52 Le 2 
3. On prend dans cette question B = Mo,-2 = | =) 8 est-elle surjective ? Bijective ? 


2 


Solution : I. 
1. M; n’est pas inversible lorsque x? — y? —2y = 0. Dans les autres cas, My est inversible dans M (R), mais 
peut-être pas dans X. 
Mx,y * M-x,y = (y2- x2+2y)l:. Donc, lorsque x? — y? -2y 40, Me = M(-—, =) qui appartient 
bien à ZX. 
. La matrice nulle n’appartient pas à Ÿ. Donc X n’est pas un sous-espace vectoriel de (M2 (R),+,.). 
R — E 
(y) — A+M;y 
nul. @ est donc bijective. 


est linéaire, clairement surjective. Son noyau est réduit au vecteur 


. L'application % : 


. Une base de E est donc, par exemple, (@(1,0),(0, 1)). J est de dimension 2. 

es D L=Y Y  |_(xx-xy -yx +yy xy +yx 
’ gtx papa, = | 0  x+y 0 Pas Jo 0 xx'+xy +yx + yy! 
= (xx! + yy',xy!+ yx'). C’est bien dire que la loi x est interne dans J. 
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1. On a B(AX + pY) = ABX + BY. De plus BX € M (R). pg est donc un endomorphisme de (M2 (R),+,.). 


3 


2. (a) OnaB = Es 


ps On a @g-1 (p8 (X)) = B°!.4p8 (X) = B_!BX = X. On a donc g-1 = (o8) *. 


(b) On a BE11 = C ; C 0 = L 0 = E1,1+2E2,1. On obtient ainsi la première colonne de la matrice de 8 


2 3]10 O0 2 0 


1 0 
dans la base canonique de M: (R) : ù . On trouve de la même façon les autres colonnes : 


l 
ol: 
0 0 3 
3. Cette fois B n’est pas inversible. Puisqu’il n’est pas question d’obtenir une solution à w@8B (X) = I, @g n’est pas 
surjective et donc pas bijective. 





Exercice 25.81 VO 
Soit une sous-algèbre 4 de l’algèbre L(E). On suppose que Vf EL(E), f?e# — fe.4. Montrer que 4 = L(E). 


Solution : Raisonnons de façon équivalente sur les matrices carrées. Supposons que £ soit une sous-algèbre de M,, (K) 
vérifiant VM e MK), M ex — Me. Il suffit de montrer que toute matrice E;; de la base canonique appartient 
à 4. Comme 4 est une sous-algèbre de L(E), OL) € Z. Or si (à, j) € [1, n]?, E? = E;;jE;; = OijEij. Par conséquent, 
Siifj, E?, € À et donc E;; € 4. Soit maintenant i € [[1,n]. Soit j À i. On sait que E;;,E;; € 4 et comme æ est 
une sous-algèbre de L(E), le produit E; ;E;; = E;; est encore dans 4. Comme «7 contient toutes les matrices de la base 
canonique et que c’est un sous-espace vectoriel de M, (K), 4 = Mh(K). 





25.12.09 Changement de base 


Exercice 25.82 O 
On considère l’espace vectoriel R? muni de sa base canonique e = (e1,e2). On considère l’endomorphisme f de R? 
donné par : 


fe) =eite2z et f(e2)=-e1+2e 
. Déterminer la matrice À de f dans la base canonique e. 
. Soit v = Xe + ye € R°. Calculer les composantes x/ et y! de f (v) dans la base canonique e. 
On pose : £1 = e2 et E2 = e1 + e2. Prouver que € = (£1,€2) est une base de E. 


Déterminer P,_. ainsi que Pe_.e. 


ù & & DE 


En déduire la matrice B de f dans la base € et en déduire les expressions de f (1) et f (2) en fonction de €1 et 
€2. 


Solution : 


2, 
2. Par linéarité de f : f(v)=(x-7,x+2y) 


0 1! $ : à : 
3. Comme Mat, (€) = Ê 1 et que cette matrice est inversible, la famille € est une base de R2. 


—1]1 1 
4. Comme P,_. = Mat, (e) alors Pe.e = (Pe_e) | = | 
1 O0 


5. La formule de changement de base amène B = Mate (f) = PeeMate(f)Pee. Après calcul, on trouve : B = 
SES 
—] 0 
Exercice 25.83 Q 

Soit (e1, e2,e3) la base canonique de R$. On pose : 





fi=e1-e2+2e3, f=e2+e3, e1 +263 


1. Prouver que (fi, f2, fs) forme une base de R*. 
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2. Écrire la matrice de passage de la base e à la base f. 


U) 


. Déterminer la matrice de passage de la base f à la base e. 


4. On considère le vecteur u de coordonnées (—1,0,2) dans la base canonique. Quelles sont ses coordonnées dans 
la base f ? 


R$ — FR 


. Déterminer la matrice de 8 
29,2) — (x+y-22,-x-2,-x+2y) 


5. On considère l’endomorphisme 6 : ( 
dans la base f. 


Solution : 


1. Ona:Mate(f)=| -1 1 O0 |.Le déterminant de cette matrice est —-1. On en déduit que la famille f est libre 


2? 
et comme elle est de cardinal égal à la dimension de RŸ, que c’est une base de R*. 


. Par définition : P_.f = Mate (f). 
A 


. De même Pre=(Pe.fs) = —2 0 1 


3 1 -1 
. D’après la formule de changement de base Mat; u = P_.,Mate (u) = 


un 2 


. Ona:Mat,(80)=| —-1 —1 |. En utilisant la formule de changement de base Mat; (8) = P;_.Mate (6) PF, 


on trouve Mat (8) = 





Exercice 25.84 O 
Soient : 
Pi=X2+1, P2=X+1 et P3=2X2-X 

On note = (1,X,X?) la base canonique de R2 [XI]. 

1. Montrer que 8" = (P1,P2,P3) forme une base de R2 [X]. 

2. Écrire la matrice de passage de 3 à @', puis celle de 8! à B. 

3. Soit P(X)=X?-X+2. Donner les composantes de P dans la base 7. 

4 RX] — RX] 


P XP! Déterminer la matrice de 6 


. On considère l’endomorphisme de R2[X] donné par 8: 


dans la base Z/. 


1. OnaMatz(#)=| 0 1 -1 |etdetMatz(')=1 donc la famille Z' est libre. Cette famille est de plus de 


1 O0 2 
cardinal égal à la dimension de R; [X] ce qui prouve que c’est une base de R2 [X]. 


2 = Si 


2. Ona Pg_.g = Matz (2) ef P; 12 B= (Ps _æ)" = —] 2 l 


1 


3. OnaMatæ (P) = Py_ZMatz (P) = 





0 0 0 


4 OnaMatz(0)=| O0 1 O0 |et Maty (0) =Py_.Z3Matz(0)Py gp = 


0 0 2 





Exercice 25.85 O 
On considère E = R° et F = R? tous deux munis de leurs bases canoniques respectives qu’on notera e = (e1,e2,e3) et 


RS — R 
= (ff). Soit u:| (x, 7,2) et (x+7,y—2) ; 


1. Prouver que ue Z(E,F) et écrire la matrice de u relativement aux bases e et f. 

2. On considère les familles de vecteurs e' = (e!,e;,e,) avec e! = (0,1,—1), e, = (1,0,2),e, = (1,1,0) et f'=(f},f;) 
avec f] = (1,0), f; = (1,1). Montrer que e’ et f sont des bases de respectivement E et F et écrire les matrices de 
changement de base de e vers e! et de f vers f. 


3. En déduire la matrice de u relativement aux bases e’ et f". 


Solution : 


1 
1. On vérifie facilement que u est linéaire. De plus Mat fe (U) = 


0 1 1 
2. On écrit Matee =| 1 O0 1 | et comme det(Mat,e’) = 1 on en déduit que e’ est une base de E. De même 
—1 2 0 
1 1 
Mat (f') = et det(Mat(f')) = 1. La famille f' est donc une base de F. De plus P._.+ = Matee' et 
0 1 


Pr = Mat; f'. 





3. La formule de changement de bases est Maty. 4 (u) = Pr. Matr..(u)P,.+ et comme Pp_.f = (Psp) = 


1 -1 —1 3 1 
on a Matfr_e (u) = 
0 1 2 —2 1] 





Exercice 25.86 Q 
Dans le R-espace vectoriel E = R$ muni de sa base canonique e, on considère la famille de vecteurs € = (£1,€2,€3) 
donnés par €£1 = (1,0,2), € = (0,1,1), e3 = (1,0,1). Posons F = Vect(£1,e2) et G= Vect(e3). 


1. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E. Donner une base de E adaptée à la supplémentarité de ces deux 
sous-espaces vectoriels. 


2. Écrire, dans la base e, la matrice de la projection p de E sur F parallèlement à G. 
3. En déduire les matrices, dans la base e de : 
(a) la projection p' de E sur G parallèlement à F. 


(b) la symétrie s par rapport à F parallèlement à G. 


Solution : 
1 O0 1 


1. OnaMat,(e)=| O0 1 O |etdetA =-1. La famille € est donc une base de E. On en déduit que (£1,e2) forme 


22, UNIT 
une base de F et que (e3) forme une base de G. Ces deux sous-espaces sont de plus clairement supplémentaires et 
la base € est adaptée à cette supplémentarité. 


1 0 O0 


2. Ona:Mat-(p)=| 0 1 O |et,enutilisant les formules de changement de base Mate (p) = Pe_e Mate (p) Pe.e 
0 0 0 


avec Pe_. = Mat, (€) et Pe_.e = (Pee) !. Après calculs, on trouve Mat, (p) = 
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Exercice 25.87 © 
Soit E = R, ei = (0,0, 1), € = (1,1, 1) ete3 = (0, 1,1). On pose : F=Vectf(e1,e2) et G= Vectf(e3). 
1. Prouver que € = (£1,€2,€3) est une base de E et en déduire queE=FeG. 
2. Déterminer la matrice dans la base canonique e de E de la projection p sur F parallèlement à G. 
3. En déduire, dans la base canonique de E, la matrice de la symétrie s par rapport à F parallèlement à G et la 
matrice de la projection p' sur G parallèlement à F. 


Solution : 
0 1 
. Comme la matrice Mat, (€) =|0 1 
1 1 
base de F et que (e3) est une base de G, on en déduit que E=F&G. 


1 0 O0 


0 
| est inversible, la famille e est une base de R$. Comme (Ee1,€2) est une 
1 


. On sait que Mat-(p) = | O0 1 O | donc grâce aux formules de changement de base Mate(p) = 


0 0 0 
0 —I1 1 
Pe-eMate (p) P._.e avec P,. = Mat, (€) et Pere = (Poe) =] 1 0 O0|.Oneffectue les calculs et on trouve 


—1 1 0 
0 0 
0 1 
—1 1 


1 0 0 
. On sait que s = 2p-idg et que p+ p'= ide donc Mat, (s) = Ë -1 | et Mate (p') = | 
22 





Exercice 25.88 Q 


2 1 —2 
Soient A=| O0 1 O {|ete=(e1,e,e3) la base canonique de R$. Soit f l’endomorphisme de R* représenté par À 
4 1 —4 


dans la base e. On pose £1 = (1,0,1), €2=(0,1,0), €3=(1,0,2) et e=(e1,€2,€3). 
1. Montrer que € est une base de RS. 
2. Écrire la matrice de f dans cette base. 
3. Déterminer une base de Ker f et de Im f. 


Solution : 
1 O0 
1. On vérifie que Mat, (e)=|0 1 est inversible donc € est une base de R$. 
1 O0 


2. D’après la formule de changement de base Mat. (f) 


= P_-Mat-(f]fee avec D Nb (Cher pee 
2 O0 -I 0 1 O0 
0 


Pe-e) =|0 1 O|.HvientMat.(f)=|0 1 
-1 0 1 0 0 2 


3. Les deux derniers vecteurs colonnes de Mat. (f) sont non colinéaires et le premier est nul donc rgf = 2 et 
dimIm f = 2. Les vecteurs f (£2) = (1,1,0) et f (3) = (0,0,—2) sont non colinéaires et dans l’image de f. Il 
forment donc une base de Im f. La formule du rang permet d’affirmer que dim Ker f = 1. Comme f (£1) = 0, une 
base de Ker f est (£1). 
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Exercice 25.89 O 
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = (e1,e2,e3). On considère f l’endomorphisme de E dont la matrice 
3 —2 —-4 
dans la base e est A=| 1 0 —2 
1 —-1 —-1 
1. Calculer A?. Que peut-on en déduire au sujet de f ? 
2. Déterminer une base de Im f et de Ker f. 
3. Prouver de deux façons différentes que Im f et Ker f sont supplémentaires dans E. 


4. Quelle est la matrice de f relativement à une base adaptée à la supplémentarité de …m f et de Ker f. 


Solution : 


1. On vérifie facilement que A? = A. On a alors f? = f et f est donc un projecteur de E. 


x 3x—-2y—-4z =0 
2. SoitX=| y |.Ona:AX=O0siet seulement si 4 x—2z = 0 c’est-à-dire si et seulement si X € Vect 
Z X—y—2Z =0 1 
On en déduit que Ker f = Vect(£1) où €1 = 2e + e2 + e3. Par ailleurs, posons €2 = f (e1) et ea = f (e2). On vérifie, 
par un calcul matriciel facile que £2 = 3e1+e2+e3 et que 3 = —2e1 +e3. Les vecteurs € ete3 sont dans Im f et sont 
non colinéaires. Ils forment donc une famille libre. En appliquant la formule du rang, on montre que dimlm f = 2. 
Il s’ensuit que cette famille est une base de Im f. 
3. Comme f est un projecteur, Im f et Ker f sont nécessairement supplémentaires dans E. 
4. Utilisant la question précédente, la famille £ est adaptée à la supplémentarité de Im f et de Ker f. On obtient 
0 0 0 
facilement : Mat.(f)=| 0 1 0 


0 O0 l!I 





Exercice 25.90 Q 


2 4 4 
Soit e = (e1,e2,e3) la base canonique de R$ et soit A=| O 4 2 |. Notons f l’endomorphisme de R° dont la 
0 —4 —2 


matrice dans la base e est A. 
1. Déterminer Ker f et Im f. Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaires dans RS. 
2. Déterminer une base à la supplémentarité de Im f et de Ker f et écrire la matrice de f dans cette base. 


3. Écrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires. 


Solution : 


1. Pour tout (x, y,z) € RŸ, on vérifie facilement que f(x, y,z) = (2x+4y+4z,4y+2z,-4y-2z). On en déduit que 
Ker f = Vect(e1) où €1 = (2,1, —2)et que Im f = Vect(e2,e3) où €2 = (1,0,0) et £3 = (0,1, —1). On vérifie facilement 
que la famille € = (£1,€2,€3) est une base de E. Comme (€1) est une base de Ker f et que (£2,€3) est une base de 
Im f, on sait que …m f et Ker f sont supplémentaires dans E. 


2. La famille € est adaptée à la supplémentarité de Im f et de Ker f. Utilisant la formule de changement de base : 
2 1 0 O —1 -1 


Mat) =Pe Mate (fl où Pen 0j létonPe.=P. = M1 2 > |'onobtent 
-2 0 -1 (RE | 


O0 —1 —-1 2 4 4 2 1 0 0 0 
0 4 2 1 O0 ! 
0 —4 —2 —2 0 -I1 0 0 


3. f est alors la composée de l’homothétie vectorielle de rapport 2 et de la projection de RŸ sur le plan Im f paral- 
lèlement au plan Ker f. 
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Exercice 25.91 Q 
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base e = (e1,e2,e3). On considère u € 2 (E) représenté dans la base e par la 


1 0 O0 
matrice À = 1 2 0 
—] 0 2 


1. Montrer que la famille € = (£1,€2,€3) avec €1 = (—-1,1,-1), €2 = (0,1,0) et e3 = (0,1, 1) est une base de E. Écrire 
la matrice de passage de la base e à la base &. 


2. Calculer la matrice de u dans la base &. 
3. En déduire la matrice de u" dans la base e. 


Solution : 
—] 0 0 


1. Comme Mat, (€) = 1 1 1 |etque det (Mat, (E)) = 1, la famille f est de rang 3 et forme donc une base de 


—1 0 1 
E. De plus Pe_.£ = Mat, (€). 


2. Appliquant les formules de changement de bases : Mat, (u) = P:_..Mat.(u)Pe_… avec Pee = (Pee)1 = 
—1 0 O0 1 0 O0 


2 1 —1 |etMat.(u) = A. Onen déduitque Mat. (u)=| 0 2 0 

0 1 0 0 2 
l 0 0 
3. Notons P = P._.- et Ao = Mat. (u). On a donc : Mat, (u") = A" = (PAoP-!}" = PAñP”! e| 2e 2 À 
1-2" 0 2" 





Exercice 25.92 O 
On considère le K-espace vectoriel E = R$ muni de sa base canonique e = (e1, 62,63). Soit u l’endomorphisme de E 


0 —2 1 
représenté dans la base e par la matrice A=| —3 —1 3 |.Le but de cet exercice est de trouver une base € deE tel 
—2 —-2 3 


que dans cette base la matrice de u est diagonale. On dira alors qu’on a diagonalisé u. 
1. Développer le polynôme P (À) = det (A — Al). P est appelé polynôme caractéristique de u. 
2. Calculer les racines de P. Les trois réels trouvés sont appelées valeurs propres de u. 


3. Déterminer des vecteurs £1,€2,e3 de E en sorte que (1) forme une base de Ker (u— id), (e2) forme une base de 
Ker(u—2id) et (£3) forme une base de Ker(u+ id). Ces trois vecteurs sont des vecteurs propres de u. 


4. Montrer que € = (£1,€2,€3) est une base de E. 


5. Vérifier que la matrice de u dans la base € est diagonale. 


Solution : 


1. Ona:P(A)=det(A-Al:)=| -3 . En effectuant les opérations élémentaires C1 — C1 +C3 puis 


—2 
—À+1 





L3 <— L3 — Li, on a P(A) = 0 =(-À+1)(-1-A) (2-À). 
0 
2. Les valeurs propres de u sont 1, —-1 et 2. 


x 
3. Soit (x, y,z) € RS. Posons X = y | On a : u(x) - x = 0 si et seulement si AX — X = 0 qui est équivalent au 
z 


—2y+z-x=0 


système 4 —-3x-2y+3z=0 On vérifie que l’ensemble des solution de ce système est donné par Vect(e;) avec 


—2x-2y+2z=0 
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€1 = (1,0,1). Donc Ker (u— id) = Vect(e;) On montre de même que Ker (u—2id) = Vect(e2) avec €2 = (—1,1,0) 
et que Ker (u+ id) = Vect(e3) avec £3 = (1,1,1). 


1 —-1 1 


4. Comme P = Mat, (€) = et que det (P) =1, la famille € est de rang 3 et forme une base de E. 


—1 -1 2 
5. On a : Mat. (u) = P._e Mat, (u)P,. avec Pee = (Mate(e)) !=| -1 0 1 et donc : 


1 O1 —1 
1 0 O0 


Mat. (u)=| O0 2 0 
0 O0 





Exercice 25.93 OC 
Soit E=R?. Déterminer tous les endomorphismes u € L(E) tels que : 


Ker(u) = Vect(1,2), et Im u = Vect(1,1) 


Solution : Posons fi = (1,2) et f> = (0,1). Comme fi et f ne sont pas colinéaires, u(f>) est non nul et élément de 
Im u. Il existe donc à # 0 tel que u{f2) = (a, a) ae1 + eo = «fi — af =. On vérifie facilement que f = (fi, f>) forme 


0 « 1 0 
2 - e ” oi 
une base de R°. Il est clair que Mat (= É “1, De plus, Perf = L x et Pre =P 


1 0 _—. 
= | il On en déduit 


2 
—20 
—2& 
vérifie facilement que tous les endomorphismes de cette forme satisfont l'hypothèse. 


que Mat, (u) = Pe_fMat(u)Pf_e = | | On en déduit que u{x, y) = a(—-2x+ y,-2x+ y). Réciproquement, on 





Exercice 25.94 OQ 


1. Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie et un endomorphisme u € L(E) de rang 1. Montrer qu'il existe 
Àe K tel que u? = Au. 
2. Soit AeM,(K). Montrer que (rg(A) = 1) == ((X, Y) € Mi (K)*? A XV). 
() (Gi 
Solution : 

1. Comme rg(u) = 1, d’après la formule du rang, Ker u est de dimension n-1 où n = dimE. Soit e' une base de Ker u. 
On applique le théorème de base incomplète pour compléter par un vecteur e, € E en une base e de E. Comme 
Vect(eh) = Imu, il existe À € K* tel que u(e) = Àen. Soit x = De Xje;€E alors u(x) = xnu(en) = Xnen et 
u2 (x) = xnA2en = Àu(x) et la propriété est prouvée. 

2. (i) — (ii) Supposons que rg (A) = 1. Soit b la base canonique de K”. Il existe u € L(K”) tel que Maty (u) = A. 

Comme rg(u) = rg(A) = 1, d’après la question 1, on sait qu’il existe une base e de K” tel que u(e;) = 0 pour 
toutiell,n-1] et u(e,) = Àe, où À€ K*. Donc 


0 


= ÀXo'Xo 
0 


0 .…. O À 


avec Xo = *(0,...,0,1) e My1(K). Si P = Pp.e alors À = PXo9'X9P7! = X!Y avec X = ÀPXo € MK) et Y = 
paix, € M1 (K). Remarquons que X et Y sont non nuls car c’est le cas de X, et que P est inversible. 
(ii) — (i) Réciproquement, si A =X!Y avec X = ‘(x1,.…., Xn) EM (K)* et Y = ‘On, …, Jn) € Mr (K)* alors 
X1 V1 He X1Yn 
= | : < 
VI Cr )/n 
X1 0 
Toutes les colonnes de A sont colinéaires donc rg(A) = rg| : : : [=1 car X est non nul. 


Xr 0 
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25.12.10 Matrices semblables, équivalentes 


Exercice 25.95 Q 
Trouver les matrices E; j de la base canonique de M, (R) semblables à une matrice diagonale. 


Solution : Ce sont celles qui sont déjà des matrices diagonales, c’est-à-dire celles pour lesquelles i = j. En effet 
supposons l’espace d’un instant qu’une matrice E;; soit semblable à une matrice diagonale D avec i # j. On en déduit 


_ E2  D2 2 : : s 
que 0 = E;; est semblable à D*, donc D‘ = 0 donc D = 0 puisque D est diagonale. Donc le rang de D égale 0, alors que 





celui de E;; égale 1. Comme deux matrices semblables ont même rang, on a une contradiction. 


Exercice 25.96. © 
Montrer que la matrice À = [ ) est semblable à la matrice D = Le : 


, 1 l 
Solution : Soit P = Ë | onaPl=J'PetP IAP=D,. 





1 1 
Exercice 25.97 Q 
—1 0 0 0 0 0 
Les matrices A=| O0 O0 OfetB=|1 O0 O| sont-elles semblables ? 
0 O0 1 0 1 O0 


Solution : En regardant l’action de ces matrices sur les vecteurs colonnes de la base naturelle, on voit que B=0 et 
£ q 


A$ = À. A et B ne peuvent pas être semblables. 





Exercice 25.98 Q 
Soient deux matrices À,B EM, (R) , avec À inversible. 


1. Montrer que AB et BA sont semblables. 


2. Montrer que le résultat est faux si À n’est pas inversible. 


Solution : 
1. Si A est inversible, il suffit d’écrire AB = A(BA)A-! 


0 
0 0 


2. Soit À = e ) et B = É ‘ Les matrices AB = É 


0 1 
] et BA = | ] n’ont pas même rang et n’ont donc 


0 0 0 0 0 


aucune chance d’être semblables. 





Exercice 25.99 Q 
On considère une matrice À e M, (R) qui s’écrit : 


be 
an à 


où BE My-1(R), C,D € My-11(R) et ae R. On suppose que B est inversible. Montrer que A est inversible si et 
seulement si 


af'DB !C 


Solution : Si A n'était pas inversible, il existerait X tel que AX = 0 avec X Z 0. De plus, x, Z 0 (car B inversible). En 
notant X = (X1,..., Xn-1), On obtiendrait que BX + x,C = 0 et DX+ ax = 0, d’où la relation. 





Réciproquement, si a ={ DB-!C, alors on construit un vecteur X = — frner —1) , on a AX = 0 avec bien sûr X Z 0. 


Exercice 25.100 M 
0 1 


On considère la matrice P = F 
l 0 


1. Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse P-!. 
2. Pour une matrice AM, (K), calculer la matrice PAP. 


3. En déduire qu’une matrice triangulaire inférieure est semblable à une matrice triangulaire supérieure. 
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Solution : 


1. SoitE=R"ete=(e,,..….,en) la base canonique de E. Alors il existe un unique u € L(E) tel que Mat, (u) = P. On 
a pour tout ie [1,n], u(e;) = en-ix1 et u? (e;) = e;, donc P? =1,. Par conséquent, P € GL;(R) et p-l=p. 


2. Puisque P =Y}_, Ekn-k+1: 


DUO TAN US de Oh ce Die 
1<i,j,k,len i RL KI 


La matrice PAP s'obtient en faisant deux symétries de À par rapport aux deux diagonales. 


3. Puisque P-!=P, PAP ! est une matrice triangulaire supérieure lorsque A est une matrice triangulaire inférieure. 





Exercice 25.101 MN 


À quelle condition deux matrices E,4 et Ex de la base canonique de MAR) sont-elles semblables ? 


Solution : Considérons l’espace vectoriel E = K'” muni de sa base canonique. 


1. Une condition nécessaire est que les matrices aient même trace. Donc si p=qetk#l, (ou bien p Z q etk=l), 
les deux matrices ne sont pas semblables. 


2. Montrons que deux matrices E;, et Egg (p # q) sont semblables. Soit u l’unique endomorphisme de E tel que 
Mate(u) = Ep. Considérons la base e! obtenue en permutant les deux vecteurs eb et eq. Dans la base e', la matrice 
de u est E;4. Par conséquent, les deux matrices E,,, et E4q représentent le même endomorphisme dans deux bases 
différentes : elles sont semblables. Complément : écrivez la matrice de passage de la base e vers la base e’, et son 
inverse. 


. Soient quatre indices (p, q) € [1, n]? avec péget(k,Deli, n]? avec kZ I. Notons u l’unique endomorphisme 
ayant pour matrice Epq dans la base e. Considérons la base e’ obtenue en échangeant les vecteurs e, — ey et 
eh — ex. Alors la matrice de l’endomorphisme u dans la base e' est la matrice Eyy (faire un dessin et vérifier 
ce résultat même lorsque p = q ou k= 1). Donc les matrices E,4 et Ex sont semblables. Pouvez-vous écrire la 
matrice de passage P,_.+ correspondante ? Quel est son inverse ? 





Exercice 25.102 OC 


Soit une matrice À € M2(R) vérifiant A? = I et telle que A n’est pas une matrice scalaire. Montrer que A est semblable 


à la matrice Do 
1 O0 


Solution : SoitE = R? et e = (e1, e2) la base canonique de E. Il existe un unique endomorphisme u de E ayant À comme 
matrice dans la base e. Puisque A? = I, u? = id et donc u est une symétrie vectorielle. On a 


E = Ker(u — id) & Ker(u + id). 


En effet, on peut toujours écrire x = Lee u(X)) + £ (x— u(x)) avec x + u(x) € Ker(u — id) et x — u(x) € Ker(u + id). 
L’intersection de Ker(u — id) et Ker(u +id) étant bien sûr réduite au vecteur nul. 

Comme A n’est pas scalaire, u £ id et u Z — id. Par conséquent, aucun des deux noyaux n’est R? tout entier. Les noyaux 
Ker(u — id) et Ker(u+id) sont donc des droites vectorielles. Considérons f\ Z 0 un vecteur de Ker(u — id) et f: Z 0 un 
vecteur de Ker(u + id). D’après le théorème sur les bases adaptées à une somme directe, f = (fi, f>) est une base de E. 
Dans cette base, 


D = Mat(u) = Ê °] 


; ; ; : 0 1 ; : 
De la même façon, il existe un unique endomorphisme v ayant B = [ ï comme matrice dans la base canonique. 


Comme B? = id, le même raisonnement montre que v est une symétrie vectorielle et permet de construire une base g 
dans laquelle Mat,(v) = D. 
Par conséquent, puisque À et D sont semblables et que B et D sont semblables, on en déduit que A et B sont semblables. 





Exercice 25.103 MN 


Soit un K-espace vectoriel de dimension finie n et un endomorphisme f € L(E) de rang 1. 


1027 


1. Si l’on suppose que Ker f n Im f = {0E}, montrer qu’il existe une base € de E et un scalaire À e K tels que 


À 0 … O0 
Mat:(f) = 
0 0 … 0 
2. En déduire que pour tout endomorphisme f de rang 1, il existe un scalaire à e K tel que f? = af. 


3. Soit une base e quelconque de E, et un endomorphisme f € L(E) quelconque. On note B = Mat.(f) la matrice de 
l’endomorphisme f dans la base e. Montrer l’équivalence 


(ref) = 1) = (EX, N € My (K)? non nuls tels que B = X'Y) 
(@) Gi) 


(On se contentera de la démonstration dans le cas où Ker f nm f = {0g}). voir exercice 25.94 p.1025. 


Solution : 


1. D’après la formule du rang, 
n = dim Ker f +rgf 


donc Ker f est un hyperplan de E de dimension (n-— 1). Comme rg(f) = dimIm f = 1, il existe un vecteur a Z 0 tel 
que Im f = Vect(a). Puisque l’on a supposé que Im f n Ker f = {0£}, et que dimIm f + dim Ker f = n, on sait que 


E = Vect(a) & Ker f 


le système (a) est une base de Im f, et si l’on suppose n > 2, puisque Ker f £ {Or}, il existe une base de Kerf 
de la forme (e2...,€n). Le théorème de la base adaptée à une somme directe nous dit alors que le système € = 
(a,€2,...,En) est une base de E. Comme f(a) e Im f = Vect(a), il existe À e K tel que f(a) = Xa. La matrice de f 
dans la base € est donc bien de la forme souhaitée. 


. Dans le cas où a € Ker f, on a Im f € Ker f et donc f? = 0. Le résultat est montré avec à = OK. 

On peut donc supposer que Im f £ Ker f et alors Im f n Ker f = {0}. D’après à), on a construit une base € dans 
laquelle la matrice de f était simple : À = Mat;(f) = ÀE11. On calcule alors A2 = V'EnEu = En =AAetonen 
déduit que f? = Àf. 

. Supposons que rg f = 1. Lorsque Imf n Ker f = {0}, on a construit une base € dans laquelle la matrice de f 
s’écrivait À = E11. Posons X’ la matrice colonne avec un À sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes, 
et Y' la matrice colonne avec un 1 sur la première ligne et des zéros sur les autres lignes. Un calcul direct montre 
que 

era 


Mais puisque les matrices À et B représentent le même endomorphisme f dans deux bases différentes £ et e, elles 
sont semblables. En notant P la matrice de passage de la base € vers la base e, on a 
t 
A=PBP 1! =(Px')Y'P-1= (px) (P-1Y) 
et il suffit de poser X = PX' € M1 (K) et Y = p-lY'e Mhy1(K) pour avoir B = X'Y. 


Si l’on suppose maintenant que B = X'Y, en notant X = (xi)1<ien et Y = (Yihisien, la matrice B s'écrit : 


X1Y1 X1Y2 + X1Yn 
X2Y1 X2Y2 ... X2Yn 
B=((xiyj))1<i, jen = : : e 


XnY1 XnY2 ... XnYn 


On s’aperçoit que toutes les colonnes de cette matrice sont proportionnelles à la matrice colonne X. En utilisant 
l'algorithme du rang, on trouve que cette matrice est de rang 1 (la colonne X est non-nulle). 





25.12.11 Systèmes linéaires 


Exercice 25.104 © 
Résoudre dans R° les systèmes : 
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3y—-z=2 —X—-3y+5z= 2 2X +y +2z=-1 x+y+2z=0 
2Z=8 X +y +2z=-1 Xx—3y+2z= -1 
x —y+2z=1 y+3z= 0 2Xx —y+3z=1 X +y —2= l!l 
di ù * “ 


Er x+2y+32= 1 x+2y +2z= 2 2x—-y+3z=0 
à | | 


2x—3y +z=4 Xx+2y+6z= 2 X +y —-z=2 2x+2y—-2z= 2 
X—3y—-47=5 7x+3y+9z=14 x—2y+4z=1 —X —y +z=-1 


Solution : 


1. En remontant, on trouve successivement : z= 4; y =2; x=-1. 


— y + 2z = 1 x 27 
—  3y + z = 4 LL — L>2-2l; — VS 7 
me not = A = GNU it) = AY = (y 4 
Les deux dernières équations sont équivalentes. Le système est de rang 2 et compatible. En prenant z comme 
paramètre, l’ensemble des solutions est {(-5z-1,-3z-2,2)|zeK}. 


. Système de Cramer : {(-3,1,2)}. 


DPEDED 
. Système de rang 2 et compatible. {(2,-32, 2) | ze K}. 
. Système de Cramer : {(—2,1,2)}. 
. Système de rang 2 mais pas compatible. Pas de solution. 
ere 0 ne 0 
x+y+2z=0 3x +5z=0 
l’ensemble des solutions est {(-32, — 1 z,z)|zeK}. 


. Le système est de rang 2, donc compatible. En prenant z comme paramètre, 


. Le système est clairement de rang 1 et compatible (on a trois fois la même équation). L'ensemble des solutions 
est le plan d’équation x+y—2z=1. 





Exercice 25.105 Q 
Sans chercher à résoudre les systèmes suivants, discuter la nature de leur ensemble solution : 


X +y —Zz = 0 X +3y +2Zz = ]! X +3y +2Zz = 1 
X —y = 0 2Xx —2y = 2 2X —2y = 
X +y +2 = 0 X + y +2 = 2 X + y +2z = 3 


Solution : Premier système : Matrice de rang 3 (inversible) donc une unique solution (0,0, 0). 
Deuxième système : Matrice de rang 2, système non compatible, pas de solution. 
Troisième système : Matrice de rang 2, système non compatible, pas de solution. 





Exercice 25.106 Q 
Discuter, suivant la valeur de m, la dimension de l’espace des solutions des systèmes suivants : 


x+my +2z=0 X +y+mz=0 
mx +y+mz=0 2 x+my +2z=0 
mx +y +2z=0 


Solution : 


1. Sim= 1 ou m=-1, alors le système est de rang 1. L'espace des solutions est de dimension 2. Sinon le système 
est de rang 2 et l’espace des solutions est de dimension 1. Dans ce dernier cas, l’ensemble des solutions est 
{(x,0,—x),x € R}. 


. Sim= 1, alors le système est de rang 1. L'espace des solutions est de dimension 2. Si m = —2, alors le système 
est de rang 2. L’espace des solutions est de dimension 1. Sinon le système est de Cramer. L'espace des solutions 
est de dimension 0. 





Exercice 25.107 M 
On considère, pour un paramètre réel m, les sous-espaces vectoriels de R® : 
F={{x,y,z)eRŸ|x+my+z=0 et mx+y-mz=0} 
et G={{x,y,z)ER° | x-my+2=0} 
1. Déterminer la dimension de F et de G. 


2. Discuter suivant les valeurs de m la dimension du sous-espace vectoriel FENG. 
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Solution : 


; : 1 IE : 
1. Que m soit égal à 1 ou non, dimF = 1 car le rang de l . ) égale 2. dimG = 2. 


= 4m. Si m = 0, alors FNG est de dimension 1, et de dimension 0 sinon. 





Exercice 25.108 O 
Résoudre et discuter suivant les valeurs de bi, b», b3 et ba : 


x+3y+42+7t = bb x+3y+52+3t = b: 
x+3y+42+5t = bb x+4y+72+3t = b 
(Si) L (S2) = 
x+3y+32+21 = ba y+2z = b 
X+y+2+É = ba x+2y+32+21 = D 
xX+y+22-t = b x+2y+2+21 = D: 
(S2) —x+3y+t = D (Sa) —2x-4y-2z-4t = bb 
2Xx-2y+2z-2t = D —x—-2y-2-2t = b3 
2y+2z = b4 3x+6y+3z+61 = Da 


Solution : 

(S1) : solution unique quels que soient bi, b, b3, ba. 

(S2) : solutions si b2 = bi + b3. 

(S3) : solutions si b1 + b2 — 2b4 = 0 et 2b1 — b3 — 2b4 = 0. 
(S4) : solutions si b> = —-2b; et b3 = —b:; et b4 = 3b1. 





Exercice 25.109 © 
Résoudre les systèmes suivants à l’aide du déterminant : 


x +y —2z=0 
x+3y +z=0 
2x +y—-3z=0 
—x+2y+4z=0 


et 2X +y +2z= 2 


x +y+22= ll 
{are — 1 


IT 1 3 1]! 1 1 
3 1|=0et|2 1 —3|=0 donc le système est de rang < 2. Comme 1 3 
CRISEES —1 2 4 
système est de rang 2. On a une droite de solution, l’intersection des deux plans x+y-z=0etx+3y+2z=0, autrement 
dit la droite vectorielle engendrée par (—2, 1,-1). 
1 1 2 1 2 

Deuxième système : | 2 1 1 | =0 donc le système est de rang < 2. Comme 1 À Z 0 le système est de rang 2 et 

Si 2 
on peut choisir x comme paramètre. On résout alors en y et z le système des deux premières équations en fonction de 
x. Soit y=3-3x et z=x-1. On vérifie enfin avec la troisième équation : -x—-6+6x-5x+5=-1. 


l 
Solution : Premier système : |1 Z0le 





Exercice 25.110 VO 
Soit f l'application linéaire qui fait correspondre au vecteur (x, y,z) le vecteur (a, b, c, d) dont les coordonnées sont 
définies par le système suivant : 
—xX-y+mz=a 
-mx+y+mz=b 
X—y-mz=cC 
mx+y +2z=d 
Déterminer suivant les valeurs du paramètre réel m, le rang de f. En déduire le nombre de solutions du système 
précédent puis le résoudre en fonction du second membre. 


Solution : Après permutation des deuxièmes et troisièmes lignes, on effectue des oel sur le tableau : 


—1l —]l —1l 


1 Lb—L+lL 0 —2 
—m LL -ml 0 1+m 
m La — La + ml 0 1-m 
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—] a 

—2 a+c 
La — Ls + 0 m-m°]|b- oe 
asile LL 0 0 1+m° | d+ma+ =(a+o) 


rule 


En prenant les lignes Li, L2 et L4 on voit que le rang du système égale 3. Donc s’il existe une solution, alors elle est 
unique. 


On résout donc le système (triangulaire) en x, y et z grâce aux lignes L1, L2 et LA. La ligne 13 sert de vérification : Si 


2 m - m 1-m 1+m 
(m-m°)z= (a+ ma+——(a+ 0) =b-ma+——(a+ c), 
1+ m2 2 2 


alors le système est compatible et admet une solution unique. Sinon il n’admet pas de solution. 





Exercice 25.111 OC 
Déterminer suivant les valeurs des réels m, a, b, c les solutions du système : 


mx+my+mz=a 
x+my +2z=b 
X +y+mz=c 
m m 2 sim=0 
Solution : La matrice de ce système linéaire est A=| 1 1 etrg(A)=41 sim=l. 
1 m7 3 sinon 
0=4a 
— Sim =0 le système devient : ls +2z= D. IIn’est compatible que si a = 0. Dans ce cas, l’ensemble de ses solutions 
X+Y =c 
st : (b,c— b,0) +Vect(-1,1,1). 
X+y+z=a 
— Si m=1 le système est : «+ y+2= D. II n’est compatible que si a = b= c. Dans ce cas, l’ensemble solution est 
X+yY+z=C 
(a,0,0) +Vect((—1,1,0),(0,1,-1)) 
— Le système est de Cramer si m £0 et m £ 1. Il admet une et une seule solution donnée par : 


(eee —mb+a a-cm 


mm) mm m(m-l 





Exercice 25.112 OC 
Déterminer suivant les valeurs des réels m, a, b, c les solutions du système : 


X- y -mz=4a 
x+2y+ z =b 
X+ y — Z =C 


sim=5 
Solution : La matrice de ce système linéaires est À = et rg (A) = x : 
sinon 


X—y— 1 = a 
X —y-5z=4a 7 
— Sim=5 le système devient : EE 2y +2z=b qui est équivalent à : UNE Ur . I n’est compatible que si 
NEVER 7 C y+22= 


a LS 
. Dans ce cas, l’ensemble de ses solutions est : 0|+Vect(3,—2,1). 


— Le système est de Cramer si m 5. Il admet une et une seule . par : 


3a+(m+1)b+(1-2m)c 2a-(m+l)c+(m-1)b <<) 


2 » 
m-5 m-5 m-5 





Exercice 25.113 VO 
Résoudre le système : 


ax+by+2z = 1 
x+by+z = b 
xX+by+az = 1 
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Solution : Le déterminant de la matrice vaut (a — 1)?b. 


1. a#1,b#0,7= || APRES —)}: 
(4) 





1’ (a-1)b ‘a-1 
2. a=1, le système est compatible si et seulement si b = 1 et dans ce cas, # = (1,0,0) + Vect((—1,1,0),(—1,0,1)). 





3. b=0,a #1 : le système est incompatible. 


Exercice 25.114 VO 
Résoudre le système : 
ax+by+2z=1 
x+aby+2z=b 
x+by+az=1 


Solution : Le déterminant du système égale b(a + 2)(a — 12. 
Si b=0, le système est toujours incompatible. Sinon, 


L af -2,1: 
a-b ab+b-—2 a-b 


(= 1D(a+2) (a-1(a+2)b’ (a-1)(a+2) 
. a=—2,b# —2, ©. 
. a=1,b#1, GS. 
. a=—2etb=—2,(-1-2y,y,-1-x- y). 











. a=letb=1,(x,y,x- y). 


Exercice 25.115 VO 
Résoudre le système : 
x+ay+bz=a 
{à —2ay+bz=b 


x+ay+bz=a 
-3ay=b-a 
Si a = 0, deux cas se présentent : Si b = 0 alors le système est de rang 1 et les solutions sont (0, y, z). Si b Z 0 alors le 
système n’est pas compatible. 
Sia#0, alors y = ab et x+bz= Zatb qui est une équation de droite dans le plan y = 


Solution : On soustrait les deux lignes pour obtenir 





Exercice 25.116 V 
10x + 7y +  8z + 71 — 32 10x + 7y +  8z + 71 — 32,1 
Résoidre TX + 5 + 62 + 5t = 23 a TX + 5y +  6Z + 5t — 22,9 
8x + 6y + 10z + 9 = 33 8x + 6y + 10z + 9f — 33,1 
TX + 5 +  9z + 10 = 31 TX + 5y +  9Zz + 10f — 30,9 
Commentaire. 


Solution : (1,1,1,1) est la solution du premier système. (9,2; -12,6;4,5;-1,1) est la solution du deuxième système. 


Dans cet exemple, une petite perturbation (0, 1; —-0,1;0,1;-0,1) du vecteur de données entraîne une grosse perturbation 
du vecteur de solutions. 
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Le 20" 


Groupe symétrique, déterminant 


Pour bien aborder ce chapitre 


Ce chapitre est réservé aux élèves de MPSI. On va y définir le déterminant en toute généralité. Il va nous falloir au 
préalable étudier le groupe symétrique 6. I est formé de toutes les permutations d’un ensemble E à n éléments et admet 
comme loi interne la composition. Ce groupe est très important en mathématiques. Aïnsi, c’est en étudiant le groupe des 
permutations des racines d’un polynôme que Galois est parvenu à prouver la non résolubilité par radicaux des équations 
polynomiales de degré > 5. Le mathématicien Arthur Cayley a par ailleurs prouvé que tout groupe fini de cardinal ñn est 
isomorphe à un sous-groupe de G, (son résultat est en fait plus général car il s’étend aux groupes de cardinal infini). 

La construction du déterminant est basée sur les notions que nous allons introduire quant au groupe symétrique. On 
explicitera ensuite, comme dans le cas des déterminants de taille 2 et 3 traités dans le chapitre précédent, ce qu’est le 
déterminant d’un endomorphisme et d’une famille de vecteurs. 

Le développement de la notion de déterminant est fortement lié aux tentatives effectuées par les mathématiciens pour 
résoudre les systèmes linéaires à n équations et ñ inconnues. En 1545, Cardan introduit des déterminants de taille 2 pour 
résoudre des systèmes linéaires de deux équations à deux inconnues. En 1678, Leibnitz fait de même mais pour n = 3 
et en 1748, MacLaurin résout le problème quand n = 4. En 1750, Cramer établit des formules pour le cas général mais 
ne sait pas les démontrer (voir le théorème 26.19 page 1044). En 1764, Bézout reprend les travaux de Cramer et met en 
place les formules de développement suivant une rangée (voir le théorème 26.24 page 1047). Elles permettent de formuler 
des relations de récurrence pour le calcul des déterminants. Dans les ” Disquisitiones arithmeticae”, Gauss donne au 
déterminant sa dénomination actuelle. Lagrange comprend le lien du déterminant avec la notion de volume. C’est au 19° 
siècle que Cauchy utilise pour la première fois le mot déterminant dans le sens qu’on lui donne maintenant. Il fait, dans un 
long article, la synthèse des connaissances à son sujet et jette les bases de la réduction des endomorphismes. Grâce à trois 
articles dans le journal de Crelle, Jacobi popularise la notion et construit des algorithmes permettant de le calculer. Il faut 
attendre le milieu du 19° siècle pour que les déterminants soient utilisés, par Sylvester et Cayley dans le cadre matriciel. 
Ce dernier est à l’origine de la notation utilisée pour les écrire avec des grandes barres verticales. 


26.1 Le groupe symétrique 


DÉFINITION 26.1 Groupe des permutations 
Soit un ensemble E. On appelle permutation de E, une bijection 6 :E- E. On note GE l’ensemble des permutations de 


l’ensemble E. Puisque Gr = Z4(E), on sait que (Gr, 0) est un groupe, appelé groupe des permutations de l’ensemble E. 





Dans la suite, on considèrera un ensemble fini E de cardinal n, et en particulier E = [[1, #1]. 


DÉFINITION 26.2 ©©Q Groupe symétrique 
Lorsque l’ensemble E = [[1,n], on note G, le groupe des permutations de E qui est un groupe fini de cardinal n!. Ce 
groupe s’appelle le groupe symétrique d’ordre n. Une permutation © € G, se note 


o— (ot ss dt) 
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DÉFINITION 26.3 Orbite d’un élément 
Soit une permutation © € GE et un élément x e E. On appelle orbite de l’élément x selon la permutation ©, l’ensemble 





C(x = {ok (x) ; ke Z}. On vérifie facilement que si y e O(x), alors O(x) = C(y). 





Exemple 26.1 Si E= {1,2,3,4,5,6}, et o = (123455), G(1) = @(2) = {1,2} et 6(3) = 6(4) = 6(5) = 6(6) = 3,4,5,61. 


DÉFINITION 26.4 Permutation circulaire 
Soit une permutation © € Gg. On dit que c’est une permutation circulaire s’il existe un élément x e E tel que ©(x) = 





Exemple 26.2 SiE=1{1,2,3,4}, o = (À A 1) ) est une permutation circulaire : 


OmO 
G)—C) 


| Remarque 26.1  Ily a (n-—1)! permutations circulaires dans le groupe symétrique G,. 


DÉFINITION 26.5 Cycle 
Soit une permutation © € Gg. On dit que © est un cycle s’il y a au plus une orbite qui n’est pas réduite à un élément. 


Cette orbite s’appelle le support du cycle, et le cardinal de cette orbite s’appelle la longueur du cycle. 





Exemple 26.3 E = {1,2,3,4,5,6}, o = (13 $ 4 > $), est un cycle de support {1,2,3} et de longueur 3. On note plus 
simplement (1 2 3)untel cycle. 


6 © 
6) 


LEMME 26.1 Deux cycles de supports disjoints commutent 


Soient deux cycles 0, et ‘2 de GE de supports disjoints. Alors 61002 = 62001. 





Démonstration Soient c1 et c2 deux cycles de supports disjoints. Montrons que cj o © = c20 c. Soit x€E, étudions trois cas : 
si x est dans le support de c1, il n’est pas dans le support de c2 donc c2(x) = x. Par conséquent, c1 ° c2(x) = c1 (x) et puisque c1(x) 
est dans le support de c1, il n’est pas dans le support de c2> et donc c2(c1(x)) = c1(x). De même, si x est dans le support de ©, 
C1 ° C2(X) = C2 0 c1 (x) = c2 (x). Si enfin x n’est ni dans le support de c1, ni dans le support de ©, il est invariant à la fois par c1 et c2 
d’où cj © c2(x) = c2 0 c1 (x) = x 


THÉORÈME 26.2 Q© Décomposition d’une permutation en produit de cycles à supports disjoints 


Soit une permutation © € Gg. Elle se décompose en un produit fini de cycles de supports disjoints qui commutent deux 
à deux. 





On obtient en pratique la décomposition en dessinant les orbites de la permutation o : 


Exemple 26.4 Considérons la permutation o = (1 5%4567 88 M). On représente graphiquement ses orbites : 


Go) © 
| © © 
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Définissons älors. les Cycles ae (45 426260 0)=(L 10 3) de support {110,3 =(3337678%10)e 
(2 9 8 5 4) de support {2,4,5,8,9}. On a bien © = c1 0 € = c20 c1. La décomposition en cycles permet de calculer 
facilement les puissances d’une permutation dans le groupe symétrique. Puisque les cycles commutent, of = c © ck . Si 
l est la longueur d’un cycle c, puisque c! = id, cl = c? où p est le reste de la division de K par /. Sur notre exemple, 


11 _ 11, 1 2 123 45678910 
GT ET Go =Coc=(36i0226798 1)- 


DÉFINITION 26.6 OO0Q Transposition 
Une transposition de Gg est un cycle de longueur 2. Une transposition échange deux éléments a, b et laisse les autres 


invariants. On note T,9 une telle transposition. 





Remarque 26.2 Se donner une transposition dans le groupe symétrique G, revient à se donner une paire d’éléments 
NC TE n\_n(n-1) Le : : Li 

{i, j} distincts. Il y a donc re transpositions dans G,. On calcule facilement la composée de transpositions : 

O = T2307120 713 = T12 : tous les i g {1,2,3} sont invariants par ces trois transpositions donc o(i) = i et o(1) = T230712(3) = 


T23(3) = 2, 0(2) = T23 0 T12(2) = T23(1) = 1, G(3) = T23 0 T12(1) = T23(2) = 3 





THÉORÈME 26.3 OOQ Décomposition en transpositions 
Toute permutation o € G,, se décompose en un produit fini de transpositions : 


O=T10:-"OTE 


Il n’y a pas unicité d’une telle décomposition. 





Exemple 26.5 On dispose d’un algorithme simple qui permet de trouver une telle décomposition. Si par exemple 


o=(35264) 


— On commence par regarder 6(6) = 4% 6. Formons donc la permutation 61 =tasoo = (123456). Le 6 est maintenant 
à sa place. 


— Comme 6(5) = 4, on forme 62 = 145001 = (1 4 $ 4 5 5) et maintenant 5 et 6 sont à leur place. 
— Comme 62(4) = 2, on forme 63 = 142002 =(13%420) 

— Comme 63(3) = 1, on forme 64 =t13003=(123456)=id. 

Au bout d’au plus ñ étapes, on trouve l’identité. Il suffit alors d’écrire 


T13 © T42 © T45 © T460 O = id 


Si 


et comme pour toute transposition t_ = T, on en déduit la décomposition de 0 : 


2 
O = (T13 0 T2 0 T45 0 T46) = T460 T45 © T420 T3 


Cet algorithme montre que toute permutation de G, s’écrit comme un produit d’au plus ñ transpositions. 


Pour terminer ce paragraphe, dressons la table du groupe S: : à chaque ligne on place un élément 0; et à chaque colonne 
un élément 6 ;. A l’intersection de la ligne à et de la colonne j, on place l’élément 6;00;. Il y a 3! = 6 permutations : 


3 = {id, T12, T13, 123,0, 07} où o = (} 2 $) est une permutation circulaire avec o? = (175). 


LSs [Did [ref ms [rs | o Lo | 
Di fie pue pui pus Po po | 





On voit que le groupe G3 n’est pas commutatif : par exemple T2 0 T13 É T13 0 T12. Plus généralement, le groupe G, n’est 
jamais commutatif puisque si à, j, k sont distincts, t;;ot;r£Tjrot;;. On peut montrer que les groupes finis de moins de 
5 éléments sont tous commutatifs donc G;3 donne le premier exemple de groupe non commutatif à 6 éléments. 


26.1.1 Signature d’une permutation 
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DÉFINITION 26.7 © Signature d’une permutation 
Soit une permutation © € G,. On dit qu’un couple (5, j) e [f1, n]? est un inversion de © lorsque 


i<jeto(i)>o(j) 
On note I(o) le nombre d’inversions de la permutation ©, et on définit la signature de la permutation © par 
e(o) = (D 


On dit qu’une permutation © est paire si e(o) = +1 et impaire lorsque e(o) = —1. 





On trouve que I(o) = 10 et e(o) = 1; 
LEMME 26.4 Expression algébrique de la signature 
Soit une permutation 6 € 6. On a les expressions suivantes pour sa signature : 


Ce pe 


D &jebn] JT 
ik 





o(i)—o(j) : o(j)—o(i) 


Démonstration Considérons une paire {i, j} € [[1, n]] avec i £ j. Puisque 
i-j j-i 


on peut supposer que i < j et 


o(j) — o(i) o(j) —o(i) 
———— = li, Ne 


donc P=TI;.; 
—i 
— Si(i, j) est une inversion de 6, i < j et o{i) > o(j) donc 


EE  -ù 
o(j)—o(i) _ 1o(j) — o(i)] 
j-i lj—il 


o(j)-o(i) __lo(ÿ-oû)l 


— Si(i,j) n’est pas une inversion de 6, 
On peut donc écrire 
= no lool 
[jf — il 


On remarque également que 


Hio-oûi= [TiKk-1 
{i,j} {k, 1} 


En effet, puisque © est bijective, pour toute paire {k, l} il existe une unique paire {i, j} telle que {k,l} = {o{i),o(j)}. Finalement, 
P=(-1)0) =e(o) ; 


THÉORÈME 26.5 OQ0Q La signature est un morphisme de groupes 
L'application 


e:| (Sno) — ({-11}, x) 


(o] —— E(o) 


est un morphisme de groupes. 





Démonstration Soient deux permutations 61,02 de SG. Montrons que e(o1 002) = e(o1)xe(o2). En utilisant la forme algébrique 
de la signature, 
P=e(o1002)= I] az) At (o2(i)) 
&,j} 174 
01(02(j)) —-o1(o2(i)) O2(j)—o2(i) 
02(j)-o2(i) jt j—i 


P = 
{i,j} 
Mais comme toute paire {k, 1} s’écrit de façon unique {o2(j),02(i)} où {i, j} est une paire, 
O1(k) — 01 (1) o2(j) —o2(i) 
pe [] AOAO p 20 RO 


—> = £(01) x e(o2) 
Œh El Gjÿ ri 
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DÉFINITION 26.8 © Groupe alterné 
La signature étant un morphisme de groupes, son noyau 


Kere={oe G,|Ee(o) = +1} 


est un sous-groupe du groupe symétrique, appelé groupe alterné. On le note #4. 


LEMME 26.6 ©O© Signature d’une transposition 
Soit t une transposition de G,. C’est une permutation impaire : e(T) = —1. 





Démonstration Soit i € [[2, n]]. La transposition T1; s’écrit : 


12 (G-Di(G+Dun 
Ti=(i2! (1) 1 (+1) … s 


Le tableau d’inversions de +1; s’écrit donc : 





Par conséquent, I(t1;) = (i—-1)+(i-2) =2i-3 d’où l’on tire E(t];) = (123 = —1. 11 suffit ensuite de remarquer que si i, j e [[1, n]l 
sont distincts et différents de 1, 
Tij=Tio0TjoTii 


et par conséquent, 
E(Tij) = e(tii)e(tij)e(tii) = —]l 


Remarque 26.3 Puisque l’application 


An — Gnr\ahn 
LA O — Too 


est une bijection, on en déduit que le cardinal du groupe alterné vaut n!/2. 


COROLLAIRE 26.7 ©Q Autre caractérisation de la signature 
Si une permutation © s’écrit comme produit de p transpositions, 


O=TI10---0Tp 


alors e(o) = (—1)?. 





Démonstration Comme la signature est un morphisme de groupes, e(o) = E(t1) x +++ x E(Tp) = (-1)?. 


Remarque 26.4 La décomposition d’une permutation en produit de transpositions n’est pas unique, mais la parité du 
nombre de transpositions est la même pour toute décomposition. 


Exemple 26.7 Dans les années 1870, Sam Loyd a offert une prime de 1000 dollars à la personne qui trouverait la 
solution du jeu de taquin suivant : la case 16 est vide, et les pièces peuvent glisser sur cette case vide. Lors du premier 
coup, on peut faire glisser la case 15 ou la case 12 sur la case vide, et ainsi de suite. Le défi consiste à obtenir la même 
configuration que la configuration initiale où les cases 14 et 15 sont inversées. 





Toute configuration du taquin peut être représentée par une permutation © € G16 : oi) représente le numéro de pièce qui 
se trouve sur la case à. La position initiale correspond à la transposition id et la position finale à la transposition T1415. 
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Pour passer d’une configuration © à une configuration 6”, on échange une plaque avec la case vide donc 6 = too où T 
est une transposition. Si l’on arrive à résoudre le puzzle en n coups, on a donc 


Tn0:--0T10id = T14,15 


En prenant la signature, (—-1)" = —1 et il faut donc un nombre impair de coups. Colorions maintenant les cases du taquin 
alternativement en noir et blanc comme sur un échiquier. On s’aperçoit qu’a chaque mouvement, la case vide change de 
couleur. Comme dans la configuration initiale et finale la case vide est de la même couleur, le nombre de coups doit être 
pair. On aboutit donc à une contradiction et le problème est impossible à résoudre. 


B10 23 | Arthur Cayley, né le 16 août 1821 à Richmond, mort le 26 janvier 1895 à Cambridge 


Mathématicien anglais. Arthur Cayley montre très tôt de fortes aptitudes pour les 
mathématiques. À 14 ans, il rentre au King’s College School. Ses professeurs in- 
vitent ses parents à pousser leur fils vers l’université. Il entre à Cambridge à l’âge 
exceptionnel de 17 ans. Pour ses 20 ans, il a déjà versé trois contributions au Cam- 
bridge Mathematical Journal. Celles-ci portent sur des lectures des œuvres de La- 
grange et Laplace. À la fin du premier cycle, il reçoit le Smith’s Prize. 

Mais à 25 ans, il choisit d’embrasser la profession d’avocat. Métier qu’il exercera 
pendant 14 ans. Il côtoie alors le mathématicien Sylvester, lui aussi avocat et avec 
lequel il aura de nombreuses discussions mathématiques. Cayley publiera pendant 
cette période entre 200 et 300 articles mathématiques. 

Alors qu’il est âgé de 42 ans, on lui propose une chaire à Cambridge. Il renonce alors 
à son travail lucratif d’avocat pour se consacrer entièrement aux mathématiques. 
L'œuvre mathématique de Cayley est immense et est réunie dans une collection de 
13 volumes intitulée ” Collected Mathematical Papers”. Il a en particulier et paral- 
lèlement à Grassmann découvert les notions d’espace vectoriel et de dimension. Il 
est le premier, avec Sylvester, a introduire la notion de matrice. Il s’est beaucoup 
intéressé à la théorie des invariants qui vise à étudier les propriétés algébriques in- 
variantes par l’action d’une application linéaire. Vous étudierez en seconde année le 
théorème de Hamilton-Cayley qui est une de ses contributions fondamentales à l’algèbre linéaire et qui dit que toute 
matrice carrée annule son polynôme caractéristique. 





26.2 Construction du déterminant 


Étant donnée une famille de n vecteurs (x1,..., Xn) d’un espace vectoriel de dimension n, nous voulons développer un 
outil qui permet de détecter si cette famille est liée ou libre. Dans la suite, E désigne un K-espace vectoriel de dimension 
finie ñ. 


26.2.1 Formes r-linéaires alternées 


DÉFINITION 26.9 Forme n-linéaire 
Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une application w:E"- K est n-linéaire si elle est linéaire par rapport à chaque 
variable, les autres étant fixées : Vie [[,n], V(x1,...,xi-1,Xir1,..., Xn) EE", VX ME EZ, VA, pe K2, 


PO, XD ÂX + HU, Xis1see., Xn) = PK, Xi-1, À, Xi41,e., Xp) + HPK1,..., Xi, V, Xi415-.. Xn) 


Nous noterons Z”"(E) l’ensemble des formes n-linéaires sur l’espace E. 





Remarque 26.5 On vérifie facilement que Z"(E) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des applications de 
E’ vers E. 


PROPOSITION 26.8 Opération de G, sur Z”(E) 
Soit p € .Z”(E) une forme n-linéaire et o € G, une permutation. On définit une nouvelle forme n-linéaire : 


E’ — K 
CG... Xn) > P(Xo(t)...; Xo(n)) 


ox: 


et Si 01,02 € On, O1 *x (O2 x) = (01 002) x. 
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Démonstration On vérifie facilement que o x est encore une forme n-linéaire. Notons pour i € [[1,n]|, y; = xç(i) et calculons, 
01 x (02 xP)(x1,..., Xn) = (62 x P)(Xos (1): ++ Xo1 (n)) = PÜYo2(1)»: ++ Yo(n)): Mais Yop(i) = Xo1(02(ÿ) = Xooo2(n d’Où le résultat. 


DÉFINITION 26.10 Forme n-linéaire antisymétrique 
On dit qu’une forme n-linéaire @ € Z"(E) est antisymétrique lorsque Vo € G, o x p = e(o)p où e(o) désigne la 
signature de la permutation ©. 


LEMME 26.9 
Une forme n-linéaire w est antisymétrique si et seulement si V(x1,...,xn) € E”, Vi, je [[1, nl, i< j, 


PK... Xi-1, Xj, Xi41,..., Xn) = —P(X1,...,X5,..., Xj,..., Xn) 





Démonstration 
— Si est antisymétrique, en notant T;; la transposition qui échange i et j, on obtient immédiatement le résultat. 
— Réciproquement, toute permutation © s'écrit comme un produit de transpositions : 


O—TI10... TE 


et E(o) = (1). II suffit d’utiliser la proposition précédente : o xp = T1 x... Ty xp = (-D£p = E(o)wp. 
Nous voulons trouver des formes n-linéaires qui s’annulent sur les systèmes liés. En particulier, lorsque deux vecteurs 
d’une famille sont égaux, notre forme doit s’annuler. C’est ce qui motive la définition suivante : 


DÉFINITION 26.11 O© 
On dit qu’une forme n-linéaire 4 : E° — K est alternée si elle s’annule sur tout système comportant deux vecteurs 
égaux : V(x1,...,Xn) EE”, Vi,je [ln], i < j, si x; = X;, alors 


PÜX1,..., Xi,..., Xj,..., Xp) = OK 





Les deux notions de forme n-linéaire antisymétrique et alternée sont identiques comme le montre le théorème suivant : 


THÉORÈME 26.10 ©© Alternée = Antisymétrique 


Une forme n-linéaire est antisymétrique si et seulement si elle est alternée. 





Démonstration 
— Supposons  antisymétrique et considérons n vecteurs (x1,...,xn) avec x; = x; = x. Pour la permutation t;; qui échange i et j, 
on doit avoir 


PL Xise,Xje., Xn) = (1... X je, Xi, Xn) 
d’où 2@(x1,...,X5,...,Xj,...,Xn) = 0x. Comme nous travaillons avec un corps K =Q,R,C, il vient que @(X1,...,X5,...,Xj,...,Xn) = 


OK - 
— Réciproquement, soient i < j deux indices, puisque est alternée, 


P(X1,..., Xi +Xjie Xi +Xj,...,Xn) = OK 
Mais en développant, en utilisant la bilinéarité et le fait que @ est alternée, on trouve que 
PL... Xi, Xj,.., Xn) +P(X1,...,Xj,..,Xj,.., Xn) = OK 
Nous avons donc montré que pour toute transposition T;j, tj; x = —. Il suffit de conclure en utilisant le lemme 26.9. 


Remarque 26.6 On note #”"(E) l’ensemble des formes n-linéaires antisymétriques (ou alternées) et on vérifie facile- 
ment que c’est un sous espace vectoriel de Z”"(E). 


PROPOSITION 26.11 Une forme n-linéaire antisymétrique détecte les systèmes liés 


Soit @ une forme n-linéaire antisymétrique. Si la famille (x1,..., Xn) est liée, alors @(x1,.…., Xn) = OK. 





Démonstration Si la famille est liée, l’un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des autres : il existe i € [[1, n]] tel 
que 
ki= Y. À jXi 
jAi 
Mais comme est alternée, 


P(X1,..., Xi,..., Xn) = DASPXL js K joe Xn) = OK 
JAi 
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26.2.2 Déterminant de 7 vecteurs dans une base 


Pour comprendre ce paragraphe, nous allons commencer par un calcul simple en dimension 2. Soit E un K-espace vectoriel 
de dimension 2 et e = (e1,e2) une base de E. Considérons une famille de deux vecteurs (x1,x2) que nous décomposons 
dans la base e : 
È = X11€1 + X21€2 
X2  — X12€1 + X22€2 


Soit @ une forme 2-linéaire alternée sur E. En utilisant la bilinéarité, 


P(X1, X2) = x11P(e1, X12€1 + X22 2) + X21P(e2, X12€1 + X22€2) 


= X11X12@(e1, 1) + X11 X22 (er, 2) + X21X124 (62, 1) + X21 X22(e>, e2) 


Puisque est alternée, @(e1, e1) = p(ez, e2) = OK et p(ez, e1) = —-p(e1, e2). Finalement, 


(xx, X2) = [11.422 — X21 422] p(e1, e2) 
Définissons une application que nous appellerons déterminant dans la base e : 


E? — K 
det : 
e (1, X2) > X11X22 — X21 X12 


On vérifie facilement que cette application det, est bien une forme 2-linéaire alternée. Alors, en notant À = (er, e2), nous 
avons montré que @ = ÀAdete. En d’autres termes, l’espace des formes 2-linéaires alternées sur un espace de dimension 2 
est une droite vectorielle engendrée par det, : #72 (E) = Vect(det,). Ce résultat se généralise en dimension n quelconque : 
c’est le théorème principal de ce paragraphe. 


THÉORÈME 26.12 OQQ© Les formes n-linéaires alternées forment une droite vectorielle 
Soit e = (e1,...,en) une base d’un espace E de dimension n. Pour une famille (x1,...,x,) de ñn vecteurs de E, on note 
Xi les composantes des vecteurs x; dans la base e : 


n 
vielle =nre 
il 


1. L'application 
E” > 


Cine — DElO ca dou 
0€G» 


det : 
e 


est une forme n-linéaire alternée appelée déterminant dans la base e. 


2. Toute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle au déterminant et l’espace #”(E) est une droite vecto- 
rielle : 


A'(E) = Vect(det), dim#"(E) = 1 


3. det,(e1,...,en) = 1K. 





Démonstration  Soitp€ # M(E) une forme n-linéaire alternée et (x1,...,Xn)e E" n vecteurs que l’on décompose dans la base e. 
Calculons en utilisant la n-linéarité de , 


n n 
Pr. n) = PCI An enr, D Mines) 
ñ=1 in=1 
n 


n 
= » Le » Xi,1 0,2 + Xi, ,n Pl»... €i,) 
ü=1  in=l 


Puisque Y est alternée, lorsque ip = iq, Pleins... ei... is... ei,) = 0x. Par conséquent, ne restent dans la somme que les 


Un] — [in] 


est donc une 
k > 1x 


termes correspondant aux n-uplets (i1,...,in) où les ik sont tous distincts. L'application 0 : 


permutation de [[1,n]]. Nous pouvons alors écrire 


P(X1,..., Xn) = y Xo(1),1 ++ Xo(n),n P(Eo(1):-: Eo(n)) 
0€G» 


Mais puisque w est alternée, P(ec(1) ++ Eo(n)) = E(O)p(e1,...,en). En notant À = p(e1,.….,en), on obtient finalement que 


P(X1,..., Xn) = À » E(0)Xo(1),1 ++: Xo(n),n 
0EGn 
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Nous avons donc montré qu’il existait une constante À € K telle que @ = Adete. La vérification que det, est bien une forme n- 
linéaire alternée est technique et moins intéressante, nous ne la ferons pas. Vérifions enfin que dete(e1,...,en) = 1. Puisque le 
vecteur e ; se décompose dans la base e avec les coordonnées x;; = 6;;, 


det(e1,.…., en) = y e(o)5(1),1 --: Oo(n),n 
0EGn 


Mais si o À id, il existe i € [[1, n]] tel que o(i) Z i et alors Ooti),i = 0 et le terme correspondant de la somme est nul. Il ne reste donc 
que le terme correspondant à o = id qui vaut 1. 


Remarque 26.7 Considérons un espace vectoriel de dimension 3 et une base e = (e1,e2,e3). Trois vecteurs (x1, x2, x3) 
se décomposent dans cette base : 


X1 —ZX11€1 + X21€2 + X3163 
X2  — X12€1 + X22€2 + X3263 
X3 —X13€1 + X23€2 + X3363 
Dans G3, il y a trois permutations paires : 
:4 (123 _f123 2_(123 
id=(153) o=(:31) ,0°=(313) 


ainsi que trois permutations impaires : 


_f123 _f123 _(123 
T2=(253) tTs3=(355), t3=(135) 
Le déterminant des trois vecteurs dans la base e s’écrit donc : 


det(xi, X2, X3) = X11 X22 X33 + X21 X82 X13 + X31X12X23 — X21 X12 X33 — X31 X32X13 — X11 X32 X23 


Xi1 X12 X13 
Si l’on considère la matrice des trois vecteurs dans la base e, | X21 X22  X23 |, on dispose d’un moyen mnémotechnique 
X31 X32 X33 
pour calculer le déterminant des trois vecteurs, la Règle de Sarrus. I suffit de recopier en bas de la matrice ses deux 
premières lignes et de tracer les trois diagonales descendantes, de prendre le produit des coefficients sur chacune des 
diagonales affectés du signe + et de tracer les trois diagonales montantes en prenant le produit des coefficients sur 
chaque diagonale affecté du signe — : 
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THÉORÈME 26.13 ©© Formule de changement de base 
Soient e et e deux bases de l’espace E et (x1,...,xn) € E”. On a la relation suivante entre le déterminant des vecteurs 
dans les deux bases : 


det(x1,...,x%n) = det(ei,...,en) x det(x1,...,Xn) 
e! e! e 





Démonstration La preuve est typique et utilise le théorème de structure de #4" (E). Puisque det, € #"(E), il existe une constante 
ÀeK telle que det,, = Adete. En particulier, 


det(e1,...,en) = Adet(ej,.…..,en) = À 
e! e 


Alors, 
det(x1,...,x%n) = Adet(x1,...,Xn) = det(e1,...,en)det(x],...,xn) 
e! e e! e 
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THÉORÈME 26.14 OO Le déterminant détecte exactement les familles liées 


Une famille (x1,...,xh) est liée si et seulement si det,.(x1,...,Xn) = OK. 





Démonstration 

— Nous avons déjà vérifié que si la famille est liée, son déterminant est nul. 

— Supposons donc que (x1,...,xn) est une famille de déterminant nul. Par l’absurde, si elle était libre, elle définirait une base e! de 
E, mais d’après la formule de changement de base, on aurait 


1x = det(x1,..….,Xn) : det(e1,.….,en) x det(x1,.….,Xn) = OK 
e e 
ce qui est impossible. 


26.2.3 Déterminant d’un endomorphisme 


Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n et u e £(E) un endomorphisme. Nous allons 
attacher à un scalaire det(u) appelé déterminant de l’endomorphisme. 


PROPOSITION 26.15 ©© Déterminant d’un endomorphisme 
Sie= (e1,..….,eh) est une base de E, le scalaire 


det(u) = det(w(e1),.…, u(eh)) 


est indépendant de la base e, on l’appelle déterminant de l’endomorphisme u. 





Démonstration  Définissons l’application 


, E" Er 
PE Grxn) —— dete(u(x1),.…, U(Xn) 


Il est clair que est une forme n-linéaire alternée. Puisque "(E) est une droite vectorielle, il existe une constante À € K telle que 
@ = Adete, c’est-à-dire V(x1,...,Xn), dete(u(x1),...,u(xn)) = Adete(x1,...,Xn). En prenant (x1,...,Xn) = (@1,...,€n), on trouve 


que 
À= det(u(er),.…, u(en)) 


Considérons maintenant une autre base e! = ee) de E. En prenant (x1,...,Xn) = (ue sue) on a : 
det(u(eï),.…,u(e,)) = det(u(er),.…,u(en)) det(eï,.…,e) 
En utilisant la formule du changement de base pour le déterminant, on a également : 
det(u(eï),.…, u(e)) = det(en,.…..en) dét(u(e),..., u(en)) 
Puisque (el,...,eh) est libre, dete(e1,.…., en) Z0K et en simplifiant, on trouve finalement que 
det(u(er),.…, u(e,)) = det(u(er),.…,u(en)) 


ce qui montre que l’expression det(u) ne dépend pas de la base e. 


Remarque 26.8  det(ide) = dete(e1,...,en) = 1x et det(Og(r)) = OK. Si ÀAEK, 
det(Au) = À" det(u) 


En effet, en utilisant la multilinéarité du déterminant de n vecteurs, det(Au) = det,(Au(ei),...,Au(en)) = 
A" det.(u(e1),...,u(en)). 


THÉORÈME 26.16 OO0 Le déterminant est multiplicatif 
Si u et v sont deux endomorphismes de E, 


det(uo v) = det(u) x det(v) 
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Démonstration Soit e= (e1,...,en) une base de E, définissons l’application 


: E" — K 
PO Gprsxn) —  dete(u(x1),.…., (tn) 


On vérifie aisément que w est une forme n-linéaire alternée et puisque #"(E) est une droite vectorielle, il existe une constante 
À EK telle que @ = Adete. En prenant (x1,...,xn) = (e1,...,en), on tire que À = det(u). Par conséquent, V(x1,...,xn) € E”, 


det(u(x1),.…., U(Xn)) = det(u) det(x1,..….,Xn) 
En prenant ensuite (x1,...,Xn) = (v(e1),...,v(eh)), on en déduit 
det(uo v(e1),...,uov(en)) = det(u) det(v(e1),.….,v(en)) 


c’est-à-dire det(uo v) = det(u) x det(v). 


PROPOSITION 26.17 OO Un endomorphisme est inversible si et seulement si son déterminant est non nul 


1. [ue GL(E) = det(u) Z0K |. 


2. Siue GL(E), det(u |) = ; 
1uUE (E), det(u ) ETES 





Démonstration Si u est inversible, uo ul = ide d’où det(u) xdet(u”=1) = 1x ce qui montre que det(u) £ OK et det(u”L) = 





det(u) 
Réciproquement, si det(u) = dete(u(e1),..,u(en)) OK, la famille (u(e;),...,u(en)) est libre et on sait qu’alors u est inversible. 


Remarque 26.9 L'application 


=} x 
det: | (GL(E),o) (K7, x) 


——  det(u) 


est un morphisme de groupes. Par contre, le déterminant n’est pas linéaire et en général, det(u + v) Z det(u) + det(v). 


26.2.4 Déterminant d’une matrice carrée 


DÉFINITION 26.12 COQ Déterminant d’une matrice carrée 
da11 … An 


Soit À = ((@j) = : : Je MK) une matrice carrée. On définit son déterminant par la formule : 


&n1 


det(A) = 2. €(O)Go(1),1 : + Ao(n),n 


0EG à 


On notera entre deux barres le déterminant d’une matrice : 


ai 
det(A) = 


An1 





Remarque 26.10  SiE=K" et e désigne la base canonique de K”, il existe un unique endomorphisme w € £(E) ayant 
pour matrice A dans la base canonique : À = Mat, (u) et alors 


det(A) = det(u) 


En effet, la j-ème colonne de A correspond aux coordonnées du vecteur u(e j) dans la base E : 


n 
u(e;) = » dijei 
i=1 


et alors 
det(u) = det(u(e1),.….,u(en)) 


et il suffit d'utiliser la formule du déterminant de n vecteurs. On en déduit les propriétés suivantes en utilisant les résultats 
sur le déterminant d’un endomorphisme : 
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1. ABEeM,(K), | det(AB) = det(A) det(B) |. 


2. AeGLh(K) = det(A) Z OK et si A est inversible, det(A71) = 





det(A) 
3. det(AA) = \"’det(A). 


4. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont même déterminant. En effet, s’il existe P € GL,,(K) telle 
que À = PBP |, det(A) = det(P) det(B) det(P"!) = det(P) det(B) = det(B). 





det(P) 


Le résultat suivant est à la base du calcul pratique des déterminants : 


THÉORÈME 26.18 OOOQ Opérations élémentaires sur les colonnes 


1. On ne modifie pas le déterminant d’une matrice si l’on retranche à une de ses colonnes C; une combinaison 
linéaire des autres colonnes : 


dét(Gn CC SAC C 1..0,)-dét(ée. Ci On 
kzi 


Lors du calcul d’un déterminant, pour expliquer les calculs, on code cette opération élémentaire sur les colonnes 
de façon algorithmique : C; — C; — + ÀxC+. 
Ki 
2. Si l’on inverse deux colonnes d’une matrice, on change son déterminant en son opposé : 


det(C CL Cr AC CC det(Cr Cr EL Cr) 


On désigne cette opération élémentaire par : Cr — Cy. 





Démonstration 


1. I suffit d'utiliser la multilinéarité du déterminant : det(Cr,...,C;-Xxz; AgCps..., Cn) = det(C,...,C;,...,Cn)-Z rx; Ag det(Cr,...,Cp,.….,( 
On utilise ensuite que le déterminant est une forme n-linéaire alternée : lorsque deux colonnes sont égales dans un détermi- 
nant, il est nul. 


2. Le déterminant est une forme n-linéaire antisymétrique et le résultat est immédiat. 


THÉORÈME 26.19 OQQ Formules de Cramer 
Soit À Ee GL,(K) une matrice inversible. Notons C1,...,C; les vecteurs colonnes de A. Le système de Cramer AX = B 
X1 


possède une unique solution X=| : | et on sait exprimer x; à l’aide de déterminants : 


. det(A;) 
” det(A) 


Viell,n], x 


où A; est la matrice obtenue en remplaçant la i-ème colonne de A par le second membre B. 





Démonstration Comme AX = B, en notant C1,...,Cn les vecteurs colonnes de A, 
x1C1 + +x; C++ XnCn =B 


Calculons alors le déterminant de la matrice À; : 


n 
det(A;) = det(Cr,.…, D xgCg,.….,Cn) 


k=1 
Par multilinéarité, 
n 
det(A;) = Ÿ x; det(Cr,.…,Cp,.….,Cn) 
k=1 
mais tous ces déterminants sont nuls (deux colonnes sont égales), sauf celui où Cy = C; et donc det(A;) = x; det(C1,...,C;,...,Cn) = 
det(A). 
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Remarque 26.11 Cette formule est utile pour résoudre rapidement un système de deux équations à deux inconnues : 














ax+by =a 
cx+dy =$ 
qui possède une unique solution lorsque ad — bc £0: 
a b 
6 d 
nue ad — bc 
a «à 
c BP 
ie ad — bc 


Dans le cas général, pour n > 3 cette formule n’est pas utilisée : elle impose de calculer (7 + 1) déterminants de taille 
n x n ce qui est trop coûteux. La méthode du pivot de Gauss est préférable. 


PROPOSITION 26.20 O©Q Déterminant d’une matrice triangulaire 
d1 Son dn 


Si A = ‘., : |est une matrice triangulaire supérieure, son déterminant est le produit de ses coefficients diag- 


O 


det(A) = &11 * +: X Gnn 





Démonstration  Utilisons la formule du déterminant : 


det(A) = 2 e(0)45(1),1 ++: do(n),n 
0€G» 


Pour que Ao(1),1 ++: do(n),n soit non nul, il faut que o(1) < 1, o(2) < 2, ..., o(n) < n et donc o(1) = 1, o(2) =2,..., o(n) = n, 


c'est-à-dire 6 = idg. Il n’y a qu’un terme non nul dans la somme qui vaut 41,1... Ann. 


PROPOSITION 26.21 OO Déterminant d’une transposée 
Une matrice et sa transposée ont même déterminant : 


det(/A) = det(A) 





Démonstration La formule du déterminant donne 


det(’A) = ÿ: €(O)41,0(1) +: An,o(n) 
0EGn 


Puisque l’application 


to — ol 


ri Ga su Ga 


est bijective, on peut effectuer dans la somme le changement d’indices o!=0"1l.lIlexiste ke [[1, n] tel que 1 = o’(k), c’est-à-dire 
k= o(1) et alors &j,6(1) = 4o(k,k- Quitte à réordonner les termes du produit, 


€4],0(1) AU An,o(n) = do! (1),1 6 do'(n),n 
Remarquons ensuite que e(o’) =e(o) car 1=Ee(o0 ol) = e(o)e(o 1). On peut donc écrire 
det(/A) = » do!(1),1 nue do'(n),n = det(A) 


0'EGn 


Remarque 26.12 Les opérations élémentaires du théorème 26.18 page précédente sont donc également valables sur les 
lignes d’une matrice puisqu’en transposant une matrice, on échange lignes et colonnes. 
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DÉFINITION 26.13 OO Mineurs, cofacteurs 
Soit un déterminant d’une matrice ñn x n. 


ni :. Ann 


1. On note m;; le déterminant (n— 1) x (n — 1) obtenu en barrant la i-ème ligne et la j-ème colonne de A. mi; 
s'appelle le mineur relatif à a;; 


2. On appelle cofacteur de A relatif à a;;, le scalaire A;; = (— D mi; 


LEMME 26.22 
di,n-1 
= Man,n 


Gn-1,1 +. An-l,n-1 


Gn-1,1 +. An-ln-1 
Gn,1 … An,n-1 l 


Le premier déterminant est de taille n x n et le deuxième est le mineur My,n de taille (7 — 1) x (n— 1). 





Démonstration Avec la formule du déterminant, 
A= ÿ e(o)ao(),1-.do(n-1,n-1@0(n,n 
0EG n 


Mais comme la dernière colonne est remplie de zéros sauf à la dernière ligne, 4aç(n),n À 0 — 6(n) = n. Il ne reste dans la somme 
que les termes correspondant aux permutations telles que o(n) = n. La restriction o’ d’une telle permutation à [[1, n—1]] définit une 
permutation de 6-1 et on peut écrire 


A= » €(0)45/(1),1 +: do! (n-1),n—1 
0'EGn-1 


Il suffit alors de remarquer que o et 0’ ont le même nombre d’inversions, donc que e(o) = e(o”). 


LEMME 26.23 
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An1 + An,j-1 0 Gn,j+i +. Ann 


CE) 


Démonstration  L’idée consiste à effectuer des échanges de deux colonnes successives pour placer la colonne C j Ch dernière 
position sans modifier l’ordre des autres colonnes : C; + Cj1,...,Cn-1 — Cn. Chaque échange de colonnes modifie le signe du 
déterminant (la forme n-linéaire est antisymétrique) et il y a (n— j) échanges. On obtient donc que notre déterminant vaut : 








4,1 + @],j-1 Aj,j+l + Gin 0 
Site : 
CD Gil + Gi,j-1 Gi,j+1 : l 
An1 + Anj-1 Anj+i + Ann 0 


Une fois la colonne en dernière position, on amène la ligne i en dernière position en effectuant (n—i) échanges L; + L;,1...Ln-1 — 
Lh. Au total, on a fait (2n— i — j) échanges et comme (-D2%-i-i 2 (-1){+} notre déterminant vaut : 








ai,1 pe 4],j-1 4],j+1 de in 0 
CPE LE METE ee ME 0 
Ai+1,1 oc Gixl,j-1 Gixl,j+l + Gin 0 
An,1 .. An,j-1 An,j+1 Ann l 


En utilisant le lemme 26.22, notre déterminant vaut donc : À = (—1)i+i Mij = Aij- 


THÉORÈME 26.24 OO Développement d’un déterminant par rapport à une ligne-colonne 
Soit une matrice carrée À = ((aij));,jeqi,n] € Mn(K), 


n n 
det(A) = DA; = ÿ'aijAi; 
i=l j=1 





Démonstration Notons C1,...,C joe Cn les vecteurs colonnes de notre matrice. Décomposons le vecteur C j SUT la base canon- 
ique de K” : 


n 
C; = + ai,jKi 
i=1 
où K;=(0,.., 1 ,...,0) est le i-ème vecteur de la base canonique de K”. Puisque le déterminant est une forme n-linéaire, en 


i 
développant par rapport à la j-ème colonne, 
n n 
det(A) = det(C1,..…, LE ai,jKj,..., Cn) : y ai, j Ôi,j 
i=] i=1 


Le déterminant 6; ; est le déterminant calculé au lemme 26.23. On a donc 
n 
det(A) = y äi,j Ai,j 
=] 


Pour l’autre formule, il suffit d'échanger le rôle des lignes-colonnes, c’est-à-dire considérer la matrice A qui a même déterminant 
que À. 


Exemple 26.8 Développons un déterminant 3 x 3 selon la deuxième colonne : 














a d £g 
he 5 ec este Male les ee 
; c ii c ii b h 
c f i 
Développons ce même déterminant selon la troisième ligne : 
_ [4 g a g|l .la d 
Fee rt ei | 











On dispose d’une méthode typique pour calculer un déterminant ñn x n. 
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1. À l’aide d’opérations élémentaires sur les lignes-colonnes, faire apparaître le maximum de zéros dans une colonne 
(ligne). 

2. Développer alors le déterminant selon cette colonne (ligne) et se ramener au calcul de déterminants de taille in- 
férieure : (n—-1)x(n—1). 


Cette méthode ainsi que d’autres sont développées dans l’appendice sur les techniques d’algèbre, B, paragraphe B.5.3, p. 
1181. 


Exemple 26.9 Calcul de 


1 x x uS 1 
2 n-]l 
1 X2 X; X) 


Var, X2,..., Xn) = 


(déterminant de Vandermonde) 
Il suffit d'exécuter l’opération sur les colonnes C; — C;-—(xn x Cj-1) , en partant de i = n et en remontant jusqu’à i = 2. 
et devient : 


2 
1  X1—-Xn X1(X1 — Xn) ne © A LEA 
2 
1  X—Xn X2(X2 — Xn) ….  Xÿ (XX) 
Vn(x1, X2,..., Xn) = : É 
2 
1 Xp 1-Xn Xn-1(%n-1—Xn) . XP ES (Xn-1 — Xn) 
1 0 0 Dr 0 


En développant selon la dernière ligne, il vient : 


—2 
X1 — Xn X1(X3 — Xn) sens CN Sn) 
—2 
X2 — Xn X2(%2 — Xn) Me CN (=) 
Va(xi, X2,..., Xn) = 
n—-2 
Xn-1 = Xn  Xn-1(%n-1 —Xn) ..  X, 71 (Xn-1 — Xn) 
Soit 
1 x 4 He RS 
2 n—2 
l X2 è .. X : 
= 1 x x x 
Va, X2,..., Xn) = (61 — Xn) (2 — Xn)...(Xn-1 — An) 3 3 3 
n—2 
L'Xn1 Xi Xn_1 


Par récurrence immédiate, 
VX, X2,..., Xn) = El (Xj — x). 


1<i<j<n 


PROPOSITION 26.25 Condition d’alignement de trois points dans le plan 


_. & D $ ù 3e x X: L : 
On se place dans le plan rapporté à un repère Z et on considère trois points M1 si , M , M3 . . Ces trois points sont 
1 2 3 


; | | R R R 
alignés si et seulement si 





l 1 l 1 0 0 


Démonstration En utilisant les opérations élémentaires C2 — C2-C etC3 — C3—-C1, A= x X2 x3|=|x1 (m-x1) (x3-x1) 
Yi 2 y3l 11 O2-y0 (3-71) 


(2-x1) (4x3 -x1) 
(2-1) (3-71 
et seulement si les vecteurs MM et MM sont colinéaires, c’est-à-dire À = det(M,M»,M1M3) = 0, 


et en développant par rapport à la première ligne, À = = dete(M1M,M:1M3). Les trois points sont alignés si 
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DÉFINITION 26.14 OQQ Comatrice 
Soit AN, (K) une matrice carrée. On définit sa comatrice comme étant la matrice des cofacteurs : 


com(A) = ((Aij)hici, jen € Mn(K) 





On dispose de la relation fondamentale entre une matrice et sa comatrice : 


THÉORÈME 26.26 OO Relation entre matrice et comatrice 


A x lcom(A) = det(A).Iy 





Démonstration  Calculons les coefficients de la matrice B = A x {com(A), C = ((cij)) où 
n 
Cij = D &ikAj 
k=1 


n 
— Sii= j, Ci; = > aix A;jr = det(A), on reconnaît le développement de det(A) selon la ligne i. 
K=1 
— Sii j, considérons la matrice À obtenue en remplaçant la jème ligne de A par la ligne i. En développant det(À) selon la ligne 
n 
L;, on trouve que det(À) = y aigAjg = Ci; et puisque deux lignes de À sont identiques, det(À) = 0. 
k=1 


Les coefficients diagonaux de C valent det(A) et les autres sont nuls et donc C = det(A)l;. 


COROLLAIRE 26.27 ©©Q Expression de l’inverse d’une matrice 
Si À € GL;(K) est une matrice inversible, on dispose d’une formule (théorique) qui donne son inverse : 


Al = l ‘com(A) 
det(A) 





t 





com(A)] = I; ce qui donne 


1 
Démonstration Puisque det(A) Z 0, on peut diviser la relation fondamentale par det(A) : À x a n7S 
e 


l'expression de AT. 


Remarque 26.13 Cette formule est surtout d’un intérêt théorique pour n > 3 car elle demande de calculer n? détermi- 
nants (n—1) x (n— 1) (les cofacteurs) et un déterminant n x n. Par contre, il est bon de connaître par coeur l’expression 

: à : a D Fi : d -c 
de l’inverse d’une matrice 2 x 2. Si À = Ë à est une matrice inversible, det(A) = ad — bc Z 0 et com(A) = és | 
d’où 


re à 


—C a 


” ad-bc 





On retient qu’il suffit d’inverser les éléments diagonaux, de changer le signe des autres coefficients et de diviser par 
det(A). 


Exemple 26.10 Exprimons le déterminant de com(A) en fonction du déterminant de A. En prenant le déterminant de la 
relation fondamentale, on trouve que : 
det(A) det(com(A)) = (det A)" 


— Si A est inversible, on peut diviser par det(A) d’où det(com(A)) = det(A)""1, 

— Si A n’est pas inversible, notons u l’endomorphisme ayant A comme matrice dans la base canonique de K” et v 
l’endomorphisme ayant com(A) dans la base canonique. Puisque uo v = 0, Imv € Keru. Si AZO, dimKeru<n 
ce qui montre que v n’est pas inversible donc que det(com(A)) = 0. Si À = 0, tous ses cofacteurs sont nuls et alors 
com(A) = 0 et on a encore det(com(A)) = 0. 

Dans tous les cas, on a vérifié que det(com(A)) = (det(A))""1. 
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PROPOSITION 26.28 OOQ Formule du déterminant par blocs 
Soit À € M,(K) et C € My_L(K) deux matrices carrées et B € My n-p(K) une matrice rectangulaire. On définit la 
matrice carrée par blocs : 

A B 
On-pp C 


“- 


] e M, (K) 
On sait calculer un déterminant avec un bloc de zéros en bas à gauche : 


det(M) = det(A) det(C) 





Démonstration En utilisant la formule du déterminant, 


det(M) = » E(O)Mo(1),1 +++ Mo(p),p Mo(p+1),p+1 ++ Mo(n),n 
0€G y» 
Puisque dans les p premières colonnes, il y a des zéros dans les lignes d’indice supérieur à p+1, pour que le produit mG(1),1 + Mo(p),p 
soit non nul, il est nécessaire que o(1),.…,o(p) € [[1, p] et alors Mo(1),1 + Mo(p),p = do(b,1 + do(p),p- Ne reste donc dans cette 
somme que les termes correspondant à des permutations © vérifiant sigma([[1, pl) € [[1,p] et o({p +1,n,)] € [p+1,n]. On 
peut décomposer ces permutations sous la forme 6 = 01 °02 où 6] laisse invariant [[p + 1, n]] et o2 laisse invariant [[1, p]. On a 
e(o) = e(o1)e(o2). De plus, la restriction de o1 à [[1, p]l définit une permuatation de Gr1,p]: et la restriction de o2 à [p+1,n] 


définit une permutation de Gf+1,nj. Alors, det(M) = » e(o1)E(02)491(1),1 --- doi (p},p Co2(p+1),p+1 ---Co2(n),n que l’on peut 
(61,02) 


écrire | ÿ: e(61)46,(1),1 np] x | » E(02)Co)(p+1),p+1 Got] = det(A) x det(C). 
01€G{1p] 02€ GIp+1,n] 


On peut prouver la formule de façon plus simple en effectuant le produit par blocs suivant : 


ol m0 
On-p,p C On-p,p In-p} \On-pp C 


En développant successivement selon les colonnes C1,...,C p> On calcule facilement 





det| Ip Le = det(C) 
: 


et en développant successivement selon les lignes Ln, ...Ly+1, On calcule facilement 


det| è E ]= der 


On-p,p  In-p 


Il suffit ensuite d’utiliser que le déterminant du produit de deux matrices carrées est le produit de leurs déterminants. 
Remarque 26.14 Attention à ne pas utiliser d’autres formules que celle du théorème. Par exemple, si A,B,C,D e M, (K), 


en général det F à Z det(A) det(D) — det(B) det(C) 


Exemple 26.11 Soient (a, b,c,d) € K4, Formons la matrice 


alh blh 


en a din 


] € Mon (K) 


Pour calculer son déterminant, essayons de faire apparaître un bloc de zéros en bas à gauche. 


1. Si d Z 0, en effectuant les opérations élémentaires suivantes sur les colonnes : C1 — C1 — ac ss Cn — 


C : 
Cn— ae on obtient 


C 
— —)I bI 
det(M) = det (a a) k é = (a-<)"d" = (ad- bo" 
0 d\h d 
2. Si d = 0, le déterminant à calculer s’écrit 
. ax blh 
det(M) = det | cl + 


Amenons le bloc de zéros à gauche en effectuant les opérations suivantes sur les colonnes : C1 — Cy+1, ..., 
Cn — C2n. On obtient 
bl, al» 


Onn Clin 


det(M) = (-D" det| ] =(-1)"b"c" 


Dans les deux cas, on obtient que det(M) = (ad — bc)". 
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26.3 Exercices 


26.3.1 Groupe symétrique 


Exercice 26.1 © 
On considère la permutation de G2, définie par 


2p-1 Sil<p<n 
o(p)= : 
2(p-n) sin<p<2n 


Déterminer sa signature. 


Solution : Pour n = 2, on trouve e(o) = —1. Pour n=3, o = (1 3 3 4 5 $) et sa signature vaut —1. Pour n quelconque, 


NAS) 74 n (n+1) (n+2) … 2n 
o=(135. Babe Go ) 


2n 


Soitie[[l,2n], on compte facilement f{j > i|o(j) <o(i)} = i-1 lorsque i <net0 si i > n. Par conséquent, le nombre 
n(n-1) 
d’inversions de 6 vaut1+2+-.:+(n—1)=(n-1) x n/2 et la signature vaut (-1) 2 . 





Exercice 26.2 Q 


1. Montrer que toute permutation peut s’écrire comme produit de transpositions de la forme T1; avec ie [[2, n]. 


2. Montrer que toute permutation paire peut s’écrire comme produit de cycles de longueur 3. 


Solution : 


1. On sait d’après le cours que toute permutation 6 peut s’écrire comme produit de transpositions +;;. Il suffit donc 
de montrer qu’une transposition T;; avec 1 À i, 1 À j peut s’écrire comme produit de transpositions t14. Le calcul 
suivant montre que c’est le cas : 

Cor ON EN; ; 


2. Soit o € #,, une permutation paire. D’après [a ], elle s’écrit comme produit d’un nombre pair de transpositions de 
la forme T;. Mais si l’on calcule le produit de deux telles transpositions, on trouve un 3-cycle : 


TiioTij = (1, j, 4) 


Par conséquent, notre permutation paire © s’écrit comme produit de tels 3-cycles. 





Exercice 26.3 © 
Déterminer les permutations © qui commutent avec une transposition Ti;. 


Solution : Montrons que t;;o6 =60t;; si et seulement si {i, j} est stable par o. 

— (i) — (ii) : Calculons o(i) = GoT;ijoO(j). Si 6(j) & {i,j}, on aurait o(j) = o(i) ce qui est impossible. Donc 
o(j) € {i, j}. De même, o(i) € {i, j}. 

— (ii) — (à) : Seuls deux cas sont possibles : o(i) = i et o(j) = j ou bien o(i) = j et o(j) = i et dans les deux cas, on 
vérifie facilement que 6 commute avec T;;. 





Exercice 26.4 VO 
On définit le centre d’un groupe (G,.) comme étant les éléments du groupe qui commutent avec tous les éléments du 
groupe : 
Z(GQ={geG|VheG,gh=h.g} 
1. Montrer que Z(G) est un sous-groupe du groupe (G,.). 


2. Déterminer le centre du groupe symétrique G, lorsque n > 3. 


Solution : 


1. — ec e Z(G) puisque l’élément neutre commute avec tous les éléments. 
— Soient (x, y) € Z(G)?. Montrons que x.y € Z(G) : soit g € G, en utilisant l’associativité de la loi et le fait que x, y 








commutent avec g : (x.y).h = x.(y.h) = x.(h.y) = (x.h).y = (h.x).y = h.(x.y). 
— Soit x e Z(G). Montrons que x"! € Z(G). Soit g € G. Puisque x commute avec tous les éléments du groupe, 
x.g = g"l.x. En prenant l'inverse d’un produit, on obtient que g.x = x.g. 
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2. Considérons une permutation © qui commute avec toutes les permutations. Elle doit en particulier commuter avec 
toutes les transpositions T;;. D’après l’exercice précédent, {i, j} doit être stable par 6. Considérons maintenant 
ke [[1,#]. Puisque n > 3, on peut trouver trois entiers distincts {i, j, k} dans [[1, n]. En considérant la transposition 


Tik, O(K) € {i,k} et en considérant la transposition Tjk o(k) € {j,k} et par conséquent, o(k) = k. Nous avons 
montré que o = id et que Z(Gh) = {id}. 





Exercice 26.5 
Trouver le nombre de permutations de G,, qui ont exactement une inversion. 


Solution : 


o(j) O(i) 


Une inversion c’est une paire de flèches (rouges) qui se coupent. On veut donc qu'il n’y ait que ces deux flèches qui se 
coupent pour n’avoir qu’une seule inversion. 

Pour l’image de 1 on doit avoir 1 sinon on aurait 1 qui serait l’image d’un k et la flèche 1 — o(1) couperait la flèche 
k— 1. 

De même Vp € [1,i-—1], on a 6(p) = p. 

Maintenant on a o(i) > i. Donc nécessairement i est l’image d’un k > i, dont la flèche k — i va couper la flèche i — o(i). 
Comme il n’y en a qu'une seule qui coupe cette flèche i — o{(i), à savoir la flèche j — o(j), on en déduit que k= j et 
o(j) = i. De même o(i + 1), l’image de i+ 1 est plus grande que i +1 (toutes les places 1,2,...,i sont déjà prises pour les 
images). Donc supposons l’espace d’un instant que i + 1 £ j, on aurait une flèche i + 1 — o(i + 1) différente de i — o(i) 
qui couperait j — i, ce qui n’est pas possible par hypothèse. Donc i+1= j. 

Par la suite, toujours pour éviter que d’autres flèches se coupent, pour p > i +1 (s’il en existe) on a 6(p) = p. 

On a donc n 1 possibilités pour i et donc n -— 1 permutations de G,, qui ont exactement une inversion. 





Exercice 26.6 ©QOQ 
Dans un groupe G, étant donné un élément g e G, on considère la conjugaison : 


.f[G — G 
Peg : .  — gxg”! 


1. Montrer que Vg € G, l’application 4 est un automorphisme de G et que l’application 


6 ; (G, ) Fe (Aut(G), o) 
° £ —  Yg 
est un morphisme de groupes. 


2. Dans le groupe symétrique G;, on considère une transposition t = ti; et une permutation ©. Calculer le con- 
jugué o'= &otoo ! =p5(t). 


3. Calculer le conjugué d’un cycle c= (ii .… i) par une permutation 6 : 6 =coco !. 


Solution : 
1. Vérification sans problème. 


2. Notons k = o(i) et 1= o(j). On calcule o'(k) = o(j) = L et o'{l) = o(i) = k. Si p£# {k, D, o'(p) = o(o7!(p)) = p. 
Par conséquent, 6’ = To(ÿo(j): 


. Décomposons le cycle en produit de transpositions : 
C— Tiio © Tipig OO Tip 1 


Puisque 6 est un morphisme, on a 


= OIL O) : ; 
Pc Pris Pris sig 


et donc pour 6 € Gn, Pc(O) = Toti)oti2) +: Toi 1 = (O(Ë1)...Oig). Le conjugué d’un cycle par une permutation 
est encore un cycle. 
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Exercice 26.7 OVQ 
Montrer que la signature est le seul morphisme de groupes non trivial de (G,,o) vers (Rx, x). 


Solution : Soit un tel morphisme. On doit avoir 


V(o1,02)€ 67, p(o1002) = p(o1) x p(o2) 


Soit une transposition t. Comme Tr? = id, on doit avoir p(T)? = 1 et donc (xt) = +1. Par conséquent, puisque toute 
permutation se décompose comme produit de transpositions, on en déduit que Im € {-1,1}. 

Supposons que n’est pas triviale. Il existe alors une permutation © € G, telle que @(o) = —1, et comme © se décompose 
en produit de transpositions de la forme T1;, il existe i € [[1, 7] telle que @(t1;) = —1. Mais alors pour j € [[1, ñn], j Z à, 
T1j0Tli= (i j 1) = C, Mais puisque c = id, 1 = p(c)$ = (ri) (T1) = —], une absurdité. 

Soit alors une permutation quelconque. Elle se décompose comme un produit de transpositions de la forme vi; : 


O=TI0:--0T4 


et alors @(o) = (— 1)# = £(o). 





Exercice 26.8 O0 
Montrer que pour toute permutation © € G5, il existe k € [1,6] tel que ok = id. 


Solution : Décomposons une permutation © en produit de cycles à supports disjoints. Les cycles possibles sont de 
longueur 2,3,4,5. Puisque les supports des cycles sont disjoints dans [1,5], il n’y a que les possibilités suivantes : 
Oo = id, O = C2, O = C3, O = C4, O = C5, O = C200, O = C20 C3, Où c, désigne un cycle de longueur l pour lequel 6 = id. On 








vérifie que dans tous les cas, ok=id pour ke {1,2,3,4,5,6}. 


26.3.2 Déterminants 
Exercice 26.9 OC 


1. Calculer le déterminant de la matrice 


0 !I l 

_ 1 0 
à 
l 1 0 


2. On dit qu’une permutation o € G, est un dérangement lorsque Vi € [1,n], o(i) À i. Ÿ a-t-il plus de dérange- 
ments de signature +1 que de dérangements de signature —1 ? 


Solution : 
1. Avec l'opération C1 — C1 +C2+:::+C,, on factorise (n — 1) dans la première colonne. Ensuite pour i € [[2, n], 
C;j— Ci -— C1 fait apparaître des zéros et on trouve que det(A) = (— 1) l(n-1). 


. Avec la formule du déterminant, 
det(A) = >S €e(o) o(1),1 +++ Ao(n),n 
0€EG} 
si O n’est pas un dérangement, il existe i € [1,n] tel que o(i) = i et alors aç(i),; = 0. En notant ®, l’ensemble des 
dérangements, d* le nombre de dérangements pairs et d;, le nombre de dérangements impairs, 


det(A)= ÿ e(o)=d;-d, 


OEDh 


Lorsque n est impair, comme det(A) > 0, il y a plus de dérangements pairs que d’impairs et lorsque n est pair, 
c’est le contraire. 





Exercice 26.10 MN 
Trouver les matrices À EM, (R) telles que 


VXeM,(R), det(A+X)= det(A) + det(X) 
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Solution : Soit À une telle matrice. En prenant X = À, on obtient que det(2A) = 2 det(A) d’où 2"-1 det(A) = 0. Lorsque 
n > 2, il est nécessaire que det(A) = 0. On a donc : 


VXeM,;(R), det(A+X)= det(X) 


Notons r le rang de A. La matrice À est équivalente à la matrice J, donc il existe deux matrices inversibles P.Q € M, (R) 
telles que À = PJ;Q. Si l’on suppose que r > 0, en prenant X = P(Y»-r)Q où Y,-, désigne la matrice Diag(0,...,0,1,...,1) 
avec (nr) 1 sur la diagonale, on trouve que det(PQ) = det(P) det(Y,-7) det(Q) ce qui est absurde puisque la matrice 
Yh-r n’est pas inversible. Nécessairement, r = 0 et donc À = 0. Réciproquement, la matrice nulle convient. 





Exercice 26.11 O 
Calculer les déterminants 


(+1) 1 . 1 
1... 1 2 (x+2) 2 
1 -1 | 
Me), | A2=| 3 3 jé & à 
: 0 0 : ; 
1 -1 4 
n (X+n) 


Solution : Pour A, ajouter toutes les colonnes à la première : 
Ci —Cit'+Cn 


On trouve alors un déterminant triangulaire : A1 = (— 1) l(n— 1). 
Pour A), retrancher la première colonne à toutes les autres : 


C>—C-C1, .… Cn—Cn-C 
On remarque ensuite que dans les n — 1 dernières colonnes, la somme de tous les éléments vaut 0. Ajouter donc toutes 


n(n+1) 
2 





les lignes à la première. On se ramène à un déterminant triangulaire : A2 = x"7} [+ 


Exercice 26.12 VO 
Calculer le déterminant tridiagonal 


1+x2 x 0 0 
X 1+x2 x 
An=| 0 0 
x 1+x x 
0 0 x  1+x 


Solution : Adopter la méthode classique pour les déterminants tridiagonaux : développer par rapport à la dernière 
colonne, puis développer le deuxième déterminant par rapport à la dernière ligne. On trouve la relation de récurrence 


Vn>2, An-(1+x)An_1 +27 An-2 =0 


avec Ai = (1+ x?) et A) = (1 + x2)2 — x2, et la relation de récurrence est vérifiée en posant artificiellement A = 1. 
l'équation caractéristique est (r — 1)(r — x2) = 0. On distingue donc deux cas : 


1. Six= 1, 1 est racine double de l’équation caractéristique, donc 3N, u e R2 tq Vn eN, A, = À + un. En utilisant les 


conditions initiales Ao, A1, on trouve que A, =1+n) 


2. SixZ1, A,ueR tels que VneN, A =À+ Je Avec les conditions initiales, on trouve que 





Exercice 26.13 
Soit A e M, (R) une matrice antisymétrique avec n impair. Montrer qu’elle n’est pas inversible. 
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Solution : Calculons 


det(A) = det(‘A) = det(—A) = (-1)" det(A) = -det(A) — det(A) = 0 





Exercice 26.14 O 
Calculer les déterminants suivants en utilisant un déterminant de Vandermonde : 


1 1 1 1 1 a & & 

a b C d 1 b bb‘ 

ne dd  b c? d un 1 © c c* 
bcd acd abd abc 1 d d d“ 


Solution : Supposons dans un premier temps que abcd 7 0. Alors 


a b 1 1 


1 d b? d? 314 b 
A; = Abel det(aC:1, bC, cC3, dCa) = AbEa & D & B = (—1) HF pb? 


1 
d 
d? 
abcd abcd abcd abcd & D d3 


C 
C 





c’est un Vandermonde et A1 = -(d— a)(d — b)(d — c)(c-— a)(c-— b)(b— a). 

Si on suppose que abcd = 0, considérons f(e) = A(a+e,b+e,c+e,d+e) avec € Z 0. On utilise la formule précédente 
qui est une fonction continue en €. Lorsque € — 0, on retrouve l’expression de A1. C’est une astuce classique à retenir. 
On calcule le Vandermonde 





P(x) = V(x, a, b, c, d) = (d-— x)(d— a)(d- b)(d- c)...(a- x) 


et en développant P(x) par rapport à la première ligne, on s'aperçoit que A2 est le coefficient en x? de P(x). On obtient 
donc| A=-(a+b+c+d)(d- a)(d- b)(d -— c)(c-— a)(c— b)(b— a) |. 


Indication 26.11 : Pour le deuxième, introduire 








1 x x x x 
1 a & & a 
P(o=l1 b à E 
1 © © © c 
1 d d dd d* 


Exercice 26.15 Q 
a+b b+c c+a 


ad +b? b+c c+a 
+ P+ce c+a 


b C 
=|c2|.En développant, 


C 
c 


Calculer le déterminant D = 








Solution : 


a 
1. SoitA=| a |,B 


3 
a 
D=|A+B B+C C+A|=/|A B c|J+|A B A|J+|A C c|+[A € Aj+]B B c|\+]B B A+ 
IB C C|+|]B C Aj=]A B C|+]B C A|j=2|A B 
En mettant abc en facteur, on trouve un déterminant de Vandermonde, et donc D = 2abc(c-— a)(c-— b)(b-— a). 


2. On écrit 
b+c c+a a D 1 O0 
d+b b+c c+a|=|a c|x|1 1 oO. 
+R P+c c+a 3 cè 0 1 1 


a C 1 l 


c\=abcl\a b abc(c-— a)(c-— b)(b — a) 
5 D 


74 
a 


toujours grâce au déterminant de Vandermonde, et 
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D'où le résultat. 


Exercice 26.16 Q 
On considère une matrice À = ((aij)) € My(R) telle que 


Vi, Dell nl, i+j>n+1 = &j=0 


Calculer det(A). Si on suppose de plus que a;; > 0 lorsque i+ j < n+1, déterminer le signe de det(A). 


Solution : Étudier deux cas : 


1. n pair : n=2p. En effectuant les échanges de colonnes C1 + Cy, ..., Cp <— Cp+1, On trouve une matrice triangu- 
laire supérieure et le déterminant vaut 


(—1)P @i,n @2,n-1 An 


2. nimpair : n =2p +1. En effectuant les échanges de colonnes C1 — Cn, ..., Cp + Cy+2 On trouve également que 
det(A) = (-1)P&n...@n,1. 


Le signe de det(A) dépend de n modulo 4 (parité de p). 





Exercice 26.17 Q 
On considère une matrice À = ((a;;)) € MAR) et on définit la matrice A! = (( (D a;;)). Exprimer det(A') en 
fonction de det(A). 


Solution : En utilisant la formule du déterminant, 


JA SO) Cnam an 
0EG}n 





Mais (—-1)1+00 ,,,(—1)%+000 2 (_j)#04D 2 1 ef donc det(A!) = det(A). 


Exercice 26.18 O 


Soit une matrice À e M2 (K) et l’application f : HA —+ 720 


M >, AM . Exprimer det(f) en fonction de det(A). 


Solution : Dans la base canonique c de M(K), la matrice de f s’écrit 


a11 0 a12 0 
0 a11 0 a12 

a21 0 &22 0 
0 &21 0 &22 


Mat. f = 


On calcule son déterminant (faire apparaître un bloc de 0 en bas à gauche en étudiant deux cas, a22 Z 0 et a22 = 0) et on 
trouve det(f) = det(A)2. 





Exercice 26.19 OC 
On considère 2n scalaires ai, b1,..., 4n, PA tels que tous les a; sont distincts et Vi e [[1, n], 4;+b; Z 0. On veut calculer 


le déterminant de Cauchy suivant : 
1 1 


a+bi ae 4 +Dn 
An = 

1 = 

ant ‘‘  An+bn 


1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 


(bi —X)...(bn-1 —X) 


R(X) = 
(X+ 41)... (X+ an) 


2. Exprimer À, en fonction de Ay-1. 


3. Calculer A. 
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1. Puisque degR(X) = —1, et tous les pôles a; sont simples, la décomposition s’écrit : 


n [= ; + ay) 
RX) = Ÿ 7 ms 
k=1 À + dk [l;zk(a; — ax) 


2. En effectuant l'opération L, — > À;L;, on obtient 


Mais comme R(b1) = :::=R(by_1) =0, 


l 
& + bi 


1 
An_1 + Di 
0 


En développant par rapport à la dernière ligne, on tire 


RG) Hi nb) (ai — an) 


A 
FU An [Ont (ant bi) 


n-1 


: 1 : ? _— 
3. Puisque A1 = Ta la relation de récurrence précédente donne 
& + Di 


A 
: [i<i,jen(ai+ b;) 





Exercice 26.20 O 
Calculer le déterminant de la matrice À = ((aij)) € MAR) où 4j = 1, &,; = 1, an = 1 et 0 sinon. 


Solution : Faire Cj — C1 -C2—----C,. On trouve une matrice triangulaire supérieure et le déterminant vaut (1 — n) 
pour n >3. Il est nul si n=2. 





Exercice 26.21 Q 
Calculer le déterminant de la matrice À = ((aij)) € MAR) avec aij=apouri<jeta;;=1pouri> ]j. 


Solution : Faire les opérations C2 — C2 —C1, ..., Cn — C1 +—, factoriser (àx— 1) dans la dernière colonne et C1 — C1 -Cy. 
On trouve det(A) = a(a—1)""1. 





Exercice 26.22 VO 
Calculer le déterminant tridiagonal avec à + $ sur la diagonale principale, 1 en dessous et af au dessus. 


Solution : En appelant D, le déterminant de taille n. On a Do = 1 et D; = x+f. En développant par rapport à la première 
af 0 . 0 
1 a+f6 af C7 0 
0 1 a+f af 
colonne : D, = (a+fB)D;-1— ; ’ ; 
l NOTE 0 


: 5 - of 
ON EE AN OR 
En développant ce dernier déterminant par rapport à la première ligne, on obtient alors D, = (a+fB)Dh-1 - afDh->. 
La suite D, est solution d’une récurrence linéaire, dont l’équation caractéristique a pour racines «à et f. Donc D, = 


A" + uB”. Les conditions initiales donnent D} = X + — 





2 


Exercice 26.23 O 
Calculer le déterminant de la matrice À = ((aij)) € MAR) où a;; = i et sinon dij = 2. 


Solution : Cn—Cn+C1+--:+Cn-1, factoriser 2n — 1 dans la dernière colonne et retrancher 2C, à toutes les autres 





colonnes. On trouve det(A) = (—-1}*-l(2n-1). 


Exercice 26.24 O 
Calculer le déterminant (2p) x (2p) suivant : 


S & 


a 
b 


b 
Solution : Faire apparaître un bloc de 0 en bas à gauche avec les opérations C1 — C1 — —Cy+1 .. .On trouve det(A) = 
a 


(a? — b?}P, Ce résultat est encore valable si a= 0. 





Exercice 26.25 Q 
Calculer le déterminant de la matrice À = ((a;;)) EM, (R) où a;j = (—1)'*1. 


Solution : Deux lignes sont égales si n >3. Il est nul. 


Exercice 26.26 Q 
Soit la matrice À = ((inf(i, j))) € MAR). Calculer son déterminant. 


Solution : On considère la matrice triangulaire inférieure L comprenant des 1 sous la diagonale (incluse) et des 0 


au-dessus. On a À = L'L et donc det A = (detL)? = 1. 





Exercice 26.27 O 


1 2 3 n 
2 2 3 n 
Caluler D = detmax(i, j) = 3 3 3 n 
nn n 


Solution : On soustrait la première ligne à chacune des autres : D = 


n-1l n-2 


n 
On développe par rapport à la première ligne : D = > (D É#1KD4. Tous les déterminants extraits ont une dernière 
k=1 
colonne nulle et sont donc nuls, sauf D, qui est un déterminant triangulaire inférieur avec des 1 sur la diagonale. D, = 1 
etD=(-1)"*1n. 





Exercice 26.28 Q 
Soient À € MP (R) et B € Myn(R) avec n > p. Montrer que det(AB) = 0. 


Solution : Soit considérer les applications linéaires associées et le théorème du rang, soit travailler par blocs : 


[A oo] =A8 





Exercice 26.29 © 
Calculer le déterminant tridiagonal avec des 1 partout. 
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Solution : Développer pour trouver la relation An = An-1 — An-2. Les racines de l’équation caractéristique sont — j et 
— j?. Solution : 


nn 1 nn 
cos(") D — sin(”) . 
3 v3 3 





Exercice 26.30 Q 
Calculer le déterminant : 


ln n n 
n2n n 
n n 3 n 
nn n n 





Solution : C;-C;_; pour j =2...n puis développer par rapport à la dernière ligne : (— Dr 


Exercice 26.31 Q 
Calculer det(i a + jb) où a,beR. 


Solution : Colle Faire C; -C;_1 pour j =2...n. Sin >3 on trouve 0. 





Exercice 26.32 
Calculer det(1 + a;a;) où a1,...an ER. 


Solution : Remplacer C; par C; -C1 pour j =2...n et mettre (a — 41)... (an — &) en facteur. Faire ensuite C; -C;-_ 
pour j =3...n. On trouve 0 sin2>3. 





Exercice 26.33 Q 
Calculer det(|i- jD. 


Solution : Cj-C;-_1 puis ensuite C;j -C;_1 pour j =3...n. et développer la première ligne. On trouve (— 1) 1(n- 
1)272 





Exercice 26.34 VV 
Démontrer que la matrice 

167 72 152 396 82 670 742 160 
54 315 116 262 764 128 808 784 

338 146 83 418 804 468 504 312 

658 268 114 203 622 98 580 566 

290 590 258 110 805 58 512 346 

226 994 294 572 744 93 288 8 

392 698 594 372 416 340 343 702 

968 274 110 674 260 646 608 217 


est inversible. 


Solution : Soit À = (dij)1<iss et lg = (a; )1<i<8- 
1<j<8 J1<;<8 
OnaVi<i,j<8,a;;= di; (mod 2) 
det(A)= Ÿ° E(G)@o()1...dotmn= ), E(O)Got),1... (mn = det(lg) = 1 (mod 2). 


0EGhn 0€Gn 
Donc det(A) est impair, et donc non nul. Par suite, À est inversible. 


Les amateurs de calcul à la main doivent savoir que det(A) = —-3060949331422362741897 avant de s’engager dans cette 
voie. 





Exercice 26.35 OVQ 


Démontrer que les matrices À = (a;;)1<ice et A’ = (a!.)1<icse avec a!.=(-1){*{a;; ont le même déterminant. 
q ij/1<i<8 ij/1<i<8 ij ij 
1<j<8 1<j<8 


Solution : On multiplie la colonne C; par (-1)° puis la ligne L; par (— 1)/. Il y a autant de changement de signe du 


determinant en lignes qu’en colonnes, donc un nombre pair de changement de signe. 
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26.3.3 Exercices théoriques sur les déterminants 


Exercice 26.36. © 
Considérons pour n > 2, l'application 
. Mn (R) — R 
LE A + det(A) 


Est-elle injective ? Surjective ? 


Solution : Surjective, pas injective. 


Exercice 26.37 Q 
Soient À,B€E M, (R). Montrer que det(A2 + B2) > 0. 


Solution : det(A?2 + B2) = det(A+ iB) det(A — iB) =|det(A+ iB)|. 





Exercice 26.38 Q 
Soit f : M2(R) — R une fonction vérifiant f 0 f(0)=0 et 


V(A,B)EMh(R)  f(AB) = f(A)f(B) 


Montrer que 
f(A) = 0 det(A) = 0 


Solution : Montrer que f(1) À 0. Une implication est simple, pour l’autre utiliser les matrices équivalentes. 





Exercice 26.39 ©Q 
Déterminer toutes les formes p-linéaires alternées sur R” où p > n. 


Solution : Soit f une telle forme p-linéaire alternée. Soit (e;)1<i<n la base naturelle de R". Soit @ une application 
de {1,...,p} dans {1,...,n}. On calcule f(e4(1,.…., ep(p). D’après le principe des tiroirs, il existe deux indices i et j 
distincts tels que @(i) = @(j) On en déduit que f(ep(1),.…; ep(p) = 0, et ce pour toute application @ de {1,...,p} dans 
{1,...,n}. Par linéarité, f est nulle. 





Exercice 26.40 O 
Dans R°, déterminer tous les endomorphismes f vérifiant f? + id = 0. 





Solution : On aurait alors f? = -id et (det f)? = det(— id) = —-1 car 5 est impair. Ceci n’est pas possible dans R. 


Exercice 26.41 O 
Déterminer le rang de la comatrice À en fonction du rang de À. (Penser à la caractérisation du rang par les matrices 
extraites.) 


Solution : Soit n la taille de la matrice À. Si A est de rang n, alors elle est inversible et À l’est aussi, donc elle est aussi 
de rang n. 

Si À est de rang < n—1, alors tous les déterminants extraits d’ordre n — 1 sont nuls, donc a fortiori tous les mineurs sont 
nuls et donc À est nulle et donc de rang nul. 


Reste à voir le cas où le rang de À est n—1. Cela entraine que D ={X € R” | AX = 0} est de dimension 1. Comme on a 
A'À = 0, on en déduit que VXER”, ‘AX € D. Ceci signifie que À est de rang inférieur ou égal à 1. Il en est de même 
pour sa transposée À. Enfin comme À est de rang n- 1, ele admet au moins un déterminant extrait d’ordre n— 1 non nul. 
Mais un déterminant extrait d’ordre n — 1 est nécessairement un mineur. Donc À admet au moins un élément non nul et 
est donc de rang > 1. Finalement, si le rang de A est n— 1, alors le rang de À est 1. 





Exercice 26.42 OQ 
On considère une matrice À € M,(R) de colonnes (A;j)1<i<n. On définit à partir des colonnes de À, la matrice B € 
Mhr(R) de vecteurs colonnes (B;)1<i<n Où : 
B; = y A; 


ji 


Exprimez le déterminant de la matrice B en fonction du déterminant de la matrice A. 
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Solution : Qui dit opérations sur les colonnes dit multiplication à droite par une matrice. Quelle matrice ? Il suffit pour 
cela de prendre À = I,. On voit ainsi que B = AC avec C =J-I, où J est la matrice qui ne comporte que des 1.Pour 
calculer detC le plus simple est de calculer P(ÀA) = det(C — ÀI;) = (— DATI - n) puis de faire À = 1. C’est cette 
méthode qui sera employée l’an prochain lorsqu'on saura calculer les polynômes caractéristiques. En attendant on va 
utiliser le même principe : "Plus une expression comporte de variables et plus elle est facile à évaluer". Ici on calcule 
le déterminant de la matrice M}, qui comporte des zéros sur la diagonale, 1 au-dessus et 1+ h au-dessous. On prendra 
alors la valeur en h = 0 de ce polynôme en h. Enfin on calcule F(x) = det(M}, — xJ) (on soustrait x à tous les éléments). 


D'abord F est un polynôme de degré inférieur ou égal à n. Maintenant on soustrait la première colonne à toutes les 
autres. Les x disparaissent des n — 1 dernières colonnes. De ce fait F est un polynôme de degré inférieur ou égal à 
1. F est donc déterminé par deux valeurs, 1 et 1+ h. C’est ça l’idée d’introduire ce 1+ h. Donc F(1) = (—1)" comme 
F(G)-F(0) F(+h)-F({ 
déterminant d’une matrice triangulaire. De même F(1 + h) =(—-1-h)". Enfin An) = EE d’où F(0) = 
A+h)"-1 


(—1)|1-————— |, On fait ensuite tendre h vers 0, soit en dérivant soit par la formule du binôme, pour trouver 
7 P P 


F(0) = (—1)"#(1- n) comme annoncé. 





Exercice 26.43 OC 
Soit une matrice À EM, (R) à coefficients entiers relatifs. Montrer l’équivalence 


(A inversible et Al a ses coefficients dans Z) = (det(A) = +1) 
(à) (ii) 
Démontrer que Gl, (2) = {M € M; (2) ; det(M) € {-1,1}} est un sous-groupe de Gl;(R). 


Solution : 


1. (i) = (ii). Comme det(A), det(A"l) eZ, et que det(A) = e Z, on doit avoir que det(A) = +1. 


l 
det(A 


2. (ii) — (i). En utilisant la formule : 
il TC 


” det(A) 


comme tous les cofacteurs À; j de A sont des entiers, et que det(A) = +1, on voit que les coefficients de Al sont 
entiers. 





Exercice 26.44 OC 
Soient deux matrices à coefficients réels (A,B) e M, (R)2. On suppose qu’elles sont semblables dans M, (C). Montrer 
qu’elles sont semblables dans M, (R). 


Solution : Par hypothèse, il existe une matrice P € GL,, (C) telle que B = PAP-L. Notons P = P1 + iP> avec (P1,P2) € 
M, (R)2. Puisque BP = PA, on en tire que BP1 + iBP2 = P1A + iP2B d’où en identifiant partie réelle et partie imaginaire 
de chaque coefficient, BP1 = PA et BP; = PB. Soit À e R. Posons Q = P1 + AP2. On a VAER, BQ = QA. I] suffit donc 
de trouver un réel À ER tel que Q = P; + AP; soit une matrice inversible. Considérons le polynôme 


T(À) = det(P1 + ÀP)) 


Si l’on avait VA ER, n(À) = 0, le polynôme complexe (À) serait nul et alors n(i) = 0, ce qui est faux puisque P est 
une matrice inversible dans M,,(C). Par conséquent, il existe À ER tel que Q = P; + AP) soit une matrice inversible de 
GLh(R) et alors B = QAQ !. 





Exercice 26.45 OC 
On considère un système (f1,..., fn) de fonctions de R— R qui est libre dans F (R,R). Montrer qu'il existe n réels 
(%1,..., Xn) ER” tels que la matrice À = ((fi(x;))) € M, (R) soit inversible. 


Solution : Par récurrence. Si n = 1, le résultat est clair. Supposons la propriété vraie pour un système de n—1 fonctions. 
Puisque (f1,..., fn-1) est libre, d’après l'hypothèse de récurrence, il existe n — 1 réels (x1,...,Xn-1) tels que la matrice 
An-1 = (fix ;)iei, jen-1 soit inversible. Par l’absurde, supposons que VxeR, la matrice 
fi (x) .…. fi(Xn-1) fit) 
Ne ; : ; 


fn (1) .…. fn(Xn-1) fn) 


ne soit pas inversible. En développant det(A) par rapport à la dernière colonne, on trouve alors que 


VxEeR, Ainfi() +:°°+Annfn( = 0 





Mais comme (f1,..…., fn) est libre, on aurait en particulier Ayn = 0, mais Ann = det(Ah-1) À 0 ce qui est absurde. 
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Produit scalaire, groupe orthogonal 


Dans tout ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel. 


Pour bien aborder ce chapitre 


On va généraliser dans ce chapitre la notion de produit scalaire étudiée dans les chapitres 2 et 3 aux espaces vectoriels. Cela 
permettra d’étendre la notion de vecteurs orthogonaux et les notions afférentes (norme, base orthonormale, théorème de 
Pythagore, projections et symétries orthogonales..) à certains espaces vectoriels de fonctions ou de matrices par exemple. 
Un des prolongements importants de ce chapitre sera celui consacré aux séries de Fourier en seconde année et qui formera 
un magnifique exemple d’illustration de la puissance de l’algèbre mise au service de l’analyse. 

Nous étudierons dans la seconde moitié de ce chapitre les endomorphismes d’un espace euclidien qui préservent le produit 
scalaire, ou autrement dit les isométries. Nous verrons que les isométries d’un espace euclidien E donné forment un groupe 
appelé groupe orthogonal et nous étudierons complètement ce groupe dans le cas où E = R? et E = R°. Nous ferons le lien 
entre les matrices et ces endomorphismes remarquables et nous introduirons la notion de matrice orthogonale. 


27.1 Définitions et règles de calcul 
27.1.1 Produit scalaire 


DÉFINITION 27.1 OQQ produit scalaire 
Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E, une application : @:E x E —R vérifiant : 


D west une forme bilinéaire : V(x, y, 2) € E*, V(X, Li) € R2 


PÜAX+ Hy, 2) = AP(X, 2) + HH(y, 2) 
(x, À y + 12) = A(x, y) + H(y, 2) 
2 west symétrique : 
VGNEE, y =p(,x 
3 west définie : 
VxEE, (px x] =0 = (x=0) 


4 west positive : 
VxeE, w(x,x)20 





® Notation 27.1 On note (x! y) = px, y) le produit scalaire. En géométrie, on utilise également la notation x.y. 


DÉFINITION 27.2 OO Espace préhilbertien, Espace euclidien 


Un R-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien réel. Si de plus E est de dimension 
finie, on dit que E est un espace euclidien. 
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27.1.2 Norme 


DÉFINITION 27.3 OO0 Norme euclidienne associée à un produit scalaire 
On définit la norme euclidienne associée à un produit scalaire (-|-) par : 


VxeE, |lIxl=V(xix 





| Remarque 27.1 ||: est bien définie car (- | -) est une forme bilinéaire positive et donc pour tout vecteur xEeE, (x| x) > 0. 


THÉORÈME 27.1 © Règles de calcul 
Pour tout vecteurs x, y € E, et tout réel À ER : 


IA.x| = JAI |xll ; allélogramme) : 

Ix+ y = 1x2 +2(x1 y) +12: ; 

Ix— y? = 1x2 -2(x1 y) +12 ; D (xly)= à (Lx + yll2 — 1x - yll2) (Gdentité de polar- 
Ix+yl2+1x- y =2(Ixl2 +111) (égalité du par- isation). 


Pour des vecteurs x1,...,Xn, Y1,..., Ym € E et des scalaires À1,...,Ân,H1,..., Hm€R, 


n m n m 
D Lilo ui] rl) 
= il 


i=l j=1 


n 2 n 
HD x] = D Mail? +2 YO AAj(xlx;) 
i= i= 


1<i<j<n 





Démonstration Soient x,yEE et À} €R. En utilisant le fait que (-|-) est une forme bilinéaire symétrique : 
IA = x TA = VA2 (x 120 = IA xl. 

Ix+ y = (x+ylx+y) = GI +2(x17) + (71) = ll? +2(x 1 y) +12 

Ix- y =(x-ylx-y)= 10 -2(x1 y) + (917) = IdÀ -2(x1 y) + pl : 


En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient l'égalité du parallélogramme. 





) (CG) (ND) (Ha 


5) Enfin, par soustraction de ces deux mêmes égalités, on obtient l'identité de polarisation. 


Les deux dernières formules sont aussi une conséquence de la bilinéarité du produit scalaire. 


THÉORÈME 27.2 OQ0Q Inégalité de Cauchy-Schwarz 
Pour tous vecteurs x, ye E, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz 


xt») < 12 


et on a égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires : (x | y) = |x|llyl TER: y=Ax ou x= 
À y). 





Démonstration Soient x,y € E. Pour tout }€R , considérons : 
P(A=(x+Ay|x+A7) 

D'après les règles de calcul précédentes, on obtient : 

= 2 _ 2,2 2 

PA=(yly)A"+2(x1y)A+ (10 = y] AS +2A (x y) +IIxll 

et P est un trinôme du second degré en À. Par ailleurs VAER, P(ÀA)>0. Donc P admet au plus une racine réel et son discriminant 
réduit est négatif ou nul, ce qui s’écrit : ((x| D) L ll? Ixll2 < 0, c’est à dire (x | y) < 1x} 1yl. 
Si x et y sont colinéaires, on vérifie facilement que (x | y)| = ||xllyl. Réciproquement, si cette égalité est vraie, alors le dis- 


criminant de P est nul et donc P admet une racine double A9 € R. On a donc : {x+A\0yl|x+A0y) = 0 ce qui n’est possible que si 
x+/0y= 0 c’est à dire que si x = y. 


1063 


THÉORÈME 27.3 OQQ Inégalité de Minkowski 
Pour tous vecteurs x, ye E, on a l'inégalité de Minkowski 


La y] < A+ y < a + 


et on a égalité dans la majoration de droite si et seulement si les deux vecteurs x et y se trouvent sur une même 
demi-droite issue de l’origine : 1120: y=Ax. 





Démonstration Soient x,yEeE. 
+ On applique les régles de calcul avec le produit scalaire 27.1 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz 27.2 : 


Lx 2+2(x1 y) + [2 
le? +211 | y + (y? 
(lLxl + | y)? 


Ix+ y 


IN 


IN 


On a donc : Ix+y| < ||x|| + Url. 

- Six et y se trouvent sur une même demi-droite issue de l’origine, on vérifie facilement que cette dernière inégalité est une égalité. 
Réciproquement, supposons que Îx+ y| = |x|| + (BAR Alors, en reprenant le calcul précédent, on obtient : (x | }) = | x|| lyl et on 
est dans le cas d’égalité de la la formule de Cauchy-Schwarz. Donc x et y sont colinéaires : 1ueR, y = ax. On injecte cette 
égalité dans celle de départ, on trouve : (1+a x =Ilxll +|laxl c’est à dire : (+) x = (1+lal)|lxll. Si le vecteur x est nul alors 
il en est de même de y et la propriété est prouvée. Si x est non nul alors : ax = |al et a est bien positif. 

+ Par ailleurs : 

xl = [x y+ y] < 1x y] +11 
et 


ll=1r-x+2xl <17- xl +1xl 


et comme ly- x| = x- y|: on obtient : lx- y| > ||x|| — Ir et lx- 7 > Ir —||xI|, ce qui s'écrit aussi : lx- 7 > x — I 
De manière plus générale : 


DÉFINITION 27.4 O0Q Norme 
On appelle norme sur E une application : ||]: E — R vérifiant : 


D VxEeE, Ix|=0 — x=0. 
2 VxeE, VAER, IAx|=lAl xl. 


® Vx,yeE, |x+y| <lIxl+|y| Unégalité triangulaire). 


PROPOSITION 27.4 © Norme associée au produit scalaire 
La norme euclidienne |-|| associée à un produit scalaire (: | -) sur E est une norme sur E. 





Démonstration Les propriétés 2 et 3 ont déjà été prouvées dans les théorèmes 27.1 et 27.3. Démontrons la seconde. Soit xe E 
tel que ||x|| = 0 alors (x| x) = 0 mais comme (-|:) est une forme bilinéaire définie, x = 0. 


Exemple 27.2 Quelques exemples de produits scalaires et leur norme associée (à retenir) : 
+ Produit scalaire usuel sur Rn : Si X = (x1,...,Xn), YŸ = (y1,..., Yn) ERA, 


n 
XIV = x1ÿ1+..XnYn = Ÿ Xi yi 
i=1l 


n 
_ 2 = 2 
IX = ER 0 
1= 


- Sur l’espace des fonctions continues sur [a, b], E= @([a, b],R), f,geE 


b 
G18= | fOg@adt 


b 
II = va) fat 


1064 


° Sur l’espace des fonctions f :R— R continues et 27-périodiques, E = &2A(R), f,geE 


27 


(f1g)= ; fOg@dt 


27 
=) f" Poar 
0 
+ Sur l’espace des matrices carrées M, (R), À,B € M, (R) 
<A,B >= Tr(A'B) 


IAI= V<A,A >= VTr(A’A). 


Voir l’exercice 25.18 page 989. 


DÉFINITION 27.5 © Vecteur unitaire 





Soit x un vecteur d’un R-espace vectoriel E muni d’une norme ||:|. On dit que x est unitaire si et seulement si ||x|| = 1. 


27.2 Orthogonalité 


On considère dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel (E, (. |.)). 


DÉFINITION 27.6 © Vecteurs orthogonaux 
Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux lorsque (x | y) = 0. 


THÉORÈME 27.5 © Identité de Pythagore 
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors 


(x1y)=0 Ix+ y = 1x? + y 





Démonstration Utilisant la formule 27.1 : 
Ix+ylf = +201 + fl? 
et il vient immédiatement : 


(x) =0 x + I = xl? + ILyIE 
THÉORÈME 27.6 © Des vecteurs orthogonaux 2 à 2 forment un système libre 
Soit S = (X1,...,Xn) un système de vecteurs non-nuls deux à deux orthogonaux : 
Vel Ai (Rle)e0 


Alors le système S est libre. 





Démonstration Soient «,...,an ER tels que «1x1 +... +anXn = 0. Soit i € [1,1]. Du fait de la bilinéarité du produit scalaire et 
que les vecteurs de ce système sont deux à deux orthogonaux : 


n n 
of su] Dœ(ix)=0e (xi 1 xi) 
j=1 j=1 


Comme x; #0, (x; | x;) À 0 et il vient que «; = 0. Cette égalité est vraie pour tout i € [1,n]. On montre ainsi que le système S est 
libre. 


DÉFINITION 27.7 © Sous-espaces orthogonaux 
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont orthogonaux ssi 


VxeEVyeG, (x|ly)=0 
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DÉFINITION 27.8 © Orthogonal d’une partie 
Soit AC E une partie de E. On définit l’orthogonal de A comme étant le sous-ensemble de E noté At et donné par : 


Al={xeE|VaeA,(x]|a)=0} 


THÉORÈME 27.7 © Propriétés de l’orthogonal 
Soient À,BC E deux parties de E. 


1 Al est un sous-espace vectoriel de E. 3 Al={(Vect(A))t 
2 AcB— BtcAt 4 Ac(AL)" 





Démonstration 


D Le vecteur nul est orthogonal à tous les vecteurs de A donc 0e Al. Soient a, B ER, x, ye Al et ae A. Alors : (ax+Byla)= 
a(x| a)+B(yla)=0 donc ax+$ye At. At est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 


Supposons que AC B. Soit xe BL. Montrons que x e Al. Soit ae À. Comme AC B, aeB et(x|a)=0. Donc xe AL. 


On a A c Vect(A) donc d’après la propriété précédente : (Vect(A))L cAt. Réciproquement, si x € AL et si y € Vect(A) 
montrons que (x | }) = 0. Il existe nEN*, &1,...,an ER et ay,.…, an € À tels que : y= RE œ;a;. Et: 


[beË 


(x1»)=, a;(xla;)=0 


i=1 


car xe AL. Voilà qui termine la démonstration du troisième point. 
2 Enfn,siaeAetsixe AL alors il est clair que : (al x) =0etdonc:xe (At) ce qui prouve la dernière inclusion. 


27.3 Espaces euclidiens 


On considère dans toute la suite de ce chapitre un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (. |.) et ||.|| la norme 
euclidienne associée. On note n la dimension de E. 


27.3.1 Bases orthogonales, orthonormales 


DÉFINITION 27.9 © bases orthogonales, orthonormales 
Soit e = (e1,...,en) une base de E. On dit que e est une base 


1. orthogonale si et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux, c’est à dire si et seulement si : 
a 2 ; ; _ 
VGDellnl, i#j = (ele;)=0. 


2. orthonormale si et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux et unitaires, c’est à dire si et seulement 
Si : 
Te 2 
VG Dell], (eile;)= 6. 





Remarque 27.2 Si on se donne un système (e1,...,e,) de vecteurs deux à deux orthogonaux d’un espace vectoriel 
euclidien de dimension ñ alors d’après la proposition 27.6, ce système est libre. Comme il est libre de rang maximal 
c’est une base (orthogonale) de E. 


| Remarque 27.3 La base canonique de R” est orthonormale pour le produit scalaire usuel. 


THÉORÈME 27.8 © Calculs dans une base orthonormale 
Soit e = (e1,...,en) une base orthonormale de E. 


1. Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale sont donnés par les produits scalaires : 


n 
x=) (rle)je 


1] 
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2. Six= Xe] ++ Xnen et Y = Y1e1 +: + Ynen, AlOTS 


n 
(x1y)= D xyi=xipi + +xnyn 
i=1l 


3. Six= Xe] +:-- 


n 
2 D. 2 2 
[xl = D =X+.+x 
i=1 





Démonstration Ces formules se prouvent facilement en utilisant les règles de calcul avec le produit scalaire 27.1 et le fait que : 
VGDelLnle, (ele;)=6i;. 


27.3.2 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt 


BIO 24 | Erhard Schmidt, né le 13 janvier 1876 à Dorpat (Estonie), mort le 06 décembre 1959 à Berlin) 


Mathématicien allemand. Il fait ses études, comme c’est souvent le cas à 
l’époque, dans différentes universités allemandes et les termine à Berlin. Il sou- 
tient sa thèse en 1905 sous la direction de David Hilbert. Elle porte sur les 
équations intégrales. Après avoir enseigné successivement dans les universités 
de Bonn, Zurich, Erlangen et Breslau, il est nommé en 1917 comme professeur 
à l’Université de Berlin où il occupe le poste laissé vacant par Schwarz. Dans 
les années 1930, il subit la montée du nazisme et alors que ses collègues juifs 
(Schur , von Mises) doivent quitter l’Université, il est sommé de prendre des 
résolutions contre les juifs ce dont. Il s’acquitte de cette tâche avec si peu de 
zèle que les nazis diront de lui à l’époque qu’« il ne comprend pas le problème 
juif »et qu’il ne sera pas critiqué par la suite. 

Erhard Schmidt est un des fondateurs de l’analyse fonctionnelle. Il a beaucoup 
contribué à la théorie des espaces de Hilbert que vous découvrirez en spé et a 
simplifié et généralisé un certain nombre de résultats d’Hilbert. C’est dans un 
article de 1907 sur les équations intégrales qu’il expose le procédé d’orthonor- 
malisation. Notons que ce procédé avait été découvert au préalable par Laplace 


mais c’est Schmidt qui su en donner le premier un exposé clair. 


THÉORÈME 27.9 © Théorème de Schmidt 
Soit E un espace euclidien de dimension n et e = (e1,...,e,) une base quelconque de E. Alors il existe une 


base orthonormale | e = (£1,...,En) de E vérifiant : 


1 Viell,n], e;eVect(e;,...,e;); 2 Viell,n], (e;le;i) >0. 





FIGURE 27.1 — Algorithme de Schmidt : redressement de e3 


Démonstration On va mettre en place un algorithme permettant de construire la base €. 


e ru 54 ss. 
+ | Au rang 1 |: Comme e est une base, e est non nul et le vecteur £1 = ei est unitaire et vérifie Vect(e) = Vect(£i) ainsi que 
e1 
(e1le1) = le > 0. 


e Soit ke [1,n—1]. Supposons les vecteurs £1,...,ey construits tels que : 
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— La famille (e1,...,eg) est orthonormale. 
— Viell,k], €e;eVect(ey,...,e;); 
- Vielll,K, (ele) >0. 

. Construisons un vecteur £x+1 répondant au problème. Les conditions qu’il doit remplir (voir la figure 27.1) nous 
invitent à le chercher sous la forme Eg,1 = Ge +...+aper +eps1 où: Viell,kl, a;eR. Pour tout ie [1,k], on a la série 
d’équivalences : 


E; LE > (ei lExz1) =0 
k 


= D aj(esle;)+(eilers1) =0 
il 
= «à; le:|?+ (ei leg+1) = 0 
— œ=-(e;lex) 
car le: | = 1. On considère alors le vecteur £y,1 donné par 
n 


Epyr = eke1— D (eslers+i)e:. 
1 


Ek+] 
El 
famille est donc orthonormale. De plus, pour toutie [1,k], Vect(es,.…,e;) = Vect(e1,.….,e;) etilest clair que Vect(e1,.…,Ep:1) = 
Vect(e1,.…,ex+1). Enfin, quitte à considérer -ez,1 plutôt que ex41, on peut supposer que (ex+11Eg+1) > 0. 


. En appliquant cet algorithme jusqu’au rang n, on construit la famille £ proposée. 


et Soit Ep] = Par construction, les vecteurs du système (e1,.….,ex:1) sont deux à deux orthogonaux et unitaires. Cette 


| Remarque 27.4 L'algorithme de construction de la base orthonormale est aussi important que l’énoncé du théorème. 
| Remarque 27.5 La matrice de passage de e vers € est triangulaire supérieure. 


PLAN 27.1 : | Pour orthonormaliser une famille de vecteurs 


On souhaite appliquer l’algorithme de Schmidt à la base (e1,...,e,) de E. Pour ce faire : 


2 Onpose €; = 


ts 
ler 


2 On suppose €1,...,ex construits. On calcule le vecteur : | Ëg:1 = Em D (ei; |ex+1)€; À et on pose : 


Etui = Ek+1 
LT 
[ESS 


D Si(ex+1lEr+1) < 0 alors on remplace £y+1 par —Ek+1. 





Remarque 27.6 

— La troisième étape du procédé d’orthonormalisation est facultative. Si on ne l’effectue pas, la base construite est encore 
orthonormale. 

— On peut aussi ne pas normaliser le vecteur £; dans la deuxième étape de l’algorithme. Dans ce cas la base construire 
n’est pas orthonormale mais orthogonale et la formule donnant €y,, en fonction de ex,1, €1,...,ex est légérement 
changée (exercice !). 


| Remarque 27.7 La matrice de passage de e vers € est triangulaire supérieure. 


Exemple 27.3 Soit l’espace E = R$ muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs e; = (2,0,0), e2 = (1,1,1) et 
e3 = (0,1,2). Construisons une base orthonormale à partir de e = (e1,e2,e3). D’après l’algorithme d’orthonormalisation 
de Schmidt : 


D Onpose|er = (1,0,0) | 


2 
2 OnaËë2=e)-(Ee1|e2)e1 = (0,1,1) donc = 20,00 | 








1 1 2 
3 De même & = e- (el es)en —(e2 len)ez = [07 à) donc Bees Or bÈN 


La famille (£1,€2,€3) est une base orthonormale de E. 
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MAPLE 





> with(linalg): 
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and 
unprotected 
> el := vector([1,0,01]); 
el : 0] 
e2 := vector([1,1,1]); 
e2 : 1] 








e3 := vector([0,1,2]); 
e3 
GramSchmidt ([el,e2,e3],normalized); 
[ 1 (1/2) 1  (1/2)] 
F-10201 RO 
[ 2 


27.3.3 Conséquences 


COROLLAIRE 27.10 Théorème de la base orthonormale incomplète 
Toute famille orthonormale (£1,.…,€ ) d’un espace euclidien E Z {0£} de dimension ñn (p < n) peut être complétée par 


des vecteurs €,+1,...,€n de E en sorte que la famille (e1,...,E,) soit une base orthonormale de E. 





Démonstration En appliquant le théorème de la base incomplète, on peut compléter la famille orthonormale (et donc libre) 
(e1,.… Ep) par des vecteurs ex:1,...,en en une base e=(e1,...,ey,eg:1,...,en) de E. On applique le procédé d’orthonormalisation 
de Schmidt à cette base , on peut construire des vecteurs £x+1,...,En deE tels que la famille (£1,...,En) soit orthonormale et tel que 
Vect(E£],...,En) = Vect(e1,.….,Eg, Ek+lr-..en) = E. Cette famille est donc libre et génératrice et forme une base orthonormale de 
E. 


COROLLAIRE 27.11 Existence d’une base orthonormale 
Tout espace euclidien E # {0E} possède une base orthonormale. 


Démonstration Soit e une base de E. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt à cette famille, on construit une 
famille orthonormale & telle que Vect(e) = Vect(e) =E. Cette famille est donc libre et génératrice. Elle forme une base orthonormale 
de E. 


THÉORÈME 27.12 © Propriétés de l’orthogonal en dimension finie 
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p de E. Alors 


à dimFt=n-p 


3 (F1) =F 





Démonstration  Montrons que F et FL sont supplémentaires dans E. 

° Ona:FnFi= {0}. En effet, si un vecteur x est à la fois dans F et dans l’orthognal de F, il vérifie : (x| x) = 0 et donc x=0. 

° Montrons maitenant que E = F+F1. Comme F est de dimension p, par application du théorème précédent, on peut trouver une 
base orthonormale (e1,.….,eh) de F. Soit xeE et soit x' = es (xleg)ex. On vérifie facilement que x! e F et que x-x' € FL. 
Donc x=x+{(x-x) eF+FletonabienE=F+Ft. 


Ainsi: E=F@F. D'après le théorème 24.17, on obtient : dimF + dimFt = n d’où vient la première égalité dans le théorème. 
ie 








Enfin, on a prouvé dans la proposition 27.7 que Fe (4). Mais comme dim (F+ =n-dimFt=n-(n-dimF)=dimE, on 


peut affirmer que : œt =F. 


Remarque 27.8 Un sous-espace vectoriel F d’un espace E de dimension finie possède, en général, une infinité de 
supplémentaires. Si E est un espace euclidien, F n’admet qu’un et un seul supplémentaire orthogonal : F4. Pour cette 


raison, on dira que F+ est supplémentaire orthogonal de F dans E. 


THÉORÈME 27.13 © Théorème de Riesz 
Soit E un espace euclidien et soit f € E* une forme linéaire. Alors il existe un unique vecteur z, € E tel que 


LÉ ES F6 
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Démonstration Pour tout z2€E, posons : 


JE — R 
Pz: Xx — (z|x) 


Pour tout ze E, @, est une forme linéaire. En effet, fixons z € E : pour tout af € R et pour tout x,y € E : pz(ax+By) = 
(zlax+By) =a(zlx)+6(z1 y) = apz (x) +Bwpz(y). L'application ® donnée par : 


# 
o:{ E E 
Z Pz 


est alors bien définie. Montrons que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. 

. [® est linéaire :|si afeRetx,yeE alors b(ax+6y) =Pax+py = (ax+Byl-)=a(x1)+B(y1-)= apx+By = ab (x)+6D (y). 

. soit xe E tel que D(x) =0. Alors: VyeE, (x|y)=0, et en particulier (x| x) = 0 ce qui n’est possible, par 
définition du produit scalaire que si x = 0. 

. comme dimE = dimE*, d’après le théorème de caractérisation des isomorphismes 24.28, sachant que ® est 
injective, il Vient que ® est aussi surjective. 

Toute forme linéaire f € E* sur E est donc image d’un vecteur z de E par ®. Posons 2f =2. On a alors : f=® (2) = (2; | } et le 

théorème est prouvé. 


Remarque 27.9 Dans R° muni du produit scalaire usuel, si l’on considère un hyperplan H d’équation : 
OX + +OnXn = 0 


Alors cet hyperplan est orthogonal au vecteur ñ = (@1,...,a@n) : H= in}. 


27.4 Projecteurs et symétries orthogonaux 
274.1 Projecteurs orthogonaux 
DÉFINITION 27.10 © Projecteur orthogonal 


Soit p € L(E) un projecteur (c’est à dire une endomorphisme p de E vérifiant po p = p). On dit que p est un projecteur 
orthogonal si et seulement si Ker p et Im p sont deux sous-espaces orthogonaux de E : 


VxeKerp, Vyelmp, (x|y)=0 





Remarque 27.10 
Soit p un projecteur orthogonal et soit x E. Alors (p(x) | x p(x)) = 0. En effet x — p (x) € Ker p = Im f+ 


€, 
Soit 
X 
X— p(x) 
0 px) 


FIGURE 27.2 — Projecteur orthogonal 


THÉORÈME 27.14 © Calcul du projeté orthogonal 
Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit xe E. On suppose que : 


Qu) (E1,.…., Eh) est une base orthonormale de F 
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alors le projeté orthogonal p(x) du vecteur x sur le sous-espace F vaut : 


P 
po = Y (xle;).e; 


=] 





Démonstration D’après le théorème 27.8 appliqué à p (x) € F et à la base orthonormale € de F donnée : 


p 
pa = 2 (pH lei) e; 


P P 
= Y( xlei) -Y( X— px |ë;) 


i=1l i=1 


car X— p(x) eKerp=Ft et donc : 
Vieli,p], (x-p(le;)= 


THÉORÈME 27.15 © Le projeté p(x) réalise la meilleure approximation de x par des vecteurs de F 
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour tout xe E, on définit : 


d(x,E) = Es fl 


Alors : 
1 d(x,E) est bien défini; 
2 d(x,F)=||x-p(x|| où p(x) est la projection orthogonale de x sur F; 


3 SifeF,|x-f|| >1|1x- p(xIl avec égalité si et seulement si f = p(x). 





FIGURE 27.3 - Meilleure approximation 


Démonstration 


D SoitxeF. Notons F = {lx-f| |feF}..F est une partie non vide de R minorée par 0. Elle possède donc une borne 
inférieure et d(x,F) est bien défini. 


2) D'après le théorème de Pythagore 27.5, pour tout f EF : 


x F2 = 1x POI + 11pG0 - FI > 1x = pIZ. 


Donc | x- p (x | est un minorant de F. Mais comme p(x) €EF, |x- p (x) | e F et est donc la borne inférieure de Z. Il 
vient alors : d(x,F) = ||x- p(x)||. 


3 Ona de plus montré que si f eF, alors |x- f|| >||x-— p(x)ll et on a égalité si et seulement si f = p(x). 


27.4.2 Symétries orthogonales, réflexions 


DÉFINITION 27.11 © Symétrie orthogonale, réflexion 





Soit s € L(E) une symétrie vectorielle (C’est-à-dire un endomorphisme de E tel que so s = id). 
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e On dit que s est une symétrie orthogonale si et seulement si les deux sous-espaces vectoriels Ker(s— id) et Ker(s+id) 
sont orthogonaux. 


° On dit de plus que s est une réflexion si l’ensemble des vecteurs invariants de s, Ker(s — id) est un hyperplan de E. 








Ker(s + id) 


AN 
Ker(s—-id) * 


S(x) 


FIGURE 27.4 - Symétrie vectorielle orthogonale 


27.5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales 


27.5.1 Endomorphismes orthogonaux 


On considère dans toute la suite un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (. |.) et |. la norme euclidienne 
associée. On note ñ la dimension de E. 


DÉFINITION 27.12 © Endomorphismes orthogonaux 
Soit u € L(E). On dit que u est un endomorphisme orthogonal (ou une isométrie) si 


VxEeE, [u(x)| = 1x 
On note O(E) l’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E. 


THÉORÈME 27.16 © Un endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire 
On a l’équivalence : 


ueO(E) = V(xyeE, (u(xdlu(y)=(xl y) 





Démonstration 
Supposons que u est un endomorphisme orthogonal de E. D’après l'identité de polarisation 27.1, pour tout (x, y) € E? : 


Wu) 2 flute ni -tu(x- DIE) 
l 
= > {lx+ 7 -1x- y) 
= (xly 


Supposons que u préserve le produit scalaire alors : 


lui = V (x lu (0) = V(x1x) = xl 


et donc u E O(E) 


PROPOSITION 27.17 Les endomorphismes orthogonaux sont des automorphismes 
Soit ue O(E) un endomorphisme orthogonal de E alors u est un automorphisme de E et u lEO(E). 
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Démonstration Soit x € Ker u alors 
xl = 114 (x)1 = 0 


et d’après les propriétés de la norme 27.4, on peut affirmer que x = 0. Donc Ker u = {0} et u est injectif. 


D'après la caractérisation des automorphismes d’un espace vectoriel ??, u est un automorphisme de E. Enfin, considérons x € E 
et notons y = u(x). u étant un endomorphisme orthogonal de E, on a ||xl| = Ir. Donc, comme : ul (y) = x, il vient que : 
| ul (y) | = |x|| = Ur et u” 1 est bien lui aussi un endomorphisme orthonal de E. 





THÉORÈME 27.18 © Groupe orthogonal 
(O(E),9) est un sous-groupe du groupe linéaire (GL (E),o). On l’appelle le groupe orthogonal de E. 


Démonstration  O(E) est un sous-ensemble non vide de &(E) car il contient idg. D’après le théorème 19.6, il suffit de prouver 
que pour tout u, v € O(E), uo v”! e O(E). Mais d’après la proposition précédente, v”! est aussi une isométrie de E et pour tout 
xeE,ona: 


Ju v 1 (x | = Ju(v”! )| = | d Li | = ||xll 


ce qui prouve que uo vole O(Ë). (O(E),9) est donc un sous-groupe de (GL (E),0). 


PROPOSITION 27.19 Une caractérisation pratique des automorphismes orthogonaux 
Soit ue ?(E) et soit e = (e1,..…., en) une base orthonormale de E. On a équivalence entre : 


1 ueO(E) 


2 (u(ei),...,u(eh)) est encore une base orthonormale de E. 





Démonstration 
Siue O(E), d’après la proposition 27.16, pour tout i, j € [1,n] : 


(u(e)tue;))={eite;)= a . 


ce qui prouve que la famille (u(e1),...,u(en)) est une base orthonormale de E. 
Si l’image par u de la base orthonormale e = (e1,...,en) est encore orthonomale alors pour x = Li x;e;eE et par bilinéarité 
du produit scalaire : 


lu (112 (u (x) | u(x)) 


Dh AA (u (ci) u(e;)] 


i,jel1,n] 


= D x (u(e;)lu(e;)) 


ie[l,n] 


nr 


Ll 
ie[l,n] 
2 
= xl. 


Donc uE O(E). 


27.5.2 Matrices orthogonales 


DÉFINITION 27.13 © Matrices orthogonales 
On dit qu’une matrice À e M, (R) est orthogonale si et seulement si : 


fAA=I, 





On note O,(R) l’ensemble des matrices orthogonales. 


Remarque 27.11 Une matrice orthogonale est inversible et 


Ce qui montre qu’elle vérifie également 
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THÉORÈME 27.20 © Caractérisation pratique des matrices orthogonales 
Soit À = (aij) € My(R). Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes (C1,...,Ch) 
forment une base orthonormale pour le produit scalaire usuel de R”, c’est à dire : 


n n 
V(p,qelln}, p£#q— Ÿ aipaiy=0 et Vjellnl, Ya;=1 
i=1 i=1 





Démonstration Ces formules sont une conséquence directe de la définition du produit matriciel et de l’égalité : A'A=1; 


THÉORÈME 27.21 © La matrice d’une isométrie dans une base orthonormale est orthogonale 
On considère une base orthonormale e = (e1,...,e,) d’un espace euclidien E, et un endomorphisme u € L(E). Notons 
A = Mat, (u). On a équivalence entre : 


1 uest un automorphisme orthogonal. 


2 Aest une matrice orthogonale. 





Démonstration Notons A = (aij) Par bilinéarité du produit scalaire, il vient, pour tout i, j € [1, n1] : 


G jen 
bete) = Éoumlere) 6 


Supposons que u € L(E) est une isométrie de E. Alors, comme les isométries conservent le produit scalaire, l’égalité (x) 
devient, pour tout i, j € [1, n] : 


n 


ôi,j= (e; | ei) = De akiAkj (e; | ei) 


et donc, d’après 27.20, A est orthogonale. 
Réciproquement, si A est orthogonale alors en utilisant à nouveau (+) et la proposition 27.20, on trouve, pour tout i, j € [1, n1] : 


[u(e)lule;)] = (eile;) 


et donc la famille (u(e1),...,u(en)) est une base orthonormale de E. On applique alors la proposition 27.19, et il vient que u est 
un automorphisme orthogonal. 


| Remarque 27.12 Le résultat précédent est faux si la base € n’est pas orthonormale. 


THÉORÈME 27.22 © Caractérisation des matrices de passage entre bases orthonormales 
Soit e une base orthonormale de E et f une base. Soit P = P,_.; la matrice de passage entre ces deux bases. On à 
équivalence entre : 


1 f est une base orthonormale. 


2 Pest une matrice orthogonale. 





Démonstration 
Supposons que f est orthonormale. Soit u l’endomorphisme de E donné par : 


Vielln], ule;)=f;. 


D'après la proposition 27.19, u est un automorphisme orthogonal de E. Mais Perf = Me(f) = Me(u) et donc, d’après la 
dernière proposition, P = P,_, F est orthogonale. 

De la même façon, si P est orthogonale, alors il en est de même de u et comme l’image d’une base orthonormale par un 
élément de O(E) est orthonormale, f est orthonormale. 


27.6 Etude du groupe orthogonal 


Remarque 27.13 Soit Ae Mat, (R) une matrice orthogonale. Comme A.'A = I, et que det (A) = det('A), il vient que : 
det (A) = +1. 
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DÉFINITION 27.14 © Groupe spécial orthogonal O(R) 
Soit une matrice orthogonale A € O4 (R). Alors det(A) = +1. On définit les sous-ensembles de O,(R) suivants : 





Of (R)={AEO,(R)|detA=+1} O,(R)={AEO,(R)|detA=-—1} 











Les matrices de OŸ(R) sont appelées spéciales orthogonales. L'ensemble OŸ (R) est un sous-groupe du groupe orthog- 
onal (O,(R), x). 





Démonstration Soient A,B € Of (R) alors A.B-l est encore élement de On(R) car ce dernier est un groupe. De plus, avec les 
propriétés du déterminant det (AB!) = 1 donc AB le OR) et O}(R) est bien un sous-groupe de On (R). 


PROPOSITION 27.23 Critère pour reconnaître les matrices de Of (R) 
Soit une matrice orthogonale A € O,(R). Soit un coefficient a;; À 0 de la matrice A et A;; le cofacteur associé. 


1. SiAeO;(R), alors &;j = Ai;; 
2. ss A€O;(R), alors dij = —A;;. 





Démonstration Soit À = (ai) € Ohn(R). L’inverse de la matrice A est lA. Cet inverse est aussi donné par (ComA)/detA où 


ComA est la comatrice de À (voir section 25.10.2 page 979). Alors par identification des coefficients dans ces deux matrices, pour 
tout (i, j) € [1, 12, on a: aij = A;j/detA. Si AE Of(R), alors detA = 1 et a;; = A;;. Si A€ Oj(R), alors detA = —1 et a;; =—A;;. 


Remarque 27.14 En pratique, pour vérifier qu’une matrice À € O,(R) est spéciale orthogonale, on calcule le déterminant 
Au = My et on compare son signe avec celui du coefficient 411. 


DÉFINITION 27.15 © Isométries directes et indirectes 
Soit une isométrie u € O(E) d’un espace euclidien orienté E. Alors det(u) = +1. On dit que u est une isométrie directe 
de E lorsque det(u) = +1, et une isométrie indirecte lorsque det(u) = —-1. On note E l’ensemble des isométries directes, 


et O7 (E) l’ensemble des isométries indirectes de E. L’ensemble E est un sous-groupe du groupe orthogonal (O(E),o). 





Remarque 27.15 Si e est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de l’isométrie w dans la base €, alors 
(u isométrie directe } = (U € Of (R)) 


(O] (ii) 


Remarque 27.16 Dans un espace vectoriel euclidien orienté, une isométrie directe transforme une base orthonormée 
directe en une base orthonormée directe. (et une isométrie directe transforme une base orthonormée directe en une base 
orthonormée indirecte.) 


Remarque 27.17 Dans un espace vectoriel euclidien orienté, tout endomorphisme qui transforme une base orthonormée 
directe en une base orthonormée directe est une isométrie directe. 


27.6.1 Etude du groupe orthogonal en dimension 2. 


On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 2. 


THÉORÈME 27.24 © Etude de O; (R) 


1 Les matrices de 1823 (R) sont de la forme 
R5'=R0 


cos —-sin0 
sinO cosô 


4 L'application 


ARC (Rx) 
i 6 — Ro 


Ro x Ro = Ro+p : 
est un morphisme de groupes de noyau 277. 





Démonstration 
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1) SoitA= É à € Mat» (R). On a les équivalences : 


AE O5 (R) 
 A'A=1 et detA=1 
a2+b2 =1 
c+d? =] 
ac+bd =0 
ad-bc =1 


Des deux premières équations, on tire l’existence de 6 et 8! ER tels que : a = cos, b = sin, c = cos@/ et d = sin@/. La 
troisième équation devient alors : cos6sin6"-sin@cos@’ = 1 c’est à dire sin (8/6) = 1 et la quatrième devient : cosO cos@/+ 





T 
sin6sin@” = 0 c’est à dire cos(0/ —6) = 0. Il vient alors : 8 =6+ : [2x] et on obtient : 


cos -sin6 


AE Of IR) = A = (on cosô 


| où O6ER 
Cette formule est une conséquence directe du premier point et des formules d’addition pour le cosinus et le sinus. 
3 D'après la formule précédente, on a : RgR_9 = Rg-_9 = Ro = L2 donc RE =R_9. 
2 Soient 0,0! ER. On a: 
y (6 + 9’) = R9497 = Ro * Re = p (8) (a) 
donc est bien un morphisme de groupe. On à par ailleurs les équivalences : 
cosOû =1 


Ral=I 6=0 [2 
® (Ro) ef ee [2x] 


donc Ker(p = 272. 


THÉORÈME 27.25 © Rotations vectorielles 
Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté et u € E une isométrie directe. Alors il existe un unique 0 € [0,27 tel 


que pour toute base orthonormale directe £ de E, 


rire ee — “ 


sin cos0 


On dit que u est la rotation vectorielle d’angle 6 et on note u = re. 





Démonstration C’est une conséquence directe du théorème précédent et du théorème 27.21. 


THÉORÈME 27.26 © Angle de deux vecteurs 
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et (U, V) € E? deux vecteurs non-nuls. On définit 


U V 
U=—, v= — 
IUII IVII 


Alors il existe une unique rotation r € O; (R) telle que v = r(u). Si 8 est l’angle de la rotation 8 € [0,2x{, on note 


(U, V) =8 


l’angle orienté des vecteurs (U, V). On a alors : 


Det(U,V)=IUIIVISNOE et [(UIV)=IUIIVIcose 





Démonstration 

On applique le procédé d’ortonormalisation de Schmidt 27.9 et on complète les vecteurs u et v en deux bases 
e = (u,u') et e! = (v,v') orthonormales directes du plan. D'après la proposition 27.22, la matrice de passage À de e à e! est 
orthogonale. Comme les bases sont directes, on a de plus detA = 1. En résumé : A € 0; (R). Considérons alors l’endomorphisme 
dE tel que Mat. , (u) = A. D’après la propriété précédente, @ est une rotation du plan. On a de plus @(u) = v. 

Si @ et ” sont deux rotations du plan envoyant u sur v, alors, avec les notations précédentes, @(u) = '(u) et comme 
les rotations conservent le produit scalaire et l’orientation, @(u”) = @'(u”). Comme les endomorphismes w et @’ sont égaux sur 
les vecteurs d’une base de E, ils sont égaux sur E : @ =’. 
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Enfin, si 6 € [0,27 est l’angle de la rotation , dans la base e les coordonnées de u sont () et celles de v = p(u) : 
cos0| _fcosû —sin6\f1 
sin0) (\sin6  cos6 /|0 


Det(U, V) = IUIHIVI Det (u, v) = IUIIVI sin 


On vérifie alors facilement que 


et que 
(U IV) =IUIIVI (el v) = IUT VI cos. 


Remarque 27.18 On utilise ces formules pour déterminer l’angle entre deux vecteurs. Par exemple dans R? euclidien 
orienté usuel, quel est l’angle entre les vecteurs U = (1,1) et V = (0,1) ? 
THÉORÈME 27.27 © Etude de O, (R) 


; ; 1 
Considérons la matrice P = | î 


0 “| € O; (R). L'application 


A — AP 


a{ Oj(R) — O;(R) 


est une bijection. Toute matrice de O; (R) est de la forme 


cosû sin0 
sin0 —cos6 





Démonstration  Laissée en exercice au lecteur. 


THÉORÈME 27.28 © Isométries indirectes et réflexion 


Une isométrie indirecte d’un espace euclidien orienté de dimension 2 est une symétrie orthogonale par rapport à une 
droite, c’est à dire une réflexion. 





cosa sin | 


Démonstration La matrice d’une isométrie indirecte u dans une base orthonormale e = (e1,e2) étant de la forme A=| . 
sin cos a 


et cette matrice vérifiant A2 = À, on en déduit que u est une symétrie par rapport à Ker (u—id) parallèlement à Im(u+id). Déter- 
minons Ker (u—id). On a, dans la base e : 


U = xe + yes € Ker (u — id) 
te 


sina x—(cosa+ 1) y=0 


. Xf. © a 
sin [sin x-cos— y)=0 
cos [sin x-cos— y) =0 
2 2 2 
. © ax 
—> sin—x—-cos— y=0 
2 2 


. À . x Épn È . à F2 ; A 
car on ne peut avoir en même temps sin 3 0 et cos 37 0. On en déduit que Ker (u — id) est la droite vectorielle d’équation polaire 


pe 
2 


. À ; ; . À x 4 ; 
On montrerait de même que U = xe + ye2 € Im(u-—id) si et seulement si ne x+ cos . y = 0. Les deux droites vectorielles : 


Ker (u— id) etIm(u—id) sont bien orthogonales et u est une réflexion du plan. 


THÉORÈME 27.29 © Décomposition des rotations 
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2. 


1 Toute rotation de E s’écrit comme composée de deux réflexions. 


2 Réciproquement, tout produit de réflexion est une rotation. 





Démonstration 
D Soit r une rotation et s une réflexion de E. Posons t=s"lor. t est une isométrie de E et det t = det(s”l) detu=-1,donct 


est indirecte. En vertu de la proposition 27.28, t est une réflexion et r = so t est bien la composée de deux réflexions. 


2) Réciproquement, si s et t sont deux réflexions de E alors so t est une isométrie directe de E, c’est à dire une rotation. 
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Remarque 27.19 Les réflexions engendrent le groupe orthogonal O(E2). Toute isométrie de E2 s’écrit comme un 
produit de 1 ou 2 réflexions. 


27.6.2 Etude du groupe orthogonal en dimension 3 


On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 3. 


Produit mixte, produit vectoriel 


PROPOSITION 27.30 Déterminant dans une base orthonormée directe 


Soit u, v, w trois vecteurs. Le déterminant de ces trois vecteurs exprimé dans une base orthonormée directe ne dépend 
pas de la base orthonormée directe chosie. 





Démonstration On utilise la formule de changement de base : 


det(x1,...,xXn) = det(ey,...,en) x det(x],...,Xn) 
e! e! e 


La matrice de passage Pr, de e vers e” est donc aussi la matrice dans la base e de l’endomorphisme qui transforme e en e', donc 
qui transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée directe. C’est donc une matrice de O* (E). Elle a donc un 
déterminant égal à 1. Donc det,r (x1,...,Xn) = dete (x1,...,Xn). Ce qu'il fallait vérifier. 

La propriété précédente permet d’énoncer la 


DÉFINITION 27.16 © Produit mixte 


Soit u,v,w trois vecteurs. On appelle produit mixte de (u, v, w) le déterminant de (u, v,w) exprimé dans une base 
orthonormée directe. On le note [u, v, w|]. 





Les propriétés du determinant permettent d’énoncer : 


PROPOSITION 27.31 
Soit (u, v, w) € ES. 


1 [u,v,w] 0 si et seulement si (u, v, w) est une base de E. 
2 [u,v,w]=-[v,u,w]. 


3 wr— {u,v,w] est une forme linéaire. 





D’après le théorème de Riesz, il existe un unique vecteur x e E tel que VwEeE, [u, v, w]=(x|w). D'où la définition : 


DÉFINITION 27.17 © Produit vectoriel 
Soit u et v deux vecteurs. On appelle produit vectoriel de u et v l’unique vecteur noté u A v vérifiant Vwe E, [u, v, w]= 
(uAv|w). 





Les propriétés du produit mixte permettent d’établir 


PROPOSITION 27.32 
Soit (u, v, w) € ES. 


1 uAv=-vAuetuAu=0. 
2 (U+V)AW=UAW+UVAUW. 


3 uAvsiet seulement si (4, v) est liée. 





ainsi que 


PROPOSITION 27.33 

Soit (i, j, k) une base orthonormée directe de E. on a 

e iAj=Kk, jAk=i, kAiïi=j, 

et si u(X1, y1, Z1) et V(x2, V2, &), alors u A v(L, M, N) avec 


La , Fsà , 


ZA 2 X1 X2 


Y1 2 M ZA 22 
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Sous-espaces stables 


LEMME 27.34 


Soit y une isométrie de E. Il existe un vecteur non nul ee E tel que soit u(E) = €, soit u (E) = —€. 





Démonstration  Intéressons nous au polynôme P (X) = det(u—Xid) = 0 et montrons que 1 ou —1 est une de ses racines. P est 


un polynôme à coefficients réels de degré 3 et de coefficient du terme dominant —1. Il vérifie donc our P = +0 et un P= 
——00 — +00 
—c. P est de plus continue sur R. D’après le théorème des valeurs intermédiaires, P admet une racine réelle a e R. On a alors 


det(u— aid) = 0 et Ker(u—- aid) n’est pas réduit au vecteur nul. Il existe donc un vecteur non nule e E tel que u(e) = œe. Mais u 
étant une isométrie, il vient : ||u(e)l| = lxlllell = Ilell et donc à = +1. On à ainsi prouvé l’existence d’un vecteur € € E tel que u(e) = € 
ou U(E) = —€. 


LEMME 27.35 
Soit u une isométrie de E et soit € e E un vecteur non nul tel que u(e) = +e. Considérons D = Vecf(e) et soit H un 
supplémentaire orthogonale à D. Alors : 


1 Hest un plan vectoriel. 
2 u(HcH. 


3 La restriction du produit scalaire de E à H est un produit scalaire sur H et pour ce produit scalaire, wa est une 
isométrie de H. 





Démonstration 
1) Comme dimE = 3, que dimD = 1 et que H et D sont supplémentaires dans E, il est clair que dimH = 2. 


2) u étant une isométrie, elle préserve le produit scalaire et si x e H alors 
(u (0 le) = +(u(x) lu(e))= +(xle)=0 


car H et D sont des sous-espaces orthogonaux et u (H) € H. 
3 Ilest clair que la restriction du produit scalaire de E à H est un produit scalaire sur H. Notons (:-|-)|x ce produit scalaire sur 
H. Pour tout x, y € H, on a: 
(ue GO l'un (y) = (ue G9 lu (y) = (x 1y) = (xl) 
et u est bien une isométrie de H. 5 


Application 27.4 Avec les notations des deux lemmes précédents, considérons €3 = TT On fixe ainsi une orientation de 
€ 


D et on a encore u (3) = +e3. Le vecteur €3 induit une orientation du plan H. Considérons (£1,€2) une base orthonormale 
directe de H. La famille (£1,€2,€3) est une base orthonormale directe de l’espace E. Comme 4x est une isométrie de H, 
d’après le travail effectué dans le paragraphe 27.6.1, on a deux possibilités pour ux : 

— soit c’une réflexion de H par rapport à la droite vectorielle D1 = Ker (x — id) € H dont un suplémentaire orhogonal 
dans H est donné par D = Im{wx — idn) € H. On peut prendre dans ce cas pour € un vecteur unitaire qui engendre Di 
et pour €2 un vecteur unitaire qui engendre D: en sorte que (£1,€2) soit directe. 

— soit c’est une rotation de H d’angle 8 ER 

On notera A la matrice de u dans la base (£1,€2,€3) et E(1) = Ker(u — id) le sous-espace vectoriel de E des vecteurs 

invariants par u. 


D |Cas 1: u(E3) = €e3 et uyx est une rotation | A est de la forme 


cosû -sin0 0 
A=|sin0 cosû 0 
0 0 1 


où 6 ER est l’angle de la rotation 4x du plan orienté H. On dit que u est une rotation d’angle 6 et d’axe orienté 
D. Si6 Z0[x], on a : E(1) =D et sinon u=idet E(1)=E. 


2 |Cas2:u(es) = €3 et ux est une réflexion | Avec les vecteurs €2 et €3 précédemment construits, on a 


1 0 0 
A=10 -I1 0 
0 O0 ]I 


u est alors une réflexion par rapport au plan Vect (£1,e3). De plus E (1) = Vecf(e1,e3). 


3 |Cas 3: u(es) = —-e3 et ux est une rotation 


cosû -—-sin6 0 1 O0 O\fcosO -sin8 0 
A=l|sin0 cos6 0 [=10 1 O0 sin cos8E O0 
0 0 —] 0 0 -I1 0 0 1 


et u est la composée de la reflexion par rapport au plan Vect(£1,e2) et d’une rotation. Dans ce cas E(1) = {0} 
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4 |Cas 4: u(Ees) = —-e3 et ux est une réflexion | Comme dans le second cas, quitte à bien choisir les vecteurs € et €, 


la matrice A est de la forme : 


1 0 0 
A=[0 —-1 0 
0 0 -I1 


u est alors une symétrie orthogonale par rapport à la droite Vect(£1). Remarquons que u est aussi une rotation 
d’axe Vect(e1) et d’angle n. Comme dans le premier cas, E (1) = D. 


Remarque 27.20 Au regard des 4 formes précédentes pour la matrice À, u est une isométrie directe dans les cas 1 et 4 
et indirecte dans les cas 2 et 3. 


Isométries directes 


THÉORÈME 27.36 © Isométries directes en dimension 3 : rotations vectorielles 
Soit une isométrie directe u € E3. On note E(1) = Ker(u -— id) le sous espace vectoriel formé des vecteurs invariants par 


u. On a montré que : 
1. Si u ide, E(1) est une droite vectorielle D = Vect(e3) où e3 est un vecteur de norme 1 ; 
2. Pour toute base orthonormée directe € = (£1,€2,€3) (le troisième vecteur e3 dirigeant l’axe et fixé), la matrice de 
u dans la base € s’écrit : 
cosû -sin8 O0 


Mate(u)=|sin0 cosû O0 
0 0 1 


On dit que u est la rotation d’axe Vect(e3) et d’angle 6. 





Remarque 27.21  L’angle de la rotation dépend du choix du vecteur d. Si l’on choisit d' = —d pour diriger l’axe, l’angle 
6 est transformé en son opposé. 


| Remarque 27.22 Ne pas confondre l’angle 8 de la rotation avec l’angle entre les vecteurs x et r (x) ! 


PROPOSITION 27.37 Détermination de l’angle d’une rotation 
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, r une rotation et € un vecteur unitaire qui dirige l’axe de cette 
rotation. Ce vecteur € définit une orientation du plan H = Vect d+ et donc de l’angle 6 de r. Soit xeH: 


r(x) = cos6.x+sin0.e …À x 


Démonstration Si x = 0 le résultat est évident. Supposons que x £ 0. On peut, sans perdre en généralité, supposer de plus que 
x est unitaire. Posons y = e A x. y est un vecteur orthogonal à € et est donc élément de H. La famille (x, y,e) forme une base 
orthonormale directe de E et la matrice de r dans cette base est 





cosû -sin8 0 
sin8 cosO O|. 
0 0 l 


L'image de x par r est donc le vecteur : 
r (x) = cos6.x+sin0.y = cos0.x+sin0.e À x. 


| Remarque 27.23 Cette proposition donne un moyen pratique de déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation : 
PLAN 27.2 : | Pour déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation 


Déterminer l’axe D de la rotation : c’est l’ensemble des vecteurs invariants. 
Chercher un vecteur d € D unitaire. Il définit une orientation sur le plan P = Vect(d)-. 


Déterminer un vecteur € € P, vérifiant (d|£1) = 0. 


Poser £2 = d AE. Alors (£1,€2, d) est une base orthonormale directe de l’espace. 


Calculer r (e1) et le décomposer sur €1 et €2 : 


r (E1) = cos 0€ + sin 0€2 





On en tire cos6 et sin0 et donc l’angle de la rotation. 
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u(Ee1) 
= COS 0E1 + sin 0E> 





FIGURE 27.5 - Détermination de l’angle 6 d’une rotation 


Remarque 27.24 On peut également utiliser les remarques suivantes pour étudier une rotation uw donnée par sa matrice 
A dans une base quelconque : 


PLAN 27.3 : | pour étudier une rotation u donnée par sa matrice À 


On vérifie que A € O3 (R) en montrant que la matrice À est orthogonale et en montrant que det(A) = +1 (il 
suffit de comparer ay et A1). 


On sait que dans toute base orthogonale directe de la forme € = (£1,€2, d), 


cosû -sin0 0 
Mat.(u)=U=|sin8 cosû O0 
0 0 1 


Alors les matrices À et U sont semblables et par conséquent, Tr (A) = Tr (U) d’où l’on tire 


2cos0 + 1 = Tr(A) 


On détermine l’axe de la rotation en cherchant les vecteurs invariants : Vect(d) où d est un vecteur unitaire. 
Cela revient à résoudre un système homogène 3 x 3. 


On détermine un vecteur € unitaire orthogonal à d et on calcule 


Det(e1, u(e1), d) 


Comme ce produit mixte est indépendant de la base orthonormale directe choisie pour le calculer, en intro- 
duisant (sans le calculer) £2 tel que € = (£1,€2, d) soit une base orthonormale directe, 


1 cosû 0 


Det(e1,u(e1),d)=|0 sin8 0|[=sin6 
0 0 1 


Tr(A)-1 
coco 18] = Det ee 


et l’on en tire l’angle & de la rotation. 


On obtient donc : 





Exemple 27.5 Dans l’espace R* orienté euclidien usuel, on considère l’endomorphisme de matrice 


y f2tv2 -v2 v2-1 
=—| V2 2  -V2 
2V2| 5-1 V3 143 


dans la base canonique. On va reconnaître cet endomorphisme et préciser ses éléments caractéristiques. On flaire une 
isométrie : On calcule la norme du premier vecteur colonne 


A 




















1 l 

(1+2V2+2+2+2-2Y2+1) = 1. Itou pour le deuxième (2+4+2) = 1. Le produit scalaire de ces 

22? ENS P 
l 
deux vecteurs colonnes égale C2? (-V2-2+2V2+2- V2) = 0. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs colonnes 
à 2-2(V2-1) 1 4-2V2 2-1 (V2-1V2-V2(+ V2) 1 -2+V2-V2-2 
à POUT COOTONNÉES — = — = a ——_—————*° = — ———— ——— 
P (2V2)2 2V2 2V2 2V2 (2V2)2 2V2 2V2 
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V2 2(1+V2)+(V27 1 2+2V2+2 V2+1 


2V2 (2V2)2 C2V2 202 202: 


On retrouve bien le troisième vecteur colonne. On a donc une isométrie positive. C’est donc une rotation d’angle 6. 


+2V2 v2 
2 


= V2+1=1+2cos06. Donc cos6 = + 








Comme la trace égale 


A+V2) x -V2 y +(V2-1 z = 2V2 x 
Pour trouver l’axe, on résout le système V2 x +2 y V2 z = 2V2 y 
(V2-1) x +V2 y (1+V2) z = 2V2 z 
V2) x V2 y +(V2-D z =0 
Soit V2 x +(2-2V2) y V2 z =0 . On prend, par exemple, d = | 2,0, 42). 


(V2-1) x +V2 y (1-V2) z =0 
2 


Le vecteur j(0,1,0) lui est orthogonal et appartient donc au plan de rotation. Son image est r(j) = (-3, pu 3): Enfin 


Si 


jJAr(ÿ)= (40,2) = 2 4. Donc sin6d = 4. 


Remarque 27.25 I n’est pas compliqué de comprendre pourquoi c’est sin64 qui est un invariant de la rotation (et 
pas sin). Le vecteur d oriente le plan de rotation. Pour faire simple, il donne la direction du "haut". En changeant d en 
—d, on intervertit le "haut" et le "bas", on regarde le plan de l’autre côté, et donc on voit la rotation tourner "dans l’autre 
sens”. Ceci a pour effet de changer sin en son opposé. 


Résumons l’étude précédente : 


THÉORÈME 27.38 © Classification des isométries en dimension 3 
Soit un endomorphisme orthogonal u € O(E). On note E(1) = Ker(u — id) le sous-espace formé des vecteurs invariants. 
Selon la dimension de E(1), on a la classification suivante : 


Rotation autour d’un axe r (dont les demi-tours) 
Composée d’une rotation et d’une réflexion 





Dans le dernier cas, u = ro sx, où le plan H invariant par la réflexion est orthogonal à l’axe de la rotation r. 


Remarque 27.26 Si À € O; (R), alors det(—A) = — det(A) = 1. Donc la matrice —A est spéciale orthogonale. On se 

ramène à l’étude précédente. On peut également résumer la classification des isométries de E3 de la façon suivante : 

— Isométries directes : ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle. (Les symétries orthogonales par rapport à une 
droite sont des rotations d’angle x, et on convient que idE est une rotation d’angle 0) ; 

— Isométries indirectes : elles sont de la forme —rp,8 où rp6 est une rotation par rapport à une droite vectorielle D (avec 
l’identité). On a alors u = —-rp,6 = Fp,6+x ° Sp1. 


re+n() D rex 





U(X) = —rp(x) = SH ° rp+n(X) 


FIGURE 27.6 — Isométrie indirecte avec E(1) = {0g} 
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Remarque 27.27 On montre qu’une rotation vectorielle rL@ s’écrit comme produit de deux réflexions sx et sxy avec 
HnH'= D. Alors toute isométrie de E3 se décompose comme un produit de réflexions. Par conséquent, les réflexions 
engendrent le groupe orthogonal O(E3). 


En résumé 


Les différentes définitions données dans ce chapitre doivent être connues avec précision. Il ne faut être précis et rigoureux 
quand on vérifie qu’une forme bilinéaire est un produit scalaire et il ne faut bien entendu omettre aucun axiome. Il faut de 
plus parfaitement connaître : 


1 Les inégalités de Schwarz et de Minkowski. 

2 Le théorème de Pythagore. 

3 La notion de base orthogo(nor)nale et Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. 
4 


Les notions de sous-espaces orthogonaux, de projections et de symétries orthogonales. 
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27.7 Exercices 


27.7.1 Espaces préhilbertiens réels 


Exercice 27.1 Q 
Soit l’espace E = R1[X] muni du produit scalaire 


JÉ 
e1@= f P(HQ(Ddt 


1. Montrer que (.|.) définit un produit scalaire sur E 
2. Trouver une base orthonormale € de E 


3. Trouver les coordonnées du vecteur P = X+1 dans €. 


Solution : 


1. On vérifie facilement les axiomes définissant un produit scalaire. De plus, si P = aX+ b et si Q = a'X + b' alors 
(P|Q)= aa + ab'+ ab. 


2. On note e5 = 1 et e1 = X les deux vecteurs de la base canonique. On redresse cette base à l’aide du procédé de 
Schmidt. Il vient tout d’abord £o = e0 puis on calcule 1 = e1 — (£o | e1)€o = X — 1/2 et ey = E1/ [El = 2/5(2X-— 1). 


3. Comme la base € est orthonormale, on calcule (P | €£o) = 1 et (P|e1) = 1/15 donc les coordonnées de P dans € sont 
(1,1/15). 





Exercice 27.2 O 
Dans l’expace vectoriel R{ muni de son produit scalaire usuel, on considère les vecteurs v1 = (0,3,1,-1) et v2 = 


(1,2,-—1,1). Soit F le sous-espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs. Déterminer un système d'équations de Ft 
puis une bon de F+. 


Solution : Soit un vecteur X = (x, y, z, t) € R*. Alors 
Xe Kiv)=K|Iw)=0(3y+2z-{=0etx+2y-2z+1-=0) 
On a donc trouvé un système d'équations de Ft. On calcule ensuite une base de F+ : e1 = (0,0,1,1), e = (-5,1,0,3). On 


redresse cette base en utilisant l’algorithme de Schmidt : £1 = (1/V2)(0,0, 1,1), € = (V2/V61)(-5,1,3/2,3/2) et alors 
(E1,€2) est une bon de F+. 





Exercice 27.3 O 
Soit E un espace préhilbertien réel, et B = (e1,...,e,) un système de vecteurs de E de norme 1 tels que : 


VXxEE, x= (xl er).er 


n 
k=1 
1. Montrer que si i £ j, alors (e;|e;) =0 

2. Montrer que B est une base orthonormale de E. 


Solution : Soitie{1,n]. On écrit 


n 
e= D (eler).er — (ele= À (ele) +(e;le) — Y (e;lex)* =0 
k=1 kzi kzi 


(car |le;ll = 1 ). Donc Vi £ k, (e; | ex) = 0. Le système est donc formé de vecteurs orthogonaux deux à deux. Il est donc 
libre d’après le cours. Par définition, il est générateur, c’est donc une base orthonormale. 





Exercice 27.4 © 
Soient E un espace préhilbertien réel et une application f :E- E vérifiant f(0) =0 et 


VGnEE, If@-fHI=Ix-yl 


1. Montrer que V(x, y) € E?, If (I = IIxll et (fGO 1 FN) = (xl y). 


2. Calculer ||f(Ax+py) A f(x -uf(NIÉ et en déduire que l'application f est linéaire. 
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Solution : 


1. Faire x =0 et utiliser l’identité de polarisation. 


2. En développant et en utilisant 1., on trouve que cette quantité est nulle. 





Exercice 27.5 Q 
Pour deux matrices À,B € M, (R) on définit : 
(A | B) = Tr(A'B) 


1. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur l’espace des matrices carrées E = M, (R). 


2. Montrer que l’ensemble des matrices symétriques et l’ensemble des matrices antisymétriques forment deux 
sous-espaces orthogonaux pour ce produit scalaire. 


3. Déterminer la projection orthogonale d’une matrice À sur l’espace des matrices antisymétriques. 


Solution : 
1. SiA= ((&ij)) et B = (Ci), on calcule 


n 


n 
AB Ne er 
i=1 j=1 
Donc (AA) = Lici,jen di. On en déduit que (.|.) est positive et définie. La bilinéarité et la symétrie ne posent 


pas de problèmes. 


. (A[B) = Tr(A!B) = Tr (AB) = Tr(‘(A'B)) = Tr(B'A) = Tr (AB) = -Tr(AB) et on en tire que (A | B) = 0. Par con- 
séquent, les sous-espaces formés des matrices symétriques et antisymétriques sont orthogonaux : 


dl 
Mn (R) = An(R) ® Fn(R) 


. On reprend la décomposition d’une matrice quelconque en une somme d’une matrice antisymétrique et d’une 
matrice symétrique Vue en COurs : 


A= Lx FA) + D. 
"à 2 


l 
Alors le projeté orthogonal de la matrice A est la composante antisymétrique : p(A) = 5 (A— A). 





Exercice 27.6 Q 
Soit Me M, (R). Montrer que 
(VX E M1 (R), XMX = 0) <= (FM = -M) 


Solution : Transposer, et calculer ‘(X+ Y)M{X + Y). 


Exercice 27.7 Q 
Soit E un espace euclidien et S = (e1,...,e,) un système de vecteurs unitaires tels que : 


n 
VxeE X(xlex)=lIxl? 
k=1 
Montrer que S est une base de E. 
n 
Solution : Soit xe Vect(e1,.…,e»)". Ona 7. Cri ex) = Ixll2. Comme tous les (x| ex) sont nuls, on a ||x|? = 0 et donc 


k=1 
x=0. Donc Vect(e1,.…,en)+ = {0} et donc Vect(e1,.…, en) = E. S est donc une famille génératrice de E. 


n 
D'autre part, soit ie {1,...,n}. On a » (e;l ex)? = le;l?, donc D. (e;l ep) = 0, donc pour k À i, (e;| eg)? = 0. S est 
k=1 ki 
donc orthogonale. À fortiori elle est libre. 





Exercice 27.8 Q 
Soit E un espace euclidien, et EG deux sev de E. Montrer que 


1. F+G)L=FtnGt 
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2. FnG)i=rt+Gt 
3. E=Fe6GE-Fl6G 





Solution : 


1. Soit xe(F+G). Ona VyeEVzeG,(x,y+2)=0. En particulier pour z = 0, ce qui donne xe Ft et pour y=0, 
ce qui donne x € GL. Donc xe F4 nG—. On a donc (F+G)+cF+nGt. 
Dans l’autre sens, Soit x e Ft nG. Soit (x, y) € F x G. Comme x € Ft, on a (x, y) = 0, comme x e G, on 
a (x, 2) = 0. En additionnant on a, grâce à la linéarité par rapport à la deuxième variable, (x, y + 2) = 0. Donc 
xe(F+G)t. On a donc FtnGtc(F+G)t. 





. On pose F' = Ft et G' = Gt. D’après la propriété précédente, on a (F'+G/)+ =F+nG't. Or F4 =F et G+=G. 
Donc (F'+G')+=FnG. En prenant l’orthogonal de cette égalité : F'+G! = (FnG)+, soit F+Gt=(FnG)t. 








. Supposons E = F@ G. D’après la première question, en écrivant E = F+G, on a FnG+ = (F+G)t=E = {0}. 
D'après la deuxième question, en écrivant (FN G) = {0}, F4+GL=(FnG)l={0}t =<E. 
Dans l’autre sens, on applique l’implication précédente pour F! = F+ et G! =G+. 











Exercice 27.9 Q 
Soit une forme linéaire sur M, (R). Montrer qu’il existe une matrice B € M, (R) telle que : 


VAEM,(R) (A) = Tr (BA) 


Solution : On sait que la forme bilinéaire définie pour tout À,B € M,(R) par (A, B) — (A |B) = Tr (AB) = Tr (‘BA) est 
un produit scalaire. Soit @ une forme linéaire sur M, (R). D’après le théorème de Riesz, il existe BeM,(R) tel que 
VAEM,(R) (A) = Tr (BA). Il existe donc bien un matrice Be M,(R) vérifiant la propriété indiquée, il s’agit de 
B="'8. 





Exercice 27.10 OO 
Soit ||+| une norme euclidienne sur E. 


1. (Re)démontrer l'égalité de la médiane : 
Vx,yeE,lIx+yl?+11x- pl? = 2x + 11712). 


2. En déduire que V x, y,z€E,||x+ y +212 + 1x? +1lyl2 +122 = 11 +212 +112+ xl? + 1x + yIË 


Solution : Ona |x+ y|? = ||x|?+2x.y+|lyl? 

et |1x— y|? = 1x? —2x.y+1lyl?, d’où 

Ix+ y +11x- pl = 2(IxI + 1717). (A) 

Soit x,y,ZEE, On applique (1) pour x+yetz: |Ix+y+ zl?+ Î1X + y — z|l? = 21x+ y|? +21z|2 

De même, en appliquant (1) pour y+zetx, [|x+y+ zl2+1|-x+ y+ z|l? = 2]|y + zl2+21x|2 

De même, en appliquant (1) pour z+xety |x+y+ 2e y+ zll? =2112+ xl? +21 yIÀ 

On additionne les six égalités membre à membre, 
3lx+y+al/+lx+y-<l+l-x+y+zl+lx- y+ 2? = 2147 +21 pif + 211217 +211x+ yIÉ +211y + + 211z+ 412 ©) 


De même, en appliquant (1) pour x-— y et z: Ix—y+ 21? +1x- 7-22 =21x- y? +212l2. 

De même, en appliquant (1) pour y — z et x : Ix+y-zl?+1-x+y- 212 =21y- 212 +21xl2. 

De même, en appliquant (1) pour z- x et y : l-x+y+zl2+l-x-7y+2|2=212- x? +21 yl2. 

On additionne les six égalités membre à membre, en remarquant que 

Ix+y-zl?=|-x-y+7l?,que 

Ix—y- 212 =1-x+7+ 212 et que 

IX zl2= | LV — z|?, on obtient, 

2Ix+y-2lÀ+21-x+7+ 212 +21x- y+ 217 = 21x12 + 2172 +212? +21x— y? +217 2? + 2112 - xl? 

Soit 

Ix+y=2l+l=x+y+ al + x 742 = Ici + y ++ x +7 +11z= xl? 

Soit, en reportant dans (2) 

3 2 2 D D 249 249 2 
Ix+ +21 + + ID + lle y + 1z- xl IX +21 y +212 + 2x + y +211 + 21 +2112+ xl 
Soit 

312+ y +212 +147 +722 +12 47 = IE al + 2x + 2 +211 y + I +212 + xl? 

En additionnant || x + ylË +||y + zl2+112+ xl? à chaque membre : 

3lx+y+al+llx- if + c++ y +ly+ 2 +12 xl +11z+ xl? = xl +1 yl2 +112 +31x+ pi + 
311y + zh? +3112+ x? 

En appliquant trois fois l’égalité (1) dans le membre de gauche : 
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3x + y +21? +41xl? +417? +412? = al? + y + ZI + 811x + y + 81ly + zh? + 8112 + x? 


Soit 3x+y+2l?+3lxl?+31yl? +312? = 31x+ 712 +31y+ 212 +312+ xl? 
D'où le résultat en divisant par 3. 





Exercice 27.11 VO 
Soit un espace préhilbertien réel E et deux vecteurs x, y € E. 


1. Développer l’expression 
2 
yl2x-(x1 ny] 


2. Retrouver l'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le cas d'égalité. 
Solution : En développant, on trouve 
Lx 2 (x) y + (x 1) y > 0 
Donc si y Z 0, en divisant par ||y|?, on retrouve Cauchy-Schwarz : 
(x) < 1x7 


avec le cas d’égalité qui correspond à || y|?x= (x1 y) y, ce qui implique que (x, y) est un système lié. 





Exercice 27.12 VO 
Soit E un espace préhilbertien réel et f,g:E— E deux applications telles que : 


VGNEE (xlfM)=(gxI y) 


Montrer que f et g sont linéaires. 


Solution : Soit x,x',yEeE,À,ue R?, on a (g(Ax+px’)| y) =(Ax+px' | fn) =A(x1f)+u(x 1 FO) = À (gx 1 y)+ 
u(g(x) 1 y) = (Ag + ug(x’) | y). On en déduit donc que (g(Ax + px") — (Ag(x + ug(x')) | y) ceci pour tout y € E. Donc 
gAx+px)-(Ag(x)+ug(x')) est orthogonal à tout l’espace E, c’est donc le vecteur nul, ceci pour tous x, x'€E, À, pe R?. 
C’est bien dire que g est linéaire. Idem pour f. 





Exercice 27.13 VO 
1. Soit E un espace euclidien et f € L(E) tel que 


VAYNEE (x|y)=0 = (f(HIf()=0 


Montrer qu'il existe à > 0 tel que 
VxyeE (f@If(m)=a(xl y) 
2. Si f € GL(E) vérifie : 
(f@OIFU) _ (xly) 


V(x, y) € E? non-nuls == = 


IFGOINFON y 





montrer qu'il existe à > 0 tel que : 
VxeE, [f(@I=alxl 


Solution : Soit u et v deux vecteurs unitaires. On a (u+v|u-—v) = [|ul? —||Iv|? = 0. On en déduit que 
(f(u+ v) | f(u-— v)) = 0 et donc || f(u) I? = If Cv) 2. Donc tous les vecteurs unitaires u ont des images qui ont la même 


norme. Appelons $ cette norme commune. Soit x # 0, on pose u = © ona Iull = 1, donc f = || f(w)| = (5 | : 
F 


Ixll 


l 
© 1. D'où | f(x] =Bllxl| égalité qui reste vraie pour x = 0. Avec la formule de polarisation, on en déduit que 
5? 


1 1 
(f@I FM) = : (LG + PIÈGE FOIE) = : (B2lix+ y? —B2lxl? — 82112) = 82 (x1 y). D'où le résultat en 
prenant à = VB. 





Exercice 27.14 OC 
Sur l’espace des polynômes à coefficients réels de degré inférieur à 2, E = R2[X], on définit 


(P1Q) = P(1DQ() +P(0)Q(0) +P(-DQ(-D 


Montrer qu'il s’agit d’un produit scalaire, et trouver une base orthogonale pour ce produit scalaire. 
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Solution : La seule difficulté consiste à montrer que (.|.) est défini. Si un polynôme P € R2[X] vérifie (P | P) = 0, 
alors P(1) = P(0) = P(-1) = 0, et donc le polynôme P admet trois racines distinctes. Comme deg(P) < 2, P = 0. Pour 
trouver une base orthonormale, on utilise l’algorithme de Schmidt en redressant la base canonique (1,X, X2) de R2[X]. 
On calcule ||1|| = v3 et donc €; = 1/V3. Ensuite, on cherche f2 sous la forme f2 = X— À€, avec la condition (er | h) = 0. 


On trouve que À = (X|E1) = 1+0—1 = 0, d’où f = X et puisque |[|X|| = V2, € = X/V2. Ensuite, on cherche f3 = 
X2— Àes — pe avec les conditions À = (X? | e1) = 2/V3 et p = (X2 |e2) = 0 d’où f = X? 2/3. En normalisant, on trouve 
Es = (V3/V2)(K? - 2/3). 





Exercice 27.15 OC 
Soit (.|.) un produit scalaire sur R", e la base canonique de R” et A la matrice de ce produit scalaire dans la base 
canonique. 


1. Lorsque n = 2, montrer que Tr (A) > 0 et det(A) > 0. 
2. Lorsque n > 3, montrer que Tr (A) > 0 et det(A) > 0. 


3. Montrer que Y p > 2, AP est une matrice symétrique définie positive (et donc qu’elle définit également un produit 
scalaire sur R”). On distinguera les cas p pair et impair. 


Solution : 
_f(erlei) (e1le2) 


ah Col Par conséquent 


Tr (A)= |lel?+llel? >0  det(A)= Ile |7lle2ll? — (e1 | 2)? > 0 


En effet, par Cauchy-Schwarz on obtient det(A) > 0 et si det(A) = 0, les vecteurs e1, e2 seraient liés ce qui est faux. 


. Utilisons le théorème de Schmidt : il existe une base € orthonormale. Alors la matrice du produit scalaire dans 
cette base vaut I,,. D’après les formules de changement de bases pour les matrices de produits scalaires, en notant 
la matrice de passage P = P:.e, on a 

APP bt 


et alors det(A) = det(P}? > 0 (car P est inversible). D'autre part, 


n 
T(A)= Ÿ Ile;l? >0 
oil 


. La matrice A" est symétrique et inversible : si X € My1(R) vérifie AX = 0, alors ‘XAX = 0 et donc X = 0 puisque À 
est définie. Donc det(A”) = det(A)"” Z 0 et donc A" est aussi inversible. 


(a) p=2k : Soit Xe My1(R). 


a= 'XA2EX = '(AËXOI, (AËX) 


et donc puisque (AËX) € My1(R) et que I, est définie positive, à = 0. De plus, si IXAZKX = 0, il vient alors 
que AËX = 0 et puisque on a vu que AË était inversible, X = 0. Donc A?* est définie positive. 
() p=2k+1 :soit Xe My (R). 
a = 'XA2F+Ix = F(AËX)A(AËX) 


et par le même raisonnement, puisque A est définie positive, on trouve que à > 0 donc que A2X*1 est positive 


et que si 'XA2K+1X = 0, alors AFX = 0 et que X = 0 (car A est inversible). Donc A2**! est également définie. 





Exercice 27.16 ©Q 
Dans un espace euclidien de dimension n, on dit qu’une famille (x;)1<;<n de vecteurs normés est 1-presque orthogo- 
nale (ph > 0) si et seulement si pour tous réels (a,...,4»)eR",ona 


- Ÿ (a < | ; aixi | < ÿ (ai)? 
Mi i=1 i=1 


1. Montrer que la famille (x;)1<i<n est une base orthonormale si et seulement si c’est une suite 1-presque orthog- 
onale. 


2. Montrer qu’une famille 1-presque orthogonale est libre. 
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n 2 


Si (Xi)1<i<n est une base orthonormale, alors on a de &ixi|| = » (a;)? et donc (xi)1<ien est 1-presque orthog- 
i=1 
onale. 


n n 
Dans l’autre sens, on suppose que (x;i)i<i<n est 1-presque orthogonale. On à donc DE dixi|| = Y (a). En 


i=1 i=1 
écrivant A(x, y) = | Xi +X; |* — | Xi — Xj | =12+12-(12+(-1)2 = 0. Cette famille est donc orthogonale. 
n n n 2 
On considère une combinaison linéaire nulle des (Xi)1<i<n : ai = 0. On en déduit que » (a)? <h D &ixi|| = 
i=1 i=1 i=1 
0, donc Vie {l1,...,n},a; = 0. La famille (x;)1<;en est donc libre. 





Exercice 27.17 OC 
Dans un espace euclidien E, montrez qu'il existe une base e = (e1,...,e,) formée de vecteurs unitaires vérifiant : 


VG,)DelLnŸ, i£j — le-e;l=1 


Solution : On remarque que 1=||e;-e; |F =1+1-2(e;|e;), donc on doit avoir nécessairement (e; | e;) = } pour 

iz j. 

On considère une base orthonormale (u;)1<i<n. On cherche les e; sous la forme be; + 5 ae;. Pour if j,ona (ei | ej) = 
JAi 

(n—2)a + 2ab 

(n-l)æ& +  b? 


v2 
2 


(n—2)a? +2ab et | e; |? = (n-—1) a? + b2. On cherche donc à résoudre en nombres réels 


Par soustraction on en déduit b? + a? -2ab = , donc on peut prendre par exemple b = a+ 


—V2+V2n+2 : V2n+2 
—__________——_ LG ———— 
2 2 


, puis na+av2+i=1 


donc on peut prendre a = . Reste à vérifier que ces nombres conviennent. 





Exercice 27.18 OC 
Soit E un espace euclidien, et x1,xn € E, o1,...,an € R. Montrer que 


n n 

5) 2 2 

Il X1 +++" + On Xn || < [Sa ]Ë rs | 
i=1 i=1 


Solution : On développe : 


n n n n n 
ns ans = [3 au Ë ax] Done Er EE IAE 
i=l j=1 j 


bi=l 1-1 1,4 


n 
grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Maintenant, soit S = {1,...,n},ona Y lœia;| x: 1x; 1 = Uo Vo En posant, 
i,j=1 des 


pour 6 = (i,j)€S, uo = llllx;| et vo = la; Ix;1l. En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette fois dans R, on a 


1/2 172 A 
À Uo Vo < [E à D à) Or u=  vË=) Y lol” lx;l7. D'où l'inégalité demandée. 


0ES 0€S 0ES 0ES oeS il i=1 








Exercice 27.19 VO 
Soit ® une injection de N* dans N°. Démontrer que Vn EN, 


En déduire que 


Solution : On commence par écrire l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 
1/2 
n 


Li 1 1 
. Or dE —— < ie —. En effet les Œ(k),1<k< n sont plus grands 
ki PK) p=1 P 


n 


1/2 





1/2 
n 1 1 n l 
que les p,1<p< n. On en déduit Y F < ;] , après simplification par b ;] et en élevant 
k=1 P p=1 P 


au carré, on obtient le résultat. 


nm p(Kk 
La suite ÿ : 


) est croissante. De plus, comme In (1 + 1) < £ on en déduit : 
k=1 
d(Kk Li 
Le > . In [1 + == n(n+1)-In1=In(n+1). D'où le résultat. 
k=1 k=1 





Exercice 27.20 OC 
Soit &,...,4m M nombres réels strictement positifs. Démontrer que 


Solution : D'après l’inégalité de Cauchy-Schwarz : 


D an) = D AnVNn— RE] < sin) 


n= n=1 n=1 n=1l 


=1+2(Vm-1)=2Vm-1<2Vm. 





Exercice 27.21 OVCQ 
Soit f une fonction [0;1] — R continue, n > 0 un entier naturel fixé tel que A QG x") f(x) dx = 0 Montrer que : 


1 2 1 
en+a( | fG0 dx) <[ (fo) dé 


Solution : SurE = €°([0,1],R) on définit un produit scalaire par (f | g) = fà f(x) g(x dx. 

On veut donc montrer que, si f satisfait (1- x" | f) =0, alors (2n+2)(1| 1° HA) 

On note V = Vect(1, x"). Si f FO à V+, alors le résultat est immédiat. Si f ce à V, alors APE = a+bx". 
La condition (1| f) =0 se traduit par [y G-x”")(a+bx") dx = 0, soit a+ — b = 0 donc a = = GET 
d’où b=-(2n+1)a. 


Sous cette condition, (2 +2) (1 f)* = (2n+2)[a- enve)” - = 2 ((n+1)-(2n+ D)? = 2 et 


(fIf)= a 5 -224D + (n+ 1)) = = ((2n + 2)(n +1)-2Q2n+1)) = ——. Là encore l'inégalité (2n+2)(1| 1e < 
(F1 f) est vérifiée. 

Maintenant E =Vevt, donc si Î vérifie (1- x" | f) = 0, alors 1 g+ h avec geVet he V—.. On a encore | f) = 
(11g)+(1h)=(11g) puisque he V{. 

Donc (2n+2)(11f) =(2n+2)(11g8) <(glg)<(glg)+(h1h)<(f1 f) d'après la relation de Pythagore. 


n+1l 





27.7.2 Projections orthogonales 


Exercice 27.22 Q 
Trouver le réel a qui minimise J . {nx- ax)? dx. 


Solution : Le plus simple est de développer : f(a) = Aa? +2Ba+C, avec À = 1 sub 1,B = |} xIn x dx = 


8 8 2 3 _ E 2 > Me L SAIT 
-5mx+ or —2]1n2 et C = 5 (In x) dx. Comme A > 0, f présente un minimum pour a = — ee — 


24In2-9 
28 
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Exercice 27.23 O 
Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel, et p, q deux projecteurs orthogonaux. Montrer les équivalences : 
@ p + q est un projecteur orthogonal 
(ii) Vx EE, (p(x)| g(x)) = 0 
(ii) pog= gop=0 
Gv) Im p L Img 


Solution : (p+q)? =(p+q) — poq+gqop=0. On compose par p à gauche, et poq = qgop=0, d’où (i) — (iii). 
QGii) — (ii) : p(x) € Imp c Kergq, et q(x) € Imgq. Comme Ker q L Img, (pX | q(x) = 0. (ii) — (iv) : évident. 


(Gv) = (à) : (pq(x)l pq(x) = (q(x | ppq(x)) = 0, de même pour qgop(x. Donc pogq = qop = 0, et p+ q est un 
projecteur. Comme ((p+ q)(x | y) = (x|(p+ q)(y), c’est un proj. orthogonal. 





Exercice 27.24 O 
Sur l’espace E =R,[X], on définit pour deux polynômes (PQ) e E?, 


1 
e1@= f ‘P(DQ(D dt 


1. Vérifier que c’est un produit scalaire. 
2. Déterminer une base orthonormale du sous-espace F = R2[X] pour ce produit scalaire. 


3. Déterminer le projeté orthogonal du polynôme P = X* sur le sous-espace F. 


Solution :  Utilisons l'algorithme de Schmidt pour redresser la base canonique de F. eo = 1, ej = X, e> = X?. On 
trouve ||eoll = 1/V2 donc € = V2. Ensuite on trouve €1 = 6(X— 2/3) puis E2 = 10V6(X? — 6/5X+9/30). On détermine 
alors p(P) = 42E2 + &€1 + 4€ et les conditions d’orthogonalité donnent : ao = (P | £o) = (V2/5), & = (P |e1) = 1/5, 
@ = (P |e2) = V6/35 et alors le projeté orthogonal vaut 





Exercice 27.25 Q 
Soit (E, ñ,(.|.)) un espace euclidien et un vecteur x e E. Soit un vecteur non-nul a € E. On définit la droite vectorielle 
D = Vectf(a) et son orthogonal H = D. Exprimer les distances d(x,H) et d(x,D) en fonction de la norme du vecteur 
x et du produit scalaire (x| a). 


Solution : Notons p(x) le projeté orthogonal du vecteur x sur le sous-espace H. Alors d(x,H) = [x — p(x)|| et 
(x| a) 


d(x,D) = [p(x|. Ecrivons que x = À.a+ p(x). Alors (x| a) = Allal? + (pX | a) = À||a|?. On tire donc À = lal2 


puis successivement 


Vlxlllall? — Ga) 
(x| a) _ IxTa)l dix, 


(x) = x 4,  d(X,D) = ; = 
# Ia al al 





(la quantité sous la racine est positive d’après Cauchy-Schwar2). 


Exercice 27.26 O 
Soit E un espace préhilbertien réel et (e)nen une famille orthonormale. Soit x e E. Montrer que 


n 
VneN D (xle) <lxl? 
i=l 


n n n 
Solution : On pose x = u+ Ÿ_ aey avec ue Vect(e,.…,en)t. On a ||xl? = ul? + Y Ge et [us ÿ œer| 7 = 0+a@;. 


k=1 k=1 k=1 
n 





n 

à 2 2 

Donc Ÿ' (xle;) = ÿ a <|Ixl*. 
i=1 K=1 


Exercice 27.27 ©QQ 
Soit E un espace euclidien et p un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal ssi 


VxeE, Ip <lxl 
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Solution : Si p est un projecteur orthogonal, alors on peut écrire x = x1 + x2 avec x1 € Im(p), x € Ker(p) et donc 
(x | 2) = 0. On a alors xl? = xl? + 11x12 = PGI +112 > PGI. 

Pour la réciproque, on considère x € Imp, y € Kerp, y Z 0, et z= x+ty. Alors IPC? = |xl?, et Izl? = Ixl? + 
t(2(x| y)+t1yl?). On a donc, par hypothèse, ||p(2)12 < |1z]? soit 0 < (2(x1| y) + t1yl?). 


(xl y) 


(1) | 


Supposons (x| y) > 0. On a pour t = — Ip 
y 


2(x1 y) + tlyl? = (xl y) et donc t(2(x1 y) + tyl?) = — 


x| y) 


I yl2 


nu I yl2 
Contradiction. 
Supposons (x| y) > 0, on a aussi une contradiction avec t = . Reste une seule possibilité : (x| y) = 0, ceci pour 


tous x e Im p, y € Ker p. Donc p est un projecteur orthogonal. 





27.7.3 Symétrie orthogonales 


Exercice 27.28 O 
Dans l’espace E = R° muni du produit scalaire usuel, on considère le vecteur n = (1,1, 1) et le sous-espace F = {in}. 
Ecrire la matrice du projecteur orthogonal sur F dans la base canonique. Si x = (3,2, 1), déterminer d(x,F). 


2 —1 -] 
1 
Solution : Ona “il D 2} one rm n0-n, sr 222 et d{(x,F)=|x-x| =2v3. 
—] —-1 2 





Exercice 27.29 Q 
SoitE = €{([-x,x],R). Trouver (a, b, c) € R* tels que la quantité 


1 fT 2 
| (e-(a+bsint+ccost)) dt 
TJ + 


soit minimale. 


T 
Solution : On se place dans @ÛL-7x, x], muni du produit scalaire < f,g >= Î f(g(® dt et on considère le sous- 
—T 


espace engendré par u = e’,e; = 1,e2 = cost et essint. Il est bon de remarquer que la famille e, e2, e3 est une famille 
orthogonale avec ||e1 12 = 2x, lle? = Verte:|? = x. On cherche à minimiser ||u — (ae, + be + ce3)|?. Autrement 
dit, ae1 + be: + ce3 doit être la projection orthogonale de u sur le sous-espace engendré par e1,e2,e3. Autrement dit, 


u — (ae + be2 + ce) doit être orthogonal à chacun des ex, 1< k<3. Ce qui donne : 
1 _p=T 
. De même < u,ey > -bllei|? = 0. Or 


7 ; 1 nE1T 1-i e 
Î EE QE —— [ent] =-— (ete 7), d’où b=-———— etc= 
7 l+i —T 2 2 27 


< u— (ae + be + cez),e1 >=< u,e1 > —ale|? = 0 d’où a = 


TT 


et—e 





Exercice 27.30 O 
Soit E un espace préhilbertien réel, et s € L(E) une symétrie vectorielle. Montrer que s est une symétrie orthogonale 
ssiVxeE,|s(x)l| = x. 


Solution : Sens direct : décomposer x sur Ker(s — id) et Ker(s+ id). Pour la réciproque, Si x e Ker(s-—id) et y€ 





Ker(s+id), Exprimer (x| y) et fonction de ||x+ y|| et ||x- yl\ (identité de polarisation) . On obtient 2(x | y) = 0. 


Exercice 27.31 O 
Soit E =R* muni du produit scalaire usuel et F le plan d'équations x+2y+2=0,x-2+2t=0. Déterminer une b.o.n. 
de F, puis écrire la matrice du projecteur orthogonal sur EF, et de la symétrie orhogonale par rapport à F dans la base 
canonique. 


Solution : ei = (2,-1,0,-1), e2 = (0, —1,2, 1) est une b.o.n. de F. La projection orthogonale sur F est caractérisée par 


(x p(x) lei) = (x- px) | e2) = 0, et donc p(x) = (x | e1).e1 + (x| e2).02. 





Exercice 27.32 O 
Soit E un espace préhilbertien réel. Soit f : EE une application. 


1. Montrer l’équivalence : 


(Vx yeE,(fDIy)=-(x1f(n)) = (f est linéaire et VxeE, (f(x) | x) = 0) 


1092 


2. Que peut-on dire de la matrice de f dans une base e orthonormale ? 
3. Montrer que Ker f et Im f sont orthogonaux. 
4. Montrer que Ker f = Ker fof. 


Solution : Pour 4. calculer || f(x) ||? =-(x| fof(x). 


Exercice 27.33 O 
Soit E = R* muni du produit scalaire usuel et F le plan d'équations x+2y+2=0,x-2+2t=0. Déterminer une b.o.n. 
de FE, puis écrire la matrice du projecteur orthogonal sur F, et de la symétrie orhogonale par rapport à F dans la base 
canonique. 


Solution : ej =(2,-1,0,—-1), e2 = (0, —1,2, 1) est une b.o.n. de F. La projection orthogonale sur EF est caractérisée par 





(x p(x l'e1) = (x px) | e2) = 0, et donc p(x) = (x | e1).e1 + (x | e2).02. 


27.74 Groupe orthogonal 


Exercice 27.34 O 
Soit E euclidien de dimension n. Soit f une isométrie symétrique et g un endomorphisme antisymétrique de E vérifiant 
fog= gof. Calculer (f(x) | g(x) et montrer que f + g et f — g sont des isomorphismes. 


Solution : On utilise la symétrie et l’antisymétrie pour (f(x) | g(x) = 0. Ensuite, ||(f + g)(x) 12 = 1x? + Ig(x) 12, d’où 


f + g est injective. 





Exercice 27.35 © 
Soit E un espace préhilbertien réel. Soit f :E-— E une application. 


1. Montrer l’équivalence : Vx,y€E, (f(2 | y) =-(x1 f(y)) f est linéaire et VxEE, (f(x) | x) = 
2. Que peut-on dire de la matrice de f dans une base e ? 

3. Montrer que Ker f et Im f sont orthogonaux. 

4. Montrer que Ker f = Ker fof. 


Solution : Pour 4. calculer || f(x) ||? =-(x| fof(x). 


Exercice 27.36 © 
Soit M la matrice d’un produit scalaire dans la base canonique de R”. Montrer que M" définit également un produit 
scalaire. 


Solution : M" est symétrique. Si n = 2p, 'XM?PX =! (MPX)(MPX) et si n =2p+1, XM"X =! (MPX)M(MPX). Comme 


M est inversible, MP l’est aussi. 





Exercice 27.37 O 
Soit À = ((a;ij)) € On(R) une matrice orthogonale. Montrer que 


n 
2 laijl< 


À j=T 


Ms 


i 


n n 
Solution : D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, + lai;| = » hrs) < b 1: 
j=1 j=1 j=1 





n 
D &, sil En sommant, Ÿ. À [al < D Vrenvr. 
j=l =] 


i=1 j=1 


27.75 Produit vectoriel 


Exercice 27.38 O 
Soit E un espace euclidien de dimension 3, et (u, v) un système libre de E. On définit l’application : 


UE : 


X — (v|x).u+(u|x).v 


Montrer que f est un endomorphisme et déterminer son noyau et son image. 
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Solution : Ker f = Vect(u A v), Imu= Vect(u, v). 


Exercice 27.39 Q 
Soit u, v,w trois vecteurs d’un ev euclidien orienté de dimension 3. Démontrer : 


1. (uAv)Aw=(u| w)v—(v|w) u. (double produit vectoriel) 
2. (WwAuU)A(uAv)=[u,v,wlu. 


3. [vAwW,wAu,uAv]=l[u,v, w}. 


Solution : 


1. On choisit une base othonormée directe (à, j, k) telle que u = ai,v = bi+cj,w=di+ej+fk. On trouve (uA v) = 
ack puis (u A v) A w = acdj-acei. D'autre part : (u| w)v—-(v|w)u= ad(bi+cj)-(bd+ce)ai = acdj-acei. 
Ce qu'il fallait vérifier. 


. D’après le double produit vectoriel, (w A u) A(UAv)=-(uAv)A(WAU) = -(u|wAu)v-(v|wAu)u = 
—[w,u,u]v+[w,u,vlu=t[{u,v,wlu. 
ms” 
=0 


. VA W WAU,UAvVI=(vAWI(WAU)A(UAL))=(vAw][u, v,wlu) = [u, v,w](vAw|]u) = [u, v, w]2. 





Exercice 27.40 O 
Soit u, v,w, t quatre vecteurs d’un ev euclidien orienté de dimension 3. Démontrer : 


1. (uAv|wAt)=(u|w)(v|n-(u| (vw) 
2. (UuAv)A(WAT)=-[u,v,w]t+l[u,v,t]w 


3. [t,v,wlu+lu,t,wlv+l[u,v,t]lw =[u,v,wlt. 


Solution : 


1. On utilise la formule du double produit vectoriel : 
@AvIwAn=luvwnt]=lIwntu,v]=((wADAuIv)=((wlut-(tlu)wlv)=(ulw)(v|9-(ul9(v| 
2. A nouveau avec la formule du double produit vectoriel : 


(UAV)A(WAT)=-(WAtT)A(UAV)=-(wluAv)t+(t|uAv)w=-[u,v,w]t+{u,v,tlw 





Exercice 27.41 OC 
Soit (x, y, z) une base d’un ev euclidien orienté E de dimension 3. Déterminer u, v,w e E tels que 


VAW=X, WAU=Y, UAU=Z. 


Solution : D’après l'exercice précédent, [x, y, 2] = [v A w,wAu,uA v]= lu, v, w]2. Donc si [x, y, 2] < 0 autrement dit 
si (X, y, 2) est une base indirecte, le problème n’admet pas de solution. Et si [x, y, z] > 0 autrement dit si (x, y, z) est une 
base directe, on a [u, v, w] = E\/[x, y, 2] avec e € {—1, 1}. 


On a (wWAU)A(UAVv)=[u,v,wl]lu = yAz, d’où u=E 


ne : l 
y AZ, et ainsi de suite : V = E—— 7 A x et w = 


1 
Lx, 7,2] Ex, 7,2] 


1 ; ee ; 
E ———— x A y. Lorsque € = 1 la base (u, v, w) est directe, et indirecte sinon. 


V1, y, 2] 





27.7.6 Étude d’endomorphismes orthogonaux 


Exercice 27.42 Q 
Montrer que 


est orthogonale et calculer A7. 
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l 
Solution : Il est clair que AA =],. Utilisant la remarque précédente, on obtient : A7! = | 


V5 


2) 





Exercice 27.43 Q 
Soit u = (U1,...,Un) un vecteur unitaire de R". On définit la matrice 


A=Il,-2u'u 


1. Montrer que À e O, (R). 


2. Reconnaître A. 


Solution : Si on remarque que ‘uv = (u| v), on voit que Au = u—2|ul?u = -u et que Ssive ut alors Av = v— 





2(u| v) v = v. A est la matrice de la symétrie orthogonale par rapport à u+ dans la base naturelle de R". 


Exercice 27.44 Q 


—2 6 —-3 
l 
Etudier l’endomorphisme u de R° euclidien de matrice M=-| 6 3 2 | dans la base canonique. 
—3 2 6 


Solution : M est symétrique et orthogonale. Par conséquent, M? = I : u est une symétrie vectorielle orthogonale 
(Comme ‘M = M, u est auto-adjoint). Il suffit de déterminer l’ensemble F des vecteurs invariants par u : on trouve que 
F est le plan vectoriel d’équation 

F:3x-2y+z=0 


Par conséquent, u est une réflexion. 





Exercice 27.45 O 


—7 —4 4 
SoitA=-| 4 -8 —1|.Quel endomorphisme u de R° euclidien représente-t-elle ? 
—4 —]1 —-8 


Montrer que u est la composée d’une rotation et d’une réflexion. 


; : Ü ; ; 
Solution : On vérifie que A est orthogonale. Puisque Aj1 = = = — 411, det(A) = —-1. Par conséquent À € O; (R). Consid- 
érons B = —-A. Alors BeR et donc BB est la matrice d’une rotation r d’axe Vect(d) et d’angle 0. Cherchons un vecteur 
directeur de l’axe normalisé : d = (d1, d2, d3). En disant que d est invariant par —u et en traduisant matriciellement cette 
condition, on trouve par exemple 


1 
d=—(0,1,1) 
2 


7 


On sait qu’il existe une bon directe € = (£1,€2,€3) telle que la matrice de r dans cette base soit 


cosû -sin0 0 
C=Mat.(r)=|sin0 cos 0 
0 0 1 


Alors comme B et C sont semblables, Tr (B) = Tr(C) d’où l’on tire : 


7 
cos 6 = — 
9 


Cherchons alors un vecteur €, unitaire et orthogonal à d. Par exemple 
€1 = (1,0,0) 
Alors si l’on considère une bon directe € = (£1,€2, d), on sait que la matrice de r dans cette base s’écrit 


cosû -sin0 0 
sinO cosû 0 
0 0 1 


et donc 





Det(e1, u(e1),d) = det(er, u(E1),d) =sin0 
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mais également, puisque la base canonique est une bon directe, 


1 


1 
Det(e1,u(e1),d) = ——1|0 
PE V2|, 


(on peut vérifier que l’on a bien cos? 8 + sin? 6 = 1) Par conséquent, 0 = — arcsin(4/2) 
u est alors la composée de la rotation d’axe D = Vect(d) et d’angle 0 +x avec la réflexion d’hyperplan D+ (faire un 


dessin). 





Exercice 27.46 O à 
Dans R* euclidien usuel, e = (ä, j,k) la base canonique, on considère la rotation r d’axe Vect(i + j + k) d’angle 


Déterminer la matrice de r dans la base canonique. 


Solution : On trouve finalement : 
TN EN STE 
M=-|1+4v3 1 1+V3|. 
1-3 1+43 1 


Vérification sommaire : n = i + j + k vérifie bien An = n et la trace fournit bien un cosinus égal à 0. 





Exercice 27.47 OC 
Dans R? euclidien usuel, trouver une base i, j telle que dans cette base, la transformation u = xi+yj— (2x- y)i+ 
(3x-— y) j soit une rotation. 


2 —1 
3 —1 
déterminant ? 1 bon, ça, ça va. Quelle est sa trace ? 1. Donc le cosinus égal i ce qui donne un angle 6 = +7. On 
aurait pu remarquer que MS = I... Posons 1 = ||i|?,] = I j12 et S = (i | si En écrivant le carré de la norme du premier 
l = AT + 9J + 12S 
vecteur colonne, du deuxième et le produit scalaire des deux on obtient 4 J I + J +  2S Ce qui 
S = —21 —- 3J - 5$S 
donne I = —2S = 3J. Maintenant construisons la solution. Soit (e1,e2) la base naturelle de R2. On prend i = e; et donc 
I = 1. Grâce à S = à, on a j = —2e + ae. Comme J = 1 = L+ a on en déduit a = a En prenant a = me 
j=-5e-,7362 onar(i)=;e- Be, etr(j=-i-j=-1le+ 7322 Onalil=lr@i=1etljl =IrDI= 
On calcule i À r(i) = -e = |ilIr@lsin(-?) et j Ar(ÿ) = Le = || ji CDI sin (-?). C’est bien dire que r est la 
rotation d’angle —-%. 


Solution : Supposons le problème résolu : Nous sommes en présence d’une matrice M = | Quel est son 





Exercice 27.48. ©QQ 
On considère un espace euclidien E de dimension n et e une base de cet espace. On note A la matrice du produit 
scalaire dans cette base. Trouver une CNS sur la base e pour que la matrice À soit orthogonale. 


Solution : Si A est orthogonale, ‘AA = ],, mais comme À est la matrice d’un produit scalaire, elle est symétrique. Donc 
A? =],. L'endomorphisme u représenté par la matrice A dans la base e est donc une symétrie vectorielle. On sait alors 
que E = Ker(u — id) & Ker(u + id). Si l’on avait Ker(u + id) £ {08}, il existerait un vecteur x e E tel que u(x) = -x, et en 


notant X la matrice de x dans la base e, on aurait AX = —-X. En multipliant à gauche par !X, on aurait :XAX = —!XX <0, 
ce qui est impossible puisque la matrice À est positive. Par conséquent, Ker(u — id) = E et donc A = TI, et la base e est 
donc orthonormale. Réciproquement, si e est orthonormale, la matrice du produit scalaire dans la base e est I, qui est 
une matrice orthogonale. 





Exercice 27.49 OC 


Soit 
a b b 
A=|b a b 
b b a 


Trouver une CNS pour que À soit orthogonale. Caractériser alors l’endomorphisme associé à À dans la base canonique. 
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Solution : Le carré de la norme des vecteurs colonnes égale a? +2b?. On a donc a? +2b° = 1. Le produit scalaire égale 
1 


bQ2a+ c). Donc b(2a+ c) = 0. A part le cas b = 0 qui donne +13. Sinon, on a b = —-2a ce qui donne 94? = 1 donc a = Sn 


et b= Fi. En effectuant le produit vectoriel des deux premiers vecteurs colonnes, on trouve bien que l’endomorphisme 


Si, 2 2 
associé à À dans la base canonique appartient à O*(R). Pour a = - ona A=- | 2 —1 2 | Soitn=({(1,1,l)ona 
2) 2 =i 
An=n donc n dirige l’axe de la rotation. On trouve l’angle de la rotation à la trace : c’est x. 
Pour a = À, on obtient l'opposé de la matrice précédente ce qui donne la symétrie orthogonale par rapport à n} c’est-à- 
dire le plan d’équation x+y+2=0. 





Exercice 27.50 VO 
Etudier l’endomorphisme de R° euclidien usuel ayant pour matrice 


dans la base canonique. 


Solution : Les deux premiers vecteurs colonnes sont normés, leur produit scalaire est nul. Leur produit vectoriel est 
égal au troisième vecteur colonne. L’endomorphisme associé à A est donc une rotation. Soit d = (1,1,0). On a Ad = d 


donc d dirige l’axe. Le vecteur u = (-1,1,0) € d+ etv=Au= (-3 se). OnauAv= 6. Comme u est de norme V2 


0 
on a sinOd = V3 4. 





Exercice 27.51 VO 
Etude dans R° de l’endomorphisme ayant pour matrice A dans la base canonique, où 


1 ad +b-c-d 2(bc+ da) 2(bd- ca) 
= rie 2(bc-— da) a? _ b? + c? = d? 2(cd + ba) 
RES 2(bd + ca) 2(cd — ba) ad -b?-c?2+d? 


Solution : Bien entendu, on prend (a, b, c, d) Z (0,0,0,0). On calcule le carré de la norme du premier vecteur colonne : Or 
(a2+b?+c2+d2) = (a2+b?-c2-d?}?+4(c2+d2)2+4(c2+d?)(a2+b?-c2-d?) = (a2+b?-c2-d?}?+4(c2+d2)(a2+b?) = 
(a2 + b? - c2 - d2)?+4((bc- da)? + (bd + ca)?) grâce à l’égalité (c2 + d?)(a? + b?) = (bc- da)? + (bd + ca)? qui traduit 
l’égalité |(ac + bd) + (bc - ad)il? = |a+ bil?|c- di[?. On en déduit que la première colonne est normée. Un calcul 
analogue montre que la deuxième colonne est elle aussi normée. 
Le produit scalaire de ces deux premières colonne égale (à un coefficient (a2+b?-c?2-d?) près) 2(bc+da) (a2+b?-c?- 
d)+2(bc-da)(a?-b?+c?-d?)+4(bd+ca)(cd-ba) = 4bc(a? -d?)+4ad(b?-c?)+4(bcd?-b? ad+ c?ad-bca) = 0. 
a + b2- c? - d? 2(bc+ da) 2(bd -— ca) 
| ere) = rire] 2(cd + ba) | 





&d-b-c+d 


Reste à calculer le produit vectoriel 2(bc- da) 
2(bd + ca) 


2(cd -— ba) 

après quelques calculs hilarants. 

On est donc en présence de la matrice d’une rotation exprimée dans la base canonique. Le vecteur (b, c, d) est fixe par 

A. I] dirige donc l’axe de la rotation (si (b, c, d) = (0,0,0), alors A = I3). On obtient ainsi tous les axes possibles. On a 
a — b?- c? - d? b? + c? + d? 


Tr A = ———————, Donc le cosinus de l’angle de la rotation égale - 
a? + b?2 + c2 + d? 5 8 DDR CARE 
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Géométrie affine 


Pour bien aborder ce chapitre 


La boucle est bouclée, tout finit par se mettre en place. Souvenez-vous, au collège vous avez fait de la géométrie avec 
des points, des droites des cercles, etc et des transformations. Plus tard, au lycée vous avez travaillé avec les vecteurs. Ce 
2 . =: 2 . 2 . CR # 2 . . 
n’était pas commode. Souvenez-vous : un vecteur 4 était défini par son origine A et son extrémité B ce qui vous permettait 
SE _ Ne : 4 à DR + RE > + Le £ 

d'écrire # = AB. Mais vous pouviez avoir aussi w# = CD. C’était un peu déroutant mais vous vous y êtes fait. Vous ne le 
saviez pas , mais vous travailliez alors avec des représentants de classes d’équivalences de bipoints. C’était les fameux 
bipoints équipollents qui semaient la terreur dans les classes de lycée dans les années 70/80. 
L’inconvénient de cette démarche c’est que les axiomes n’apparaissaient pas clairement. Si l’on admettait clairement 
l’existence de points, de droites, de plans etc., on admettait les propriétés de conservation des isométries. Et puis quoi 
d’autre ? les axiomes d’incidence ? l’existence des milieux ? et puis ? et puis ? Tout ça était un peu flou. 
Cette année, vous avez suivi la démarche inverse. Vous avez défini les vecteurs. Ce sont des éléments d’un espace vectoriel. 
Ils ne ressemblent pas toujours aux vecteurs d’antan, certains sont des polynômes, d’autres sont des fonctions, plus ou 
moins dérivables, mais bon gré mal gré on peut calculer avec eux comme avec les bons vieux vecteurs d’autrefois. 
Mais les points ? C’est quoi un point ? 
Eh bien, un point, c’est un vecteur comme un autre ! 

+ 
Par exemple, si À et B sont deux points d’un espace vectoriel - c’est-à-dire formellement deux vecteurs - le vecteur AB 
c’est la différence des deux points : B—A. 
C’est un peu déroutant au départ, mais on retrouve toutes les propriétés de la géométrie plane dans l’espace vectoriel R? 
par exemple. 


28.1 Sous-espaces affines 


Dans tout ce paragraphe E est un K-espace vectoriel. 


28.1.1 Translations 


DÉFINITION 28.1 OO Translation 
Soit ue E. On appelle translation de vecteur z l’application de E dans E, notée f,,, et donnée par : 


Lu: . 
ll x tu (X) = u+ x 


PROPOSITION 28.1 © Les translations sont des automorphismes de E 


1 La composée de la translation de vecteur ue E par celle de vecteur ve E est la translation de vecteur u+ v : 


Lu © Lo = Lyo Lu = luxv À. 
: (oi 


3 Les translations de E sont des automorphismes de E. 
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Démonstration 
1 SoitxeE. fuotu (x) = ty(x+u) =x+u+v= turv (x). Donc ty0 tu = tu+v. On montre de même que tuo ty = tu+v. 
D Évident. 


3) On vérifie facilement que les translations sont linéaires. De plus, siueE, en appliquant les deux points précédents, on 
obtient tu ° t-u = t-u9 tu = ide et t, est bien bijective. 


PROPOSITION 28.2 © L'ensemble des translations de E forme un sous-groupe de Z/ (E) 
L'ensemble des translations de E forme un sous-groupe commutatif de Z/ (E). 


Démonstration Soit t, et t, deux translations de E. II est clair que ty, (2 = tyo t-y = ty-v est encore une translation de E. 
Par application du théorème 19.6, on peut affirmer que l’ensemble des translations de E est un sous-groupe de E. 


28.1.2 Sous espaces affines 


DÉFINITION 28.2 © Sous-espace affine 
On appelle sous-espace affine de E l’image Z d’un sous-espace vectoriel F de E par une translation de E. 


F=tu(F)={u+x|xerF} 


On note alors & = u+F. On dit que : 

— le sous-espace vectoriel F est la direction du sous-espace affine 7 ; 

— la dimension du sous-espace affine est la dimension du sous-espace vectoriel F; 
— une base de F sera appelée ensemble de vecteurs directeurs de 7. 





Exemple 28.1 

- Soit u un vecteur de E. Le singleton {u} = # (u) est un sous-espace affine de E de direction {0} et de dimension 0. 

e SiE=R?, u= (1,2), F=Vect((-l)et F=1t,(F)={u+t(1,-l|teR}={(1+#,,2-#)|teR} alors 7 est la droite 

affine passant pas (1,2) et dirigée par (1, —1). 

+ Si E = R, u = (12,3), F = Vect((1,2,-4),(1,-1,1)) et Æ = t(F) = {u+t(1,2,-4)+#(1,-1,1)|teR} = 

x =1+1+# 
(x, y, z) €El4y =2+2t-t } alors est le plan affine passant pas (1,2,3) et de base ((1,2,—4),(1,—1,1)). 

z =3-A4t+t 

. Avec E = @T(R) et 7 = {feE IVIER, f'(H+f(H=1+1+ FE Æ est un sous-espace affine de E de direction 


R — R 
= I . ‘ . 
F={feE]|f += 0} etsi ui: ; yrreg SEE 


—> 


F=u+F={t--1+1+#+acost+fBsint|apfeR}. 


® Notation 28.2 Ces exemples nous invitent à considérer : 

+ les éléments d’un sous-espace affine comme des points. On les notera avec des lettres majuscules. (Ex : À, M, ..) 

+ les éléments de la direction de cet espace affine comme des vecteurs. On les notera avec des lettres minuscules sur- 
montées d’une flèche. (Ex : 4, X, ..) 

— SiAetB B sont deux points d’un sous-espace affine (c’est-à-dire des vecteurs a et b de E), on leur fait correspondre le 
vecteur AB donné par : AB = B-A(-b-a). 

— Si À est un point d’un espace affine (c’est-à-dire un vecteur a de E) et si * € E est un vecteur de E , on leur fait 
correspondre le point noté A+ * (= a+ X). 


A+X B 


FIGURE 28.1 — Points-vecteurs 


On a alors les propriétés évidentes suivantes : 
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PROPOSITION 28.3 © Règles de calcul en géométrie affine 


VMEE, VX,ÿYeE, M+(x+ÿ)=(M+x)+y a Relation de Chasles : 
V(MP)EE?, AMXEeE:P=M+ x. 


En fait: x =P-M . V(A,B,C) e Eÿ, AC = AB + BC |. 


V(M,P)eE?, V(X,7y)eE?, 





Remarque 28.1 Avec ces nouvelles notations, le sous-espace affine & de E, image par la translation de vecteur # € E 
du sous-espace vectoriel F CE, est : 
F=A+EF 


où À représente le vecteur #. Comme A€ #, on dit que # est le sous-espace affine de E passant par À et dirigé par F. 


Exemple 28.3 

+ Dans E=R?, posons À = (1,2) et ü = (-1,1). La droite affine passant par À et dirigée par U est le sous-espace affine : 
A+Vect(u). 

+ Dans E = R°, considérons le point A = (1,4,2) et les vecteurs 4 =(1,0,-1) et Ÿ = (1,1,0). Le plan affine passant par 
A et de direction les vecteurs w et v est donné par: A+Vect{u, v). 


LEMME 28.4 © 
Si est un sous-espace affine de direction F, alors pour tout point Ae&, on a : 


F=A+E et F-{AMIMe}. 





Démonstration SoitAe%. 

* Ilexiste AE E tel que : F = Ag+F. Comme A € F, il existe u € F tel que À = Ag + ü. Soit Me F. Il existe V € F tel que 
M=Ap+v.DoncM=Ap+v=A-uù+veA+Fcarv-uer, ce qui montre que Ag+FCA+F. On montre de même que 
A+FcA+F et donc que F = A+EF. 

+ Utilisant le résultat précédent : F = A+F. Soit Me &. Il existe ü € F tel que M =A+ ü. Autrement dit : AM=%eFce qui 
prouve que {am IME 3} CF. Réciproquement, si u € F alors en notant M le point de F tel que M = A+, on obtient : ü = AM 
et l’inclusion réciproque est prouvée. 


DÉFINITION 28.3 © Sous-espaces affines parallèles 
On dit que le sous-espace affine & de direction G est parallèle au sous-espace affine & de direction F lorsque GCEF. 





(a) Sous-espaces affines parallèles (b) Sous-espaces affines supplémentaires 
dans le plan 


FIGURE 28.2 — Intersection de sous-espaces affines 


Remarque 28.2 Dans R°, une droite peut être parallèle à un plan, mais il est incorrect de dire qu’un plan est parallèle 
à une droite. 
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PROPOSITION 28.5 © Intersection de deux sous-espaces affines 
Soient 7 et & deux sous-espaces affines de E de direction respective F et G. On suppose que : 


Cm) FNnG£0 


alors #7 n& est un sous-espace affine de E de direction FNG. 





Démonstration Comme F nG Z S, on considère un point A € F NS. Montrons que F NG=A+FNG. 


SoitMe Fn@. Comme M € F alors AM € F et comme M € & alors AM € G. Donc AM € FNG etMe A+FnG.vient : A+u € F 
et A+ ue @ ce qui prouve que A+FNGcFNG. 
Réciproquement, si Me A+FnG alors il existe ü eFNG tel que M = A+ ü. Il est alors clair que Me Fn existe U € E 


tel que B = A+ u. Comme A € FN, nécessairement ü = ABeF et # € G autrement dit à e FNG. On prouve ainsi que 
FNGCA+ENG. 
En résumé : FNnG=A+FNG. 


COROLLAIRE 28.6 © 
Soient Z et Z deux sous-espaces affines de E de direction respective F et G. On suppose que : 


CH) F et G sont supplémentaires dans E 


alors # Nn $ est constitué d’un et un seul point de E. 





Démonstration 
Zn est non vide. En effet, siAe F et Be & alors comme ABEE et que E=F@G alors il existe un unique couple 


(ü,v) eFxG tel que : AB = u+ v. Il vient alors A+u=B-v et le point M = A+ u =B- v est donc élément de FnG. 


Appliquant le résultat précédent 7 n& est un sous-espace affine de E de direction FNG mais F et G étant supplémentaires 
dans E, on a: FNG= 9 et donc FnS est réduit à un point. 


28.1.3 Barycentres 


THÉORÈME 28.7 © Fonction de Leibniz, Barycentre 
On considère un système de points (A;)1<;<n de E et n réels (t;)1<;<n. On forme le système de points pondérés : 


SE 


MC VV 
(CGT UND 


On appelle poids du système pondéré, le réel à = & +---+ a. On considère alors la fonction vectorielle : 


F{ — E 


CR He a;GA; 


— $Sia=0, la fonction F est constante ; ” 
— Si à Z 0, il existe un unique point GE E tel que F (G) = 0. Cet unique point s’appelle le barycentre du système 
pondéré de points S. Pour un point Q € E quelconque, on a 


LE 
G=Q+-Y a«;QA; 
X ÿ=] 





Démonstration SoitO EE. En utilisant les règles de calcul dans un espace affine, pour tout M EE : 


Il 
is 
& 
£ 


F (M) 


Il 


Il 
en 


(0e [M6 +0a;) 


—— n — 
MO + ÿ a;OA; 
i=1l 


TA 


ai 





TA 


er 
Il 
en 


7 
es 
Il 
en 


a]G+F 0) 


Donc : 
e Si EL a; =0, F est constante. 
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e Si es a; Z0, F est bijective. En effet, si on considère un vecteur ü €E, ona: 
F(M=4 


n os _ 
=> b a] F (0) = x 
i=1 


et il existe un et un seul ME E (donné par la dernière égalité) tel que F (M) = ü. En particulier, il existe et un seul point GEE 


tel que F (G) =0 et on a bien : 
1 — 
G=Q+- 7) a;OA;. 


Xiÿ=1 
Remarque 28.3 
. AG A, : , 
G est le barycentre du système pondéré de points S = " a, | EC X°_, «i #0 si et seulement si 
Tr “ss n F 





Remarque 28.4 
Soit 
A1 .… An 
1 ... On 
une famille de point pondérés avec Z_, à; À 0 et G le barycentre de cette famille. Alors, G est encore le barycentre de 
la famille 
A1 .… An 
sue 0 
: 
avec, pour tout j € [1, n], &, = mp Compte tenu de cette remarque, on peut toujours supposer que la famille pondérée 
i=1 "1 
A1 .…… An .. 
“ _ " vérifie ZX}, &i=1. 


THÉORÈME 28.8 © Associativité des barycentres 

Soit 
ss …. Ap Ap+l 
(GNT Xp Ap+1 


un système pondéré de points de barycentre G. On suppose que 
Bi=o+...+0a, À 0 et P2 = Gp+1 +-:: + On # 0 


Ap+1 …. An 


Si G1 est le barycentre de ë Er | et si G>2 est le barycentre de | 
Te 


] alors G est le barycentre de 
Xp Ap+1 …. Un 
(pu) 


B1 B2 





Démonstration SoitGEeE. On a les égalités : 


B1 GG: + B2GG2 


ai GG1 + … + apGGi + ap+10G2 ++. + 01 662 


= [Ga +A1Gi)+..+ap (Ga, + ApGi) + ap+1 (Gas +Ap1G2)+.….+an[GAn +AnGn) 





n SEP 7: : 
=  )a;GA;- ÿ GiA;- ÿ GA; 
i=1 i=1 i=1 

=0 =0 
n —— —_ 
= ÿ a;GA; = 0 


1 


ï 


ce qui prouve le théorème. 
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DÉFINITION 28.4 © isobarycentre 
On appelle isobarycentre des points (A1,...,AA), le barycentre du système pondéré 


DÉFINITION 28.5 © Segment 
On note [A,B] (segment AB) l’ensemble des barycentres : 


[A,B] = {Bar À 


t on ; tE[0,1]}} ={fA+(1-9Bltef0,1]} 


On définit le milieu d’un segment [A, B] comme étant l’isobarycentre (? Ê) des points A et B. 





Application 28.4 Soient A,B et C trois points de E distincts et non alignés. D’après la propriété d’associativité du 
barycentre, l’isobarycentre G des trois points À, B et C est le barycentre du système pondéré 


5 1 


où G1 est le milieu de [A,B]. C’est donc un point de la médiane issue de C. On effectue le même raisonnement avec les 
deux autres médianes, on montre que G est à l’intersection des 3 médianes. 


DÉFINITION 28.6 © Partie convexe 
Soit une partie & de l’espace E. On dit que cette partie est convexe si et seulement si V(A,B) e 2, [A,Blc<. 


D PA 


(a) Partie convexe (b) Partie non convexe 





FIGURE 28.3 — Parties convexes 


Remarque 28.5 On montre qu’une partie € est convexe si et seulement si : Vn > 1, V(A1,..., An) ER*, V(M1,...,Mn) € 


€, le barycentre G du système Ée : à est encore dans €. 


28.14 Repère cartésien 


DÉFINITION 28.7 © Repère cartésien 
On appelle repère cartésien de E la donnée d’un couple Z = (0, e) formé par un point O de E et une base e = (e1,.… 
de E. 
+ Oest appelé l’origine du repère Z. 
« eest appelée la base du repère Z. 


PROPOSITION 28.9 © Coordonnées d’un point dans un repère 
Soit (0, e) un repère de E. L'application : 


o:{ D — 1 
M it (&1,..., An) 


où OM = De a£e,k est un isomorphisme d’espaces affines. Le n—uplet (&1,...,an) € R” représente les coordonnées de 
M dans le repère (O, e). 





Démonstration  Laissée en exercice au lecteur. 
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28.2 Applications affines 


28.2.1 Définitions et propriétés 


DÉFINITION 28.8 © Application affine 
Si E et E’ sont deux espaces vectoriels, f : E — E’ est une application affine si et seulement si il existe une application 
linéaire Lr € Z(E,E') telle que 


V(A,X)EE?, f(A+X)= f(A)+Lr(x) 


L'application linéaire L est appelée application linéaire associée à l'application affine f. Elle est unique. L'ensemble 
des applications affines est noté &(E, E’), et .æ (E) lorsque E = E/. 





Remarque 28.6 Si f est une application affine, alors 


V(AB)eE?, | f(A)f(B) = L;(AB) |. 


Cette remarque permet de prouver l’unicité de L; car L; est entièrement déterminée par cette relation. Aïnsi : 


VxeE, Lf(x)=f(œ-f(0) 


C! 
C 
B’ ! 1 ! 
FA) fB) f(C) 
—— 09 
B 
f (A) f@) f(C) 
A! + ee 


A 


FIGURE 28.4 — Une application affine conserve l’alignement, le parallélisme et les barycentres 


THÉORÈME 28.10 © Une application affine conserve l’alignement et le parallélisme 
Soit f :E- E’ une application affine. 


1. Si 3 =Mr+F est un sous-espace affine de E, alors f(7) = f(Mr) + L/(E) : c’est un sous-espace affine de E’. 
2. Si et & sont deux sous-espaces affines de E, 7 | — f(7) || f(@). 





Démonstration 
1. Soit N € f(F). Il existe M = Mr + ü € F tel que N = f(M). On a de plus ue F. Donc N= f(Mr+ ü) = f (Mr)+ 
L'/ (ü) € f(Mr) +LF(P). 
Réciproquement, si N € f(Mr)+L/(F) alors il existe u € F tel que N= f (Mr)+LF(ü)= f(Mr+ü) etNe f(F). 
2. Supposons que Æ = Mr +F et & = MG+G où ME,MG EE et où F et G sont les directions respectives de F et &. Comme F 
est parallèle à &, on a : FE G. Avec la relation précédente, il vient : 


FF) = fMFE) +L(F) et f(@) = f(Mo) +L(G) 
mais comme Fc G et que Lf est linéaire, on a : Lf F)<e Lf (G) donc f (F) est parallèle à f (@). 


THÉORÈME 28.11 © Une application affine conserve les barycentres 
A 
a 
nul. Si G est le barycentre du système pondéré S, alors le point f(G) est le barycentre du système pondéré S' = 
JG) …… f(A) 
œ] 0bo Un 


Soit f : EE’ une application affine. Soit S = i " un système pondéré de points de E de poids non- 
1 n 


. Autrement dit : 


n 
dalle a ftA) 
i=1 
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Démonstration : Cela revient à prouver, d’après la remarque 28.3, que Lt a; f (G) f (Ai) = ©. Mais : 


G est le barycentre du système pondéré S 

n — _ 
— dE a; GA; = 0 
i=1 


s IMs 
R 
E 
ES 
© 
£| 
RER 
Il 
| 
Q 
[as] 
# 
ue 
ES 
[eo] 
2 
F 
[EN 
ë. 
È 
(e] 





d’où le résultat. 


THÉORÈME 28.12 © Expression matricielle d’une application affine. 

Soient deux espaces vectoriels réels E et E’. Soit Z = (Q, b) un repère cartésien de E et Z’ = (Q/, b') un repère cartésien 
de E’, et f:E— E’ une application affine de partie linéaire L;. Si X est la matrice des coordonnées d’un point A dans le 
repère Z et X’ la matrice des coordonnées du point f (A) dans le repère Z’, si L est la matrice de l’application linéaire 


L/ dans les deux bases b et b' et si T est la matrice des coordonnées du point f(Q) dans le repère Z”, alors : 


X'=Z+LIX 





Démonstration On a: f(A)=f(Q)+L f (oÀ) ou encore : f (Q) f (A) =L f (À). Les coordonnées du vecteur f (Q) f (A) dans la 
base b' sont X'—Z. Celle de L (EÀ) dans la même base sont : LX d’où l’égalité. 


Remarque 28.7 Dans R°, si mf? et f af. les formules d’une application affine sont de la forme : 


X =a+ax+by 
Y =B+cx+dy 


THÉORÈME 28.13 © Caractérisation des isomorphismes affines par leur partie linéaire 
1. Sif:E-E'etg:E'- E” sont deux applications affines, alors go f est une application affine de partie linéaire 
LyoL f; 
2. (f est bijective) = (L7 est un isomorphisme) ; 
3. Si f:E-— E' est une application affine bijective, alors f-! est une application affine de partie linéaire L fi = 
(La 


DÉFINITION 28.9 © Isomorphisme affine, automorphisme affine 
1. Si une application affine f € #(E, E) est bijective, on dit que c’est un isomorphisme affine. 


2. Si E=E, on parlera d’automorphisme affine, l’ensemble des automorphismes affines est un groupe noté 
(GA (E),o), appelé groupe affine de E. 





28.2.2 Translations affines 


DÉFINITION 28.10 © Translations affines 
Si ü est un vecteur de E on définit la translation t-; de vecteur w : c’est l’application 





Une translation est une application affine de partie linéaire idg. 
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THÉORÈME 28.14 © Groupe des translations affines 
1. Une application affine de E vers E est une translation si et seulement si sa partie linéaire est l’identité. 


- T$= idg. 


2 

3. Pourtout 4, VEE,t:T>=Tt>,. 
4. Pour tout 4 €E, Le =T_. 

5 


. L'ensemble % (E) des translations est un sous-groupe du groupe affine (4. (E),o). 





Démonstration 
1. Le sens direct est clair. Réciproquement, si f est une transformation affine telle que Lf = id alors, fixant A € E et notant 


B= f (A), ü = AB, on a, pour tout M-=A+VEE : f(M = f(A)+v =B+7 = A+AB+T =M+u. f est donc Ia translation 
de vecteur ü. 


2. Facile. 


3. Pour tout MEE, on a: 


trot (M)=t2(M+v)=M+ü+v=Ttz, (M) 


4. Utilisant la relation précédente, on a :107T_— = Ce idg. De même t_=0ot- = ide. Donc t- est bijective de réciproque : 
Te. 

Te =T_g. 

5. Soient ü, v € E. On vérifie facilement que 


-1 2 > œ 
TH°T TH°0T_r=Tr 7 Cd (E) 








ce qui prouve que T (E) est un sous-groupe de (Ga (E),o). 


28.2.3 Homothéties 


DÉFINITION 28.11 © Homothétie 
On dit qu’une application affine est une homothétie affine de rapport à e R\{0, 1} si et seulement sa partie linéaire est 
égale à aid. 


THÉORÈME 28.15 © Groupe des homothéties-translations 
1. Une homothétie affine f de rapport à e R\ {0,1} possède un unique point fixe Q € E (centre de l’homothétie) et 
VMEE, OQf(M)=a0M 


2. L'ensemble des homothéties-translations #7 (E) est un sous-groupe du groupe affine (& (E),o). 





Démonstration 


1. SoitAe E. Posons B= f (A) et considérons Q = A+ U où u €eE. On a la série d’équivalence : 


Q est un point fixe de f 
f(QO)=Q 
f(A+uw)=A+u 


B+au =A+ 0 


DID 


1 — 
Par suite, f admet un unique point fixe donné par Q = A+ EL 
-a 


2. Voir l’exercice 28.2 page 1114. 


28.24 Projections et symétries affines 


DÉFINITION 28.12 © Projection affine 
Soit 7 un sous-espace affine de E de direction F et G un supplémentaire de F dans E. Soit Me E. D’après la proposition 


28.6, il existe un unique point M’ € 7 n (M+G). On appelle projection affine sur parallèlement à G l’application 
p':E—-EquiàMEE associe le point M'ainsi construit. 
De plus, p est une application affine et son application linéaire associée est la projection de E sur F parallèlement à G. 





1106 


h(M) 


M 
| Q M h(M 
FIGURE 28.5 — Homothétie affine 


Démonstration  Montrons que p est une application affine. Soient M,N € E et soit M' = p(M) et N’ = p(N). Notons p la 
projection de E sur F parallèlement à G. On a: 





MN =MM'+M'N'+N'M=M'N'+MM'+N'M 
nr 
€F eG 


donc p (MN) = MM' = p (M) p (N) ce qui prouve le résultat. 


DÉFINITION 28.13 © Symétrie affine 
Soit 7 un sous-espace affine de E de direction F et G un supplémentaire de F dans E. Soit ME E et p la projection 
affine de E sur .7 parallèlement à G. Il existe un unique point M’EE tel que p (M) soit le milieu de [M,M']. On appelle 


symétrie affine par rapport à Z parallèlement à G l’application s:E— Equià ME E associe le point M’ ainsi construit. 
De plus, s est une isométrie affine et son application linéaire associée est la symétrie de E par rapport à F parallèlement 
à G. 





— 


Démonstration s est bien définie car M' est caractérisée par MM! = 2Mp (M). Montrons que s est affine : soient M,NEE et soit 
M'=s(M) et N=s(N). Notons $ la symétrie de E par rapport à F parallèlement à G. On a : 

















MN = Mp(M)+p(Mp(N)+p(NN 
= p(Mp(N)+Mp(M)+p (NN 
a 
€F eG 
donc 
5 (MN) =  -Mp(M)+p(M p(N)- p (NN 
=. M'p(M)+p(M)p{N) + p(N)N’ 
_ M'N' 
= s(MsN) 


ce qui prouve le résultat. 


28.2.5 Points fixes d’une homothétie affine 


LEMME 28.16 Points fixes d’une application affine 
Soit une application affine f :E— E. On note 


Fix(f) = (ME E| f(M) = M} 


l’ensemble des points fixes de f. Alors lorsque Fix(f) n’est pas vide, c’est un sous-espace affine de E de direction 
Ker(L — id). 





Démonstration Soit Q € Fix(f). Posons F = {ou |ME Fix(f)}. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E. Nous aurons 
ainsi prouvé que Fix(f) = Q+F est un sous-espace affine de E. 


— F£Gcar0=Q0EF. 
— Soient af € R et soient ü, € F. Il existe alors M,N € Fix(f) tels que ü = OM et v = ON. Remarquons que L(ü) = 


L (on) =OM=7. De même : Ly (V)=v.Ona:au+$veF.En effet, posant P=Q+au +fv, 
f@P)=f(Q)+Lr(auù+pv)=Q+au+fpv=P 


donc œù +B% = OP avec P € Fix(f). 
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F est donc bien un sous-espace vectoriel de E. 


THÉORÈME 28.17 © Factorisation d’une application affine 


Soit une application affine f : E— E, et un point Q € E. Alors il existe une translation f et une application affine g tels 
que f = to g, avec Q qui est un point fixe de l’application affine g : g(Q) = Q. 





Démonstration Si f admet un point fixe alors f est la composée d’elle même par la translation de vecteur nul. Si f n’admet pas 
de point fixe alors en fixant A € E et posant B = f (A),ona:A£Betu=AB #0. La composée g = t_,0 f vérifie : 





tuof()=t-u(B)=B+BÂA=A 


donc elle admet un point fixe. g est de plus affine comme composée de fonction affine et on a : f = ty ° g comme voulue. 


28.3 Isométries affines 


28.3.1 Définitions et propriétés 


On considère un espace euclidien, muni d’un produit scalaire noté (.|.) et de la norme euclidienne associée notée ||.||. 
Etant donnés deux points (A, B) € E?, on définit la distance entre ces points par : 


d{A,B) = [AB 
DÉFINITION 28.14 © Isométrie affine 
Soit f:E-— E une application. On dit que c’est une isométrie affine lorsqu’elle conserve les distances : 


V(A,B)EE?, d(f(A), f(B))= d(A,B) 


THÉORÈME 28.18 © Caractérisation des isométries 


Une application f est une isométrie si et seulement si f est affine et sa partie linéaire L; est un endomorphisme 
orthogonal. 





Démonstration Fixons A€E. Pour tout MEE, on a : f(M)= f (A)+ Lf (av) où Lf est donnée par : Lf (A) = f (A) f (M). Du 
fait que f conserve les distances, on tire : 


lL (ml 17e ra5| -a(ra0.r 00) aan fi. 
Montrons que L est linéaire et qu’elle préserve le produit scalaire. 


D Soient ü, v €E. On peut supposer que ü = AM et Ÿ = AN avec M,NEE. On a donc : 





Ls (8) -Ls (5) = FA FM - FA FN) = FIN FM) 


Utilisant l'égalité de polarisation 27.1 : 
>  — l — 112 — 112 4 — 112 
G15)= (AS È I -À), 


on obtient : 





LœouG) = (Lo f4ALOf L©-20f) 
= (4rI-[FNrail) 
= j(I7I-[i) 
= L(sI5I-15-5D 
= 








Donc L préserve le produit scalaire. 


2 Soite=(e1,…., en) une base orthogonale dE et soit ü € E. Comme L préserve le produit scalaire, la famille [Ls (e x) a 
=1,.,n 
est encore orthogonale en vertu de la proposition 27.6. Soit : v = DE Ve avec pour tout ke [1,n], ax = (D lex). 


Comme la famille [L f (Gi) est une famille orthogonale : 


| 
DAS 
= 
= 
De” 
& 
rs 
= 
# 
® 
æ 
Er 
TT 
= 
ES 
® 
æ 
T 


Lr(v) = 


Cou 
Il 
en 


Il 
beË 


(ul ex)Lr(ex) 


Cou 
Il 
en 


= 
En 
Q 
© 


On a ainsi montré que : 
L _ 72 — 
Lf Y'arek = ÿ aLr(ex) 
k=1 k=1 
On en déduit facilement que L; est linéaire. 


3 En résumé f est une application affine et sa partie linéaire L; est un automorphisme orthogonal. 


28.3.2 Projections et symétries orthogonales, réflexions 


DÉFINITION 28.15 © Projection, symétrie affine orthogonale, Réflexion 
Soit 7 un sous-espace affine de E de direction F et G un supplémentaire de F dans E. Soit p et s la projection et la 
symétrie affine de E sur Æ parallèlement à G. Si G est le supplémentaire orthogonal de F dans E, on dit que : 


— pest la projection affine orthogonale sur 7 

— sest la symétrie affine orthogonale par rapport à 7. 

Si de plus, .7 est un hyperplan affine de E (c’est-à-dire une droite dans le plan ou plan dans l’espace) alors on appelle 
réflexion la symétrie affine orthogonale par rapport à 7. 





PROPOSITION 28.19 
Une symétrie affine est une isométrie si et seulement si elle est orthogonale. 


Démonstration Supposons que s est la symétrie affine par rapport à F de direction F parallèlement à G (E =F@G). On a la série 
d’équivalence : 


s est une isométrie 
— L'application linéaire associée à s : L; est orthogonale 
<—  FetG sont supplémentaires orthogonaux 


—  sest une symétrie orthogonale 


| Remarque 28.8 On en déduit que les réflexions sont des isométries. 


DÉFINITION 28.16 © Hyperplan médiateur d’un segment 
Soient À,B € E deux points distincts de E. L’ensemble : 


A ={MEE | d(M,A) = d(M,B)} 


est un hyperplan affine de E appelée hyperplan médiateur du segment [A,B]. 
De plus, 7 est orthogonal à [A, B] et passe par le milieu I de [A, B]. 





—L 
Démonstration Il est clair que 1e .#°. Notons H= VectAB .H est clairement un hyperplan de E. Montrons que #7 = 1+H ce 
qui prouvera la proposition. 
Pour tout MEE, on a: 


(af [ms 0 
= (MÈ-MÉIMA + MÉ) 0 
— (AB 12Mi + TÀ +18) = 0 
— (AB 1m) =0 


Donc : 
SiMeI+H alors M € H et [AB | IM) = 0 donc : d (M,A) = d (M,B) etMeX. 


SiMeH alors (ABIM)=0 eM=1+Me1+H. 


PROPOSITION 28.20 





Etant donnés deux points A,BEE distincts ; il existe une unique réflexion s telle que s(A) = B et s(B) = A. 


Démonstration Soit X#° l’hyperplan médiateur du segment [A, B]. La réflexion associée r échange A et B. Supposons que r” soit 

une autre réflexion qui échange À et B. Notons #°' son hyperplan. Alors #°' est orthogonal à AB. Par unicité du supplémentaire 
—)\L 

orthogonal, la direction de #°' est H = Vect{Aë) . De plus, le milieu I de [A,B] e #'. Donc #°! =1+H=.#. On en déduit que 


FT 
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DÉFINITION 28.17 © Déplacement 
On dit qu’une isométrie affine est un déplacement lorsque sa partie linéaire est une isométrie vectorielle directe : 





Lre SO(E). 


28.3.3 Déplacements du plan 


DÉFINITION 28.18 © Rotation affine dans l’espace 
On appelle rotation tout déplacement de l’espace admettant au moins un point fixe. 


THÉORÈME 28.21 © Classification des déplacements du plan 
Soit f : E> — E> un déplacement, alors 


1. SiLr=id, f n’admet aucun point fixe et f est une translation ; 


2. SiL #id, f admet un et un seul point fixe Q € E, et f est une rotation : 
- L est une rotation vectorielle ro. 


+ VMEE», f(M)=Q+ro(OM) 





Démonstration Les translations et les rotations affines sont des déplacement du plan. Réciproquement, si f est un déplacement 
du plan, par application du théorème ??, L- est une rotation vectorielle du plan d’angle 8 € R. Si 6 =0 [2x] alors L=id et 
en appliquant le théorème 28.17, f est une translation. Sinon, alors montrons que f admet un point fixe. En fixant un repère 
orthonormal direct dans le plan (O, i, j) et en notant dans ce repère : 
+ (x, y) les coordonnées de M € E> 
+ (x',y/) celles de f (M) 
+ _(a,f) celles de f (0) 
on a: 

x\_fal fcos8 -sin8\fx 

GIE (6) (ine co ]L) 
M est un point fixe de f si et seulement si f (M) = M c’est-à-dire si et seulement si, utilisant la relation matricielle précédente : 


(1—-cos8)x+sin0y =@ 
—sin6x+(1-cos6)y =$6 
mais 
1-cos6 sin6 


—sin6 1-cos6 Ru Le 








car 0 Z O[2x]. Le système précédent admet donc une et une seule solution et f admet alors bien un point fixe noté A. f est donc de 
la forme : VMEE, f(M)=A+rg (AM) et c’est bien une rotation du plan. 


COROLLAIRE 28.22 © Description des rotations affines dans le plan 
f est une rotation affine du plan E si et seulement si : 


1 f admet un point fixe Q € E>. 
2 Ly= re où ro est la rotation vectorielle d’angle 8€R. 


Autrement dit, pour tout ME E : 


FM) =0+ r0 (OM) 





28.34 Déplacements de l’espace 


DÉFINITION 28.19 © Rotation affine dans l’espace 
On appelle rotation tout déplacement de l’espace admettant au moins un point fixe. 


PROPOSITION 28.23 © Description des rotations affines dans l’espace 
Soit f : E3 — E3 une rotation différente de l’identité. Alors : 


LF = rg où rg est une rotation vectorielle de l’espace d’angle 8€ R et d’axe D. 


D = Fix(f) est une droite affine de direction notée D. 


Soit .# un plan affine de direction H = D. D’après la proposition 28.6, .#° n % est un singleton. Notons Q son 
élément. Alors : 4 est stable par f et fi; est une rotation affine du plan 4 de centre Q. 
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Démonstration 
D Notons À un point fixe de f. f étant un déplacement de l’espace, pour tout M EE, on peut écrire : 


fM)=A+L; (OM) 


avec Lf € O3(R). Par application du théorème 27.36, il existe un axe vectoriel D de l’espace tel que L f est une rotation 
vectorielle d’axe D d'angle 8€R. Cet axe D est formé de vecteurs invariants pour L. 


2 Plus précisément, si f # id, on a : D =Ker(L; — id). D'après la proposition 28.16, Fix(f) est un sous-espace affine de E de 
direction Ker(L — id), il vient alors Fix(f) =A+D = 2. 


3 Soit ü un vecteur unitaire engendrant D. Les points de .# sont caractérisées par : 
Me# [oi %)=0. 


On vérifie alors facilement que f(#°) € # : Soit Me #°. On a donc : (QM| à) = 0. Mais 





(ef) = (fofwia) 


(L(8M) 11; (5) 
OM ü) 
= 0 


car Lf€e Es. Donc f (Me. # et 3 est stable par f. 


Il est clair que, f étant une isométrie de Es, f| 37 est une isométrie de #7. Montrons qu’elle est directe. Soit ü € D un vecteur 
unitaire orientant D. Ce vecteur étant normal à ## il oriente ce plan. Complétons le vecteur w en une base orthonormale 
directe (ü, v,w) de E3 en sorte que (V,w) forme une base orthonormale directe de .. la matrice de L f dans cette base 


1 0 , L ; 
est de la forme : R= Û s] et où S est la matrice de Lf er On a donc, f préservant l'orientation : 1 = detR = detS et f, 


est une isométrie directe du plan .D’après le théorème 28.21, on en déduit que : f,;7 est une rotation affine du plan 
de centre Q. 


LEMME 28.24 © 


Soit f une rotation d’axe de direction D et soit w € DL alors #:; 0 f est encore une rotation d’axe Ÿ de direction D. 





Démonstration Il suffit pour prouver le lemme de montrer que t:; o f admet au moins un point fixe. Considérons #7 un plan 
affine de direction H = D. Comme dit dans la proposition 28.23, si Q est le point d’intersection de # et 9, f ; est une rotation 
affine du plan .#° de centre Q. Comme w e D', on vérifie facilement que t3 ° fix est une isométrie directe de 7 et que ce n’est 
pas une translation de #7. D’après le théorème de classification des déplacements 28.21 du plan, on en déduit que to fix est une 
rotation affine du plan € et donc qu’elle admet un point fixe dans #7. Ce point fixe est aussi un point fixe de to f ce qui prouve 
le résultat. 


f(M) 


&l 


r(M) 


®] 
FIGURE 28.6 — Vissage 


DÉFINITION 28.20 © Vissage 
Soit f : Es — E3 une application affine, Z une droite affine de E3 de direction D , ER et ue D un vecteur de D. On dit 


que f est un vissage d’axe %, d’angle 6 et de vecteur w si et seulement si f est la composée de la translation de vecteur 
u et de la rotation affine d’axe % et d’angle 6. 
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Remarque 28.9 On détermine l’axe 2 d’un vissage f par la condition : 


D={MEE|Mf(M) ED} 


THÉORÈME 28.25 © Classification des déplacements de l’espace 
Soit f : R° — R° un déplacement de l’espace E3. On note Fix(f) l’ensemble des points invariants par f : 


Fix(f) = {ME Es | f(M) = M} 


1. LF=id : f est une translation; 


2. L £id, alors L est une rotation vectorielle d’axe D = Vect(d) et d’angle 6; 


(a) Si Fix(f) À © alors Fix(f) est une droite affine ® de direction la droite vectorielle D. On dit que f est une 
rotation affine d’axe et d’angle 0, 


(b) Si Fix(f) = ©, alors f est la composée d’une rotation d’axe Z (droite de direction D) et d’une translation 
de vecteur 4 € D. On dit que f est un vissage d’axe ®, d’angle 8 et de vecteur u. 





Démonstration Les translations, les rotations et les vissages sont des déplacements du plan. Réciproquement, supposons que 

f est un déplacement du plan, et montrons que f est une de ces 3 application. Si f admet un point fixe alors f est une rotation. 

Sinon, si f n’admet pas de point fixe, alors d’après le théorème de factorisation d’une application affine 28.17, il existe ü € E tel 

que g = ft; 0 f soit une application affine avec au moins un point fixe. Si Lg = id est alors f est la translation de vecteur 4. Sinon, g 

est, par définition, une rotation. Notons Ÿ son axe, D Ia direction de 2 et H Ie supplémentaire orthogonal de D dans E. Il y a deux 

possibilités : 

e Soit dans quel cas f = t_-; og est un vissage d’axe Ÿ. 

. Soit[ ü #D | et ü = u] + uw e DeTH. Il vient f = Lolo mais d’après le lemme 28.24, Lx °8 est une rotation d’axe 
Q' de direction D car u> e H= DL. Comme ui ED, f = Lol n°8 estune rotation si uj = 0 et un vissage sinon, dans les 
deux cas d’axe 9. 


28.4 Similitudes 


DÉFINITION 28.21 © Similitude 
On appelle similitude une application f : E- E telle que V(A,B) € E?, d(f (A), f(B)) = kd(A,B) où ke R*. Le réel k 
s’appelle le rapport de la similitude. 





| Remarque 28.10 Une homothétie affine est une similitude, une isométrie affine est une similitude de rapport 1. 


Remarque 28.11 On montre que f est une similitude de rapport & si et seulement si f est une application affine de 
partie linéaire L vérifiant : 
VxeE, ILf(x) = KI x 


c’est-à-dire que LF= ku avec u E O(E). 


DÉFINITION 28.22 © Similitude directe 
On dit qu’une similitude f est directe (resp. indirecte) si det(L p)>0 (resp. det(L p}< 0). L’ensemble des similitudes 
directes forme un sous-groupe du groupe des similitudes. 


THÉORÈME 28.27 © Propriétés des similitudes directes 
Soit une similitude directe du plan &2. Alors : 


1. f conserve les angles orientés : Pour trois points (A,B,C) de &> avec À £ B, À Z C, l’angle 
£(f A) f(B), f (A) f(C)) = £(AB, AC). 
2. f multiplie les aires par k? : Si (ABCD) est un parallélogramme, Z(f (A) f (B) f(C) f (D)) = k2.4 (ABCD). 
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f(C) f(B) fOD) 


8 f(B) 
C C D f(C 
TT 4 
f(A 
A B A B 
(a) Conservation des angles (b) Multiplication des aires par K2 


FIGURE 28.7 — Similitudes directes 


THÉORÈME 28.28 © Classification des similitudes directes du plan 
Soit une similitude directe du plan &2 de rapport k. 


1. Si k= 1, alors f est une isométrie affine (translation ou rotation). 


2. Si kZ 1, f possède un unique point fixe Q et il existe une rotation affine ro,6 de centre Q, d’angle 8 et une 
homothétie affine de centre Q et de rapport k telles que 


f = ho,k° ras = ras 0 ho, 


PROPOSITION 28.29 Représentation complexe d’une similitude directe 
En identifiant le plan avec C, une similitude directe de rapport k et d’angle 6 correspond à une application : 


ie — € 


Z — az+b 


où a= ke? et beC. 


COROLLAIRE 28.30 
Étant donnés deux segments du plan, [AB] et [C, D|, il existe une unique similitude directe f telle que f(A) = C et 
f(B)=D. 
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28.5 Exercices 


28.5.1 Sous-espaces affines 


Exercice 28.1 
On considère une partie non vide F d’un espace affine de dimension finie &. Montrer que F est un sous-espace affine 
de & si et seulement si pour tous points distincts À,B e &, la droite (AB) est incluse dans F. 


Solution : 

Supposons que F est un sous-espace affine de & de direction F. Soient À,B deux points distincts de Æ et M un 
point de (AB). Alors il existe «à e K tel que AM = aAB. Mais alors M = A + aAB eF car AB €eF. Donc (AB) c&. 

Supposons que pour tout couple (A,B) de points distincts de #, on a (AB) c &. Montrons que F est un sous-espace 


affine de &. SoitAe F etF= {am 1Me g}. Il faut montrer que F est un sous-espace vectoriel de &. Soient u = AM, 


TV = AN eFetaeR.SoitPe& tel que P = A+ au. Alors P est élément de la droite (AM) et comme cette droite est 
incluse dans F, Pe F. Donc au €F. Soit Q € & tel que Q = A+ u + v. On sait queMNEÆ donc (MN)CF et 
plus particulièrement, le milieu I de [MN] est élément de F. Mais comme AMQN est un parallélogramme, I est aussi 
le milieu de [AQ] Donc Q € (AD et on a bien Q e & ce qui prouve que u+verF. Alors F est bien un sous-espace 
vectoriel de E et F est un sous-espace affine de &. 





28.5.2 Applications affines 


Exercice 28.2 © 
On considère un espace affine &. Soit h une homothétie de centre Q et de rapport à # 0,1. Soit t la translation de 
vecteur u. Déterminer la nature des applications tohet hot. 


Solution : 

— Onnotewy=toh. Alors pour tout Me &, w(M) = Q+ KQOM + %. Cherchons les points fixes de y. On a w(M)=M si 
et seulement si OM = Hu. Notons alors w le point de & vérifiant Qw = Hu. C’est l’unique point fixe de y. De 
plus, la partie linéaire de w est donnée pour tout * € E par Y (X) = K%. Donc y est l’homothétie de centre w et de 
rapport k. 

— On co: NUE maintenant @ = to h. Pour tout Me &, (M) = Q+ KOM + kü. M est un Don fixe de si et seulement 
si QM = Le ü. Notons w le point de & ainsi défini. La partie linéaire de @ est @ donnée pour tout * € E par 
p(x)= Es x. On reconnaît que Y est l’homothétie de centre w et de rapport k. 





Exercice 28.3 Q 


1. Soient À, B et C trois points alignés (C Z À) du plan affine. Soit w un vecteur non nul de la droite qu’ils 
définissent. Il existe ae R tel que AB = at. Le réel à est appelé mesure algébrique et est noté AB. Il dépend 
évidemment du choix de w. Montrer que ce n’est pas le cas du rapport AB/AC. 





2. Soient d, d’,d” trois droites paralèles du plan affine ( d # d') et 1,22 deux droites du plan affine non parallèles 
à d. Pour i = 1,2, on pose A; = D;nd, A, =3;nd', AS =3;nd". 
(a) Démontrer le théorème de Thalès : 
A1A1 : A2AS 
AA AA 
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(b) Démontrer la réciproque du théorème de Thalès : SiBe 2 vérifie 
A1B de A2AS 
AA! AA, 











alors B € d" (et B= A"). 


Solution : 

1. Soit u' un autre vecteur directeur de la droite définie par les trois points. Il existe a,o/,6,B' € R tels que AB= 
au =œ'u'et AC=fu =f'u/. Comme u et v sont non nuls et colinéaires, il existe y € R* tel que u'= Yu. 
Alors «y = à et f/y = f. Il s’ensuit que «'/$/ = «/6 et on a prouvé que le rapport AB/AC est indépendant du choix 
de ü. 

2. (a) On considère p la projection sur 22 parallèlement à d. On note P la la projection vectorielle associée. On 

sait que comme A1, A et AT sont alignés, il existe a € R tel que AA = = «AA. De plus, à = AsAŸ/ AA 
AA 20 car d Z d'). Mais comme d, d' et d” sont parallèles, p (A1) = A2, p (A’) = A; et p(A*) = A5. De 
plus 


— 


A2AÏ = P (A AÏ) = ap (AA!) = aA2A!, 


et on a aussi à = A2A° /A2A°, ce qui prouve le théorème de Thalès. 


… A1B  A2A ; 
(b) Supposons que B € 3, vérifie = alors avec les notations précédentes 
A1A, AA, 


——> AB — 1 A2AD — n 
A1B=——AiA; = A1A; = 
A1A! AA, 





Exercice 28.4 M 


1. Prouver que la composée de deux homothéties de centres respectifs A1 et A2 (A1 À À ) et de rapports k1 et k2 
est une homothétie de rapport k: k et de centre aligné avec A1 et A». 


2. En déduire le théorème de Menelaüs : Soient ABC un triangle et A’, B', C’ trois points du plan tels que A’ € (BC), 
B'€ (AC) et C' € (AB). Alors A', B' et C' sont alignés si et seulement si ils vérifient 


Solution : 
1. Soit M un point du plan. Alors M’ = h1 (M) = A1 + k1A1M et 


ho h1 (M) = (M) = À) + Kk>A2M' = A) + ko (aa + AIM!) = À) + k2A2A1 + k1k2A1M 


et on reconnaît que ho 2 est l’homothétie de centre A2 + k2A2A1 et de rapport k1 k2. Il est clair que A2 + k2A2A1 

est un point de (AA). _ 

On suppose que À’, B' et C' sont alignés. On considère l’homothétie h1 de centre A’ et de rapport A'B/A'C, 
l’homothétie h; de centre B' et de rapport B'C/B'A et l’homothétie h3 de centre C’ et de rapport C'AIC'B. Alors 
h1 (C) =B, 2 (A) =C et h3 (B) = A donc si h = h30o ho h2, h(A) = A. De plus, d’après la première question, 
h3 0 h\ est une homothétie de centre Q sur la droite (A'C’) et donc h est aussi une homothétie de centre sur la 
droite (QB'). Comme A, B',C' sont alignés, ce centre est sur ur (B'C C ne Donc il ne peut être égale à À. On en déduit 
que h = id. Le rapport de h est donc 1. Mais il vaut aussi LE. Êc. ci d’où l’égalité. 

Réciproquement, on considère les mêmes trois homothéties de la question précédentes. Comme 
Dis = 1, on a à nouveau h = id. Donc h1 © h2 = ho Mais hL est l’homothétie de centre C’ et de 
rapport C'B/C'A et le centre de l’homothétie h1 ° h2 est sur la droite (A'B!). On en déduit que les points A’, B! 
et C' sont alignés. 
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Exercice 28.5 O 
Soit D et D’ deux doites sécantes en O. Soit À et B deux points fixés sur D. On considère M et N sur D’ tels que (AM) 
et (BN) sont parallèles. (BM) et (PN) sont parallèles. 
Démontrer que le point P reste fixe lorsque M se déplace sur la droite D (pivée de O). 


Solution : C’est un exercice emprunté à un manuel de seconde. Il peut se traiter avec le théorème de Thalès. 


Or, avec notre nouveau vocabulaire, le théorème de Thalès s’énonce : Les projections sont des applications affines. 

On considère donc pu la projection sur D’ parallèlement à (AM) et ps la projection sur D' parallèlement à (BM). pg° pm 
est une application affine qui laisse la droite D invariante. Donc la (double) restriction fu de ps ° pu à D est affine. On 
a fu (A) =B et fu(O) = O. Donc toutes les fu sont égales sur un repère affine de D, donc elles sont toutes égales entre 
elles et donc fu(B) = P quelle que soit la position de M, ce qu'il fallait démontrer. 





Exercice 28.6 © 
Soit ABC un triangle. On choisit un point M; appartenant à [AB]. 
- La parallèle à [AC] passant par Mo coupe [BC] en M1. 
- La parallèle à [AB] passant par M1 coupe [AC] en M2. 
- La parallèle à [BC] passant par M2 coupe [AB] en M3. 
- La parallèle à [AC] passant par M3 coupe [BC] en M4. 
- La parallèle à [AB] passant par M, coupe [AC] en M5. 
- La parallèle à [BC] passant par M; coupe [AB] en M6. 


Démontrer que Mo = M6. Démontrer que les triangles M\M3M5 et MM4M6 ont la même aire. 


Solution : 


C 


J 


On peut démontrer que Mo = M6 en utilisant la propriété de Thalès. Il est plus confortable de remarquer que l’application 
M; — M, par une projection oblique, donc affine : par composition, l'application Mo — M est une transformation 
affine de la droite (AB). On vérifie facilement que les points A et B sont invariants, donc Mo — M est l’identité. 

Il est simple de démontrer que les triangles M\M3M5 et MM4M6 ont la même aire dans le cas où AoBoC est un triangle 
isocèle rectangle en As. Il suffit de regarder la symétrie orthogonale par rapport à la médiatrice de [BC]. Maintenant il 
existe une (unique) transformation affine qui tansforme le repère affine (Ao, Bo, Co) en (A,B,C). Cette transformation 
multiplie les aires par un facteur constant : la valeur absolue du déterminant de l’application vectorielle associée. C’est 
le jacobien. Donc en fin de compte, les aires sont égales. 
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Exercice 28.7 © 
On considère une application affine f : & — & telle qu’il existe n € N* pour lequel f" = id. Montrer que f admet un 
point fixe. 


Solution : Soit Ae &. Notons G l’isobarycentre des points A, f (A), …, f"-! (A). Alors f (G) est l’isobarycentre des 


points f (A), f? (A), …, f" (A) = A et donc f (G) = G. 





Exercice 28.8  ©O© 
Soit f :& — & une application affine. Montrer que : 


1. f est une projection si et seulement si fo f = f. 


2. f est une symétrie si et seulement si f o f = id. 


Solution : 
1. On note F l'application linéaire associée à f, F la direction de ImF et G= Ker f. 


Si f est une projection affine alors F est une projection vectorielle sur F parallèlement à G. Soient A € F 
(donc A = f(A))et Me & alors 


Af? (M) = f (A) F2 (M = f [AF (M)) = Af M) 


car Af(M)eF et donc f? (M) = f (M). On a montré que f? = f. 
Réciproquement, on suppose que f? = f. Montrons que f est la projection sur F parallèlement à G. Soit 
ueE,Ae&etM=A+u. Alors 


Fi) = f2{aN) = PAM = FA FM = f (AM) =  (ü) 


et donc F2 = f ce qui permet d’affirmer que F est un projecteur et que E = F@G. Comme f? (A) = f (A), f (A) 
est un point fixe de f. Mais si F = f(A)+F alors f prend la même valeur en f(A) et à la même application 
linéaire associée que la projection affine sur F parallèlement à G. Donc f est la projection affine sur F 
parallèlement à G. 
2. On note F l'application linéaire associée à f, F la direction de Im f et G= Ker f. 
On suppose que f est une symétrie affine alors f est une symétrie vectorielle. Soit Ag € & et À le milieu de 


[Aof (Ao)]. Alors f (A) = A et pour tout Me & 
f? M) = s(sta)+ f (A) = s{a+ f (AM) =A+ f?2 (am) =A+AM=M 


donc id. 
Si f? = id, on vérifie que f o f = id. En effet, si A,B € & alors 


B=f2(B)= f(fA)+ f (AB))= f'ta)+ F2{AB) = A+ f?{A5) 


et f? (A6) = AB donc F2 = idg. Posons F = Ker (f — ide) et G = Ker (f +ide). On sait donc que ces deux 
sous-espaces sont supplémentaires dans E. Soient À e & et I le milieu de [A f(A)]. Comme fe (A) = À, f (D est le 
milieu de [f (A) f? (A)] = [A f (A)] donc f(D =I et I est un point fixe de f. Posons alors F =1+EF. Alors f est la 
symétrie par rapport à F parallèlement à G car elle prend la même valeur en I et admet la même partie linéaire. 





Exercice 28.9 © 
Reconnaître les applications suivantes : 
RS — R 
L fi (x,y,z) — (-x+2y-2z-2,-3y+2z+6,-4y+32+6) 





RS — R 
7 fi (xy,z) — (37 3z+4,-6x+9y-3z+4,-6x+3y+32+4) 
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7 —2 

. f est de la forme AX+Y avec A=| 0 —-3 2 |et Y =] 6 | donc c’est bien une application affine. On 
0 —4 3 6 

résout l'équation f1(x, y,z) = (x, y,z) pour trouver l’ensemble des points fixes de f\. Cet ensemble est donné 


X—y+z =-1 _ 
par le système 2 . On reconnaît la droite 2 passant par À (2, 1,-1) et dirigée par ü = (1,-1,—2). 


—2y+z —=-3 


Comme A? = I:, f est une symétrie parallèlement à G = Ker (f + id). Ce plan est engendré par les vecteurs (1,0, 0) 


et (0,1,1) et admet donc comme équation cartésienne : y— z = 0. En conclusion, fi est la symétrie par rapport à la 
droite 2 et parallèlement à G. 
SI 2, 2 l 
. f2 est de la forme AX + Y avec A = à 0 -3 2|etY=- £ 1| donc c’est bien une application affine. On 
0 —4 3 l 
résout l'équation f2(x, y, z) = (x, y,z) pour trouver l’ensemble des points fixes de f et on trouve le plan affine 
F d’équation 6x-—3y+3z-—4 = 0. Comme A? = À, f 2 est une projection vectorielle parallèlement à la direction 
G= Ker f 2 = Vect(1,1,1). En conclusion, f2 est la projection sur F parallèlement à G. 





Exercice 28.10 Q 
1 


Soit E = R? muni du repère canonique. Écrire l’expression analytique de la réflexion r échangeant les points A|2 et 
0 


Solution : r est une réflexion par rapport au plan @ passant par le milieu (1,3/2,1/2) de [AB] et de vecteur normal 
AB. Une équation cartésienne de ce plan est -y+z+1=0. Si M = (x, y,z) € R°, on note (x, y',z') les coordonnées de 
M'= r (M). Le milieu de [Mr(M)] est un point de P donc 

y+y  z+2! 


— + +1=0. 
2 2) 


Le vecteur Mr (M) est colinéaire au vecteur AB donc il existe ae R tel que 


et donc —(y'— y)+(z/- z) = 2x ce qui donne grâce à la première relation à = 1+ y— z. On reporte dans le système et 
on trouve une expression analytique de r : 





Exercice 28.11 ©O 
Déterminer l’expression analytique de la réflexion par rapport au plan 


P:x+y-z=1 

Solution : Soit r la réflexion par rapport au plan @. Si M = (x, y,z) € RŸ, on note (x/,y',z') les coordonnées de 
M'= r (M). Le milieu de [Mr(M)] est un point de P donc 

UN VO. 


+ =] 
2 2 2 


Un vecteur normal à est ü = (1,1,-1). Comme r est la symétrie par rapport à P selon ü, il existe a e R tel que 


— 


MM'=auetona 





ce qui donne (x — x)+(y'-— y)-(z!- 2) = 3x et en utilisant la première équation, il vient que «= 3/2(1-x-y+2). On 
en tire l’expression de r : 





CR — 


(3-x-3y+3z) 


! 


(3-3x- y+3z) 


DIMDIDIE- 


(-3+3x+3y—2) 





Exercice 28.12 O 
Déterminer l’expression analytique de la projection p sur le plan affine 


P:x+y+2z=-1 


parallèlement à la droite vectorielle D = Vect(ü) où u = (1,0,0). 


Solution : Soit M = (x, y,z) € R°, et (x, y’, z') les coordonnées de M' = p(M). CommeM'eP, x +y/+72+1=0et 
comme MM' e Vect{u), il existe ae R tel que 

x'-x = 

EN) 

z'—z =0 
et donc, en additionnant ces 3 égalités, (x'-— x) +(y'-— y) +(z!- z) = a, ce qui amène, compte tenu du fait que M'Ee P, 
a=-x-7y—2-1. On reporte dans le système et on trouve l'expression analytique de p : 


x! 


=—y—2z-1 
=} 
= Z 





28.5.3 Isométries affines 


Exercice 28.13 Q 
Reconnaître les applications 


R? — R 
1. fi: (xy) — ZE(+27-1-2r+ y +2 


R2 — R? 
RE … 


Solution : 


 - -1{l 2 720) le 
1. L'application fi est de la forme AX+B avec A= [!, 1 etB= 7 2 


On vérifie facilement que f. admet un unique point fixe Q(1/2,1/4+ 5/4). De plus, comme ‘A.A = A.'A=I3, À 


] donc c’est une application affine. 


est une matrice orthogonale directe et f est une rotation vectorielle d’angle — arctan2. Donc fi est la rotation de 
centre Q et d’angle — arcsin2/V5 [2x]. 

—) 
4 


plus, f\ admet un unique point fixe Q (6,2). Comme ‘A.A = A.'A = I, À est une matrice orthogonale directe et f 
est une rotation vectorielle d’angle — arctan2. Donc fi est la rotation de centre Q et d’angle arccos -2/5. 


à etB=4 [: donc c’est une application affine. De 


. L'application fi est de la forme AX +B avec À = 1 | 





Exercice 28.14 VO 
Reconnaître l’application affine f donnée par 


X |-z+1 
=| —Xx 
Z y—2 
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0 O0 —-1 l 
Solution : L'application f est bien affine car elle est de la forme AX+B avec A=|-1 0 O|etB=| 0 |. Quand 
0 1 0 2 
on recherche ses points fixes, on aboutit à un système incompatible donc f n’a pas de point fixe. Comme A'A ='AA=T; 
et que det (A) = 1, A e Of (R) et f est un déplacement de l’espace. Comme la partie linéaire de f n’est pas l’identité et 
que f n’a pas de point fixe, c’est un vissage. On cherche l’axe de la rotation vectorielle. Il faut résoudre AX = X et le 
sous-espace solution est Vect(d) ou à = 3 (—1, 1, L) est unitaire. Le vecteur £j = 32 (1, 1,0) est unitaire et orthogonale 
à d. Si 6 est l’angle de la rotation, on sait que 


Tr (A)-1 


056 = 
2 


sin0 = det{ei, f (&i), d) 


donc cos = -1/2 et sin0 = —-V3/2, c’est-à-dire 0 = -2x/3. On recherche maintenant l’axe À du vissage. On sait qu’il 
est dirigé par d. Un point M de l’espace est élément de A si et seulement si le vecteur M f (M) est colinéaire à d ce qui 
amène le système : 


_ 


On somme ces trois équations et on trouve À = —-1. On en déduit le vecteur w du vissage qui est — d ainsi qu’une 


ne tu DIRE in a. 
équation cartésienne de A 1 puis une équation paramétrée : 


y—2z =l 





Finalement, f = t3 0° rA,-2x/3. 


Exercice 28.15  ©Q 
Reconnaître l’application affine f donnée par 


X x—8y—-4z+2 
Y=-| -8x+y-42+2. 
Z —4x-4y+72+1 


1 —8 —-4 2) 
Solution : L’application f est bien affine car elle est de la forme AX +B avec À = à —8 1 —-4|etB= à 2 |. 
—4 —-4 7 l 
On remarque que A? = À. Pour rechercher les points fixes de f, on résout le système AX + B = X et l’ensemble solution 
admet comme équation 4x+4y-—2z- 1 = 0. On reconnaît l'équation d’un plan affine de vecteur normal n = (2,2, 1). 
Enfin, pour M = (x, y,z), on calcule le vecteur M f(M) = -1/9(4x+4y+22z-1) n. On reconnaît alors une réflexion de 
plan À. 





Exercice 28.16  ©Q 
Reconnaître l'application affine f donnée par 


x! 30 2x-2y+2+1) 
y! -3C 2x+y-—22+2) 
2! = 2y-2z+1) 


Du 
Solution : L’application f est bien affine car elle est de la forme AX +B avec A = 1 El 


1 
Comme A.'A= I; et que det (A) = 1, À est la matrice d’une rotation vectorielle d’angle 8. Comme ie 
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—1, l’angle de cette rotation est x [2x]. L’axe de la rotation est dirigée par un vecteur solution de AX = X, par exemple 


d = (1,-—2,1). On cherche les points fixes de f en résolvant le système AX+B = X et on s’aperçoit qu’il n’est pas 
compatible. Donc f n’a pas de point fixe et c’est un vissage de l’espace. Pour déterminer l’axe À de ce vissage, on 


cherche les point M = (x, y, z) € RS tels que Mf(M) est colinéaire à d. On considère un tel point M. Il existe a ER tel 
que 

—5x-2y+2z+1 = 3a 

—2x-2y-2z+2=-6& 

x—2y-5z+1 = 3a 
qu’on résout et on trouve que À admet comme équation cartésienne F . . et donc le vecteur du vissage est 


H=-1/9d. Finalement, f = t;or\x. 





Exercice 28.17 OC 


Reconnaître l’application affine f donnée par 


x! =2-2 
y =x+1 
z! =y+1 


0 1 —2 
0 O|etB=}| 1 |. Comme 
0 1 O0 1 


A.'A = I3 et que det(A) = 1, A est la matrice d’une rotation vectorielle f d’angle 6. La résolution du système AX = X 


0 
Solution : L'application f est bien affine car elle est de la forme AX+B avec A=|1 


permet de trouver le vecteur unitaire dä =-]1/V3(1,1,1 qui dirige l’axe de Fe Le vecteur Ej = 1V2(1,-1,0) est unitaire 
et orthogonal à d. Comme Tr (ei) =1/V2(0,1,-1), on trouve que 


_T(A)-1 


2 
sin0= der(®i, 7 (65), d)=- À 


os6 


donc6 = -2x/3 [2x]. On recherche maintenant les points fixes d f en résolvant AX+B = X et on trouve comme ensemble 
—Z =-l 
solution la droite À d’équation cartésienne l 5 L'application affine f est donc la rotation affine d’axe À et 
X—Z =- 
d’angle —-2x/3 : f =rA-2x/3. 





Exercice 28.18 OC 


Démontrer que si trois droites de l’espace admettent une perpendiculaire commune, alors la composée des trois demi- 
tours correspondants est un demi-tour. 


Étudier la réciproque. 


Solution : Supposons le problème résolu. On aurait 530 520 $1 = $ soit $20 $1 = 5305. On s’intéresse donc à la composée 
de deux demi-tours. C’est une isométrie directe donc un vissage, une rotation ou une translation. On prend D et D2 deux 
droites et on considère les demi-tours correspondants s1 et s2. Or deux droites de l’espace admettent une perpendiculaire 


commune (unique si les deux droites ne sont pas coplanaires). Une telle perpendiculaire commune coupe D en Hi et 


D> en H2. (H1Hb) est globalement invariante par 520 s1. Sa (double) restriction est la translation de vecteur 2H1H2. C’est 
le vecteur nul si D. et D2 sont sécantes. 
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En projetant sur un plan contenant les directions de D\ et D»: : 


On obtient une rotation d’angle 29 où 9 désigne l’angle entre D1 et D2. 

On trouve donc (avec les notations précédentes) 

e SiD1 et D: ne sont pas coplanaires : un vissage d’axe (H1H — 2), de vecteur 2HTEL et d’angle 2?. 

° Si D, et D2 sont sécantes : une rotation d’axe perpendiculaire à D et D, passant par leur point d’intersection et 
d’angle 2Ÿ. 

e SiD1 et D: sont parallèles : une translation de vecteur 2H1H. 

Maintenant, si D;,D>2 et D3 admettent une perpendiculaire commune À, cette perpendiculaire commune est globalement 

invariante par 53° 520 $1. Sa (double) restriction est la composée d’une translation et d’une symétrie, donc une symétrie. 

Soit A le centre de cette symétrie. Dans le plan passant par À et perpendiculaire à À, on a la composée d’une rotation et 

d’une symétrie orthogonale. C’est donc une symétrie orthogonale par rapport à une droite. Appelons-la D. 53 0 20 51 est 

donc le demi-tour autour de D. 

Réciproquement si s2051 = s3os, on a l'égalité de deux vissages/rotations en général. Comme il y a unicité de l’axe, et que 

cet axe est une perpendiculaire commune à D et D, d’une part et D3 et D d’autre part, cet axe est une perpendiculaire 

commune à D3, D: et Di. 

Reste le cas où l’on a une égalité entre deux translations, et là ça ne va plus. Si on prend 

+ D, parallèle à D2 

+ D3 parallèle à D 

+ d(D1, Do) = d(D3,D) 

- les plans engendrés par D; et D d’une part et D3 et D d’une part sont strictement parallèles. 

alors on à 529 51 = S30 $ (Ou S20 S1 = So 53) sans avoir de perpendiculaire commune à Di,D: et Ds. 

Donc en résumé, on a l’existence d’une perpendiculaire commune sauf dans le cas où les trois droites sont parallèles et 

non coplanaires. 





Exercice 28.19 
On considère T un tétraèdre régulier, c’est-à-dire quatre points (M;)1<;<4 d’un espace affine euclidien E de dimension 
3, vérifiant pour i £ j, M;Mj = a, a étant un réel positif fixé. 
On appelle 7 l’ensemble des isomorphismes affines f qui conservent T dans le sens suivant : f(T) =T. 


1. Démontrer que 7 est un sous groupe de Is(E). 
2 : ; ® : Ga — JT 
2. Démontrer que Vo € G4, 3! f € 7 telle que Vi e [1,4], fo (Mi) = Mo. Démontrer que . f est 
— fs 
un isomorphisme de groupes. 


3. Démontrer que tous les éléments de 7 sont des isométries affines. 
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4. Démontrer que 7 n Is*(E) est isomorphe au groupe A4. 


Solution : 


1. Il est clair que idg est un isomorphisme affine de E qui conserve T. La composée de deux isomorphismes affines 
de E qui conservent T est un isomorphisme affine de E et il conserve T. Soit f € 7. L’isomorphisme affine f est 
inversible et Fat) = Fa CE CEN =: 


. Existence et unicité : T est un repère affine de E et une application affine est entièrement déterminée par ses images 
des points d’un repère affine. De plus comme l’image par n’importe quel élément de 7 d’un repère affine est un 
repère affine, toute application affine qui conserve T est un isomorphisme affine. De ce fait, ® est une application. 


De plus ® est une surjection. En effet, si f € 7, alors la (double) restriction de f à T est une bijection de T et 
définit donc une permutation © sur les indices des points de T. 
Enfin ® est une injection. En effet deux applications affines qui coïncident sur un repère affine sont égales. 
Reste à voir que ® est un morphisme. On se donne © et t deux éléments de G4. Il s’agit de démontrer que 
D(o 0 +) = P(o)o D(T) c’est-à-dire que foor = fo ° fr. Or ces deux applications affines coïncident sur le repère 
affine T puisque foor (Mi) = fo © fr (Mi) = Moor(i- On a donc l’égalité sur E tout entier. 

. Jusqu'ici, on ne s'était pas servi du fait que T est un tétraèdre régulier. On n'avait simplement utilisé le fait que T 
est un repère affine. 
Si 6 est la transposition (i j) alors f, est la symétrie orthogonale par rapport au plan médiateur de M; et M;. 
Maintenant, les transpositions engendrent 64. Si © est le produit de transpositions 6 = t10...0 T4 alors, d’après 
la question précédente, fs = fr, °...° fr, est une isométrie affine comme produit d’isométries affines. 


. À nouveau, si © est une transposition, alors f, est une symétrie orthogonale par rapport à un plan, donc un 
anti-déplacement et l’application linéaire associée a pour déterminant —-1. Si © est le produit de transpositions 
o=T10...oty alors, la signature de o égale (1) alors que le déterminant de l'application linéaire associée à fs 
vaut aussi (-1)*. On a donc (o € A1) — (f5 € Is*(E)). 





28.6 Similitudes 


Exercice 28.20 © 
Soient À etB , À, B' quatre points du plan complexe tels que À Z B et À’ Z B'. Montrer qu’il existe une unique similitude 
directe s tel que s(A) = A’ et s(B) = B'. 


Solution : On considère la translation rt qui envoie À sur A et B sur un point B1, puis la rotation rx, de centre A’ et 


d’angle 0 = ET) qui envoie B; sur un point B2 de la droite (A'B') puis finalement l’homothétie hy K de centre A 


et de rapport k = A'B'/A'B> (bien défini car A'B> = A'B1 = AB z 0) qui envoie B sur B'. L'application s = ha gorarpo cn 


est une similitude directe comme composée de similitudes directes. De plus, on a bien s(A) = A’ et s(B) = B'. 

SiS est une autre similitude directe telle que S(A) = A’ et S(B) = B' alors so S-l est une similitude qui envoie À sur À et 
B sur B. Autrement dit, soS"! est une similitude qui possède deux points fixes, ce qui n’est possible que si soS-l = id 
et doncS = s. On prouve ainsi l’unicité de s. 





Exercice 28.21 Q 
On dit que deux triangles ABC et A'B'C' du plan euclidien sont semblables si leurs angles sont deux à deux égaux, 
c’est-à-dire si on a, quitte à échanger le nom des sommets, Â = Â!, B = B et C = C'!. Montrer l’équivalence des 
propriétés suivantes. 


1. Les triangles ABC et A'B'C’ sont semblables 
2. Les triangles ABC et A'B'C' ont leurs côtés proportionnels. 
3. Il existe une similitude directe qui envoie ABC sur A'B'C'. 


4. AB/A'B! = AC/A!C! et À = À. 


1. Remarquons qu'il suffit que deux couples angles soient égaux pour que ce soit le cas du troisième 
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1e Supposons que les triangles ABC et A'B!/C' sont semblables. Donc À = À’, B = B' et C = C'. En effec- 
tuant une translation suivi d’une rotation, on peut supposer que À = A’ et que B' € (AB). Comme ces deux trans- 


formations conservent (les longueurs et) les angles orientés, on a toujours (RE AG) = (ag. ac) donc C’ € (AC). 


De plus, comme (Ci cr ] = Ci cé). les droites (B'C’) et (BC) sont parallèles. Le théorème de Thalès permet 


alors d’écrire que AB'/AB = AC'/AC = B'C//BC et les triangles ABC et A'B'C' ont leurs côtés proportionnels. 


; Si les triangles ABC et A’B'C' ont leurs côtés proportionnels et que k = AB'/AB = AC'/AC = B'C'/BC 
alors par une homothétie de rapport k, on transforme le triangle ABC en un triangle ayant des côtés de même 
longueur que ceux de ABC ce qui n’affecte pas les angles orientés À’, B' et C’. On nomme encore A’B/C! le 
triangle obtenu. En utilisant les relations d’ AI Kashi (voir l’exercice 2.26 page 98), on montre que les cosinus de 
angles À! et À, B! et B, C' et C sont égaux. Comme la mesure principale de ces angles est élément de ]0,n{, on en 
déduit qu’ils sont égaux : À = À, B= B' et C =C. 

: On suppose que ABC et A'B'C' sont semblables. On sait alors que leurs côtés sont proportionnels 
(on suppose que k = A'B'/AB = A'C'/AC = B'C//BC) et que leurs angles sont deux à deux égaux. On considère 
la translation t qui envoie A sur A. On note t(B) = B1 et t(C) = C1. On considère ensuite la rotation r d’angle 


(AB. AË) et de centre À et on note B2 = r(B1) et C2 = r (C1). Par construction B2 € (A'B') et comme les triangles 


AB:1C1, AB2C> et A'B'C' ont des angles deux à deux égaux, on sait que C2 € (A'C'). Enfin, comme les translation 
et les rotations conservent les longueurs, on a k = A'B'/AB> = A'C'/AC> = B'C'/B2C>. On considère finalement 
l’homothétie h de rapport k et de centre A. Elle envoie alors B2 sur B' et C) sur C’. La composée ho r o t est une 
similitude directe qui envoie ABC sur A'B'C'. 


4. et Réciproquement, les similitudes conservent les angles et les rapports de longueur. 
x Comme 1. — 2. il est clair que 1. — 4. aussi. 


6. Supposons que k = AB/A'B' = AC/A!C' et À = À! alors grâce à la formule d’AI Kashi 
BC? = AB?+AC?+2ABACcosÂ et B'C/?= A'B°?+A'C'?+2A'B'A/C'cosÀ' 


donc BC? = k? (A’B°? + A'C°? +2A'B'A'C'cos À) = k?B/C/? et BC/B'C' = k. Donc les côtés de ABC et A'B!C' sont 
proportionnels. 





Exercice 28.22 O 





Dans le plan affine euclidien, on considère un triangle OAB direct et rectangle en O. Soit M est un point de la droite 2 
perpendiculaire en A à (AB). La perpendiculaire en O à (OM) coupe (AB) en M’. On note par J le milieu de [AB]. 
1. Soit s la similitude de centre O telle que s(A) = B. 
(a) Montrer que, pour tout point M de 3, s(M) = M’. 


(b) En déduire que, lorsque M décrit D, le triangle OMM' reste semblable? à un triangle fixe que l’on précis- 
era. 


2. On rappelle que des triangles sont semblables s’ils ont des côtés proportionnels 
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2. (a) Montrer que, pour tout point M de ®, le point 1 milieu de [MM] est l’image de M par une similitude S de 
centre O dont on précisera le rapport et l’angle. 
(b) Si H est le projeté orthogonal de O sur 2, déterminer S(H. 
(c) Déterminer le lieu géométrique du point 1 lorsque M décrit . 
3. Pour tout point M de 2 distinct de À, on désigne par P e point du plan tel que MAM'P est un rectangle. Déter- 
miner le lieu géometrique du point P lorsque M décrit 2 \ {A}. 


Indication 28.4 : On n'’hésitera pas à utiliser les résultats de l’exercice 28.21. 


Solution : 


1. (a) Comme ABC est rectangle en O, l’angle de la similitude s est x/2 et comme les similitudes directes préser- 
vent les angles, elle envoie une droite sur une droite perpendiculaire à la première. En particulier : 
— s envoie la droite (AM) sur la droite perpendiculaire à (AM) et passant par s(A) = B, donc s((AM)) = (AB). 
— s envoie la droite (OM) sur la droite perpendiculaire à (OM) et passant par s(O) = P donc s((OM)) = OM. 
Le point s(M) se trouve donc à l’intersection de (AB) et (OM) et il s’ensuit que M’ = s(M). 


SiaeR désigne le rapport de la similitude s alors on a OB/OA = a et comme M' = s(M), on a aussi que 
OM'/OM = a. De plus, MOÀ = AOM = x/2 [2x] donc en vertu du 4. de l’exercice 28.21, les triangles OAB 
et OMM' sont donc semblables. 


On sait que les triangles OAB et OMM' sont semblables donc. Soit $ la similitude telle que $(O) = O, 
$ (A) = M et $(B) = M’. Comme $([AB]) = [MM] et que les similitudes conservent les rapports de longueur, 
50) = I et les triangles OAJ et OMI sont aussi semblables, en conséquence de quoi les angles MOI et AO) 


sont égaux ainsi que les rapports OJ/OA et OI/OM. Donc la similitude S qui envoie A sur I envoie aussi M 
sur I. Le rapport de S est donc OJ/OA et d’angle AO). 


Si M = H est le projeté orthogonal de O sur 2, alors OMAM' est rectangle et ses diagonales se coupent en 
leurs milieux. Donc dans ceS(M) = I cas est le milieu K du segment [OA]. 


Si M décrit D alors I= S(M) € S(®). Mais comme S est une similitude D' = S(®) est une droite qui passe 
par S(A) = J car À € Q. De plus, 2' passe par s(H) le milieu K de [OA] et 2’ = (KJ). Cette droite passe par les 
milieux de deux côtés du triangle OAB, elle est donc parallèle au troisième (OB). On en déduit que 2’ est la 
médiatrice de [OA]. 


3. On remarque que AP = 2AÏ donc si h est l'homothétie de rapport 2 et de centre À alors P = hoS(M). Comme hoS 
est une similitude, elle envoie la droite 2 sur une droite 2". Mais hoS(A) =B et hoS(H) = O donc 2" = (OB) et 
P décrit (OB) \ {B} 





Exercice 28.23 
On considère un carré ABCD direct. Soient M un point de (BC) et M' le point d’intersection de la droite (CD) et de la 
perpendiculaire menée de A à la droite (AM). Déterminer le lieu géométrique du milieu I de [MM]. 


Solution: Soit r la rotation de cente A et d’angle x/2. On vérifie que r ((AM)) = (AM’), que r(B) = D et que r((BC)) = 
(CD). Comme M est le point d’intersection des droites (AM) et (BC) et que M' est celui d’intersection des droites 
((AM’) et (CD), on sait que M’ = r(M) et AM'M est rectangle isocèle en A et direct. Si I est le milieu de [MM] alors 


AM,AI = x/4 [2x] et AI = V2/2AM. Donc I est l’image de M par la similitude directe s de centre À, de rapport V2/2 


et d’angle x/4. Le lieu de T est alors l’image de la droite (BC) par cette similitude, c’est-à-dire la droite (BD). 
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Techniques de démonstration 


Bien sûr que ma moustache est vraie ! 
Elle appartient même à mon frère Zeppo. 
Groucho Marx 


A.1 Logique des propositions 


Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques notions de logique qui permettent de mieux comprendre ce qu’est une 
démonstration mathématique. Vous pouvez laisser de côté l’aspect formel et retenir uniquement quelques idées, en parti- 
culier concernant l’implication. 

On considère une collection de variables propositionnelles Ÿ, et on définit de façon inductive les propositions logiques à 
partir de ces variables. 


1. Si xe Ÿ est une variable propositionnelle, P = x est une proposition logique. 


2. Étant données deux propositions P, Q déjà construites, on définit de nouvelles propositions à l’aide de connecteurs 
logiques : 


(a) —P (lire non P) est une nouvelle proposition, 

(b) PAQ (lire P et Q) est une nouvelle proposition, 

(c) PVQ (lire P ou Q) est une nouvelle proposition, 

(d) P — Q (lire P implique Q) est une nouvelle proposition, 


(e) PQ (lire P équivaut Q) est une nouvelle proposition. 


Par exemple, à partir de deux variables propositionnelles x et y, on peut construire les propositions logiques suivantes : 
Pi=xVy, P=(XV y) —= x, P3=(xV Y'A((XV y) — x)... 

Dans la pratique, une variable propositionnelle représente un énoncé qui peut être vrai ou faux. Voici des exemples de 
variables : 

— x:«mon chien est blanc», 

— y: «toute fonction dérivable est continue » , 

— Z:«il n’existe pas d’entier naturel supérieur à tous les autres entiers » ; 

En mathématiques, on s’intéresse surtout aux relations existantes entre les énoncés. Par exemple si f est une fonction 
définie sur [a, b], on peut considérer les variables propositionnelles suivantes : 

— x:<«la fonction f est continue sur [a, b] » 

— y:«f(a)<0», 

— Z:«f(b)>0», 

— t:<«ilexiste ce [a, b] tel que f(c) =0». 

Chaque variable peut prendre la valeur logique V (pour vrai) ou F (pour faux). Par exemple, il existe des fonctions qui 
ne sont pas continues, donc x peut prendre la valeur V ou F, il en est de même pour y, z et f. Nous pouvons construire 
à partir de ces variables une proposition logique P = (xA yAz) — f et citer le théorème des valeurs intermédiaires en 
affirmant que la proposition P est vraie. 

Formellement, on définit un environnement comme une application © : Ÿ — {V,F} qui assigne une valeur V (vrai) ou F 
(faux) à chaque variable propositionnelle et on définit de façon inductive l’évaluation VS (P) d’une proposition P dans 
l’environnement © de la façon suivante. 


1. Si P = x est une variable, la valeur de vérité de la proposition P est la même que celle de la variable : VÇ(P) = o(x). 
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2. Si P = -P où P est une proposition, VQ(P) = V lorsque V;(P) = F et Vo (P) = F lorsque VS (Q) = V. On résume cette 
règle dans une fable de vérité : 


3. SiP=PA Q où P et Q sont deux propositions, Vs (P)=Vv uniquement lorsque V&(P) = V et VS (P) = V. Il y a quatre 
possibilités pour Vé(P) et VS (Q) que l’on résume dans une fable de vérité : 





5. SSP=P — Q, 





6. SP=P=Q, 





On dit que deux propositions P et Q sont logiquement équivalentes et on note P = Q, lorsque pour tout environnement o, 
VS (P) = Vo(Q). En d’autres termes, deux propositions sont logiquement équivalentes si, quelles que soient les valeurs de 
vérité affectées aux variables, les deux propositions s’évaluent de la même manière. Pour montrer que deux propositions 
sont logiquement équivalentes, il suffit de dresser les tables de vérité des deux propositions et de vérifier qu’elles sont 
identiques. 

Si P et Q sont deux propositions logiques, les propositions -1(P A Q) et (1P) V (RQ) sont logiquement équivalentes (on note 
P à la place de V, (P) désormais) : 








De la même façon, on vérifie que -1(P V Q) = -P À -Q. Ces équivalences logiques s’appellent les lois de DeMorgan. 


A.1.1 Limplication 


En mathématiques, on part d’un très petit nombre de faits que l’on suppose vrais (les axiomes) et, à l’aide de règles 
logiques, on démontre de nouveaux résultats appelés fhéorèmes, lemmes, propositions, corollaires, 

Les énoncés mathématiques utilisent souvent l’implication logique. Une des raisons de son importance est la suivante : 
on connaît déjà un résultat représenté par une proposition P (on sait que V(P) = V) et par un raisonnement, on montre 
que la proposition P — € est vraie : (V&(P — Q) = V). En examinant la table de vérité de l’implication, la seule ligne 
où simultanément V(P) = V et V&(P — Q) = V est la première ligne dans laquelle V&(Q) = V. On en déduit ainsi que la 
proposition Q est vraie. 
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Remarque 1.1 Examinez attentivement la table de vérité de l’implication : une proposition P — © est toujours vraie, 
sauf lorsque P est vraie et Q est fausse. Un exemple surprenant : considérons les propositions 

— x: «tous les entiers sont pairs », 

— y:<«tous les entiers sont impairs », 

— P:«si tous les entiers sont pairs, alors tous les entiers sont impairs ». 

La proposition x est fausse : o(x) = EF, ainsi que la proposition y : 6(y) = F. La proposition P s’écrit en logique P = 
x — y. Cette proposition est vraie : V&(P) = V ! En effet, c’est la quatrième ligne de la table de vérité. Ce résultat est 
surprenant car nous avons l’habitude de considérer une implication P — Q uniquement dans le cas où P est vraie ! 


Pour montrer qu’une implication P — Q est vraie, on utilise deux méthodes importantes. 


1. Le raisonnement direct : il consiste à montrer que la deuxième ligne de la table de vérité de l’implication P — Q 
est impossible. On suppose que P est vraie : V&(P) = V et on justifie que nécessairement Q est vraie : V&(Q) = V. On 
peut affirmer alors que V&(P — Q) est vraie. En effet, lorsque V,(P) = EF, quelle que soit la valeur de vérité de Q, 
on a toujours V&(P == Q)= V et on a exclu le cas où VS (P) = V et V,(Q) = EF. 


2. Le raisonnement par contraposée :il consiste également à éliminer la deuxième ligne de la table de vérité. On 
suppose que Q est fausse (V&(Q) = V correspond aux lignes 2 et 4 puisqu’aux lignes 1 et 3, on a VÇ(P => Q)=V), 
et on justifie que V&(P) = EF. 


NS 


Remarque 1.2 Une autre façon de comprendre le raisonnement par contraposée consiste à vérifier que les deux 
propositions P == Q et Q —> -P sont logiquement équivalentes : 








LPJOITQT PT 0 -P 
EVIVIEF LE [0 v 


F 


V 





On montre alors que Q —> -P est vraie avec un raisonnement direct : on suppose que 1Q est vraie (c’est-à-dire Q 
fausse) et on justifie que —P est vraie (c’est-à-dire P fausse). 


(f impaire) — (f(0) =0). 


Utilisons un raisonnement direct. On suppose que f est impaire : pour tout réel x, f(—x) = — f(x). En particulier pour 
x= 0, on obtient f (0) = — f(0) d’où f (0) = 0. 


Exemple 1.2 Soit x un réel positif. Montrer que 
(VE > 0, x<e) — (x=0). 


Raisonnons par contraposée : si x Z 0, alors on a x > 0. En prenant € = x/2, on a € > 0 et x > € ce qui montre que la 
première proposition est fausse. 


Remarque 1.3  Onutilise souvent le raisonnement par l'absurde en mathématiques. On veut montrer qu’une proposition 
Q est vraie. On suppose Q fausse et on aboutit à une absurdité. 

Formellement, on utilise une suite d’implications Q —> Q1, Q1 — Q2,...,Qn1 — Q, toutes vraies, avec la 
proposition Q, qui est fausse. 


Exemple 1.1 Soit une fonction f :R — R. Montrer que 
Exemple 1.3 Montrer que V2 est irrationnel. On suppose par l’absurde que V2 est rationnel : il existe p € Z et qg € N* 
tels que V2 = p/q. En élevant au carré, 2q? = p?, mais alors 2 apparaîtrait à une puissance paire dans la décomposition 
en facteurs premiers de 2q°, alors qu’il apparaît avec une puissance paire dans la décomposition de p?. On aboutit à une 
contradiction avec l’unicité de la décomposition en facteurs premiers d’un entier(voir le théorème 20.18 page 757). On 
généralise cette preuve pour montrer que si un nombre p est premier, le réel ,/p est irrationnel. 

Remarque 1.4 N’abusez pas des raisonnements par contraposée ou par l’absurde ! Un raisonnement direct est foujours 

plus clair et plus simple à rédiger. On se lance dans un raisonnement par contraposée uniquement lorsqu’on n’a pas 

réussi à trouver une preuve directe. 


On vérifie l’équivalence logique 
P— Q=-PVQ. 
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En utilisant les lois de DeMorgan, on obtient alors une technique standard pour nier une implication : 
7(P — Q)=PA(Q). 


En pratique, pour montrer qu’une implication P — Q est fausse, on vérifie que P est vraie, alors que Q est fausse. 
Une autre équivalence logique importante : 


P—Q)=[P — Q)A(Q — P)]. 


LPIQNrP=0Q|0=r|[r=0Qs=rn]raQ) 





Ce résultat aura une conséquence importante en mathématiques : pour montrer qu’une équivalence P <= Q est vraie, on 
montre séparément que les deux implications P —> QetQ — P sont vraies. 


A.2 Ensembles 


La quasi-totalité des énoncés mathématiques s’exprime à l’aide de notations ensemblistes. La théorie précise des ensem- 
bles est compliquée et inutile pour nous. Il suffit de comprendre quelques notations et règles intuitives pour pouvoir traiter 
convenablement tout le programme des classes préparatoires. 

À faire : reprendre note historique du cours 
Un ensemble peut être compris intuitivement comme une collection d’objets appelés éléments. Lorsqu'un objet x appar- 
tient à l’ensemble E, on notera x e E. S’il n’appartient pas à l’ensemble, on notera xgE. 
On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F et on note EC F lorsque tous les éléments de E sont également 
éléments de F. On dit alors que l’ensemble E est une partie de l’ensemble F. 
Un axiome de la théorie des ensembles affirme qu’il existe un ensemble particulier, l’ensemble vide qui ne contient aucun 
élément et qui est noté S. Cet ensemble vide est inclus dans tous les ensembles. 
On dit que deux ensembles E et F sont égaux et on note E =F lorsqueECFetFcE. Cela signifie que les deux ensembles 
ont les mêmes éléments. 
Nous supposerons connus quelques ensembles fondamentaux, comme l’ensemble des entiers naturels noté N, l’ensemble 
des entiers relatifs noté Z, l’ensemble des nombres réels noté R ...: (DEN,NCZ,...). 
Nous allons définir les ensembles de deux façons : 


1. En listant un nombre fini de ses éléments, par exemple : F = {1,2,3}. Les éléments d’un ensemble peuvent être 
eux-mêmes des ensembles. On peut par exemple définir l’ensemble G = {9,{%}} formé de deux éléments qui sont 
eux-mêmes des ensembles (on a par exemple SG, Se G,{@}cG,{2}e G, {9,{0} 8 G). 

2. En utilisant un ensemble E déjà construit et une proposition Z(x) qui dépend d’un élément x € E. On peut définir 
l’ensemble formé des éléments de E pour lesquels la propriété est vraie : 


F={xeE|æ(x)}. 
On peut par exemple définir l’ensemble des réels strictement positifs de cette façon : F={xeR | x > 0}. 


Exemple 1.4 On peut définir les ensembles suivants : 

— {zEeC|Re(z) = 0} : l’ensemble des nombres complexes imaginaires purs. 
— {XER| x? —2 = 0} : cet ensemble est formé de deux éléments V2 et —-2. 
— {zeC|z%= 1}: l’ensemble des racines cubiques de l’unité. 


Remarque 1.5 Il est nécessaire à notre niveau d’utiliser toujours un ensemble E connu pour définir un nouvel ensemble 
sous peine d’aboutir rapidement à des paradoxes inextricables ! Par exemple, peut-on considérer l’ensemble F de tous 
les ensembles qui ne se contiennent pas ? Si on note E l’ensemble formé de tous les ensembles (à supposer qu’un tel 
ensemble existe), on pourrait définir F par : 

={xeE|xg x}. 


Mais que penser de l’objet F ? 
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— SiFEeF, alors par définition de F, on aurait F&#F ce qui est contradictoire, 
— SiF£F, alors par définition de F, Fe F ce qui est aussi contradictoire. 
On voit qu’on ne peut pas parler de l’ensemble E formé de tous les ensembles ! 


À partir d’ensembles E et F déjà définis, nous pouvons construire de nouveaux ensembles : 


1. L'union de deux ensembles est un nouvel ensemble noté EUF. Ses éléments sont les éléments qui sont dans E ou 
dans F. 


2. L’intersection de deux ensembles est un nouvel ensemble noté ENEF. Ses éléments sont les éléments qui sont à la 
fois dans E et dans F. 


3. La différence d’un ensemble E et d’un ensemble F noté E\F est un nouvel ensemble. Ses éléments sont les éléments 
de E qui ne sont pas dans F. 


4. Le complémentaire d’une partie ACE, notée A° est un nouvel ensemble formé des éléments de E qui ne sont pas 
dans À : A=E\A. 


A B A B A B 


AU B ANnB A\B 


À partir de deux ensembles E et F, on définit un nouvel ensemble noté Ex F qui s’appelle le produit cartésien des ensembles 
E et F. Pour deux éléments xeEet yeEF, on définit le couple (x, y) et E x F est l’ensemble dont les éléments sont tous les 
couples de cette forme. 


Remarque 1.6 Attention, les couples (x, y) et (y, x) sont deux objets distincts, contrairement à l’ensemble {x, y} = {y, x} 
où l’ordre des éléments est indifférent. On dit que deux couples (x, EExFet (x’,y')€E x F sont égaux lorsque x = x’ 


et y= y. 


On définit par exemple R? = R x R comme étant l’ensemble formé des couples de réels. On généralise cette notion à 
des produits cartésiens d’un nombre fini d’ensembles : E1 x --: x E, est l’ensemble formé des n-uplets (x1,...,Xn) où 
X1E€ E1,...,Xn EEn. 

Si E est un ensemble, on peut également définir l’ensemble des parties de E noté Z(E). Les éléments de Z(E) sont les 
sous-ensembles de E. Par exemple, si E = {0,1,2}, (E) = {S, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0,2}, {1,2}, {0,1,2}}. Les ensembles S et E 
sont toujours des éléments de l’ensemble Z(E). 


Exemple 1.5 Si E = N, les notations suivantes sont correctes : S € @(E), Se P(E), 1# PE), {IgE, {CE, 
{1} e P(E) 





A.3 Quantificateurs 


On étend la logique des propositions en ajoutant l’utilisation de quantificateurs V et 3 qui se lisent respectivement quel 
que soit et il existe. Nous pourrons parler de propositions de la forme 
— P:VxeR, yEeR: x<7y 
— Q :73xER: VxeR, x<7y 
Si P(x) est un prédicat, c’est-à-dire une proposition dépendant d’un élément x appartenant à un ensemble E, 
— la proposition 
P:VxEE, @(x) 


est vraie lorsque pour tout élément x Ee E, la proposition Z(x) prend la valeur V, 
— la proposition 
Q :1xEE: D(x) 


est vraie lorsqu'il existe au moins un élément x e E pour lequel la proposition Z(x) prend la valeur V. 


Exemple 1.6 

— La proposition P :VxeR, x< x+1 est vraie. 

— La proposition P :VxeR, x? —1= 0 est fausse, car pour x = 0, la propriété (x) : x? — 1 = 0 n’est pas vraie. 

— La proposition P :1x€R: x? —1= 0 est vraie car la propriété (x) : x? — 1 = 0 est vérifiée pour x = 1 par exemple. 
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Remarque 1.7 La proposition «P:VxeE, (x) » utilise une lettre x, mais ne dépend pas d’un élément particulier 
xe E. On dit que x est une variable muette. On peut écrire la même proposition avec une autre variable muette : 
P:VyeE, #(y). 


Remarque 1.8  Onnote A1xEeE: (x) pour dire qu’il existe un unique élément x e E vérifiant la propriété P(x). 
Pour montrer une unicité en mathématiques, on suppose que deux éléments xeEet x'eE vérifient Z(x) et Z(x') et on 
montre qu’alors x = x’. 


Il est très important de savoir nier une proposition avec quantificateurs. Si P est la proposition 
P:VxEeE, @(x), 
la négation de la proposition P, P s’écrit à l’aide du quantificateur 3 : 
_P:2xEeE: -æ@(x). 


En Français : «il existe au moins un élément x de E pour lequel la propriété (x) est fausse ». 
De même, la négation de la proposition 
Q :1xEE: D(x) 


s’écrit à l’aide du quantificateur V 
7Q:VXxEE, =®(x) 


En Français : « Pour tous les éléments x de E, la propriété (x) est fausse. 


Remarque 1.9 La négation de la proposition P : VxeE, ®(x) n’est pas VxeE, = Z(x). 
Par exemple, si P est la proposition « tous les chats sont noirs », sa négation n’est pas « tous les chats ne sont pas 
noirs », mais «1l existe au moins un chat qui n’est pas noir ». 


On peut alors écrire de façon automatique la négation d’une proposition faisant intervenir plusieurs quantificateurs. 

— P:VeeR*,1aeR*:a<ese nieen P : —eRT:VaeR*,a>e. 

— P:3xEeR: VneN, 3yeR: x=nysenieen -P: VxeR, 1neN:VyeR,x£ny 

— En se rappelant que la négation de la proposition P — Q est logiquement équivalente à (PAQ), on nie la proposition : 


P :VxeR,[(GneN: n<x — (VpEN, p>x)| 


7P :3xEeR: (EN: n<XxAGpEN: p<x) 





Multimédia : Exerciseur pour nier une prop. à quantificateurs 





A.4 Plans de démonstration 


On réserve en mathématiques l’usage de quantificateurs pour l’énoncé des définitions et des théorèmes. Pour prouver un 
résultat, on écrit une démonstration qui se base sur une démarche logique. 

Pour montrer par exemple qu’une proposition P : VxeE,%(x) est vraie, il faut vérifier que la proposition Z(x) est vraie 
pour tout élément x dans l’ensemble E. On considère pour cela un élément x € E quelconque et une fois cet élément donné, 
on vérifie que la propriété @(x) est vraie. Le fait de considérer un élément x € E quelconque se traduit dans une preuve 
par le mot clé soit : Soit x e E. Il est indispensable de bien comprendre le sens de ce mot « soit» en mathématiques. 
Méditez les deux images suivantes : 


1. Une personne extérieure vous donne un élément x e E de son choix : vous n’avez pas le droit de choisir vous même 
un élément x qui vous arrange ! Vous devez démontrer que la propriété Z(x) est vraie pour cet élément x qu’on 
vous à imposé. Imaginez que la personne extérieure doute de votre preuve, elle peut choisir un élément x le plus 
embêtant pour vous. Vous devez être capable de la convaincre que votre raisonnement fonctionne pour tous les x 
qu’elle choisira. 


2. Imaginez que vous deviez écrire un programme informatique. Ce programme utilise des paramètres. Les utilisateurs 
vont utiliser votre programme avec des valeurs de leur choix pour le paramètre. Pour convaincre votre employeur 
que votre programme fonctionne, vous devrez prouver qu’il renvoie le bon résultat pour toute valeur du paramètre. 


Pour montrer qu’une proposition P: 1xEeE: (x) est vraie, 1l vous suffit d’exhiber un élément x de votre choix dans 
l’ensemble E pour lequel la proposition (x) est vraie. On utilise souvent pour cela le mot clé « Posons x = ». 
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Exemple 1.7 Montrer que la proposition 
VxeR,3yeR: x<y 


est vraie. Voici un exemple de démonstration. 

Soit xe R, étudions plusieurs cas qui recouvrent toutes les possibilités. 
1. Si x< 0, posons y = 0 et on a bien x < y? = 0. 
2. Si0<x< 1, posons y= 1 et on a bien x < y?=1. 


3. Six> 1, posons y= x, on a bien x < x? = y2. 


On peut également utiliser une propriété connue Q pour justifier l’existence d’un élément : « d’après Q, il existe xeE 
vérifiant P(x)...». 


Exemple 1.8 Montrer l'implication : 


VyER,AnEeN :n<y<n+l1l = Va>0,VxEeR, 1nEeN: na<x<(n+1l)a. 
(à) (ii) 
Faisons un raisonnement direct en supposant la propriété (i) vraie et montrons (ÿi). 
Soit à > 0, 
soit XER, 
d’après (i), en prenant y = x/a, il existe neNtelquen<y<n+1l 


par conséquent, puisque à > 0, na<x<(n+1)a. 


Il est important de réfléchir à l’ordre des quantificateurs dans une proposition logique. 
— On peut inverser deux quantificateurs V successifs, 

— On peut inverser deux quantificateurs 2 successifs, 

— On ne peut pas inverser deux quantificateurs V et =. 


Exemple 1.9 


1. La proposition P: VxeR, VyeR, 1zeR: 22 xet z2> y signifie que si l’on se donne deux réels x et y, alors il 
existe un réel z qui dépend de x et y plus grand à la fois que x et y. 

2. La proposition Q :VyeR, VxeR, 3Z2ER: z2>xetz> y signifie la même chose : qu’on vous donne d’abord 
x puis y revient à vous donner d’abord y puis x. Les propositions P et Q sont logiquement équivalentes (ici elles 
sont vraies toutes les deux). 

3. La proposition R :Z2ER: VxeR, VyeR ,z2 xetz2> y signifie qu’il existe un réel z universel (c’est-à-dire 
qu’il ne dépend de rien) tel que pour tous réels x et y, z soit plus grand que x et y. Cette proposition est fausse, 
alors qu’elle ne diffère de P et Q que par l’ordre des quantificateurs. 


Remarque 1.10 L'ordre des quantificateurs dans une proposition induit des dépendances entre les objets. C’est une 
source fréquente d’erreurs de raisonnement. Nous verrons quelques exemples typiques plus tard. 


L'essentiel de votre travail en mathématiques cette année va consister à écrire des preuves de résultats. Ces démonstrations 
vont utiliser les définitions du cours qu’il faudra comprendre de façon précise. Ces définitions sont écrites à l’aide de 
quantificateurs, mais on les retient comme un plan de démonstration : « que dois-je faire pour montrer que ... ». 


Exemple 1.10 On considère une fonction f : R — R. On dit qu’elle est paire lorsque VxeR, f(-x) = f(x). On dit 
qu’elle est impaire lorsque VxEeR, f(—x) = — f(x). On dit que f est la fonction nulle lorsque VxeR, f(x) = 0. Montrons 
en utilisant ces définitions l’équivalence : 


(f paire et impaire } — (f est la fonction nulle ) 
(i) Gi 

Commençons par écrire un plan de démonstration correspondant à la propriété à démontrer. Pour montrer une équiva- 
lence, on montre deux implications. L’ébauche de plan commence donc par : 

(i) — (ii): 

(ii) — (i): 
Pour montrer (i) — (ii), on fait un raisonnement direct. On suppose la proposition (i) vraie (on s’en servira comme 
hypothèse dans la démonstration), et il faut démontrer la proposition (i) :VxeR, f(x) = 0. Le plan devient : 


(i) — (ii): 
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Soit XER, 
… f(æ =0 
(ii) —= (i): 
De même pour l’implication (ii) — (i), on suppose (ii) vraie (hypothèse) et on veut montrer (i) : VxeR, f(—x) = 
f(x et f(—x) = — f(x). Le plan complet s’écrit donc : 
G) — (ii): 
Soit xER, 
… f(@=0 
(ii) —= (i): 
Soit xER, 
…f(-2 = f(x) et f(-x) = - f(x). 
Complétons maintenant ce plan pour écrire une preuve complète : 
(i) —= (ii): 
Soit xER, 
puisque f est paire, f(—x) = f(x) et puisque f est impaire, f(—x) = — f(x). 
En retranchant ces deux égalités, on obtient 2f(x) = 0 d’où f(x) = 0. 
Gi) — (i): 
Soit xER, 
Puisque f est la fonction nulle, f(—x) = 0 et f(x) = 0. 
Par conséquent, f(—x) = — f(x) = f(x) = 0. 
On a vu sur cet exemple la démarche à effectuer pour écrire une preuve. 
1. Écrire au brouillon le plan de démonstration correspondant au résultat à montrer. 


2. On complète au brouillon la démonstration en utilisant aux différents endroits les hypothèses. Remarquez que l’on 
cite précisément les hypothèses utilisées dans la démonstration finale : ce n’est pas à la personne qui vous lit de 
deviner d’où viennent les propriétés que vous utilisez, c’est à vous de l’indiquer clairement. 


3. On rédige au propre la démonstration finale en mettant en évidence le plan de démonstration suivi. On a numéroté 
les deux propositions (i) et (ii), on indique clairement ce qu’on montre : (i) — (ii). On passe souvent à la ligne 
pour rendre la preuve plus lisible. 


Exemple 1.11 Une définition très importante en analyse : on dit qu’une suite réelle (4) converge vers une limite £ER 
si et seulement si 
Ve>O0, INEN: VneN, (nZzN) — [un-l|l<e 


Pour montrer que un ——— £, on utilise donc le plan suivant : 
n— +00 
Convergence d’une suite 


. Soite>0 
. Posons N =. 


. SoitnenN 


. Supposons ñ > N 





. Onalun—-ll<e. 
Que signifie ce plan ? 


1. Soit e > 0 : vous demandez à une personne extérieure de vous donner un € > 0 de son choix (aussi petit qu’elle 
veut !) 


2. Posons N =. : en fonction de cet € > 0 qu’elle vous a donné, vous devez construire un entier N (qui dépend bien 
sûr de €). 


3. Phase de vérification : vous ne pouvez pas définir n’importe quel entier N, il faut qu’il satisfasse la propriété 
VneN,n>N — |un-l|<e. Pour vérifier que cette propriété à quantificateur est vraie : 


(a) Soit neN : vous demandez un entier ñn à la personne extérieure. 


(b) En utilisant l’entier n qu’elle vous a donné, vous devez démontrer l’implication (n2>N) — [uy -l|<E€ 
Pour cela, on utilise le raisonnement direct. On suppose que la propriété (n > N) est vraie : On prend n > N. 
On vérifie alors que le choix de notre N permet de conclure que la propriété |un — Î| < € est également vraie. 
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Montrons que la suite (1/n) converge vers 0 en utilisant le plan de démonstration qui découle de la définition. 
1. Soite> 0. 
2. Posons N = E(1/£) +1 (où E(1/€) désigne la partie entière du réel 1/€, à savoir le plus grand entier inférieur ou égal 
à 1/€). 
3. Soit ne N. Supposons que n > N. 
4. Avec la définition de la partie entière, E(1/£) < 1 < E(1/€)+1 d’où 1 <Net,puisquen>N> 1, 1 < € et finalement 
on conclut : [Un — 0| = 1 < €. 
Remarquez que l’entier N que vous avez construit dépend explicitement du « paramètre » € que la personne vous a 
donné. Votre démonstration peut se traduire par un programme informatique : l’utilisateur entre le € > 0 de son choix et 


votre programme renvoie l’entier N calculé à partir de la formule ci-dessus. Vous avez justifié que le programme renvoie 
toujours un entier N vérifiant la propriété souhaitée. 


Dans la suite de ce paragraphe, nous allons apprendre à traduire des définitions à quantificateurs par des plans de dé- 
monstration et nous entraîner à écrire des preuves en utilisant ces plans. Nous avons choisi des exemples portant sur les 
ensembles et les applications car ils sont simples et instructifs. La démarche suivie s’étend à tout le cours d’algèbre et 
d’analyse avec des définitions plus compliquées. 





Multimédia : l'utilisateur choisit des quantificateurs et variables et le programme 
écrit le plan de démonstration correspondant. Inverse : on propose une phrase à quantifica 
et il faut écrire le plan. 





A.4.1 Plans de preuves ensemblistes 


Voici deux définitions ensemblistes et les plans de preuve associés. 


DÉFINITION 1.1 Inclusion d’ensembles 
Un ensemble E est inclus dans un ensemble F si et seulement si VxeE,xeF 


: [Inclusion d’ensemble 
1. SoitxeE 
2. 
3. xeF 


DÉFINITION 1.2 Égalité d’ensembles 


On dit que deux ensembles E et F sont égaux si et seulement si ECFet FCE. 


PLAN 1.3 : | Égalité d’ensembles 


1. Montrons queECF: 
(a) Soit xeE, 
(b) ...xeF. 

2. Montrons que FCE : 
(a) Soitxer, 
(b) ...xeE. 





Exemple 1.12 Soient trois ensembles A, B,C. Montrer que 


(AUBCAUCet ANBCANC) = (BEC). 
————…_—_—_—_—_—_—_————— —.— 
(à) (ii) 
Supposons la proposition (i) vraie et montrons que la proposition (fi) est vraie (raisonnement direct). 
Soit xeB 


Puisque x € B, Étudions deux cas complémentaires 
— $Sixe A, alors xe ANnB donc d’après (i), xe ANnC et donc xeC. 
— Si xg A, alors puisque x e B, xe AUB donc d’après (i), xe AUC. Puisque xg A, xeC. 


Dans les deux cas, on a montré que x e C. 
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Exemple 1.13 Soient trois ensembles A, B,C. Montrer que 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) 


1. Montrons que An (BUC)c (ANnB)U(ANC). 
Soit xe AN(BUC) 


On sait que x e A et que x e BUC. Puisque x e BUC, il y a deux cas possibles : 
— si xeB, alors à fortiori, xe ANB et donc xe (ANB)U(ANC), 
— si xeC, alors à fortiori, xe ANC et donc xe (ANB)U(ANC). 


Dans les deux cas, on aboutit à la conclusion que x e (AN B)U (AN). 
2. Montrons que (ANB)U(ANC)CAN(BUC). 
Soit xe (ANB)U(ANC) 


Puisque x appartient à une union, on étudie les deux cas : 
— xe (ANB), alors comme x € B, à fortiori, x e BU C et comme xE€ A, finalement xe ANn(BUC). 
— xEe(ANC), xe C d’où xe BUC et comme xEe À, xe AN(BUC). 


Dans les deux cas, on aboutit à la conclusion que xe AN (BU C). 


Remarque 1.11 Remarquez comment nous avons respecté les plans correspondant aux définitions. Dites-vous bien que 
si vous voulez montrer que EC F et que vous écrivez : 


Posons x =..., 
xeE 
xeF 


votre professeur ne prendra pas la peine de lire votre copie : vous êtes hors sujet. Ce que vous écrivez peut être intéressant, 
mais ne démontre pas que E CF. Vous n’avez pas suivi le plan de démonstration correspondant à la propriété à montrer. Il 
est très important d’écrire au brouillon (au moins dans un premier temps), le plan de démonstration et de bien comprendre 
ce que vous devez faire pour montrer le résultat. Avec un peu d’habitude, le brouillon deviendra inutile et vous aurez en 
tête ce plan à tout moment. 


Exercice 1.1 Q 
Soient trois ensembles À,B,C. Montrer que 


AU (BNC) =(AUB)n(AUC). 


Solution : 


GC : soit XE AU (BnC). Étudions deux cas : 

— XE À, alors xE AUB et xe AUC et donc xEe (AUB)n (AU). 

— xeBNnC : comme xeB, xe AUB et comme xeC, xe AUC. Par conséquent, x e (AU B) n (AU C). 
Dans les deux cas, x E (AUB)n (AU). 


> : soit XE (AUB)N(AUC). 


On a xe AUB et xe AUC. Étudions deux cas complémentaires : 

— XE À, alors xEe AU(BNC). 

— x À, alors comme x € AUB, xe B. De même, puisque x e AUC, x e C. Par conséquent, x € (BNC) et donc 
xEe AU(BNC). 

Dans les deux cas, on a montré que xe AU (BNC). 





Exercice 1.2 © 
Soient À et B deux ensembles. On définit leur différence symétrique par : 


AAB = (AUB)\(ANB). 


a. Comparer les ensembles AA(B UC) et (AAB) U (AAC). 


b. Soient A,B,CCE trois parties d’un ensemble E. Montrer que 


(AAB = AAC) = (B=C). 
(i) Gi) 
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Solution : 
a. — Montrons que AA(BU C) € (AAB) U (AAC). 


Soit x e AA(BUC), par définition de la différence symétrique, x € AU (BU) et xg An (BUC). Puisque 
xE AUBUC, étudions trois cas : 

— sixe A : puisque x# BUC, xgB, donc xe AAB. 

— $ixEeB:x6gA d’où xEe AAB. 

— sixeC:xgAd'où xe AAC. 

Dans les trois cas, on obtient que x € (AAB) U (AAC). 


— Montrons qu’en général, l'inclusion réciproque est fausse. Il suffit pour cela d’exhiber un contre-exemple. 
Considérons quatre entiers distincts a, b, c, d et posons A = {a, b}, B = {b, c} et C = {d}. On calcule AA(BUC) = 


AA{b, c,d} = {a, c, d} alors que (AAB) U (AAC) = {a, c} U {a, b, d} = {a, b, c, d}. 
b. Pour montrer une équivalence, on montre deux implications : 
(ii) — (i) est évidente. 
() — (ii) : supposons (i) vraie et montrons que (ii) est vraie (raisonnement direct). 
Montrons que BEC : 

Soit be B, étudions deux cas complémentaires : 
si be À, alors bg AAB donc d’après (i), x# AAC et donc be C. 
si b € À, alors be AAB = AAC d’où be C. 


Montrons que C CB : la preuve est similaire. 





Exercice 1.3 Q 


Soient deux ensembles E et F. Quelle relation y a-t-il 


a. entre les ensembles P(EUF) et P(E)U P(F) ? 
b. entre les ensembles P(ENF) et P(E)n P(F) ? 


c. entre les ensembles P(E x F) et P(E) x P(F) ? 


Solution : 
a. Montrons que P(E)U P(F) € P(EUF). 


Soit A € P(E)UP(F). Étudions les deux cas possibles : 
— SiAE P(E), cela signifie que ACE et donc que ACEUF. Par conséquent, À € P(EUF). 
— De même si AE P(F). 
L’inclusion réciproque est fausse, comme le montre l’exemple E = {e}, F = {f} (avec e Z f) : P(EUF) = 
{S, fe}, {f}, te, fh et P(E)UP(F) = {S, {e},{f}. 
.. Montrons que P(ENF) = P(E)n P(F). 
— P(ENFCP(E) NnP(E). 


SoitAe P(ENF). Ona ACENE. 
Puisque ACE, Ae P(E) 
Puisque ACF, Ae P(F). 
Par conséquent, À € P(E)n P(F). 

— P(E)n P(F)cP(ENF). 
Soit AE P(E)n P(F). 
Comme À e P(E), ACE. 
De même puisque À e P(F), ACEF. 
Donc ACENF et donc Ae P(ENEF). 


. Il n’y a aucune inclusion entre les deux ensembles, comme le montre le contre-exemple suivant : E = {e} et 
F= {fi ExF={(e,f)}, PE XF) = {S,{(e, f)}}. D'autre part, P(E) = {S, {eh}, P(F) = {S,{f}} et P(E) x P(F) = 
{(2,92), (2, {fh), (e}, ©), ({e}, {FD}. 
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A.4.2 Plans de démonstrations pour les applications 


Applications 


DÉFINITION 1.3 ©© Application 
On considère deux ensembles E et F. Une application f : E — F est une correspondance qui à tout élément x € E associe 


un unique élément noté f(x) de l’ensemble F. 





Remarque 1.12 On définit plus formellement une application f : E — F par son graphe. C’est une partie GCExF 
vérifiant la propriété : VxeE, 1yeF: (x, y)e G. On dit que cet unique élément y = f(x) est l’image de l’élément x 
par l'application f. Pour une application f :R — R, son graphe est une partie de R? telle que pour tout réel xo € R, la 
droite d’équation y = xo rencontre le graphe en un unique point (xo, yo). 





Un graphe de fonction Pas un graphe de fonction 


Exemple 1.14 Lorsque les ensembles E et F sont finis, on peut représenter une application f : E — F par un diagramme 
sagittal. On trace une flèche partant de chaque élément x e E vers son image, l’unique élément y = f(x) EF. 





Une application Pas une application 


Le premier diagramme sagittal représente une application. Par exemple f(x3) = y1, f(x4) = f(x2) = 72. Le graphe de f 
s'écrit G = {(x1, y1), (x2, y2), (X3, y1), (x4, y2)}. La deuxième figure ne représente pas une application pour deux raisons : 
l’élément x, possède deux images et l’élément x2 n’a pas d’image. 


—— E 


> X 


Remarque 1.13 On définit l'application identité d’un ensemble E par ide : - 


DÉFINITION 1.4 OO Égalité de deux applications 
On dit que deux applications f,g:E — F sont égales lorsque 


VxeE, f(x =g(x. 


PLAN 1.4 : | Égalité de deux applications 


1. SoitxeE, 
Dire 
3. f(x) = g(x). 
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Composée d’applications 


DÉFINITION 1.5 O© Composée d’applications 
Soit f:E—Fet g:F— G deux applications. On définit une nouvelle application notée go f : E — G en posant 





VxeE, (go f)(x = g(f (x). 


Exemple 1.15 Sur le diagramme sagittal ci-dessous, on a par exemple (go f)(x1) = g(f(x)) = g(y1) = 22 





Remarque 1.14 À chaque fois que vous voyez une composée d’applications, assurez-vous que l’ensemble d’arrivée de 
la première est inclus dans l’ensemble de départ de la seconde. Il est conseillé de faire des schémas de composition 


f, 


EDR 


| Remarque 1.15 La composée est « associative » : si E Le F£ G 2H sont trois applications, (ho g)of = ho(go f). 


| Remarque 1.16 Sif:E—F, foidg = f etidpof = f. 
Applications injectives, surjectives 


DÉFINITION 1.6 ©O0 Injectivité 
On dit qu’une application f : E — F est injective lorsque 


VAYNEE, fH=fm = x=7y 





On en déduit le plan de démonstration important 


PLAN 1.5: 


Injectivité 






1. Soit (x, y) € E2. 
2. Supposons que f(x) = f(y), 
3. 


4 X= y. 


Remarque 1.17 La définition précédente n’est pas très intuitive. Pour la comprendre, traduisons ce que signifie le fait 
qu’une fonction n’est pas injective en niant la proposition à quantificateurs : 


A, EE?: [f@D=fMIAlx EN 


Une fonction n’est pas injective lorsqu'il existe deux éléments distincts x, y ayant la même image. Une autre façon de 
traduire que f est injective consiste à dire que tout élément y e F possède au plus un antécédent. 
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A 





f injective g non injective 


L'application g de l’exemple ci-dessus n’est pas injective puisque x1 Z x3 et pourtant g(x1) = g(x3) = y3. L'application 
f est elle injective. Remarquons que tout élément de F possède au plus un antécédent par f (l’élément y2 n’en possède 
pas). 

Pourquoi choisir comme définition de l’injectivité V(x, y) € E?, f(x) = f(y) —> x = y? Simplement parce que cette 
définition se prête le mieux aux démonstrations directes ! En supposant que f(x) = f(y), on dispose d’une hypothèse 
intéressante dans la preuve : il suffit de résoudre cette équation et montrer que x = y. 


R? — R? 


est injective. 
(X, y) — (xX+y,x+2y) J 


Exemple 1.16 Montrer que l’application f : 


Soient X = (x, y) e R? et X/= (x, y')e R?. 
Su X+y  =xX+y 
On suppose que f(X) = f(X’), c’est-à-dire (égalité de deux couples) ; ; 
x+2y =x+2y 
En retranchant la première ligne à la deuxième, on obtient y = y’ puis x = x’. 


On a donc X= (x, y) = (x/, y) = X’. 





DÉFINITION 1.7 COQ Application surjective 
On dit qu’une application f :E — F est surjective lorsque 


VyeE 3xeE: y= f(x). 


PLAN 1.6 : | Application surjective 


1. Soit yeF. 
2. Posons x =... 
3. y= f(x). 





Remarque 1.18 Une application est surjective lorsque tout élément de l’ensemble d’arrivée F possède au moins un 
antécédent. 


f surjective g non surjective 





L'application g du schéma n’est pas surjective car y2 n’a pas d’antécédent. 
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R? — R? 


(XN — (x+y,x+2y) est surjective. 


Exemple 1.17 Montrer que l’application f : 


Soit Y = (y1, y2) € R£. 
Posons X = (21 — }2, y2 — 1). 
Alors f(X) = (2y1 — 2 + ÿ2 — y1,2ÿ1 — y2 + 2(ÿ2 — Y1)) = (y, 2) = Y. 





Remarque 1.19 Il arrive souvent dans les démonstrations qu’on ait à construire un objet, sans qu’on voit de façon 
évidente comment le définir. On utilise alors un raisonnement d’analyse-synthèse : 
— dans une partie analyse, on suppose que l’objet qu’on cherche vérifie les propriétés voulues, 
— on trouve que nécessairement l’objet doit être d’une forme particulière, 
— on rédige une partie synthèse en posant l’objet qu’on a trouvé et on vérifie qu’il convient. 
Sur notre exemple, on pourrait rédiger la preuve de la façon suivante. 
Soit Y = (y1, y2) € R?. 


Analyse : supposons que X = (x1,x2) vérifie f (X) = Y. On doit avoir 


X1 + X2 = y1 :L 
X1+2X2 = y2 :L 


En faisant L—L;, on trouve que nécessairement x2 = y2— y1 et ensuite que x1 = 21 — y2 d’où X = (2y1—y2, Y2— 1). 





Synthèse : Posons X = (2y1 — y2, y2 — 1). On a bien f(X) = (2y1 — 2 + ÿ2 — y1,2ÿ1 — 2 + 2(ÿ2 — Y1)) = (ÿ1, Ja) = Y. 


Cette façon de rédiger permet d’expliquer comment on a abouti à la démonstration. Remarquez que si l’on supprime la 
partie analyse, on a respecté scrupuleusement le plan de preuve de la surjectivité. 


Exemple 1.18 Soit E un ensemble et f : E — E une application. On suppose que fo fo f = f. Montrer que 
(f injective) = (f surjective ) 
(à) (ii) 
Pour montrer l’équivalence, montrons deux implications : 
1. () == (ii) : en supposant (i) vraie, montrons que f est surjective. 
Soit YEE, 
puisque fofof=f,ona f{fo f(y)) = f(y), mais puisque f est injective, f o f(y) = y. 
Posons x= fo f(y), 
On a bien y = f(x). 
2. (ii) —= (i): 
Soit (x, y) € E?. 
Supposons que f(x) = f(y). 
Puisque f est surjective, il existe x’ € E tel que x = f(x’) et il existe y'Ee E tel que y = f(y’). Alors f o f(x’) = 
fo f(y). En appliquant f, on obtient f o fo f(x) = fo fo f(y') et puisque fo fo f = f, on trouve que 
FI = fo) 
On a donc x= f(x) = f(y')}= y. 


Exercice 1.4 ©Q 
Soit E un ensemble non vide et ACE une partie de E. On définit l'application 


.[ PE) — PE) 
PAST 0 3 KA * 


a. Déterminer l’application pA lorsque E = {a, b} et À = {a}. Dans ce cas, l’application A est-elle injective, surjec- 
tive ? 


b. Montrer que (A injective) — (A=E). 


c. Montrer que (A surjective) — (A=E). 
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a. On peut ici lister les éléments de P(E) = {S, {a}, {b}, {a, b}}. Il suffit de calculer l’image de chacun de ces éléments : 
pA(S) = S, pA({a}) = {a}, PA) = S, pA({a, b}) = {a}. On voit que l’application n’est pas injective puisque 
@A({a, b}) = pA({a}) alors que {a, b} Z {a} et que A n’est pas surjective puisque {a, b} n’a pas d’antécédent. 


Montrons le résultat par contraposée : 
Supposons À À E, il existe be E\A. 
Posons A! = AU {b}, on a À Z A! 
et pA(A’) = ANA = A = pA(A). 
Montrons le résultat par contraposée : 
Supposons À £ E, il existe be E\A. 
Posons B = {b} e P(E), 
Montrons que VX € P(E), pad À B. 
Soit X € P(E), pA(X) = XNACA ce qui entraîne que b £ PA(X). Par conséquent, pA(X) £ B. 


On aurait pu également utiliser une démonstration directe : puisque A est surjective, il existe X € P(E) tel que 
AD = E, c’est-à-dire XNA =E. On en déduit que E € A et donc que A=E. 


THÉORÈME 1.1 OQ Composée et injections, surjections 

On considère deux applications E F£ G.Onales propriétés suivantes : 
1. f,g injectives — go f injective. 
2. f,g surjectives —> go f surjective. 
3. go f injective — f injective. 


4. go f surjective — g surjective. 





Démonstration 

1. Montrons que go f est injective. 
Soient (x, x!) e E? tels que (go f(x) = (go f}(x'). 
Puisque g est injective et que g( f(x) = g(f(x')), on en déduit f(x) = f(x). 
Puisque f est injective, on a x = x’. 

2. Montrons que go f est surjective. 
Soit ze G. 
Puisque g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y). 
Puisque f est surjective, il existe x e E tel que y = f(x). 
Alors z = g(f(x)) = (go f)(x) 

3. Montrons que f est injective. 
Soient (x, x!) e E2 tels que f(x) = f(x). 
En prenant l’image par g des deux membres, on obtient : g{f(x)) = g(f(x')), soit (ge f)G9 = (go f)(x"). 
Puisque (go f) est injective, il vient que x = x’. 

4. Montrons que g est surjective. 
Soit ze G. 
Puisque (go f) est injective, il existe x € E tel que z= (go f)(x). 
On a donc z = g(f(x)) et, en posant y = f(x), cela donne z = g(y) ce qui montre que g est surjective. 

Exercice 1.5 M) 
Soient E,E G trois ensembles et deux applications f: EF, g: F—G. 
a. Montrer que si go f est injective et f surjective, alors g est injective. 


b. Montrer que si go f est surjective et g injective, alors f est surjective. 


Solution : 
a. Montrons que g est injective. 


Soit (y, y’) € F2 vérifiant g(y) = g(y'). 





Puisque f est surjective, il existe (x, x’) € E? tels que y = f(x) et y! = f(x). 
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On a donc g(f(x)) = g(f(x')), c'est-à-dire (go f)(x = (ge f)(#). 


Puisque (go f) est injective, il vient que x= x’. 


En appliquant f, on a f(x) = f(x’), c’est-à-dire y = y. 


b. Montrons que f est surjective. 
Soit yeF. 
Puisque g(y) € G et que (go f) est surjective, il existe xe E tel que g(y) = (go f)(x). 


On a alors g(y) = g(f(x)) mais comme g est injective, on a y = f(x. 





Bijections 


DÉFINITION 1.8 OO Bijection 
On dit qu’une application f : E — F est bijective lorsque f est injective et surjective. 


PLAN 1.7 : | Pour montrer que f est bijective 


1. Montrons que f est injective. 





2. Montrons que f est surjective. 


Remarque 1.20 Une application est bijective lorsque tout élément de l’ensemble d’arrivée possède exactement un 
antécédent. 


THÉORÈME 1.2 O© Bijection réciproque 
Soit f :E — F une application bijective. Il existe une unique application g:F — E vérifiant 


8° f =ide 
fog=ide 


On dit que l’application g est la bijection réciproque de la bijection f et on note g= f !. 





Démonstration 
— Montrons l’unicité d’une telle application g. Soit (g1,g2) € F (EE)? vérifiant f og = fog> =idr etg of =gof=idg. 


SoityeF, 

puisque f ° g1(y) = ide (y) = y, en appliquant g2, on à g2(f ° g1(y)) = 82(P), 
d'où (g2 0 f)(g1(N) = 82), 

Or g2 0 f = ide, idg(g1 (y) = g1 (y) et finalement g1 (y) = g2(N). 


— Montrons l’existence d’une telle application g. Considérons G={(x,y)EExF| y = f(x)} le graphe de l'application f. Posons 
G={(y,2EFxE| y= f(x}. On vérifie que G est un graphe fonctionnel : 


SoityeF, 

puisque f est bijective, il existe un unique x € E tel que y = f(x), c’est-à-dire tel que (y, x) € G. 
Le graphe G définit donc une application g:F — E. Montrons que f o g = idg. 

SoityeF, fog(y) = f(g(y)). 

Il existe un unique x e E tel que y = f(x) et on a alors g(y) = x, d’où fo g(y) = f(x) = y. 


On montre de même que go f =idg. 
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Exercice 1.6 M 
On considère trois applications E EN F£ GÂH. Montrer que 


gofethog bijectives — f,g,h bijectives 


Solution : Puisque go f est surjective, d’après le théorème 1.1 page 1141, g est surjective. De même, puisque ho g 
est injective, g est injective. Par conséquent, g est bijective et on peut introduire sa bijection réciproque g-!:G— EF. 
Puisque go f et g”! sont bijectives, toujours d’après le théorème 1.1, f = g-!o(go f) est bijective. Par conséquent, f 
est bijective. On démontre avec les mêmes arguments que h est aussi bijective. 

On peut aussi résoudre cet exercice en utilisant les résultats de l’exercice 1.5 page 1141. Puisque go f est injective, f 
est injective d’après le théorème 1.1 page 1141 et, d’après l’exercice 1.5, f est surjective car g est injective. On prouve 


de même que h est surjective. 


THÉORÈME 1.3 OQQ Bijection réciproque d’une composée 
Soient f:E—F et g:F— G deux bijections. On note g-!:G—Fet f l:F— E leurs bijections réciproques. La 
composée (go f) est également bijective et (go f) !=f log”. 





Démonstration D’après le théorème 1.1 page 1141, la composée de deux bijections est une bijection, donc go f est bijective. 
Posons h = f-log-l.Onaho(gof)=f"lo(g logof=f"lof=idg et de même, (go f)oh=idg. Par le théorème 1.2 page 
1142, l’application h est la bijection réciproque de l’application go f. 


Image directe, image réciproque 


DÉFINITION 1.9 (QC Image réciproque d’une partie 
Soit une application f :E — F et une partie BCE. On définit l’image réciproque de la partie B par l'application f : 


fr'B)={xeE | f( eB}. 


: | Pour montrer que x e f -1(B) 


SoitxeE. 
Vérifions que f(x) € B. 





Remarque 1.21 Ne pas confondre la notation f-!(B) lorsque B € F est une partie de F et la notation f”!(y) lorsque 
yeF qui n’a de sens que lorsque l’application f est bijective. 


Exemple 1.19 Soit une application f :E — F et deux parties B1,B2 € F. Montrer que 
B1CB — f "(BC f""(B2) 

b. f'(BinB)=/f""(Bnnf "(B) 

c. f'(B1UB:)=f (BU "(B2) 

a. Raisonnement direct. Supposons (i) : B1 € B2 vraie et montrons (ii) : f(B1) € f7"(B) : 
Soit xe f !(B1). 
Par définition de l’image réciproque, f(x) € B. et, puisque B1 € B>, f(x) € B2. 
Par définition de l’image réciproque x e f-!(B2) car f(x) € B. 


b. Montrons deux inclusions : 


= 
soit xe f!(B1n Bb), 
Par définition de l’image réciproque, f(x) € B1 NB. 
Puisque f(x) € B1, xe f GB) et, puisque f(x) € B>, xe f7"(Bo). 
On a donc x € fr") nf (B). 
D 


Soit xe f !(B1)n fl (Bo). 
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Puisque x e fi), f(x) € Br et, comme xe f7 (Bo), f(x) € B. 
Ainsi f(x) € Bin B2 et xe f !(B1 nB2). 


Soit xe f-!(B1 U B) 

Par définition de l’image réciproque, f(x) € B1 U B2. Étudions deux cas : 
Si f(x) € B1, alors par définition de l’image réciproque, x € f”!(B1) et à fortiori, x e f !(B1)U 
f"(B2). 
Si f(x) € Bo, alors xe f-!(B2) € fl (B1)U f”!(B2). 

Dans les deux cas, xe fr!) U (Bo). 


Soit xe f !(B1)U f ! (Bo). 

Étudions deux cas : 
Si xe f”!(B1), alors f(x) € B1 d’où f(x) € Bi UB et xe fl (Bi U Bb). 
Si xe f”!(B2), alors f(x) € B2 d’où f(x) € B1 UB2 et xe f7!(B1 U Bo). 


Dans les deux cas, on a montré que xe fr Bi U B)). 


DÉFINITION 1.10 OO Image directe d’une partie 
Soit une application f :E — F et une partie ACE. On définit l’image directe de la partie A par l'application f : 


fA)={yeF|3xEeA: y= f(x)} 


PLAN 1.9 : | Pour montrer que y € f(A) 


Posons x =. 





xeAet y= f(x. 
Exemple 1.20 Soit une application f :E — F et A1, A2 CE deux parties de l’ensemble E. Montrer que : 
a. A1CA2 — f(Ai)c f(A) 
b. f(AiUA)) = f(Ai) U f(A)) 
c. f(ArNA2)cC f(Ai)n f (A2) et que l’inclusion réciproque est fausse en général. 
a. Supposons À, © A2 et montrons que f (A1) € f (Ab). 
Soit y € f(A1), 
d’après la définition de l’image directe, il existe x € A1 tel que y = f(x). 
Puisque A1 © A), x € A2 d’après la définition de l’image directe, 
y€ f (A). 
b. Montrons deux inclusions : 
C: 
Soit yE f(AiU Ab), 
d’après la définition de l’image directe, il existe x € A1 U A tel que y = f(x). Étudions deux cas : 
Si x € A1, alors y = f(x) € f (A1) et, à fortiori, y € f (A1) U f (A2). 
Si x € A), alors y = f(x) € f (A2) et donc y € f (Ar) U f (A). 
Dans les deux cas, y € f (A1) U f (A). 


soit y € f (Ar) U f (A), 
Étudions deux cas : 


Si y € f(A1), d’après la définition de l’image directe, il existe x € A] tel que y = f(x) et puisque 
x€ A1 CAjU A), y = f(x) € f (Ai U Ab). 


Si y € f (A2), on a de même y € f (AU A). 
c. Montrons f (A1 NA) c f(Ai)n f (A2) : 
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Soit xe f(A1NA), 

d’après la définition de l’image directe, il existe x € A1 n A) tel que y = f(x). 

Puisque x e A1 et y = f(x), on a y € f (Ai) et, puisque x e A2 et y = f(x), on a y € f (Ab). 
Finalement, y € f(A1)n f (A2). 


Montrons qu’en général, l'inclusion f (A1) n f(A2) € f (Ain Ab) est fausse. Essayons tout d’abord de la prou- 
ver : 


Soit y € f(A1)n f (A). 
Puisque y € f (A1), il existe x1 € À. tel que y = f(x). 
Puisque y € f (A), il existe x2 € A) tel que y = f(x). 


On est bloqué, car il nous faut trouver x € A1 N A) tel que y = f(x). On dispose de x1 € A1 et x € A», 
mais comment construire x à partir de x1 et x2 ? On se rend compte que si l’on ajoute l’hypothèse que 
la fonction f est injective, alors puisque f(x1) = f(x), on aurait x1 = x2 et alors x = xX1 = X2 € A1N A». 
Dans le cas où f n’est pas injective, on ne voit pas comment conclure. 
Nous allons chercher un contre-exemple en définissant une fonction f et deux parties A1, A2 pour lesquelles 
l'inclusion est fausse. On a vu que pour trouver un contre-exemple, il fallait nécessairement choisir une 
fonction f qui n’est pas injective. Essayons par exemple avec E = {a, b}, F = {c}, et f:E — F définie par 
f(a) = f(b) = c. En prenant A1 = {a}, A2 = {b}, f(A1N A2) = f(S) = © alors que f (A1) = f (A2) = {c} d’où 
FAN fo) = {ct}. 


Exercice 1.7 O 


R? —— R 
Soit f : , 
en GG y) >  (xX+7,xy) 


a. On considère un élément (a, b) € R?. Déterminer l’ensemble fr "({(a, b)}) (les notations sont-elles correctes ?) 
b. Déterminer f (R?). 


c. L'application f est-elle injective ? Surjective ? 


Solution : 


a. Soit (x,y)Ee R?, on traduit la notation ou(i(a, b)}) avec la définition de l’image réciproque : 


X+y 


X= 4e fatte bi 


XY = b 


Par conséquent, X € tte, b)}) si et seulement si x et y sont racines du trinôme P = X2- aX+ b. 

— SiA= a -4b<O0, le trinôme P ne possède pas de racines réelles et es ({Ca, b)}) IC 

— SiA=a-4b=0, le trinôme possède une racine double a/2, d’où fr "({(a, b)}) = {(a/2, al2)}}. 

— SiA=a2-4b>0, le trinôme possède deux racines réelles distinctes x1 Z x2 et ne ({Ca, b)}) = {(xX1,X2), (X2, X1)}. 


On a (x, y) € f(R?) si et seulement s’il existe (x’, y’) € R? vérifiant f(x, y) = (x, y). D’après à., c’est le cas si et 
seulement si x? —4y > 0. Par conséquent, 


FR?) = {(x,N) ER? | x? —4y > 0} 


(représenter graphiquement cet ensemble dans R?). 


. Puisque fR?) ÆR, l'application f n’est pas surjective et, puisque f((1,2)) = f((2, 1), elle n’est pas injective. 





Exercice 1.8 © 
Soit f :E — F une application et ACE, BCF deux parties. Montrer que 


a. f(f"!(@B))<B. 
b. f-!(f(A))=A. 


Soit ye f(f-!(B)), 
par définition de l’image directe, il existe x € f!(B) tel que y = f(x). 


Par définition de l’image réciproque, f(x) € B. 
On a donc y = f(x) € B. 
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Soit xE À, 
Par définition de l’image directe, f(x) € f(A). 


Par définition de l’image réciproque, x € f”!(f(A)). 





Cherchez des contre-exemples pour montrer qu’en général les inclusions réciproques sont fausses. 


Exercice 1.9 © 
Soit une application f : E — F et deux parties ACE, BCF. Montrer que 
a. finjective — f”!(f(A)) =A. 
b. fsurjective — f(f !(B))=B. 


Solution : 


a. Faisons un raisonnement direct en supposant f injective. Nous allons montrer l’égalité des deux ensembles en 
prouvant deux inclusions. 

— 2 :est vraie même si f n’est pas injective : Soit x € À, par définition de l’image directe, f(x) € f (A) et, par 
définition de l’image réciproque, x € f = f(A)). 

— C: 

Soit xe f !(f(A)), 
par définition de l’image réciproque, f(x) € f(A). 
Par définition de l’image directe, il existe x’ € A tel que f(x) = f(x). 
Puisque f est injective, x = x! 
Et, puisque x'E A, x=x'EeA. 
b. Même technique : 

— © : Cette inclusion est vraie, même si f n’est pas surjective. Soit y € f(f-!(B)), par définition de l’image 
directe, il existe x € 1e (B) tel que y = f(x). Par définition de l’image réciproque, puisque x € Fan (B), f(x) e B 
et y= f(x) €eB. 

— 2 : Soit y € B. Puisque f est surjective, il existe x € E tel que y = f(x). Puisque f(x) € B, par définition 
de l’image réciproque, x € f!(B) et, puisque y = f(x) avec x € f!(B), par définition de l’image directe, 


ye ff" !@). 





A.4.3 Familles 


DÉFINITION 1.11 © Famille 
Soit I un ensemble (les indices) et E un ensemble. On appelle famille d’éléments de E indexée par l’ensemble I, une 
application  : : EE : . On note (x;);er cette application. 


—> i 





| Exemple 1.21 Une suite de réels (Un)nen est une famille de réels indexée par l’ensemble I=N. 


DÉFINITION 1.12 © Famille de parties 
Soit E un ensemble et I un ensemble d’indices. On considère une famille de parties de E, c’est-à-dire une application 
I — P(E) notée (A;);e. On définit : 


1. L’intersection de la famille de parties (A;)jer par : 


MA;={xeElViel, xeA;}. 


iel 
2. L'union de la famille de parties (A;)jer par : 


UA;=t{xeEliel: xeA;}. 


iel 


PLAN 1.10 : | Pour montrer que xef;1 A; 


1. Soitiel, 
2. ...xE A; 
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: | Pour montrer que x € Ujer A; 


1. Posons i =. 
2. ...xeA;. 





Remarque 1.22 Ces définitions généralisent les unions ou intersections finies à des unions ou intersections infinies. 
Par exemple, si E=R et pour Ke N, Az = [-K, k], ren Ar =R et Nren Ax = {0}. 


Exemple 1.22 Soit (A;);er une famille de parties d’un ensemble E. Montrer que 
a. E\(UierAï) =NierE A) 


b. E\(MierA;) =Uia(E A) 


a. Montrons deux inclusions : 


Ce 

Soit x € E\Uier Ai. 

Soit iel. 

Montrons que xe E\A;. Par l’absurde, si x e A;, on a xeU; À;, ce qui est faux. 
= 5 


Soit XEf[\ier(E \A;). 


Montrons que x e E\U; A;. Par l'absurde, si x € er A;, par définition de l’union d’une famille de parties, 
il existe i € I tel que xE A;, mais alors x#E\A; ce qui est absurde puisque pour tout ie I, xe E\A;. 


b. La démonstration est similaire. 


Exercice 1.10 Q 
Soit E un ensemble et f : P(E) — P(E) une application croissante pour l’inclusion : 


V(A,B)e®(E), ACB — f(A)c f(B). 
On note 
P=KXeP(E); ff EX} 
1. Montrer que VXEe PE), Xe = fK)eP. 
2. Soit Xo = [xeæ X. Montrer que f (Xo) = Xo. 


Solution : 


a. SoitXe P. Montrons que f(X) € P. Comme X e P, f(X) c X. Comme f est croissante, f(fX) c f(X) ce qui 
montre que f(X) € P. 


b. — Montrons que f (Xo) € Xo. 
SoitX Ee P. 
Comme X, CX et que f est croissante, f (Ko) € f (X). 
Puisque X e P, f(X) CX. 
On a donc f(Xo) € X. 
Comme VX e P, f(Xo) € X, par définition de l'intersection d’une famille, f (Ko) € Mxeæ X = X0. 


— > : On vient de montrer que X, € P et, d’après la première partie, on a donc également f(Xo) € P d’où 
Xo=xepX € f(Xo). 





A.5 Fautes de raisonnements classiques 





Multimédia : Un “forum” où les élèves peuvent proposer des démonstrations fausses 
et où l’on doit trouver l'erreur 


A.5.1 Bien analyser les notations 


Une grande partie des erreurs de raisonnement provient d’une mauvaise compréhension des définitions du cours ou des 
notations de l’énoncé. 
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Exemple 1.23 Soit deux applications f:E — F et g:F — G. Soit BCE. Comparer go fine (B)) et g(B). 
Voici une démonstration trouvée dans une copie : 


go f(f"!(B)) = g(f(f*@B))) (définition de la composée ) 
=g(B) (car fof !=id) 


Que pensez-vous de cette « preuve » ? C’est l’exemple typique d’écriture formelle (une suite d’égalités) écrites sans 
donner un sens à ce que l’on écrit. II y a plusieurs confusions dues à un manque d’analyse des objets manipulés. Cerise 
sur le gâteau, le résultat est faux et en raison de son manque de rigueur, l’étudiant ne s’en est pas aperçu ! 

— L'élève écrit go f(A) = g(f(A)). Pour lui, c’est la définition de la composée de deux applications. Il faut toujours avoir 
en tête le rype d'objet que l’on manipule. Si x e E est un élément de l’ensemble E, on a effectivement go f(x) = g(f(x)) 
où f(x) € F est un élément de l’ensemble F. Mais ici, A n’est pas un élément de E, c’est une partie de E : ACE. La 
notation f (A) n’a rien à voir avec l’image d’un élément de E par l’application f, mais représente l’image directe de la 
partie À par f et il faut utiliser la définition précise de l’image directe. Le résultat est vrai, mais nécessite une preuve 
qui s’appuie sur les définitions : 


Montrons que go f(A)c g(f(A)). 

Soit ze go f (A) (z est un élément de l’ensemble G). 

D’après la définition de l’image directe g(C) (où C = f (A) est une partie de F), il existe y € f (A) tel que z= g(y). 
D’après la définition de l’image directe f (A), il existe x e A tel que y = f(x). 

On a donc z= g(y) = g(f(x)) = go f(x) d’après la définition de la composée de deux applications. 

Puisque z = (go f)(x) avec x € À, d’après la définition de l’image directe, ze (go f)(A). 


Montrez de la même façon l’inclusion réciproque. 

— Il y a une autre incompréhension des notations : f(f-!(B)) = fo f-!(B). Pour écrire fo f”!, il faudrait que l'application 
f-!existe (on parle de composée d'applications uniquement) et ce n’est le cas que lorsque f est bijective. La notation 
f7*(B) désigne ici l’image réciproque d’une partie de B par l’application f. 

Écrivons une preuve rigoureuse en analysant les notations et en suivant les plans de démonstration : 

— C: 


Soit ze (go f)(f-!(B)). 
Par définition de l’image directe, il existe x e f + (B) tel que z= (go f(x). 
Puisque xe f-!(B), par définition de l’image réciproque, f(x) € B. 


Puisque f(x) € B et z= g(f(x)), par définition de l’image directe, ze g(B). 


Soit ze g(B), 
Par définition de l’image directe, il existe y e B tel que z = g(y). 


Il nous faut trouver xe f-!(B) CE pour écrire z= (go f)(x). On ne voit pas comment à partir de y trouver ce x 
(ce serait possible si on supposait f surjective). 


L’inclusion réciproque semble fausse. Cherchons donc un contre-exemple. On a vu que le problème se posait lorsque 
f n’était pas surjective. Essayons donc E = {a}, F = {b,c}, G = {d} et les applications définies par f(a) = b, g(b) = 
g(c) = d. Pour B={c}, on a f-"(B) = SG d’où (go f)(f"-!(B)) = © alors que g(B) = {d}. 


Remarque 1.23 Avant d’écrire une formule mathématique, vous devez vous demander quel type d’objet vous manip- 
ulez (est-ce un élément d’un ensemble, une partie, une application ?...). Pour cela, il est utile de faire des schémas au 
brouillon. Dans l’exemple précédent, on écrit : 


Et DRE G 
fr! (BCE BCF g(B)cG, (gof)(f-1(B)<G 


Remarquez également le choix judicieux des notations de notre preuve : nous avons décidé de noter les éléments de E 
x, x’,.…, ceux de F y, y. et ceux de G, z,z',.…. Lors de notre démonstration, nous notons également sur le schéma les 
éléments utilisés : 
EÊLF£ 
XxeE yeF  z=g(y)eG 
Un bon étudiant fait cela intuitivement et comprend ce qu’il doit démontrer. En cas de doute, n’hésitez pas à faire une 
pause pour revoir la nature de chaque objet manipulé. 
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A.5.2 Plan de démonstration incorrect 


Il faut bien connaître les définitions exactes du cours et les utiliser pour démontrer des résultats en suivant les plans 
correspondants. 


Exemple 1.24 On note & (E,F) l’ensemble des applications d’un ensemble E vers un ensemble F . On considère deux 
ensembles E et F. Soit g:F — E une application injective. Montrer que l’application 


SFEP — SEE 
À RS 
est injective. 
Voici une « démonstration » trouvée dans une copie : 
Soit (x, x’) € EZ. 
Supposons que go f(x) = go f(x). 
D'après la définition de la composée, g(f(x)) = g(f(x')). 
Puisque g est injective, f(x) = f(x). 


Toutes les lignes ci-dessus sont correctes, mais qu’a-t-on montré ? Détaillons la démarche préliminaire à effectuer avant 
d'écrire une preuve. Il faut d’abord comprendre les notations : si fe Z (E,F) et ge Œ(FE), 


EÊLFÉE 


La composée go f est bien définie et c’est une application go f :E — E. L'application w est donc bien définie. On veut 
montrer que 4 est injective. L'ensemble de départ de @ est & (E,F). Le plan de démonstration correspondant s’écrit 


Soit (f,f'}e (F(E,F))?. 
Supposons que p(f) = p(f"). 
On prouve que f = f’. 


On s’aperçoit que l’élève n’a pas suivi ce plan et que ce qu’il écrit n’a aucun sens... Écrivons une preuve correcte. Nous 
voulons montrer que les deux applications f et f” sont égales. La définition de l’égalité de deux applications impose le 
plan suivant. 


SoitxeE, 
f = f'X. 
Écrivons la preuve complète. 
Soient (f, f')e (F(E,F))?. 
Supposons @(f) = p(f"), c’est-à-dire go f = go fl. 
Soit xeE. 
On a go f(x) = go f(x). 
Puisque g(f(x) = g(f’(x)) et que l'application g est injective, f(x) = f'(x). 


Par conséquent, f = f. 


A.5.3 Fautes de logique 


Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques fautes de logique qui illustrent les notions introduites au paragraphe A.I 
page 1126. 


Exemple 1.25 Un élève affirme dans sa copie que pour deux parties A, B d’un ensemble E, l’application 


f: P(E) — @P(E) 
° X ——  (XNA,XUB) 
est injective et il justifie ce résultat par la « démonstration » suivante. 
Soit (X,X’) € (@(E))2. 
Supposons f(X) = f(X') et montrons que X = X!. 
Montrons que X c X' : 


Soit xe X, étudions deux cas : 
— si xe À, alors xeXNA=X'nA d’où xeX, 


1149 


— si xgB, alors xe XUB =X'UB et donc xe X’. 
Dans les deux cas on a montré que x € X’. 
On montre que X’ € X de la même façon. 


Le problème vient de l’étude de cas non-exhaustive : il peut exister des éléments x e E tels que x g A et xe B. Ce cas n’a 
pas été traité (et le résultat est faux en général). 


Exemple 1.26 Voici un exemple tiré de l’algèbre linéaire qui illustre la même erreur très courante. Soit E un K-espace 
vectoriel et F, G deux sous-espaces supplémentaires : E = F@ G. On suppose que Vxe F, u(x) = x et Vxe G, u(x) = x. 
Montrer que u = idg. On rencontre souvent le «raisonnement» suivant : 


Soit xe E, étudions deux cas : 

— SixeF, alors u(x) = x. 

— Si xe G, alors u(x) = x. 

Donc VxEeE, u(x) = x et u=idg. 
C’est une confusion typique entre supplémentaires et complémentaires. Dire que E = F& G n’est pas la même chose que 
E = FUG. Les deux cas étudiés ne sont pas exhaustifs : il peut exister des vecteurs x qui n’appartiennent ni à F ni à G. Par 
exemple, si E = R?, F = Vect(1,0) et G= Vect(0, 1), on a bien E=FeGet pourtant (1,1)£F et (1,1) # G. La démonstration 
correcte utilise la définition exacte de deux sous-espaces vectoriels supplémentaires : 


SoitxeE. 
Puisque E = F& G, il existe xr € F et xG € G tels que x = xp + x. 
Comme u est linéaire, u(x) = u(xr) + u(xG) = XF + XG = X. 


Donc u = idg. 


Exemple 1.27 Considérons une suite (4,). Un élève montre que si les deux suites extraites (2n) et (U2n+1) convergent 
vers 0, alors la suite (w,,) converge vers 0. Il écrit : 


Considérons deux cas : 
— sinest pair, ...alors (#,) converge vers 0. 
— sin est impair, ...alors (u,) converge vers 0. 


Dans les deux cas, nous avons montré que un ——— 0. 
n— +00 


Il n’a pas compris que la proposition P : us ARE 0 ne dépend pas de n. Dire qu’une suite converge vers 0 ne fait 
> +O0 





n 
pas intervenir ñn. On peut écrire de façon équivalente P : ux 0. La lettre est muette dans un quantificateur Y. La 


k— +00 
proposition 
Ve>O0, INEN: VneN, n>N = lunl<e 


est logiquement équivalente à : 
Ve>0,2KEN: VKeN, k>zK = [uyl<e. 


Il étudie donc deux cas en fonction de n et démontre dans ces deux cas qu’une propriété indépendante de n est vraie. Au 
mieux il a écrit deux démonstrations correctes identiques. Au pire, il a écrit n’importe quoi 
Exemple 1.28 Pour montrer une proposition de type 


P :VneN #(n) 


on utilise souvent le principe de récurrence. 

— On vérifie la propriété au rang n = 0 : P(0) est vraie. 

— On montre que VneN, P(n) —= P(n+1l) est vraie. 

Pour rédiger une récurrence, vous devez d’abord mettre en évidence la propriété Z(n). Par exemple, pour montrer que 





W +1 
vneN, D k= 2049, 
k=0 2 
on écrit : : 
+1 
P(n) : 3 k = ACER: 
k=0 2 
On utilise ensuite le plan suivant : 
ù 0x1 
PO) : D Kk=0=— 
k=0 2 


SoitneN, montrons (nn) —> P(n+1): 


1150 


n+1 n 

1 
Dk= SN k+(n+1) = LLARERS d’après (n). 
k=0  k=0 2 


n+1l 1 2 
On en déduit que 3 k= DEEE" 


k=0 2 
Une erreur courante consiste à citer la propriété @(n) avec le quantificateur V : 


n 
P(n) :VneN, Rent, 


k=0 2 


Remarquons que cette propriété ne dépend pas de n : elle est logiquement équivalente à la propriété 


p 1 
VpEN, nes 


k=0 2 


fonction vérifiant : VxeR, f(x) < x. On veut montrer que la suite (w,) est décroissante : VneN, Un+1 < un. Écrivons 
une récurrence : 
P(N) : Un+1 < Un. 


(0) : ui = f(Uo) < Uo. 
P(n) = P(n+1l) : Un+1 = f (Un) < Un. 


Ce que nous avons écrit est correct, mais à quel endroit avons-nous utilisé la propriété @(n) pour montrer Z(n+ 1) ? La 
récurrence est inutile. II suffit d’écrire : 


SoitneN, 


Un+1 = f(Un) < Un. 


Donc la suite (u,) est décroissante. 


Remarque 1.24 Les étudiants ont tendance à abuser de la récurrence. Pour montrer une propriété qui commence par 
VneN,..….,ils se lancent automatiquement dans une récurrence. On écrit une récurrence uniquement lorsqu'on a essayé 
une démonstration directe qui n’aboutit pas et qu’on repère un lien intéressant entre Z(n) et Z(n+ 1). Si l’on décide 
d'écrire une récurrence, il est important 

— d’écrire précisément la propriété Z(n), 

— dans la preuve de S(n) — (n+1) d'indiquer précisément à quel endroit on a utilisé que (n) est supposée vraie. 


Exemple 1.30 Réfuter la démonstration suivante : Dans une boîte de crayons de couleurs, tous les crayons sont de la 
même couleur. 

Par récurrence : Soit n le nombre de crayons. pour n = 1 c’est évident. Passons de n à n+ 1 : on enlève le premier crayon 
C1. Il reste n crayons C2,...,Cn+1 qui sont de la même couleur, par "hypothèse" de récurrence. De même c1,...,Cn sont 
de la même couleur. Les deux "sous-boîtes" sont donc de la même couleur que c;(1 < i < n+ 1). Aïnsi tous les crayons 
ont la même couleur. 

Bien entendu, comme le résultat est faux pour n = 2, c’est qu’on ne peut pas passer de ñn = 1 à n = 2. L’intersection entre 


Exemple 1.29 On considère une suite récurrente définie par w eR et VneN, un+1 = f(un) où f :R —R est une 
les deux "sous-boîtes" est vide. 


Exemple 1.31 Soit une application f:E— Fet ACE une partie de E. On demande de comparer f “i( f(A)) et A. Un 
étudiant voulait démontrer que l’inclusion f”! (f(A)) € A était fausse. Il écrit : 


Soit xe f-!(f(A)), montrons que x # A 


et il n’aboutit pas. Il essaie de montrer que ff) CE\A, ce qui n’est pas la même chose que fr (fA) g À. Un 
autre traduit correctement que f -l( f(A)) € A est faux. 


Montrons qu'il existe xe f”!{f(A)) tel que x A 


et n’aboutit pas non plus. Ces deux élèves voulaient montrer que la propriété est toujours fausse, quels que soient 
l’ensemble E, l’application f et la partie A. Il y a des exemples où la propriété est vraie et d’autres pour lesquels elle est 
fausse. Il s’agit de montrer que la propriété n’est pas toujours vraie et, pour cela, il suffit d’exhiber un contre-exemple où 
l’on construit E, f, À pour lesquels la propriété est fausse. Il faut bien comprendre la distinction entre : «une propriété 
est toujours fausse » et «il existe des cas où la propriété est fausse ». 


A.5.4 Utilisation d’objets non-définis 


Il important de relire une démonstration pour s’assurer que tous les objets utilisés ont été bien définis. 
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Exemple 1.32 Un élève écrit 

Soit ye f(f"!(A)). 

Puisque x € Cu (A). 
Pour lui, la nature de l’objet x est évidente, mais il n’a pas introduit cet objet avant de l’utiliser. La preuve peut être 
correcte, mais est mal rédigée. Il aurait du écrire 

Soit y € f(A). 


Par définition de l’image directe, il existe x € À tel que y = f(x). 


Exemple 1.33 Un élève veut montrer que si f,g :R — R sont deux applications surjectives, l’application (f + g) est 
également surjective. Pour cela, il écrit 


Soit zER. 
Posons x eR tel que z/2 = f(x) et z/2 = g(x) 
Alors z= 2/2+ 2/2 = f(x) + g(x) = (f + g)(x) 
Le problème dans cette « preuve» est qu’un tel réel x n’existe pas forcément. Par exemple, si f = idr et g = —idm, f et 


g sont surjectives alors que (f + g) est l’application nulle qui n’est pas surjective. Pour z = 1, essayez de trouver un réel 
x tel que f(x) = 1/2 et f(x) = —-1/2... 


Remarque 1.25 Méfiez-vous d’une phrase « Posons x ... tel que ...». Bien que l’existence d’un tel objet x vous 
arrange pour terminer votre preuve, il y a souvent un problème ! 


A.5.5 Ordre des objets introduits 


En analyse, de nombreuses fautes proviennent d’un problème de dépendance d’objets introduits. Plutôt que d’analyser 
des erreurs, nous allons voir deux exemples importants qui illustrent ce propos. 


Exemple 1.34 Voyons un exercice classique d’analyse, le théorème de Césaro. Soit (w,) une suite, on définit sa moyenne 
; : Ê à U++Un 
de Césaro comme étant la suite (Su) où Sn = ——. Montrons que un — 1 = Sy —— Î. 
n n—+00 n—+00 
Commençons par comprendre intuitivement pourquoi ce résultat est vrai. Puisque un ——— [, approximons uw, par / en 
n— +00 


écrivant Un = [+ rn avec Tn ——— 0. Alors 
n— +00 


l+e+Tl + +rn Ti++Tn 
Sn = — + 2° 1+ 
n n n 
Tite +Tn : : x 4 : 
Il suffit donc de montrer que R, = ——— ——— 0. Soit € > 0. Puisque r} ——— 0, à partir d’un certain rang Ni, 
n— +00 n— +00 


n 
lrnl est petit : |rnl <e. Majorons en valeur absolue pour ñn > Ni 





Hral+e+{rol alt +lnninl  nil+e+1ral €  n-Ni 
&————————°%—% + ——————— < + 


Rnl< — < € 
n 


n n n n 

où C=|ril+.-:+17N,-1l est une constante indépendante de n. Lorsque n est grand, C/n est petit : C/n< € pour n z N2 
et comme (n—N1)<n,0ona[ÎR,l<e+e = 2€ pour ñn plus grand que N, et que No. 

Il s’agit maintenant de rédiger une preuve rigoureuse en utilisant la définition d’une suite qui converge vers 0. Pour 
montrer que Ry 0, il nous faut suivre le plan de démonstration suivant. 





n— +00 


Soit € > 0. 
Posons N = …. 
Soitn>N, 
IRnl<E. 


Réfléchissons à l’ordre dans lequel nous allons introduire les objets utiles à la démonstration. Au brouillon, nous avons 
pris ñ > N2 où N2 est défini tel que C/n < € pour n > N>, mais la constante C = r1 +--:+ rN,-1 dépend de Ni. Il faut 
donc avoir introduit N1 avant N2. Pour vérifier notre calcul, il faut prendre n > N, et ñ > N2. L’entier N que nous devons 
construire doit donc dépendre à la fois de N et de N2. L'ordre d’introduction des objets est donc le suivant : 


On vous donne €. 
Construire N1 à partir de €. 
Construire N2 à partir de € et N1. 


Construire N à partir de N1 et N2. 
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Vérifier que le N construit convient. 
Voici la preuve complète : 


Soit e > 0. 





Puisque r» 0, il existe N, € N° tel que Vn > Ni,|rnl<E/2. 


n— +00 
Posons C= (|r1l+---+|r0,-11). Puisque la suite (C/n) converge vers 0, il existe N2 € N* tel que Vn > N2, C/n< Ee/2. 
Posons N = max(N,N)). 
SoitneNtelquen>nN, 


Nous pouvons découper la somme en deux. Majorons en valeur absolue : 


Pit +HIN1 INit tn 
a —— À — 


IRnl= 
n 

Halte + nil+e+1ral 

<< —— + —— 
n n 

C (n-N;)e 
£ — + ——— 

n 2n 
<Ee/2+E/2 
< €. 


Si on avait écrit : 
Soit e > 0. 


Posons C=1{r;l+:+1rn0, —1l. 





Puisque C/n 0, il existe N2 € N tel que C/n<Ee/2. 


n— +00 


0, il existe Ni EN tel que Vn>N,|r,l<Ee/2 





Puisque r; 
n— +00 
Posons N = max(N,N) ... 


nous aurions fait une erreur de dépendance. L'objet C dépend de N; qui n’a pas encore été introduit dans la démonstration. 
Exemple 1.35 Dans le cours d’analyse, une fonction f :I—— R est uniformément continue si par définition : 
x >0: Ve>0, V(x, y) ef, lx—-yl<a = |f(x)- f(yI<eE. 


On dit que la fonction f est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout point x e I ce qui se traduit avec les quantifi- 
cateurs par 
Vxel, Ve>0,1a>0: Vyel, |x-yl<a = |[f(x)- f(pl<e. 


En voyant la définition d’une fonction uniformément continue, vous devez vous demander quelle est la différence avec 
celle d’une fonction continue. Ayant écrit les deux définitions avec des quantificateurs, on s’aperçoit qu’elles se ressem- 
blent beaucoup, l’unique différence concerne l’ordre de deux quantificateurs V et 4. Pour comprendre l’impact de cette 
différence, étudions les plans de démonstration correspondant aux deux définitions. 


1. Pour montrer que f est continue sur I: 
Soit x € I, soit e > 0. 
Posons a =. 
Soit yeltel que |x-—7y|< a, 
FX) — fNI<E. 


En pratique : 

— On vous donne un x et un € que vous ne pouvez pas choisir. 

— À partir de x et e, vous devez construire un réel à qui dépend à la fois de x et € et qui vérifie la propriété. 
Pour montrer que f est uniformément continue, le plan s’écrit 


Soite>0 

Posons à = 

Soit xe I, soit ye I, tels que [x- y <a 
If - FOIS E. 


En pratique : 
— On vous donne un € > 0 que vous ne pouvez pas choisir. 
— À partir de cet €, vous devez construire un & qui ne dépend que de £ vérifiant la propriété. 
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On comprend alors la différence entre ces deux définitions : c’est un problème de dépendance dans la construction de a. 
Dans le premier cas, vous pouvez construire «à qui dépend de € et x alors que dans le deuxième cas, vous devez construire 
un à qui ne dépend que de € et qui convient pour tout x e I, ce qui est plus difficile. 

Pour comprendre réellement une telle définition, vous devez prendre l’habitude de chercher par vous même des exem- 
ples et contre-exemples. C’est le meilleur moyen de bien assimiler un cours de mathématiques. Voyons un exemple de 
réflexion sur le cours. Un théorème affirme que f uniformément continue sur I — f continue sur I. Un autre théorème 
(Heïne) affirme que si I est un segment, f continue sur I = f uniformément continue sur I. Pour trouver un contre- 
exemple de fonction continue qui n’est pas uniformément continue, il est donc nécessaire de choisir un intervalle I qui 
n’est pas un segment. Écrivons la négation de l’uniforme continuité de f : 


4 >0:Va>0,1xel: 1yel:|x-yl<aet|f(x)- f(y)|>E. 


Prenons I = [0,+o et f(x) = x2. Cette fonction est continue sur [0,+oo[. Montrons qu’elle n’est pas uniformément 
continue sur I. Formons pour 0 < x < y, |f(x) — f(y)| = y?— x? = (y- x)(y+ x). On voit que si [x y| < à avec le cas 
limite y = x+ a, | f(x) — f(y)| = «(y + x) donc la quantité | f(x) — f(y)| devient arbitrairement grande en choisissant x et 
y grands. Montrons par l’absurde que f n’est pas uniformément continue. 


Posons € = 1. 
Soit a > 0, 
posons x=1/aet y=1/a+a 


ona|x-7y|=æet FC — FOI = 2ax + à > 2+ 0 > 1. 


Exercice 1.11 VO 
Quelles sont les liens entre les notions suivantes : « f est uniformément continue sur I» et « f est lipschitzienne sur 
I»? 


Solution : On a les implications : 
f lipschitzienne — f uniformément continue — f continue 
et aucune des implications réciproques n’est vraie en général. Montrons que f lipschitzienne entraîne f uniformément 
continue. 
Soite>0 
Puisque f est lipschitzienne, il existe k > 0 tel que V(x, y) € L, 1fG9 — FOIS klx— y1. 


Posons à = £/k. 


Soit (x, y) € L tel que |x— y|<a@, 


If -fUI<EKkIx- y|< ka <e. 


Montrons que l’implication réciproque est fausse en général. Dire que f est lipschitzienne revient à dire qu’il existe 


k > 0 tel que Vx,yEelI, x£ y, ==) < k : les pentes de toutes les cordes sont bornées. Considérons la fonction 
PE 


f : 10,1] — R définie par f(x) = /x. Elle est continue sur le segment [0,1], donc uniformément continue d’après 
le théorème de Heine. Vérifions qu’elle n’est pas lipschitzienne. Par l’absurde, s’il existe k > 0 tel que V(x, y) € L, 
1f(x) — f(NI< Kklx- y|, on a pour tout entier n E N*, (f(2/n) - f(/n)) < 1/n, c’est-à-dire Vne N*, (V2- 1) /ñn<]1ce 
qui est faux. 
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Techniques d’ algèbre 


sans techniqu’,un don n’est rien qu’un’ sal” manie. 
Georges Brassens (1921-1981) 


B.1 Trigonométrie 


Dans ce paragraphe, nous allons voir les formules de trigonométrie à connaître par cœur ou à savoir retrouver rapidement. 
Il est aussi important de comprendre à quoi servent ces formules. 
B.1.1 Lecture du cercle trigonométrique 


Il faut savoir interpréter pour un angle 6, son sinus, son cosinus, sa tangente et sa cotangente géométriquement sur le 
cercle trigonométrique : 


y 





Multimédia : animation avec l'angle qui varie 
On représente une demi-droite issue de l’origine faisant un angle 6 avec l’axe (Ox), cette demi-droite coupe le cercle unité 
en un point À, coupe la tangente au cercle au point B = (1,0) en un point P et la tangente au cercle au point C = (0,1) en 








un point Q. On interprète sin 6, cos6, tan6, cotan0 = no comme des mesures algébriques : 
an 


En notant M la projection orthogonale du point A sur l’axe (0x), sin8 = OM. 

— En notant N la projection orthogonale du point A sur l’axe (0 y), cos0 = ON. 

tan 6 = BP. 

— cotan0 =CQ. 

On a cos(x/2 — 6) = sin(6), sin(n/2 — 6) = cos(6), tan(x/2 — 6) = cotan(6) et cotan(r/2 — 6) = tan(6). Pour retrouver 
d’autres simplifications, remarquons que si l’on choisit sur le dessin un angle 6 petit et positif, sin est petit positif, cos@ 
est proche de 1 positif, tan 6 est petit positif et cotan est grand et positif. 
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On retrouve sans calculs les simplifications de sin(kn + 8), sin(kn + x/2 +0), cos(kn + 0), cos(kn + x/2 +6) en fonction 
de sin6 ou cos et les simplifications de tan(kn + 6), tan(kn + n/2+ 0), cotan(kn + 0), cotan(kn + x/2+ 6) en fonction 
de tan6 ou cotan6. 


Exemple 2.1 Simplifier sin(3r/2-8), cos(3x/2— 0), tan(3r/2 —8) et cotan(3x/2 — 0). On prend sur le dessin un angle 
6 petit positif et on représente l’angle 37/2 — 0 : 







tan(3x1/2 — 6) = cotan(6) 


cos(371/2 —6) = -sin6 
cotan(37/2 — 6) = tan(6) 


sin(3x/2 —6) = -cos6 


3x/2-06 


On voit que cos(3n/2-0) est petit et négatif et on retrouve sans calculs que cos(37/2-6) = —-sin6. De même, sin(3r/2- 
6) étant proche de —1, il vaut —- cos. Puisque tan(3x/2—06) est grand et positif, il vaut cotan6 et de même cotan(3r/2-— 
6) =tan6. 


Exemple 2.2 Simplifier en utilisant le cercle trigonométrique, sin(7x/2+0), cos(5n/2+8), tan(n/2+8), cotan(7x/2+8). 
sin(7x/2+0)=-cos86, cos(5x/2+06) =-sin6, tan(x/2+6) =-cotan6, cotan(7x/2 +6) =-tan6. 





On remarque que cos(8 + kn) = + cos(8), sin(0+ kn) = +sin(0) en fonction de la parité de l’entier k. On vérifie la formule 
utile : 


© 2.1 | sin(6 + KT) = (- 1Fsin0 cos(6 + £Tt) = (— 1)É cos(0). 


B.1.2 Les quatre formules fondamentales de la trigonométrie 


Il n’y a que peu de formules à retenir vraiment par cœur en trigonométrie. Comme les méthodes que nous allons voir sont 
similaires en trigonométrie hyperbolique, nous les inscrivons en parallèle. 
On sait exprimer cos? x en fonction de sin? x grâce à la formule fondamentale : 


Q 2.2 cos? x+sin?x= 1 ch? x-sh° x= 1. 








Lorsqu’on rencontre un groupement V1- y? (avec |y|< 1), il est souvent intéressant de poser y = sin x ou y = cos x pour 
éliminer la racine : V1-— sin? x = Vcos? x = |cosx|. De même pour un groupement 4/1 + }?, il est intéressant de poser 
y =shx puisque V1+sh? x = V ch? x = chx et pour un groupement Vy2=1 de poser y = +chx puisque Vch? x-1 = 
Vsh? x= [sh xl. 


Il faut connaître par cœur les quatre formules d’addition : 


cos(a+ b) = cosacos b-— sin asin b ch(a+b)=chachb+shashb 
cos(a— b) = cosacos b+sin asin b ch(a-b)=chachb-shashb 
F5 sin(a+ b) = sin acos b + cos asin b sh(a+b)=shachb+chashb 
sin(a— b) = sin acos b- cos asin b sh(a-b)=shachb-chash b. 


Elles permettent, en prenant b = a, de trouver les deux formules importantes : 
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V24 cos2a= cos’ a- sin? a= 2cos° a-1=1-2sin? a ch2a= ch? a+sh?a=2ch?a-1=1+2sh? a 
: sin24=2sinacosa sh2a=2shach a. 


Ces formules servent en particulier à linéariser cos? a et sin? a : 


re cos2a+l dose ch2a+1 
2 2 
O 2.5 
1-cos2a ch2a-1 
a sh az ——. 


Remarque 2.1 Ces formules de linéarisation sont surtout utilisées en trigonométrie classique. Pour la trigonométrie 
hyperbolique, les signes changent. On peut vérifier facilement une formule hyperbolique en prenant a = 0 et en faisant 
a — +co. Par exemple, la formule suivante est fausse : 


ch(2a) =1-2sh? a 
(a — +o ne va pas!) 


Remarque 2.2 Ces formules servent également à exprimer 1 + cos a ou 1 — cos a comme un Carré : 
6 . 20 
1+cos8=2cos— 1-cos8 = 2sin?—. 
2 2 
Lorsqu'on rencontre un groupement V 1 +cos6 ou v 1-cos0, il faut donc penser à l’angle moitié : 


med Valcos=], Vice Vafsinz| 


B.1.3 Comment retrouver les autres 


Pour linéariser un produit de cosinus et de sinus, il suffit d’additionner ou de retrancher deux lignes des quatre formules 
fondamentales. Par exemple, si l’on veut retrouver la linéarisation de cos a cos b, on part des deux premières lignes : 


cos(a+b) =cosacosb-sinasinb 
cos(a— b) =cosacosb+sinasinb 


: | 1 20 ‘ : 
et on fait L2 + L\ pour obtenir cos acos b = : [cos(a + b) + cos(a — b)]. On retrouve ainsi rapidement les trois formules 


suivantes : 
cos(a) cos(b) = S[costa+ b)+ cos(a-b)]  ch(a) ch(b) = Sehta+ b)+ch(a-b)] 
© 2.6 sin(a) sin(b) = [costa b)-cos(a+ b)] sh(a)sh(b) = Schta+ b)-ch(a-b)] 
sin(a) cos(b) = [sinta+ b)+sin(a—b)]  sh(a)ch(b) =  [shta +b)+sh(a-b)]. 
On sait également transformer une somme de cosinus ou une somme de sinus en un produit. Par exemple, pour exprimer 


cos p + cos q, on part des deux premières lignes 


ee b) =cosacosb-sinasinb 


cos(a— b) =cosacosb+sinasinb 


et, en les sommant, 
cos(a+ b) + cos(a-— b) = 2cos(a) cos(b). 





prq 
+b = = 
Il suffit de choisir a et b pour que : b a 1. €. P 2 q: On obtient de cette façon les deux formules suivantes : 
a— = q D = — 




















2 
cos p + cos q= 2c0s( 27) cos(— 1) chp+chq=2ch(2 4) ch(2 4) 
V2.7 2 2 
sin p + sin q = 2sin( 22%) cos? si) sh p + sh q=2sh(2T)ch(2 9). 
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Remarque 2.3 On ne sait pas transformer cos p + sin q en un produit simple, sauf si p = q: 
COS p + sin p = V2 (cos(x/4) cos(p) + sin(r/4) sin(p)) = V2cos(p — 7/4) 


Plus généralement, 


acos0 + bsin6 = V a? + b2 COS 6 + ——sin0|. 
v es = | 


ei. ie 


Mais puisque A? + B? = 1, il existe @ € [0,2x| tel que A = cosw et B = sin d’où finalement 


acos@ + bsin8 = V a? + b?{cos8 cosy + sinsin6) = V a? + b2cos(8 — 4). 


On retient le lien simple qui existe entre tan x et cos x : 


1 


© 2.8 1+tan? x= : 
cos? x 





Pour les tangentes, on a les formules suivantes qui proviennent de la définition et des formules fondamentales. 








l 
1+tan? x= 1—th?x= 
cos? x ch? x 
t tan b tha+thb 
RE ER, RE Er 
2.9 1—-tanatanb 1+thathb 
: tana-tanb tha-thb 
tan (a D) = th(a- D) = 
1+tanatanb 1-thathb 
jante 2tan a hC®@ 2tha 
an (24) = —— A) = ——— 
1-tan2a 1+th?a 


Terminons par des formules qui permettent d’exprimer les fonctions trigonométriques comme fractions rationnelles en 
t = tan(x/2). Ces formules nous serviront pour calculer des primitives. 








t=t es t th(Z) 
=tan(— =th(- 
2 2 
| 2t 2t 
Sin X = —— sh x = 
5510 1+r2 1-2 
É 1-# 1+ 
COS X = — ch x = 
1+r2 1-2 
2t 2t 
tan X = — thx = —.. 
1-2 1+r2 


Démonstration  Utilisons la formule sin(x) = 2sin(x/2) cos(x/2) et la relation entre cos et tan : cos? (C2) = ———— p 
| 1+tan2(x/2) 
écrire : 








” 2 2É 
sin(x) = 2tan(x/2) cos" (x/2) = Z- 
De même, 
cos(x) = 2cos?(x/2) l= = ie 
: I1+2 1+2 


, sin X 2t 
Il suffit de former le quotient pour trouver tan(x) = : 





COSX 1-82 


B.2 Calculs de sommes 


B.2.1 Comprendre les notations 


On considère un ensemble I fini (indices) et une famille de réels (&;);er. On note la somme de cette famille : ÿ'ai et le 
iel 
produit de cette famille : [ ai. 
iel 


Par exemple, si I = [[1,n], ÿ'ai = A +@+:--+ An et [la = 4 XX: x An. Lorsque l’ensemble d’indices est un 
iel iel 
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intervalle d’entiers : 1= [[p, g], on note 


q 
Da= a;=ap+apnit" + Gg. 
i=p iel 


Il est important de comprendre que la lettre ji utilisée dans la notation > est muette (elle prend les différentes valeurs dans 
iel 
I) et on peut la remplacer par une autre lettre : 


On sait calculer certaines sommes fondamentales, comme la somme des 7 premiers entiers (ainsi que la somme de leurs 
carrés et de leurs cubes) : 


© 2.11 Se 
i=1 2 
@2:12 Sp n(in+1)(2n+1) 
i=1 6 
n 2 2 n \2 
© 2.13 s#-? (n+1) eu a 
il - i=1 


Pour la somme S des ñn premiers entiers, une démonstration simple consiste à écrire les termes en ordre inverse : 


S =1+2+...+(n-1l)+n 
S =n+(n-1)+...+2+1 


et, en remarquant que 1+n=2+(n—-1)=:.:=n+1 puis en additionnant ces deux lignes, on obtient 2S = n(n+ 1) d’où 
le résultat. On montre les deux autres formules par récurrence sur ñ. 
La formule du binôme de Newton : 


(a+b)" = fjors (rhone (joies Ho 
0 1 2 . 


n 
© 2.14 (a+b"= >|" arte, 
k=0 k 


s’écrit avec nos notations : 


Les sommes géométriques sont très importantes. Si x z 1, 


1- xt 
S=lrpes += 
1—x 
En effet, 
S  =1+x+...+x" 
xS =x+...+x"+xtl 


et, en soustrayant, on obtient (1— x)S = 1-— x"#1 qd’ 


formule s’écrit avec nos notations : 


où le résultat. Lorsque x = 1, on somme 1 (n+1) fois : S = (n+1). Cette 


1 xt 
n . : 
O 2.15 Ne 
i=0 (n+1) si Xx=1 


B.2.2 Changement d’indices, télescopage 


Considérons deux entiers n < p et une somme 


p 
S = Ÿ_ ak = An + @n+1 ++ Gp. 
k=n 
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On peut également écrire 

p-n 

S = > An+i = Ant Anti ++ An+(p-n)- 

i=0 
Formellement, on effectue un changement d'indice de sommation en posant i = k-— n et en modifiant les bornes de 
l'intervalle de sommation : lorsque k = n, i = 0 et, lorsque k = p, i = p- n. Dans le terme générique à sommer ay, on 
remplace toutes les occurrences de k par (n + i). 
On peut également effectuer le changement d’indices j = p— k : lorsque k parcourt l’intervalle [n, pl, j parcourt l’inter- 
valle [[0, p — n]. En remplaçant & par p — j, on obtient alors : 


p-n 
S = > dp-j = ap + Ap-1 +" + Ap-(p-n): 
1=0 —.—— 


An 


Ce changement d’indice consiste à sommer les termes de la famille dans l’ordre inverse. La formule du binôme peut 
s’écrire : 
n n 
n ra n Rs 
(a+ b)" = | Jos k _ | Je Jbl. 
folk j=0\J 
Il suffit d'échanger les rôles de a et b ou d’effectuer le changement d'indice j = n—Kk. 
Si dans les termes à sommer, on a en facteur un terme qui ne dépend pas de l’indice de sommation, on peut le factoriser 
dans la somme : 
n n 
S = 20: X dj = (aa) + (aa2) +---+ (aan) = X(a +-** + An) = aÿ ai. 
i=]1 i=1 
Par exemple, pour calculer une somme géométrique avec l’indice qui ne commence pas à 0, on peut utiliser deux tech- 
niques : 
PT 1 xdt1 1% xp = x4+l 


qq. q . 
SsYx=)r-rx=——- 


1— x l-x 1x 





ou, en posant j =i-p, 

fn “AP... q=P ; q=P 
SP EDIT ADD er D 
Ï=0 


i=p j=0 j=0 


1— xp 
l—x 
En pratique, il vaut mieux utiliser la deuxième méthode car elle donne un résultat factorisé dans des calculs de sommes 


plus compliqués. 


n 
Exemple 2.3 Pour calculer la somme S = >. (n— i)?, on peut développer : 
i=0 


> 


n 


n 
S = nm 2ni+) 
0 i=0 


i i=0 





n n 
=(n+Dn-2nY i+ Yi 
i=0 i=0 


nin+1l) n(n+l)(2n+1) 


=(n+l)n?-2n 
2 6 


Mais il vaut bien mieux effectuer le changement d’indices k = ni : 


s- SE _nin+lD(@2n+1) 
k=0 6 | 


Voyons maintenant une technique courante dans les calculs de sommes, le télescopage. Considérons : 





1 
on s’aperçoit que tous les termes se simplifient sauf 1/1 et 1/(n+ 1) : S = An+Il 1. Uübsons les changements d'indices 
n 


pour rédiger ce calcul : 








N 1 Ÿ 1 
S = = . 
mktl Ex 
n+1 n 
1 1 
=D=--YS— (G=k+D 
mil knK 
n 1] n'] 
= D —-ÿ - (les indices sont muets ) 
ill i-1! 
LE) LA EE | 
= 2 —+ — os —+ =) (on sort des sommes les termes qui ne sont pas communs) 
mi n+l Si 1 
__ d 
| n+l 


Exemple 2.4 Calculer la limite de la suite de terme général 


n 
Sn= ) = — 
d 2 k(k+ D(k+ 2) 
Commençons par décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 


1 1/2 1 1/2 


DEL DEED  Æ Lil Er 


pour écrire 














k 
LIT ee À n 1 1 1 1/41 l 1 
D Dre ed D re ere 
D à 

4 2n+D 2n+2) n—+00 4° 


On utilise souvent des changements d’indice pour calculer des sommes où tous les indices sont pairs ou impairs. Par 
exemple, on veut calculer la somme des premiers entiers pairs inférieurs à un entier n : 


i 
ipair 


n 
Sn=0+2+4+...= Ÿ i. 

=0 

pai 


Puisque les indices À de cette somme sont pairs, on peut les écrire sous la forme à = 2k où k est un entier. Comme 
O<i=2k< n, il vient 0 <K< n/2 et le nouvel indice k varie donc dans l'intervalle entier [[0,E(n/2)]. Si n = 2p, 
ke [[0, p] etsi n =2p+1, Ke [[0, p]. Par conséquent, 


P P (p+1) 
Sn= > GK) =2Y k=2P0 = p(p+1). 
k=0 k=0 2 
Nous voulons calculer maintenant la somme des coefficients binomiaux 
n n nn 
Sn = + +-..= : 
ipair 


L'idée consiste à utiliser la formule du binôme donnant la somme de tous les coefficients binomiaux : 


2" (+= NE) Ë(:) 
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On introduit la somme des coefficients binomiaux où les indices sont impairs : 


n 
Tn = pa : 
i=0o \|1 

i impair 


n 


Nous avons alors Sy + Th = 2”. Il nous faut une autre relation pour calculer S; et T;. Formons la différence : 


ni Be-hoferer 


On en déduit que Sy = Th = 2-1, Nous avons calculé les deux sommes en développant (1+ 1)" et (1-1)". On remarque 
que 1 et —1 sont les racines carrées de l’unité. 
On peut généraliser cette idée en utilisant les racines n-ièmes de l’unité. Par exemple, si nous voulons calculer les sommes 


nn 
Ü = , 
k=0 [3] 
nn 
V = » 


æ 
mi 
= 


eo 


£ 
3 
[ 
Er 
ST 
ae 
# à 
sr ue 


on calcule à l’aide du binôme les trois sommes 


n 
a+” Eure, 
k=0 
Re Lin .k , .2 
(+ j) => ae =Un+ jVat j Wa 
k=0 
.2\n SUR .2 5 
A+} =Y Al = Un+ j Va jWn. 
k=0 


Nous avons utilisé les relations jf = 1 lorsque k= 0 [3], j* = j lorsque k= 1 [3] et jF = j? lorsque j = 2 [3]. En utilisant la 
propriété 1+ j + j? = 0, il suffit d’additionner les trois lignes précédentes pour trouver 

_2#+(1+j)"+(1+ 2)" 

4 — 


n 


On peut également avec la combinaison linéaire Li + j2Lo + jL3 calculer V, et de même avec Li + jL2+ j 213 calculer W,. 
Cette technique permet de calculer plus généralement des sommes de la forme 


4 


(pl 


M1= 


= 


k 


Il suffit de développer (1+w£)" pour les n racines n-ièmes de l’unité wg. 


B.2.3 Sommes doubles 
Lorsque l’ensemble d’indices est une partie finie formée de couples, on dit qu’on a une somme double. Par exemple, si 


1= {(1,2), (1,3), (2,2), (8,2); et ac, = i+ j, 


S = ÿ'a; = 4(1,2) + 46,1) + 4(2,1) + 4,1) = (1+2)+(1+3)+(2+2)+(3+2) =16. 
iel 


Un cas courant est lorsque I est un produit d’intervalles d’entiers : 
L= 10, p] x [1, g) = {(,1),(,2),...,(1,g), (2, D ...,(2,g),...,(p,q} 


En notant a;; = &(i,j), on a la formule d’interversion de sommes : 


P q q P 
ZE ais D (Lai)= 2 (Lai). 
(,j)elx] i=1 j=1 j=1 i=1 
a” —.— 
ai B; 
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q 
Remarquons que a; = 3, aij ne dépend pas de j (l’indice de sommation est muet), mais de i. De même, $; ne dépend pas 
j=1 
de i. La formule précédente permet donc d’exprimer une somme double à l’aide de sommes simples. 
Pour comprendre cette formule, considérons l’exemple suivant : I= {1,2} et J = {1,2,3} : 


2 ,3 
DD aij)= (a11 + G12 + G13) + (a21 + G22 + Q3), 

——_/_—_—_— ——— 
i=1l i=2 


2 
> (Da ‘ (11 + G21) + (G12 + 422) + (a13 + G23). 
=1 Em ee 


j=1 j=2 Î=3 


its 


Ces deux sommes sont bien égales puisque le résultat d’une sommation ne dépend pas de l’ordre dans lequel on effectue 
les sommes (en algèbre, on dit que la loi + est commutative). 


Lorsque a;; = &; x B;, la somme double s’écrit comme un produit de deux sommes simples : 


pq 
Se >. 2 ob; 


=1 


AL 


P q 
= > oi (58;) (a; ne dépend pas de j) 
=1 


I 
en 
EM 


= (56) x (Xi) (y ne dépend pas de i). 


n pP : 
Exemple 2.5 Calculons la somme S = 5 Y d'] (V2) : 
j=0i=0 


(NE (2) 


= De D (1+ V2}. 


nn 
Exemple 2.6 Calculons la somme S = 3 3 (i+ j)?. En développant cette somme, 
i=1j=1 


n n n n n n 
S= NN +2) Vij+ NN ÿ? 
i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 


DEC UD 


i=l / j=l 














n n 2 
=2nÿ i+2(5 i) (indices muets ) 
i=l il 


__#(n+D(n+5) 
Re 


Un exemple plus compliqué d’interversion de signes sommes, lorsque les bornes ne sont pas indépendantes : 


C 


0 à 


LT 
M: 
DE 


s= (Jan) = 


j=0 Î 


aij}. 


Il 
So 


i 


J 


Ici, S = Yi, per Aij où 1 = {(i, j) € N210<j<i< n}. On peut représenter chaque couple (i, j) € I par un point sur un 
quadrillage ( nr = 3 sur la figure) : 
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Si on commence par sommer sur l’indice à variant de 0 à n, à i fixé, j varie entre 0 et i. Sur le dessin, cela correspond à 
sommer verticales par verticales : 


S = (aoo)+ (&i0 + &11) + (@20 + A21 + Q22) + (a30 + 431 + 432 + 433). 
Due ee” 
i=0 i=] i=2 i=3 
Mais on peut également sommer horizontale par horizontale : 


S = (Goo + 410 + 420 + 430) + (411 + A21 + Q31) + (a22 + a32) + (a33). 
ne” De 


i=0 i=1 i=2 i=3 


nn j 
Exemple 2.7 Calculer la somme S = 2 3 h (] En inversant les signes sommes : 
i=0j=i\J ]\1 


je = (1+2)"=3" 


—_—— 
ri 
ee 
se 
——_—— 
Il 

. 

Il 3 
iM 
Less 
— à 


B.3 Trigonométrie et nombres complexes 


Nous allons voir dans ce paragraphe des techniques de calcul trigonométrique utilisant la notation Y et les exponentielles 
imaginaires. 


B.3.1 Transformation de cos(n0) 


Il s’agit de transformer une combinaison linéaire de cos kB et sin k6 en produits de la forme cos? asin7 a. Ce procédé 
s’avérera utile pour résoudre des équations trigonométriques. La formule de Moivre est à la base du procédé de factorisa- 
tion. Commençons par un exemple. Pour 68 € R, on veut transformer en produits cos58 et sin 50. On a, par application de 
la formule de Moivre : 

5i0 


(cos0 + isin6)” = 6° = cos50 + isin50. 


Développons le membre de gauche de cette égalité avec la formule du binôme : 


(cos6 + isin0)° = cos” 0+5icos" 6sin0 — 10cos° 6sin? 6 — 10i cos sin 0 + 5cos0sin* 0 + isin° 6 
(cos’ 6— 10cos° 6sin? 6 +5cosôsin* 6)+i(5 cos*6sin6 — 10cos° 6sin° 6 + sin° @). 


En prenant la partie réelle et imaginaire, on obtient : 


cos50 = cos’0-10cos°6sin/6+5cos0sin*6 


sin 58 5cos* 6sin0 — 10cos° 6 sin 6 + sin° 6. 


Calculons maintenant une formule générale qui permet d'exprimer cos(n6) comme un polynôme en cos(6). Ecrivons avec 
la formule de Moivre 


l,; : 1 
cos(n0) = CM + a) 5 [(cos0 +isin0)"+(cos0-isin0)" 


et développons à l’aide de la formule du binôme : 


1 n 
cos(n0) = = ÿ° “ [1+ (Di cos" F6sinf 6. 
22 |k 
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. k 2 sikpair M [nl onto # a : ; 
Puisque [1+(—1)"] = me ._, COS(n8) = 3 i cos 6sin” 6. Tous les indices de cette somme étant pairs, 
O0 si k impair 0 \& 
kpair 


on peut les écrire k = 2p avec 0 <2p< n, c’est-à-dire p € [[0,E(n/2)]]. Par conséquent, 


E(n/2) 1 n 


cos(n8) = ÿ Lo Je-nreosr #ronro- à 5 


| cos” 2P6(1- cos? 8)? =T, (cos8) 
p=0 p=0 


où T; est un polynôme appelé n-ième polynôme de Tchebychev (de première espèce) : 


E(n/2)[ n 
DOS (-DPX"-2P(1-X2)P. 
p=0 2 Pp 
Le calcul précédent est fondamental. Les polynômes de Tchebychev jouent un rôle important en algèbre et en analyse et il 
est courant de trouver cette question de cours dans les premières questions d’un problème de concours. Vous devez avoir 
bien compris et savoir refaire rapidement ce calcul. 
Effectuons le calcul similaire pour sin(n0) : 


1: : 1 
sin(n0) = Z(er"s _ er] = — [(cos0 + isin0)" — (cos0 — isin0)"|, 
2i 2i 


1 Sin RE nmkasto_l & (Ale nkak 
sin(n0)=—ÿ | |[1-(-1"]icos""6sin"6=- ÿ i“ cos” “Osin“6. 
2i ok i  |K 
kimpair 
Tous les indices de cette somme étant impairs, on peut les écrire sous la forme &k = 2p+1 où 0<2p+1< n, c’est-à-dire 
—1/2<p<(n-—1)/2 et p varie donc dans l’intervalle d’entiers [0,E(42)]. 








EE , Et 
sin(n0)=- ÿ i2P+l cos" 2P-1 6 sin?*1 6 = sin >, (1)? cos! 271 6(1-cos° 6)? = sin QU, (cos0) 

Ê p=o \2P+1 p=o \(2P+1 

“ED, 
où UnD = ÿ (-DPX"2P"1(1 - X2)P est un polynôme. 
p=0 2p+l 
Pour terminer, voyons un complément important sur les polynômes de Tchebychev. Utilisons la formule de trigonométrie 
+ + 
cos p + cos q = 2cos( É 7) cos(£ 4) 


pour écrire VOER,Vn2>2, 
cos[(n+ 18] +cos[(n-1)8] = 2cos8cos(n8). 


Puisque tout réel x € [—-1,1] peut s’écrire cos(8), il vient 
VXET-1,1], Tn+100 +Tn-1(x) = 2XTh(X) 


et on utilise une technique importante sur les polynômes : le polynôme Q = T,+1 +Th-1 —2XT, admet une infinité de 
racines, il est donc nul. On obtient ainsi une relation de récurrence qui permet de calculer de proche en proche les T, : 


To=1,T1=X,Vn>2, Ty+1 =2XTy -Ty-1. 


On obtient T2(X) = 2X2— 1, T3 = 4X3 — 3X et on retrouve les formules de trigonométrie cos(28) = 2cos?0 — 1, cos(38) = 
4cos5 0 — 3cos8 


et ainsi de suite. On se sert souvent de cette formule de récurrence pour introduire plus simplement les polynômes de 
Tchebychev. Elle permet en particulier de montrer simplement par récurrence que le terme dominant du polynôme T, 
vaut 27 1x7, 


B.3.2 Problèmes de linéarisation 


L'objectif de ce paragraphe est de montrer comment transformer un produit cos’? 6 sin 6 en une combinaison linéaire de 
cos k et sin k6. Cette opération s’avérera très utile pour les problèmes de calcul de primitive. Les formules d’Euler sont 
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également à la base du processus de linéarisation. Commençons par un exemple. Nous souhaitons linéariser sin$ 6. On a : 


: a \6 
e' - e-i8 
info = () 
2i 
L _1 Ze 160 _ Gi50 10 + 150140 120 2061067150 4 1501207110 _ Gi e-150 + @-180) 
64 
l ù . : 
= -—(e 68 Ge + 156120 20 + 156712 — 6er 49 + 07150) 
1. : ; ; | : 
= = (6 +670 6[0#0 +667) +15[6/2° + 677%) - 20) 


1 
es (cos 68 — 6cos48 + 15cos28 — 10). 


Nous avons utilisé la formule du binôme et avons regroupé les termes symétriques pour retrouver des cosinus. Maple 
permet d’effectuer ces linéarisations trigonométriques à l’aide de la fonction combine : 
MAPLE 





> A:=(cos(t))"4; 


> combine (A); 


1 
— cos(4 t) + - cos(2 €) + - 
8 2 8 


1 1 3 
Il est alors facile de déterminer une primitive, Î cos t dt = 3 sin(4f) + : sin(2f) + : t+C. 


Attaquons-nous maintenant à la linéarisation générale : 


dl 07 RL : 
cos"p = {e+e" F HE ( F HAE 


En s'inspirant de l’exemple précédent, nous souhaitons regrouper le terme k = 0 avec le terme k = n, le terme k = 1 avec 
le terme k = n— 1. Il faut distinguer les cas n pair et n impair pour pouvoir compter précisément le nombre de termes 
dans la somme. 

— Sin=2p+1 est impair, il y a 2p +2 termes dans la somme que l’on sépare en deux : 


P [n\ . 2p+1 n) . 
2 cos” 6 = 2 (] eiti-208 fe D É etr-2D8 
=0 


k=p+1 


Effectuons alors un changement d’indice dans la deuxième somme pour inverser l’ordre des termes : k' = n—Kk. On 





remarque que ra = (e] et que (n—2(n k'))=-(n—2k) d’où 


p n\ : P n : ! P n 14 i 
2" cos" 8 = > (] eitr-206 + + (e] e i@-2K) = à Ë [ee ses + an 
=0 


k!=0 k=0 
et finalement, 


1 2 f2p+1 
2p+l1a— E 
cos 6 = 72p Ë| k | cos[(2p —2k+ 1)8]. 


— Sin=2p est pair, il y a 2p+ 1 termes dans la somme et on doit sortir le terme médian : les (p — 1) premiers termes 
correspondent à & € [[0, p — 1], le terme médian à k = p et les (p — 1) derniers termes à ke [p+1,2p] : 


p=1 2p 
2 cos"0= Y (lee 7 fr) ny (] eitr-2b0 
k=0 k p k=p+1 k 
et avec le changement d’indice k’ = n— k dans la deuxième somme puis en regroupant les sommes, on trouve finalement 


CE 


CO PDE 2 bo mE( eco (2(p- 8). 
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B.3.3 Utilisation des sommes géométriques complexes 


L'idée fondamentale de ce paragraphe est qu’il est souvent plus facile de calculer une somme complexe qu’une somme 
trigonométrique, grâce aux propriétés de l’exponentielle imaginaire. 
Pour calculer la somme F 
Sn = 1+cos(8) + cos(28) + --- + cos(n8) = >. cos(K®), 
k=0 
introduisons la somme correspondante avec des sinus : 


n 
T; = 0+sin(8) +sin(26) +--:+sin(n0) = Ÿÿ_ sin(k0) 
k=0 


et la somme des exponentielles imaginaires associées : 
DsSir=> ete rvlel 
Kk=0 Kk=0 
Si on sait calculer U,, on en déduit S, et T} en prenant les parties réelles et imaginaires : S, = Re (U;) et T, = Im(U). 
On reconnaît pour U, une somme géométrique de raison e/°. Distinguons deux cas : 
1. Si el Z 1, c’est-à-dire 6 Z 2kn où ke Z, alors 


eitt+D6 _] 


Ur = eË-] 


Nous voulons extraire la partie réelle et imaginaire. Utilisons la factorisation de l’angle moitié : 


ge sn(ée) mg sin(#t0) 





NE: UT 
ei sins sin(;) 
d’où 
cos À 2 sin +08 w+0e sin À 2 sin +08 une 
= << — = << — 
8 Q] 
sin? sin? 


2. Si el = 1, c’est-à-dire 8 = 2kn où KE Z, alors U, = n+1 d’où Sy = (n+1) et Ty = 0. 
Vous devez penser par vous-même à introduire la somme complexe correspondante. Par exemple, pour calculer la somme 


n 


Sh = ÿ. {] cos(a+ kf) 


k=0 
où a, B ER, introduisez la somme des exponentielles imaginaires correspondante : 
n 
N ita+k 
U, = etat f) 
a 


puisque S, = Re (U;). Le calcul de U, se ramène au calcul d’une somme binômiale : 


n 
vent fe Je - e[eb+1]". 
k= 
Il suffit alors de factoriser l’angle moitié : 


n 6 i(a+ LE 


Un = = 2" cos" -e "TT 
2 





et de prendre la partie réelle : 


n B 


Sn = 2" cos(a+ #) cos” 


Un dernier exemple : nous voulons calculer la somme 


n 
Sn= > cos’ (k0) 
k=0 


n 
Nous ne pouvons pas ici introduire de somme d’exponentielles imaginaires associés. Si par exemple U; = ÿ lie 


1 
nous n’avons pas Sy = Re (Uh) ! Pour calculer cette somme, il suffit de linéariser cos? (k0) = ; [cos(2Kk8) + 1] et on a alors 





n 
= ? 5 cos(2Kk6) + Ge De 
2 &=0 


n 
Vous pouvez terminer le calcul en introduisant la somme complexe U;, = y ee. 
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B.4 Calculs sur des polynômes 


B.4.1 Les trinômes 


Le but de ce paragraphe est de rappeler les principales propriétés des trinômes qui doivent être parfaitement connues. 


Discriminant réduit 
On considère un polynôme du second degré 
P=aX?+bX+c avec ax 0. 
On sait calculer ses deux racines complexes x1, x2 à l’aide du discriminant : 
A=b?-4ac 


— Si A= 0, le trinôme possède une racine double donnée par x = -—. 


— Si A0, le trinôme possède deux racines complexes distinctes. On commence par calculer une racine carrée complexe 
de A, c’est-à-dire un complexe 6 vérifiant 6? = À et on obtient 








—b—û 
X1 = * 
: 2a 

—b+û 
X2 = . 
2 2a 


— Si A <0 est un réel strictement négatif, on sait que les deux racines complexes sont conjuguées : x2 = Xi. 
Lorsque le trinôme s’écrit 
P=aX?+2bX+c 


(utile lorsque b est entier), on peut utiliser directement le discriminant réduit N = b? — ac et exprimer les racines à l’aide 
d’une racine carrée complexe de A’ (8/2? = A’): 


—b-—56! 

XX = ———, 
a 

—b+56 

X2 = ——, 
a 


Cela évite la simplification par 2 dans les expressions 


Exemple 2.8 Pour résoudre l’équation x? — 4x + 3 = 0, on écrit A’ = 2? —3 = 1 et les deux racines sont x1 = 2+1=3 et 
X2=2—-1=1. 


Exemple 2.9 Une démonstration de l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilise le discriminant réduit. Soit E un espace 
euclidien et x, y € E deux vecteurs, considérons (lorsque x Z 0) le trinôme 


TO = IAx+ ylË = A2 lÀ +2 (x1 y) + I yl£. 


Puisqu’une norme ne prend que des valeurs positives, ce trinôme ne prend que des valeurs positives et ne possède donc 
au plus qu’une racine réelle. Son discriminant réduit est négatif ou nul : 


A'={x|y)"-IIxl2lylé <0 


d’où [(x1y)l<lxlllyl 


Relations entre coefficients et racines 
En notant x1, x2 les deux racines complexes du polynôme P = aX?+bX+c,ona 
P=aX-x)(X- x) = a[X2- (x + %)X+ 1%]. 


En identifiant les coefficients de P, on déduit la somme et le produit des racines sans avoir à les calculer explicitement : 


b 
X1+X2 —=——, 
a 
© 2.16 
C 
X1X2 ŒE 
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Exemple 2.10 Déterminons l’expression logarithmique de argsh(x). Soit xe R, notons y = argsh(x) : 


e’ — e7Y 
= h = ———— 

x=sh(y) 5 

Y-1/Y Y?-1 
2  2YV 








En notant Y = e), Y est racine d’un trinôme : x = . On en déduit que 


Y?-2xY-1=0. 
Le discriminant réduit vaut A! = x? + 1 > 0 et le trinôme possède deux racines réelles distinctes 


Y1 =x+Vx2+1>0, 
Yo =x-Vx2-1<0. 
En effet, puisque Y1Y2 = —1 < 0, l’une des racines est positive, l’autre est négative et puisque de façon évidente Y1 > O, il 
vient que e) = x+vx2+1 d’où 
argsh(x) = In(x+ V x2+1). 


Déterminons de même l’expression logarithmique de y = argch(x) pour x > 1. Avec les mêmes notations, 


eŸ+e-Y V+1l/Y Y?+1 
= ——  — = 
2 2 2 








et 
Y2-2xY+1=0. 


Le discriminant réduit A! = x? — 1 > 0 est toujours positif d’où les deux racines 


Y1 =x+Vx2-1,>1 
Y =x-Vx+1. 


Puisque Y1 Ÿ2 = 1, les deux racines ont même signe (> 0), l’une est supérieure et l’autre inférieure à 1. Puisque Y\ > x2> 1, 
et que y = argch(x) = InY > 0, il vient Y > 1 d’où Y = Y. et argch(x) =In(x+vVx2-—1). 


Extrémum d’un trinôme 


La courbe représentative d’un trinôme y = P(x) = ax? + bx+ c est une parabole. 


, D e : 
1. a> 0 : la parabole est convexe et atteint son maximum en c = —— : le milieu des racines de P (lorsque P possède 
a 


deux racines réelles). 


2. a<0 : la parabole est concave et atteint son minimum en c = —— : le milieu des racines de P (lorsque P possède 
a 


deux racines réelles). 


P(x) = (x— a) (B — x) P(x) = (x— œ)(x— 6) 


Il suffit d'étudier les variations de P : P'(x) = 2ax+ b et P' s’annule en —-b/a. 





1 

Exemple 2.11 sup x(1-— x) = 3 Le trinôme admet un maximum atteint en x = 1/2 (milieu des racines 0, 1) et la valeur 
xel0,1] 

du maximum vaut 1/4. 


Exercice 2.1 VO 
On considère la suite de terme général 
1 n 
Un = — NV k(n-—k) 
k=1 


nr 


a. Montrer que un 0. 





n— +00 
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b. Déterminer un équivalent simple de uy. 


Solution : 


a. Le trinôme P = X(n—X) a pour racines 0 et n et atteint son maximum sur [0,n] en c = n/2. Le maximum vaut 


n?/4. On majore facilement : 
l l 
0<SuUn<—nx V nl4=— 
ns 2n 


etun 0. 
ñn— +00 


Écrivons 


Die yAre k Sn 
=—|— IE 


1 
où S, est une somme de Riemann qui converge vers L= [l Vx(A- x) dx Mais la courbe d’équation y = V x(1— x) 
0 


a pour équation y? = x- x? et on reconnaît un demi-cercle centré en (1/2,0) de rayon 1/2. L'intégrale L est l’aire 
T 


d’un demi-disque de rayon 1/2 et vaut donc L = x/8. Finalement, un — —. 
n—+0o 8n 





B.42 Développement de polynômes 


Pour développer un produit de polynômes, il est indispensable de mener les calculs en une seule ligne. Par exemple, pour 
développer 
P(X) = (K?+3X-2)(XŸ +2X7—3X + 1) 


il est très maladroit d’écrire : 


P(X) = X2(X$ +2X7 — 3X + 1) + 3X(X3 + 2X7 —3X + 1)—2(X$ +2X2—3X+ 1) 
EXO LORS NE NES LOU ON" LIN D AN + EX 2 
EX HEXT EXT 12X T4 OX 2. 


En effet, recopier mécaniquement des termes mène à une perte d’attention, source fréquente d’erreurs. 

La bonne méthode pour mener ce calcul consiste à : 

— déterminer le degré d du polynôme produit (somme des degrés), 

— déterminer pour KE [[0, d]] d’où vient le terme en XF et sommer les coefficients sélectionnés, 

— écrire en une seule ligne le résultat. 

Multimédia : Coefficients entiers de 2 (ou 3) polynômes choisis au hasard, pour calculer 
le coefficient de Xf, griser dynamiquement les termes du produit et collecter les 
coefficients en bas, Exerciseur ? 

Détaillons cette technique sur notre exemple. Les opérations suivantes se font de tête et ne nécessitent qu’une seule ligne ! 
Le degré du polynôme P vaut 5. 

— Le terme en X° ne provient que du produit de X? avec X et le coefficient de X° vaut donc 1 : 


(e|+3x-2(x |+2x2-3x+ 1. 


— Le terme en X* provient du produit de X2 avec 2X2 (coefficient 2) 


2 
(x |+3x-205 + —3X+1), 














du produit de 3X avec X$ (coefficient 3) 


œ+[3x]-2{x° |+2x2-3x4+ 1) 


et le coefficient de X4 vaut donc 2+3=5. 
— Le terme en X° provient du produit de X2 avec —3X, 


(x |+3x-2)08 + 2x7 -3x |+ 1), 
du produit de 3X avec 2X2? 
œ2+[3x]-2)x5+[2x2|-3x +1) 
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et du produit de —2 avec XŸ 
œ2+3x[-2) (+ DR SN ET) 
Le coefficient vaut donc -3+6—-2= I. 


— Le terme en X? a pour coefficient 1—9-—4=-—12: 
(x |+3x-2)0$ +2x2 3x1), 
œ2+|3x |-2)X%+2X2] -3x |+ D), 


œ2+3x]-2) + —3X+1). 


— Le terme en X a pour coefficient 3 +6 = 9 
X2+[3x |-2)X%+2Xx2 3x] +1), 


œ2+3x[-2)0%+2x2-3x [+ D. 


— Le terme constant provient du produit des deux constantes et vaut —2. 


œ2+3x]-2)x$+2x2-3x] +1). 


Il faut impérativement adopter cette technique de calcul. Dans un premier temps, vous pouvez utiliser le brouillon pour 
noter les coefficients que vous récoltez et ensuite les sommer. Avec un peu d’habitude, ce calcul se fait de tête immédiate- 
ment. 
Exercice 2.2 
Développer les polynômes suivants : 

1. R$+X2-X+2)(2X2+X-— 1); 

2. (2X*+3X2-6X-1)(XŸ-2X2+X+ 1); 

3. (X5+X4-2X2+3)(2X$-X2+X-—1). 


Solution : 
1. 2X°+3X1-2X2+3X 2; 


2. 2X7-4X6+5X5-10X*+14X3-X2-7X- 1; 
3. 2X8+X7-4X5 +XT+4X3-X2+3X 3. 





Exercice 2.3 
Déterminer le développement limité à l’ordre 4 en 0 de : 
a. sin(x) exp(x) ; 
In(1 + x) 
1+x 


Solution : 
a. 


. x 4 x2 x 3 
e* sin(x) = (x—— +o(x*))(1+x+—+— +0o(x°)) 
6 2 6 
x2 3 x2 x 3 
= x(1-—+0(x))(1+x+—+—+0(x°)) 
6 2 6 
ne 3 
= X+X a vo De 


In(1 + x ANT 
1+x 2 3 4 


3 11 
= X(1—-x+—x 
2 6 


25 
a o(x)) 
12 


3 11 25 
= ne = x? + o(x). 
2 6 12 





Pour développer un produit de trois polynômes, on peut utiliser la même technique et chercher directement d’où provient 
le terme X4. 
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Exemple 2.12 Développer 
PDO = REX DIR +3X- DIX -5). 


Le degré du produit vaut 5. 
— Le terme en X° provient uniquement du produit 


(xl+x-04x2|+3x-04x]-5 


et vaut X°. 
— Le terme en X* provient des produits : 


Lél+x-n4x2]+3x-Daf-5p, 


bel+x-Do24+[3x]-0(x]-5), 
G+[x]-0(x[+3x-n(x]-5 


et le coefficient de X* vaut donc -5+3+1 = —1. 
— Terminer le calcul de cette façon. 
Si vous n'êtes pas à l’aise avec cette méthode, vous pouvez effectuer le calcul en deux lignes en ne faisant que des 
multiplications de deux polynômes en utilisant la méthode précédente (une multiplication par ligne ) : 
P=P(X) = (X?+X—1)(X2+3X-—1)(X—5) 
= (X2+X—1)(XŸ-2X2—16X +5) 
=XS-x1-19Xx-9x2+21X-5. 


B.4.3 Factorisation de polynômes 


Il est tout aussi important de savoir factoriser un polynôme. Rappelons que Maple permet de développer et de factoriser 
les polynômes : 


> P := (x+1)x(x"2-3xx+2); 


> expand(P); 


+ 2 K = K + 4 
= XNA + 24xX73 — 11xX72 — 12xX + 36; 
4 3 2 
+2 X — 11:X — 12 X + 36 
> factor(O); 





La factorisation d’un polynôme revient à déterminer ses racines (complexes). On se heurte ici à l’un des principaux 
problèmes des mathématiques. Depuis l’antiquité, on connaît un algorithme pour trouver les racines d’un polynôme de 
degré 2 et on sait également déterminer les racines d’un polynôme de degré 3 et de degré 4. 


À faire : Manu : note historique + précise avec photo? 





On a cherché longtemps un algorithme similaire permettant d’exprimer les racines d’un polynôme de degré 5 à l’aide de 
radicaux faisant intervenir les coefficients du polynôme. Abel puis Galois ont montré que ce problème était insoluble. 


Cette obstruction au calcul de racines d’un polynôme se retrouve dans toutes les branches des mathématiques : 


Exemple 2.13 On sait en théorie primitiver une fraction rationnelle. En pratique, il faut être capable de la décomposer 


en éléments simples. Pour cela, la première étape consiste à factoriser le polynôme au dénominateur. Dès que le degré 
dx 


du dénominateur est supérieur à 5 on est bloqué. Voici une réponse de Maple pour le calcul de f D ss : 
XP + x + 
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int ( 1/(x76+x75+1), x); 


336657046555205 5 43328897320370 
_R Intx R 





363446734701 363446734701 


7892189829980 408178287515 2  2020667424601 
= _R 


363446734701 121148911567 363446734701 





43796810471 


363446734701 

4 3 2 
1 := RootOf (43531 _Z + 540 _Z + 80 _Z + 10 _Z 
HET 1) 





Ce n’est pas tout à fait ce que l’on appelle une primitive explicite .….… 


On est souvent confronté à cette obstruction fondamentale en calcul scientifique et le seul choix possible consiste à utiliser 
des méthodes numériques pour déterminer des valeurs approchées des racines d’un polynôme. Heureusement, on dispose 
d’algorithmes très efficaces pour trouver ces valeurs approchées (vous connaissez déjà la méthode de Newton par exemple 
…). Voici un calcul avec Maple qui illustre l’impossibilité de trouver les valeurs exactes des racines d’un polynôme. Une 
méthode numérique permet cependant de trouver des racines réelles approchées : 


Exemple 2.14 








P := x710 -2xx — 1; 
10 
P x 2 x 1 
> factor(P); 
10 
x 2 > À 
> solve(P = 0, x); 
10 
RootOËf (_2Z = 2, es 11) 


> fsolve(P=0, x); 
—.4995164207, 1.125099677 


Dans la suite de ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques qui permettent de factoriser de façon explicite un 
polynôme dans certains cas très particuliers. 


Factoriser à partir d’une racine connue 


On veut factoriser un polynôme P de degré d. Si l’on connaît une racine a de ce polynôme, on se ramène à la factorisation 
d’un polynôme Q de degré (d — 1) en factorisant (X — «) dans P. Considérons le polynôme 


P(X)=XŸ-5X2+7X 3. 
On voit que a = 1 est racine évidente de P puisque 1-5 x 1+7 x 1-3 = 0. On peut donc écrire 
P=(X-DQX 
Il faut savoir écrire en une seule ligne le polynôme Q en utilisant la méthode suivante : 
- P=X$-5X72+7X-3 
— Le degré du polynôme Q vaut 2 : P=(X-— 1)(aX2 + bX + co). 
— On détermine le coefficient a puisque le produit de X avec aX? doit donner le terme en X° de P : a=1 
P=(X-—1)(X2+2X+...). 


— On cherche le coefficient de X dans Q en examinant le terme X2 du produit : (—-1+2X2 = -5X2 d’où ? = —-4: 


P=(X-—1)(X? -4X+?). 
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— On s’intéresse ensuite au terme en X dans le développement : (?+ 4)X = 7 d’où ? =3. 
P=(X-1)(X?-4X+3). 


— On vérifie notre calcul en calculant le terme constant du produit : (—1) x 3 = —3 qui est bien le coefficient constant de P. 
Voici un autre exemple. Nous détaillons ici les calculs en plusieurs étapes afin d’illustrer la méthode, mais vous devez 
mener ce calcul de tête en une seule ligne ! 


P=2Xx$-xt-3x$+x2+3X-2. 


On voit immédiatement que 1 est racine évidente de P (la somme des coefficients est nulle) et on factorise en une seule 
ligne P en suivant les étapes suivantes : 

P={(X-1)(2X*..), 

P=(X—1)(2X*+X$...), 

— P=(X-1(2X1+X$-2X2...), 

P=(X-—1)(2X1+X3-2X2-X...), 

P=(X—1)(2X1+X$-2X2-X+2), 

— On vérifie le coefficient constant. 

Multimédia : Applet exerciseur 


Trouver toutes les racines rationnelles 


La méthode précédente permet de factoriser (X — x) où « est une racine de P. Encore faut-il être capable de trouver 
une racine « évidente » du polynôme P ! Pour un polynôme quelconque, c’est impossible comme nous l’avons vu dans 
l'introduction. Il existe tout de même quelques méthodes à connaître. 

D'abord des remarques évidentes : 

— Si le coefficient constant est nul, on peut factoriser X ! 


X5+4X2-5X=X(XT+4X-5)=X(X-1)(X + X2+X+5) 


XS 4x +3X = XX — 4x7 +3) = XX 1)(X7 -3X 3) =X°(X-1)X-a)(X-f) 
où a = 3+V21 etp= V2, 
— Examiner les coefficients du polynôme : si leur somme vaut 0 alors 1 est racine évidente. Regarder de même si P(—1) = 
0. 
Il existe un algorithme pour déterminer les racines rationnelles d’un polynôme à coefficients rationnels. Voir exercice 
21.54 p. 804 Considérons par exemple le polynôme 
7 3 3 
ES RS ns es 
6 2 2 
1. On peut supposer que le coefficient constant & est non-nul, sinon on peut factoriser XŸ dans P et se ramener à 
chercher les racines d’un polynôme de degré inférieur. 


2. On peut se ramener à chercher les racines rationnelles d’un polynôme à coefficients entiers en réduisant les fractions 
au même dénominateur : 


aa d a ao a d 
= —X" + +—X+ — = — (by 1... boX" +---+ bg... b:). 
Ba pa rs 5 d-1--.00 d 1) 


P 


Sur notre exemple, 


ls 22 
P= SEX — 7X° —9X +9). 
On se ramène ainsi à chercher les racines du polynôme 
Q=6X-7X2 -9X +9. 


3. Supposons que à = p/q soit une racine rationnelle du polynôme Q = a4X4 + ag_1X 4! +...+ aX+ ap où a; eZ. 
On suppose que pe Z et qe N* et que les entiers p et q sont premiers entre eux : p A q = 1. On doit avoir : 


pi d-1 
0 = Q(x = M40a + 4-1 





a tonte 
q 


qd-1 
et, en réduisant au même dénominateur, 
d d-1 d-1 d 
aaPp° +4@a-19P +-:+æq  p+aæg =0. 


On obtient ainsi une relation entre entiers et on peut utiliser le cours d’arithmétique dans Z. 
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4. Écrivons en factorisant p : 
d-1 d-1 d 
pTaap  —::-&4q )=4@g. 


On en déduit que l’entier p doit diviser l’entier apq% et puisque p A q = 1, on a aussi pA q{ = 1 d’où en utilisant le 
théorème de Gauss : 
L | aoq4 


> &o-. 
pag{i=1 PIE 


Gauss 
L’entier p doit diviser le coefficient &. L’entier p ne peut donc prendre qu’un nombre fini de valeurs, les diviseurs 
de &. Sur notre exemple, p € {1,3,9,—1,—3,—9}. 
5. De façon symétrique, puisque 
aap® = q(-aa1p aq"), 
on a q| ap" et, puisque q A p = 1, il vient q | aq et q ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Sur notre 
exemple, g € {1,2,3,6} 


6. On ne peut donc avoir qu’un nombre fini de racines rationnelles de P, sur notre exemple 


13911 13 9 1 1 
ae 3er, 1, 3, 9, PRIT UN ES NS Ve 
22236 2 G2;r :2 





7. Il suffit, pour chacun de ces rationnels, de tester si P(œ) = 0. On en déduit toutes les racines rationnelles de P. Sur 
notre exemple, à = 3/2 est la seule racine rationnelle de P. 


B.4.4  Polynômes particuliers 


Polynômes bicarrés 


Si un polynôme s’écrit P = QXP), il suffit, pour trouver les racines de P, de déterminer les racines de Q. En effet, si 
P(a) = 0, alors aË est une racine de Q et on sait déterminer les racines k-ièmes d’un nombre complexe. Par exemple, 


P=x5 3x +2 = (X5)? - 3(X) +2 = Q(XS) où Q(X)=X2-3X+2=(X-1)(X—2) 


Les racines de P sont donc {1, j, j?, V2, j V2, j? V2}. 
Un polynôme bicarré est un polynôme P = Q(X?) où Q est un polynôme du second degré : Q(X) = aX?+bX + c. Par 
exemple, 

P(X) = X4— 3X2 +2 = Q(X?) où Q(X) =X2-3X+2=(X-1)(X—2) 


Dans le chapitre 21.6.7, on a vu que les polynômes irréductibles normalisés dans R [X] étaient : 

— les polynômes du premier degré (X— a), 

— les polynômes du second degré sans racines réelles : X? + pX + q avec À = p? -4q<0. 

Un polynôme bicarré n’est donc jamais irréductible et on peut toujours le factoriser ! On peut évidemment déterminer les 
racines complexes a,f de Q et les 4 racines complexes de P seront les racines carrées complexes de a et 6. Pour obtenir la 
décomposition dans R[X], il suffit alors de grouper ces racines conjuguées deux à deux. Cette méthode est souvent lourde 
et il faut connaître l’algorithme suivant qui permet d’obtenir directement la factorisation de P dans RI[X] sans passer par 
les complexes. 


1. Si le polynôme Q(X = (X — a)(X — b) possède deux racines réelles, P(X) = (X2 — a)(X2 — b), selon le signe de a et b, 
on obtient directement la factorisation de P dans R[X]. Par exemple, 





P(X) = (X2— 1)(X2 —2) = (X-1D(X+LD(X-V2)(X+ V2), 
P(X) = (X? + 3)(X2 — 1) = (X2+3)(X — 1)(X + 1). 


2. Si le polynôme Q ne possède pas de racines réelles, travailler directement sur le polynôme P en groupant le terme 
en X* avec le terme constant et en faisant apparaître un début de carré et en utilisant la factorisation a? — b? = 
(a-— b)(a + b) : 


P=Xt+X2+1=(Xt+1D+X2 = (X2+1)-X2 = (X2-X+ D(X2+X+ 1), 
P=Xt+1=(X2+1)2-2X2 = (X2- V2X+1)(X2 + V2X+ D), 


P=Xt+2X2+2-(X4+2)+2X2 = (X7 + V2) +(2-2V/2,X? 
= 2-1/2-2V2X+ V2)? + 1/2-2V2X + V2). 
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Racines de l’unité 
Certains polynômes font intervenir les racines n-ièmes de l’unité et se factorisent facilement. 


Exemple 2.15 Le polynôme P = 1+X+X? a pour racines j et j? : P=(X- j)(X- j?). Il faut le reconnaître et le factoriser 
sans calculer son discriminant ! 





| Exemple 2.16 Le polynôme Q = X? -X +1 a pour racines — j et — j? puisque Q(—X) = P(X). 


Plus généralement, considérons le polynôme P = X” — 1. Ses racines complexes sont les n racines n-ièmes de l’unité : 
2ikrn 
ze n 


Ok , KE [0,n-1]. On a l'identité remarquable X"—1 = (X-1)(1 +X+X2+...+X7-1) II en découle que le polynôme 


Q=1+X+...+Xx""1 


a pour racines les racines n-ièmes de l’unité sauf 1. 

On sait également écrire la factorisation dans R[X] du polynôme P = X" — 1 en groupant les racines n-ièmes de l’unité 

avec leurs conjugués. On a toujours P(1) = 0 et selon la parité de n : 

— sin=2p est pair, P(—-1) = 0 et —-1 est une racine n-ième de l’unité. Les (2p — 2) autres racines ne sont pas réelles et 
puisque le conjugué de w4 est W2,,-K, On peut écrire 


pal BI 2kn 
XP _1=(X-DX+D[[X-wp{(X-w)=X-DX+D[] (2-2c08[—)x+ 1). 
k=1 k=1 0 


— sin=2p+1 est impair, —-1 n’est pas une racine de l’unité et en groupant les 2p racines différentes de 1, on trouve 


KT 


p 
xXP+1_1=X-1I] [x -2005| X+1 
k=1 7 








Polynômes réciproques 


Cette technique est beaucoup moins importante que les précédentes. Vous pouvez la sauter en première lecture. 
d . 
Un polynôme P = > aiX! est dit réciproque lorsque ses coefficients sont symétriques : Vi € [[0, d], a; = ag-_;. Par exem- 
i=0 
ple, le polynôme 
P=6X*+5X°-38X7+5X+6 





est réciproque (44 = Go, 43 = 41, 2 = @). 
— Une remarque importante : un polynôme est réciproque si et seulement si 


1 P(x) 
VxZ 0, re). 
X X 


Sur notre exemple, 


Costes ET, 
xt 2x8 x2 x x x 


1 6 5 38 5 6+5x3-38x2+5x+6 P(x) 
P|-|- = + +6 = ———— "7 
X 


On en déduit que si x Z 0 est une racine de P, alors 1/x est également une racine de P. Il suffit donc de trouver deux 
racines de P pour les connaître toutes. 

— Voyons une technique pour calculer les racines de P qui réduit le problème à chercher les racines d’un polynôme de 
degré d/2 lorsque d est pair. Nous allons illustrer la technique sur notre exemple. Une fois l’idée comprise, elle se 


généralise sans problème à tous les polynômes à coefficients symétriques. Soit x Z 0 une racine de P, en divisant par 


x2, on obtient 


Re ë 
0=6x2+5x—38+ + —6|x2+—|+5 38. 
X X X 














l 
X+— 
x 
l 
Posons y = x+ m calculons 
l l 
P= x +24 — d'où x°+— = y -2 
x x 
et y doit donc être racine d’un polynôme de degré 2 : 
0=6(y?-2)+5y-38=6y+5y-50= 0. 
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On cherche les racines de ce trinôme. On trouve y = 5/2 ou y = —-10/3 et il suffit ensuite de résoudre deux équations du 
second degré en x : 


1 5 2 
X+—=—, x°—-x+1=0, 
X 2 2 
d’où 
1 10 2, 10 
X+—-=-—, X+—x+1=0. 
x 2 3 


On trouve finalement x € {2,1/2,-3,—1/3}, d’où la factorisation de notre polynôme, P = (X—2)(X — 1/2)(X + 3)(X + 
3)(X + 1/3). 
Lorsque le degré d est impair, il est facile de voir que P(—1) = 0 et, en factorisant (X + 1) dans P, on se ramène à un 
polynôme de degré (d — 1) qui est encore réciproque. En effet, P(X) = (X+1)Q(X), 





X+DQX PH P(1/X) azx+ poux = EE lou/x) 
KES RE : LE | 


QX) 


d-1 





d’où l’on tire Q(1/X) = 
Exercice 2.4 
Factoriser le polynôme P = X° +3X4+X% +X2+3X+1. 


et on en déduit que Q est réciproque. 


Solution : On factorise (X+ 1), P = (X+1)(X4+2X% —X2 +2X+ 1) et on se ramène à factoriser le polynôme réciproque 
Q=X{+ 2X3-X2+2X+1. Soit xe C une racine de Q, en divisant par x2, on obtient 


| 1 
2 or La | | (1) 
x2 x 


et en posant y = x+1/x, y vérifie l'équation du second degré y? +2y—3 = 0, d’où y = 1 ou y = -3. On résout alors 
x+1/x= 1, soit x?—x+1 = 0 d’où X1 = — j et X2 = — j?, puis x+1/x = -3 et on trouve x3 = (-3+V5)/2 et x1 = (-3-V5)/2 
(on vérifie à l’aide des quantités conjuguées que 1/x3 = x1). Finalement, 


P=(X+LDX+jDX+ j2)|X+ — 


ee) 
2 





B.45 Relations entre coefficients et racines 


Le but de ce paragraphe est de présenter de façon plus élémentaire, avec des exemples, les relations entre coefficients et 
racines d’un polynôme et de montrer des applications en calcul algébrique. 

Commençons par l’exemple élémentaire d’un trinôme ayant pour racines (complexes) a et $. Il peut s’écrire sous forme 
développée et sous forme factorisée : 


P = aX? + &X + @o, 
P= @(X-a)(X-—$) = &[X?- (a+ f8)X + af)]. 


En identifiant les coefficients, on trouve les relations coefficients racines bien connues : 


ai 
O1=au+b =-— 
1 b … 
ao 
OL = = — 
2=0ÿ = 


Pour un polynôme de degré 3, ayant trois racines complexes (pas nécessairement distinctes) a, B, y, le même calcul donne : 
P = a3X° + éoX? + 4X+ 40 
et 
P= a3(X—a)(X—B)(X— y) 


= ax — (a+ + y)X? + (aB+ay+By)X- afp], 
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d’où les relations entre coefficients et racines : 


a 
O1=a+p+y Re 
3 
a 
O2=0B+ay+fBy =— 
a3 
ao 
63 = afy = 


Un polynôme de degré n 
P = anX" + an1X ++ a1X + Go 
s’écrit sous forme factorisée dans € 
P= an(X- x1)(X -— x2)...(X — Xn) 


où x1,..., Xn Sont ses racines (pas nécessairement distinctes). En développant cette forme factorisée et en identifiant les 
coefficients, on trouve les relations coefficients racines générales : 





An-1 
O1=X1+" + Xn = —— 
An 
An-2 
O2 = X1X2 ++ X1Xn + X2X3 + + XXnt + Xn-1Xn = 
An 
ao 
On = X1... Xn =(-D'—. 
An 


Ces relations sont importantes car on a vu qu’on ne savait pas exprimer en général les racines d’un polynôme de degré > 5 
à l’aide des coefficients. Par contre, certaines expressions faisant intervenir les racines du polynôme peuvent s’exprimer 
à l’aide des coefficients. Par exemple, la somme ou le produit des racines et plus généralement tous les ©; s’expriment à 
l’aide des coefficients. Il est bon de connaître le résultat suivant (hors programme). 

Si l’on prend l’expression des o;, par exemple lorsque ñn = 3, G2 = x1X2+ X1 X3 + X2 X3, On s’aperçoit que cette expression est 
invariante par permutation des racines (on peut par exemple échanger les indices 1 et 2, on retrouve la même expression). 
L'expression 

N> = a + É + 


et, plus généralement, les sommes de Newton 


Ne = xË + xË + xË 


sont invariantes par permutation des racines. L’expression 
E= X1%3 + X2X3 + X 
= X] c 


par contre n’est pas invariante. 

Il existe un théorème d’algèbre qui dit que toute expression polynomiale en (x1,...,xA) (c’est-à-dire une somme-produit 
des x;) invariante par permutation des racines peut s'exprimer comme un polynôme en 61,...,0n. 

Prenons par exemple la somme de Newton N2 et exprimons-la explicitement à l’aide de 61,02,03. Calculons 


2 D.7,500 LD D 
O7 = (1 + Xo + %3)° = XI + XS + X3 — 2(X1 X2 + X1X3 + X2%3). 
On trouve donc N> = 0° — 262. Calculons ensuite 
1 


O1N2 = (x + X2 + x) + 2 + 1) 
= N3— X12%2 (Xi + X2) — 1 3 (x + X3) — X2 X3 (22 + X3) 
= N3 — X1 X2 (X1 + Xo + X3) — X1 X3 (X1 + X2 + X3) — X2 X3 (X1 + Xo + X3) + 3X1 X2 X3 
=N3-0102 +303, 
d’où l’on tire 
N3 = 01(0? — 202) +0102 —303 = 0? — 30102 +303. 


Exercice 2.5 Ml 
Soit P(X)=X?+X-—1EC[X]. On note x, X, X2 ses trois racines complexes. 


a. Vérifier (sans chercher à les calculer) que les trois racines sont distinctes. 
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b. Effectuer la division euclidienne de X° par P. 


c. En déduire la valeur de la somme 


Solution : 


Par l'absurde, si x est une racine double de P, alors P(x) = P'(x) = 0. Mais P'(x) =0 — 3x2+1=0 — x= 


re 
v3 


qui ne sont pas des racines de P. Donc toutes les racines complexes de P sont simples. 
On trouve X° = (X2—1)P(X)+X2+X—1. 


Si x4 est une racine de P, alors 4 = (Re — 1)P(xg) + x? + Xp — 1 = À + xx — 1. On peut alors exprimer la somme 
cherchée en fonction des fonctions symétriques élémentaires des racines de P : 


3 
N5= D X+01-3=0-202+01-3=-2-3=-5. 
k=1 





Exercice 2.6 MN 
Soient trois complexes (a, b, c) € C3 de module 1 vérifiant a+ b+ c = 1. Montrer que l’un de ces trois complexes vaut 
1. 


es = j À ‘i 
Solution : Commela|=1, -=aeta+b+c= He = 1 d’où o, =1eto2=ab+ac+bc= abc= a. Donc (a, b, c) 
a a C 

sont les racines du polynôme 


P=X-X2+aX- a. 


Puisque P(1) = 0, l’une des racines vaut 1. 





Exercice 2.7 
Montrer qu'il n’existe pas de réels (u, v,w) vérifiant : 


u+v+w=3 et uv+vw+wu=6. 


Solution : u,v,w seraient racines du polynôme P(X) = X3-3X2+6X + c avec c=uvweR. Mais d ‘après le théorème 


de Rolle, P' posséderait alors deux racines réelles distinctes, ce qui est faux. 





B.S Calculs en algèbre linéaire 


B.5.1 Symbole de Kronecker 
Dans un corps K, pour deux indices (ÿ, j) € [[1, n]?, on définit le symbole de Kronecker : 
1 ss 
© 2.17 Den Te 
Ox Sii#)j 
Il apparaît souvent dans les calculs matriciels. La principale utilisation de ce symbole consiste à simplifier les sommes. 
Dans une somme S = Y'jer Oip &i, tous les termes de la somme sont nuls, sauf celui correspondant à l’indice i = p:S = ay. 


Exemple 2.17 


n 
Y Oras= an 
i=l 
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B.5.2 Utilisation des matrices E,, en calcul matriciel 


Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques utilisations pratiques des matrices de la base canonique de M,,(K). 


DÉFINITION 2.1 OO Matrices E,4 
Pour (p, q) € [1, n]2, on définit la matrice 


Epq = (Gipôiq) 1e, jen € Pin (K)- 


Les coefficients de cette matrice sont tous nuls, sauf le coefficient à la ligne p et à la colonne gq qui vaut I1K.. 





Dans le chapitre 25, on montre que la famille constituée de ces n? matrices (Epq)isp,qen forme une base de M, (K). En 
particulier, toute matrice À = (a; pE MhrK) se décompose en une combinaison linéaire de ces matrices : 


nn 
A= > >. dijEi;j. 
i=1j=1 
Le produit de deux matrices de la base canonique est simple à retenir : 


© 2.18 | Epq * Eki = ÔgkEpl 





Ces matrices fournissent des exemples simples en algèbre linéaire. Par exemple, si p # q, 7 = EpqEpq = 0 : la matrice 
Epq est nilpotente d’indice 2. Pour n > 2, l’anneau M, (R) n’est pas commutatif : E12E21 = En alors que E1E12 = E2 


Exemple 2.18 Soit A=(a;;)e MK) et (p,q) € I, n]?. Calculer Tr (AË»q). Décomposons la matrice A sur la base 
canonique : 
n n 
A=) > ajEi; 
i=1j=1 
En utilisant la formule du produit E; jBpa; la linéarité de la trace et la trace d’une matrice de la base canonique : Tr Œiq) = 


Ôiq 


nn nn nn 
T(AEpg) = 2 2 &ij Tr (EijEpa) = 2 D &ij6 jp lt (Big) = À L 56 jpg = Agp- 
i=lj=1 i=lj=1 i=1j=1 


Exemple 2.19 Déterminer les formes linéaires @ :M,(K) — K vérifiant : 
V(A,B) e M (K), p(AB) = p(BA). 


Soit @ une telle forme linéaire. Si l’on considère deux matrices quelconques A et B, on a 2n° coefficients arbitraires et 
le calcul est pénible. Remarquons que si l’on connaît @(E;;) pour tous (5, j) € [[1, n]l, @ étant linéaire, on connaîtra (A) 
pour toute matrice À : il suffit de décomposer A sur la base canonique. Utilisons cette idée : 

Puisque vérifie la propriété pour deux matrices quelconques, elle la vérifie en particulier pour deux matrices de la base 
canonique E,q et Exr, P(EpqEu) = @Ex1Epq) et on doit donc avoir : 


V(p,q,kl)ellrl*, 64epŒp) = 81p (Exq) 


Soient (i, j)e [1,n]?, avec i x j. 
— En prenant p= i, 1= j, q = k= i, on trouve que @(E;;) = 6 ;;@p(Eii) = 0. 
— En prenant p = 1 = i et q = k= j, on trouve que @(E;;) = @(E;;), c’est-à-dire que w prend la même valeur sur toutes 
les matrices E;;. 
En notant à = @(E11) = :+: = @(Enn) cette valeur commune, on a donc @(E;;) = aô;;. Pour une matrice A quelconque, 
nn nn n n 
pA)= DD ai) = D D api) =  araôi; = a) ai = xTr (A) 
i=1j=1 i=1j=1 i=1 i=1 
Nous avons montré qu’il existait à € K tel que @ = xTr. Réciproquement, pour tout a e K, en posant @ = ar, vérifie 
la propriété. 


Exercice 2.8 O 
Soit deux matrices À,B € M, (K). On suppose que 


VXEeMA(K) Tr(AX) = Tr(BX). 


Montrer que À = B. 
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Solution : SiA=(a;;) etX= (x;;), on calcule 


n 
MOVE; 
1k=1 


1 


En prenant X = Ebq, Xki = Okpdiq; Tr (AX) = agp et V(q, p) € [1, ñ], agp = bqp d’où A =B. 





Exercice 2.9 VO 
Soit une sous-alsèbre 4 de l’algèbre M, (K). On suppose que 


VMEM,UK), M'EZ4 — ME A4 


Montrer que #4 = MAR). 


Solution : Supposons que 4 soit une sous-algèbre de M, (K) vérifiant VM e M, (K), M eg = Meg. I suffit 
de montrer que toute matrice E;; de la base canonique appartient à «4. Comme est une sous-algèbre de M, (K), 
On, x) € Z. Or si (i, j) € I, nl? , E?, = E;;E;; = Ô;;E;;. Par conséquent, si i # j, E?, € 4 et B;; € 4. Soit maintenant 


ie, n]. Soit j À i. On sait que E;;,E;; € et, puisque A est une sous-algèbre de MAr(K), le produit E;jE;; = Ej; est 
encore dans «#4. Comme Æ contient toutes les matrices de la base canonique et que c’est un sous-espace vectoriel de 
Mn(K), A = Mn (K). 





Regardons ce que donne la multiplication à gauche et à droite d’une matrice par une matrice de la base canonique : 
À faire : Dessins 


1. Lorsqu’on pose la multiplication E,A, on remarque que toutes les lignes du produit sont nulles sauf la ligne p où 
l’on retrouve les coefficients de la ligne L, de la matrice A. 


2. Lorsqu'on pose la multiplication AE,,, toutes les colonnes du produit sont nulles sauf la colonne q où l’on retrouve 
les coefficients de la colonne C, de la matrice A. 


Un premier exemple illustre l’utilisation de ces matrices : 


Exemple 2.20 Déterminer les matrices À e M, (K) qui commutent avec toutes les matrices de M, (K). 
Soit À une telle matrice. Puisqu’elle commute avec toutes les matrices, elle commute en particulier avec les matrices de 
la base canonique : 

V(p,q)ell1,nl7, EpqA= AEpq- 


Mais on a calculé E,4A et AE, ci-dessus et on en déduit que V j # q, a4;j = 0 et, en examinant le coefficient à la ligne 
p et à la colonne gq de ces deux produits, on obtient : Vp,q € [1,n], &gq = 4pp. En notant & = &j1 =: = Gnn, On a 
nécessairement À = al, : À est une matrice scalaire. Réciproquement, toute matrice scalaire commute avec toutes les 
matrices. 


Exercice 2.10 © 
Déterminer les matrices À e M, (R) qui commutent avec toutes les matrices symétriques. 


Solution : À doit commuter avec toutes les matrices symétriques E,, et on trouve que À doit nécessairement être 
diagonale. Ensuite, À doit commuter avec toutes les matrices S;; =E;;+E;; et, en effectuant le calcul, on trouve que A 


doit être une matrice scalaire. 





B.5.3 Calcul de déterminants 


Faire apparaître des zéros 


C’est, peu ou prou, la méthode de Gauss. La méthode est plus souple : on peut travailler sur les lignes et sur les colonnes. 
Exercice 2.11 
Calculer 


—1 8 —10 —-7 


1181 


Solution  : On est en présence d’une matrice à coefficients entiers. On utilise la méthode 
du pivot de Gauss. On utilise des petits pivots (en valeur absolue) pour éviter les quotients. 
—8 O0 3 2 | Li— Li -2l4 2) 8 7 0 

—1 8 10 7 | Li—L2+7L4 | —36 —-20 —-24 0 

—2 —7 4 —9 | L3<—L3+9L4 | —47 —-43 -14 Of 





—5 —4 —2 Il —5 —4 —2 ] 
On fait apparaître un pivot égal à 1 : C2 <— C2 — Ca. 
2 7 l 7 2 l 4 
D = |-36 24] = 4  —24 | Lo<—L)-A4L, | —-44 0 -52 | 
47 43 14 47 29 14 | L3 <— L3+29L: 7 0 175 
D'où D = —-(—44 x 189 — (—52) x 11) = 7744. 











Factorisation 


C’est l’hygiène du calcul de déterminants. Repérer un facteur commun sur une ligne ou une colonne et mettre en facteur 
simplifie le travail. En particulier lorsque la somme des lignes est constante, un bon réflexe est d’additionner toutes les 
lignes dans première, de mettre en facteur (on n’a plus que des 1 sur la première ligne) puis on peut soustraire la première 
colonne de toutes les autres. 
Exercice 2.12 
Soit à, b, c, x quatre complexes. Factoriser 


SO à À 
Q # Oo © 
+ à SO 


Solution : En additionnant toutes les lignes dans la première, on fait apparaître x+ a+ b+ c: 


x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c 1 
x C b a 
=(x+a+b+c 
C 5e a ( 115 
b a x C 


La présence des 1 sur la première ligne incite à soustraire par exemple la dernière colonne dans les autres : 


D=(x+a+b+c) 





a —b 
ne =(x+a+b+c)x(-1D x|b a 
c— x 


On additionne la deuxième ligne dans la première : 





0 x-b+c-a x-a+c-b 0 
D=-(x+a+b+c)lb-a c—a Xx-—a =-(x+a+b+c(x-a-b+c)\b-a 
C—x b-x a-— x C—x 


On soustrait la troisième colonne dans la deuxième, on développe ensuite suivant la première ligne : 


0 0 1 
D=-(x+a+b+c(x-a-b+clb-a c-x x-a 
c—-x b-a a-x 
b-a 


=-(x+a+b+c(x-a-b+0c) Le ; =(x+a+b+c(x-a-b+0c) [(c— x)? (b— a)] 





=(x+a+b+c(x-a-b+c)(x-c-b+a)(x-c+b-—a). 





Exercice 2.13 
Soit &,0@2,@3 trois réels. Calculer 
cosoy tan% 
cosa) tan®|. 
cosaz tan 


D = 


Hi 


Démontrer que si &1 + @2 + à3 = nr alors D =0. 
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Solution : Soit ty = tan %, on a 


2 2, 
j 1+i 1-4 


à = h+# 1-6 
(+ #2)(1+ 2)(1+ 6) 5 5 
1 2 3/[1+64 1-6 


h (1+ &) 
b(1+ 6) 
t3(1+ É) 


ï 1+É 2 h+t 
= |l+# 2 b+6 
2 2 2) 2 à 
A+DA+DA+ D 4 2 B+0 


en soustrayant la première colonne dans la deuxième. Maintenant on soustrait la première ligne dans les deux autres : 


2 “) 
: 1+é 2 + 
BH 0 b-n+5-6|= 


2 3 3 
—È 0 B—-h+ti-t 


1+6 2 h+À 
b+h 0 1+É+É+ht 
th 0 1+É+É+hts 


(Bb —t)(3 th) 
(+ #2)(1+42)(1+ 6) 


_A+20+2(+% Ê 


On développe par rapport à la deuxième colonne, 


(B—th)(t th) 
(1+#)(1+8#)(1+ 6) 
__ Gt) t4)(t3 — b2) 
BE RE EE 
(1+#)(1+82)(1+ 6) 
_., = th) — t3)(3 — t2) 
= 2 ——_— © — 
(1+#)(1+42)(1+ 6) 


b+th 
B+h 


1+8 +6 + ht 


(&- th) -t) b+t 
1+É+É+hts 


A+#)(1+6)0+6%)18-b 
(2 — h)(4 — 13)(f3 — b) 
(+#2)(1+ 8) +6) 


1+8#+8%+ht 
-É+h(—t) 


b+th 1+È8+É+hb|. 


= b+th)(a+b+h)-(1+8+82+ht 
1 nn, [@+h)(B+b+h)-(1+6+6+h0)l 


(fi to + tot3 + fat — 1) 


tan Ÿ, + tan > + tan 3 


1 — tan Ÿ, tan — tan D tan Ü3 —- tan Ü3 fan: 
on en déduit que le dénominateur 1—tan Ÿ tan 92 — tan 0 tan 03 — tan 03 tan Ÿ, s’annule, autrement dit h b+tt+t2t1— 
1=0 et par suite D = 0. 


Comme tan(0: +2 +03) = , en prenant Ÿf = SE, comme 1 + O2 +3 = T, 





Cela signifie que les points de paramètres ax avec & + 2 + à3 = 7x sont alignés sur la courbe x = cost; y=tan . 


Techniques polynomiales 


Lorsque les coefficients sont des polynômes, le déterminant est lui-même un polynôme. 
Exercice 2.14 VO 


Soit 40, &1,...,4n-1€eC”,soitxecC. 
Calculer 


— 
1  —x 0 — 4 
D(x) =|0 l — A2 
0 0 1 -an1-Xx 
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Solution : On développe par rapport à la dernière colonne : 


0 
0 


++ (DE TX (ap) | 0 


0 
En développant les déterminants par blocs (triangulaires) 


DH Cle CA EN) 0e CD eo C0 CD C7, ) 


+ (DEL x (ani 20 x (1 


Puis, en effectuant les calculs, 


DE SU A da Da Da ea (le + 


= (—-1)"(ao+ax+...+ Fin l +x"). 





On peut reprendre un exercice précédent en simplifiant les calculs … à condition d’avoir le bon coup d’œil et de connaître 
ses déterminants de Vandermonde : 
Exercice 2.15.  ©OQ 
Calculer 
1+# 1-82 n(1+6) 
A=|1+# 1-5 b(l+é)|. 
1+É 1-6 (+6) 


Solution : Comme précédemment, 


1+# 2 h(l+t) 1+8# 1 (1+5) INT (IE) 
A=l1+# 2 b(1+8#)|=2l1+8 1 b(+#)=218 1 6b(1+6)|. 
1+É 2 ts(1+t) 1+É 1 &(1+t) Ë 1 B(1+6) 


En utilisant la multilinéarité du déterminant : 


Pl 
A2 EN 
É 1 


1 x 
î 


= Va(x, hi, b, 13). 
l2 


; 1 
coefficient de x dans 1 


1 ë 3 
Or Va(x, di, b2, 18) = (x h)(x— b)(x— 13)Va(f, to, B8)(h 2 + bts + st). 
Ainsi le coefficient de x égale —(f t2 + tata + t3h)Va(f, fo, ta). 
Finalement, À = —-2V3 (ft, b, t3)(t to + bts + tata — 1). 





L'avantage d’être un polynôme, c’est qu’il est déterminé par un nombre fini de valeurs. 
Exercice 2.16  ©OQ 


1. Soit a, b deux réels distincts, x1,...,Xn, n nombres réels. 
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En ajoutant x à chacun des éléments, calculer 


D,p=la a x 


b 
a 4 Xn 
2. Soit a un réel, x1,...,Xn, n nombres réels. 
Calculer 
X) 4 a a 
a ZX a 
D,;=|a a 3x3 
a 
a 4 Xn 


Solution : 
1. Cet exercice illustre l’adage : Plus une égalité comporte de variables, plus elle est facile à démontrer ! 
Ici on cherche à calculer D;,p = Da,p(0) avec 


Xi+x b+x ne b+x b+x 
a+Xx X2+x Fes 36e b+x 


Dip(X=|a+x a+x x3+x 


b+x 
a+X XntXx 


D;,p(x) est un polynôme en x. 

En retranchant la première colonne à toutes les autres puis en développant par rapport à la première colonne (ou 
en dérivant deux fois par rapport à x le déterminant D,,p(x)), on voit que D, (x) est un polynôme en x de degré 
inférieur ou égal à 1, c’est-à-dire une fonction affine. D,p(x) = ax +. 


Maintenant, il suffit de déterminer la valeur de D,,L(x) en deux points distincts. Par exemple en —a et —-b on voit 
alors qu’on a à calculer le déterminant d’une matrice triangulaire. 


n n 
Dap(-a)= [[(xx- a) et Dap(-b) = [[(xx-b). 
k=1 k=1 


D;,p(— a) - Da,p(-b) l L IL 
= ——— = — D A À) Noms Xk — b . 
— — 6x ) [6x ) 
LE . nr I - Ia 
En posant I; = El (xx — ©), la valeur qui nous intéresse est 6 = D,,2(0) = Il + —. 
k=1 nt 
. a étant fixé, la fonction D : b— D,,ÿ est continue puisque c’est un polynôme en b. 
n n 
Donc D, = D(a) = lim D(b) = I, + all!, = El (Xx — a) — Y El (Xe — a). 
EE k=1 


i=11<k<n 


kzi 





Un exercice déjà vu : 
Exercice 2.17 MN 
Soit à, b, c, x quatre complexes. Factoriser 


Pa,b,c (x) = 


oO & Q à 
SO & S 
S » Oo 
+ S TO 


Solution : P;,p. est un polynôme de degré inférieur ou égal à 4. Le coefficient de x* ne peut être obtenu qu’en prenant 


les x de la diagonale principale. Donc ce coefficient égale 1. 
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En additionnant toutes les lignes dans la première, on trouve x+a+b+c: 


x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c x+a+b+c 
a 58 C b a 
12 X) — =(x+a+b+c 
ab,c{ ) b c x a ( ) 


C b a x 


Autrement dit, le polynôme X + a+ b+ c divise P;p,c(X). 

Cette fois nous allons multiplier la deuxième et la quatrième ligne par —-1. Nous additionnons le tout dans la première 
ligne et nous pouvons factoriser x— a+ b— c. Cette fois, c’est X— a+ b— c qui divise Ppce(X). 

En multipliant la deuxième et la troisième ligne par —1, on trouve X— a— b+ c divise P;p,e(X) et en multipliant la 
troisième et la quatrième ligne par —1, on trouve que X+ a—b— c divise Pyp,ce(X). 

Lorsque les quatre nombres a+b+c,-a+b-c,-a-b+c,a-b-c sont distincts deux à deux, alors les quatre polynômes 





X+a+b+c sont premiers entre eux, donc leur produit divise P,,p,c(X). Comme P,,p,e À) et X+a+b+c)X-a+b- 
cX-a-b+c{X+a-b-c) sont deux polynômes de degré 4, que le deuxième divise le premier et qu’ils sont tous 
deux unitaires, on a 


VxeC,Papc(x) = (x+a+b+c(x-a+b-c(x-a-b+c(x+a-b-0o). 





Dans le cas où au moins deux des nombres a+b+c;-a+b-c;-a-b+c et a-—b-c sont égaux, on remplace b par 
b'=b+het c par c = c+2h. La fonction h— Pipe (20) = (x+a+b'+c)(x-a+b'-c)(x-a-b'+c)(x+a-bl-c) 
est un polynôme en h donc une application continue, qui est nulle d’après ce qui précède pour h > 0 assez petit pour que 
les a+b'+c',-a+b'-c',-a-b'+c et a-b'-c' soient tous distincts. (I suffit de prendre h plus petit que la moitié 
du plus petit des nombres strictement positifs parmi |a+ b|, |a+ c| et |b+ c|.) Donc en faisant tendre h vers zéro, on a 
bien Pa,p,c(x) —(x+a+b+c(x-a+b-c)(x-a-b+c)(x+a-b-c) =0, ce qu’il fallait démontrer. 














Remarque : Il faut parfois se torturer les méninges pour éviter des calculs pas forcément méchants. C’était surtout pour 
voir la méthode. Méthode qui est beaucoup plus efficace avec les polynômes à plusieurs indéterminées (qui ne sont pas au 
programme). En effet, plus il y a de variables... 


Dérivation 


Un déterminant peut être une fonction d’une (ou plusieurs) variable(s). Il faut savoir la dériver. 
Exercice 2.18 OC 

cos(a+d) sin(a+d) cos(b-c) 

cos(b+d) sin(b+d) cos(c- a) 

cos(c+d) sin(c+d) cos(a-b) 


Soit à, b, c,d quatre réels. On pose A(d) = 








1. Calculer A(b- c-— a). 
2. Calculer la dérivée A'(d). 


3. Conclure. 


Solution : 
1. Onaa+d=b-c; b+d=2b-c-a c+d=b-a. Donc 


cos(b— c) sin(b— c) cos(b— c) 
A(b-c—-a)=|cos(2b-c-a) sin(2b-c-a) cos(c-—a) 
cos(b— a) sin(b— a) cos(a— b) 
0 sin(b— c) cos(b— c) 
cos(2b-c—-a)-cos(c- a) sin(2b-c-a) cos(c-a) 
0 sin(b -— à) cos(a-— b) 
sin(b—c) cos(b-c) 
sin(b-— a) cos(a-b) 





= —(cos(2b-— c-— a) -cos(c- a)) 





= (cos(c — a) — cos(2b-— c— a))(sin(b — c) cos(b— a) —- cos(b- c)sin(b- a)) 








= (cos(c — a) — cos(2b-— c— a))sin(b — c— (b— a)) = (cos(c -— a)— cos(2b- c— a))sin(a-— c) 


1 1 1 
= 3 sin(2a — 2) — 3 (sin(2b — 2c) + sin(2a-— 2b)) = 3 (sin(2a—2c) +sin(2c-—2b) +sin(2b-—24)). 


2. En notant Cy(d) la k-ième colonne. On a (voir proposition 6.3 p. 232 ) 


A'(d) = |C; (d)C2(d)Cs(d)| + |C1 (d)C; (d)Cs(d)| + |C1(d)C2(d)C; (d)|. 
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(On aurait bien sûr un résultat semblable avec les lignes). On a donc 


sin(a+d) sin(a+d) cos(b-c) cos(a+d) cos(a+d) cos(b-c) cos(a+d) sin(a+d) 0 
A'(d)=-{\sin(b+d) sin(b+d) cos(c-a)|+|cos(b+d) cos(b+d) cos(c-a)|+|cos(b+d) sin(b+d) 0 
sin(c+d) sin(c+d) cos(a-—b) cos(c+d) cos(c+d) cos(a-b) cos(c+d) sin(c+d) 0 


=0+0+0 


l 
3. Conclusion : A(d) ne dépend pas de d et VdeR, A(d) = = (sin(2a — 2c) + sin(2c — 2b) +sin(2b-24)). 


Plus il y a de variables... 





Matrices 


Les déterminants sont utiles pour les matrices, pourquoi pas l’inverse ? 
Exercice 2.19 
Soit a, b,c,d e C. Calculer 


b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 
b+c+d a+c+d2 a +b+d a +b+c 
B+o+8 ++ ++ ++ 
bt+ct+dt at+ct+dt a+b+dt a+bt+c 


Solution : Ona 


b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 
b+c+d2 a+c+d? a+b+d a +b°+0c? 
B+o+dd + +8 d+P+ a+ +0 
bt+ct+dt at+ct+dt a+b+d* a+b*+ct 


À l’aide d’un déterminant de Vandermonde : 


a d 1] 1 

a d a D d 

È dB = abcd ; d = abcd(d -— c)(d - b)(d— a)(c— b)(c 
a 


& 
d{ & dÿ 


1 





En additionnant dans la première ligne : 


b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c 
b+c+d a+c+d2 a+b+d a +b+c 
B+rS+8 ++ 8 ++  aÿ+b +0 
bt+ct+dt a+ct+dt a+bt+d' a*+b{+ct 


= —-3abcd(d -— c)(d — b)(d — a)(c-— b)(c-— a)(b— a). 








Un autre exemple, déjà vu : 
Exercice 2.20 
Soit à, b, c, x quatre complexes. Factoriser 


Pa,b,c (x) = 


O TS # 
SO & À 
S # © © 
+ à © O0 
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Solution : Après une bonne contemplation, il saute aux yeux que : 


1 —1 1 -1 x+c+b+a -x+c+b-a x-c+b-a x-c+b+a 
1 —-1 x+c+b+a -x+c+b-a -x+c-b+a x+c-b-a 
1 
1 





x+c+b+a x-c-b+a x-c+b-a x+c—b-a 
x+c+b+a x-c-b+a x+c—-b+a x—-c+b+a 





d’où l’égalité : 


—1 1 
Si si 
1 l 
Un 





1 
Pa,b,c(X) Lu =(x+a+b+c(x+a-b-c(x-a+b-c)(x-a b+o| 
1 


: _. 1 
et il suffit de vérifier que est non nul. Or ses vecteurs colonnes sont orthogonaux deux à deux. 





Enfin un exemple qui ressemble plus à une devinette : 
Exercice 2.21 





Démontrer que 
l—-ps pr-q qs-r 1 mn 1+m°+n? m+q+np n+r+ms 
ns—-m Il-nr mr-s|=| q 1 p|=| m+q+np 1+ p° + q? p+s+qr 
mp-n nq-p 1-mq TS ! n+r+ms p+s+qr 1+r2+5 


Solution : Soit A = . La deuxième égalité vient de 


1+m2+n? 


m+qg+np n+rT+ms 
m+gq+np l+p?+q? p+s+qr 


n+r+ms p+s+qr 1+r2+5 





En calculant le déterminant des deux membres : 


l-ps ns-m mp-n l-ps pr-q qs-r 





(detA)Ÿ= detA| pr-q 1-nr 1-mq |=detA| ns-m 1-nr mr-s 





qs-T nq-p mr-s mp-n nq-p 1-mq 


puisqu'une matrice a même déterminant que sa transposée. Lorsque A est inversible, on obtient la première égalité en 
simplifiant par det A. Lorsque À n’est pas inversible, la matrice transposée des cofacteurs n’est pas inversible non plus. 
En effet, lorsqu'on la multiplie par A on trouve la matrice nulle. Donc les deux membres de l’égalité sont nuls. 





Polynôme caractéristique 


Cette méthode sera utilisée l’an prochain. 
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ne Ce 


Techniques d”’ analyse 


Le Calcul infinitésimal, [...], est l'apprentissage du maniement des inégalités bien plus que des égalités, et on pourrait le 
résumer en trois mots : MAJORER, MINORER, APPROCHER. 
Jean Dieudonné, Calcul Infinitésimal, (1968). 


C.1 Majorer-minorer 


En algèbre, on s’intéresse particulièrement à des égalités alors que l’analyse est l’art des approximations où les majorations- 
minorations jouent un rôle essentiel. Dans ce paragraphe, nous allons voir un bon usage des inégalités et étudier quelques 
erreurs fréquentes qu’il est bon d’analyser pour ne jamais les commettre. 


C.1.1 Quelques inégalités classiques 
Majorations trigonométriques 
On a les majorations fondamentales en trigonométrie : 


© 3.1 VxEeR, (sin(x)|<1, [cos(x)|<]1. 








Préférer une majoration en valeur absolue à des inégalités lorsque c’est possible. 


© 3.2 | VxEeR, lIsin(x)|<|xl. 





Cette dernière majoration est surtout intéressante lorsque x est proche de 0. 











\ 
# S Y=-x 


Exemple 3.1 En utilisant la trigonométrie, on peut majorer une différence de sinus ou de cosinus : 




















: : . (X—Y X+y . X—y 
(sin x sin yl= [2sin| 7 Jcos[ Z ] <21sin 7 |<Ix- yl 
. (X—Y)\. (X+y . X—y 
Icos x cos y = |2sin| 7 }sin( Z ]|<21sin z |<1x- y. 


(On aurait pu également utiliser que les fonctions sin et cos sont 1-lipschitzienne puisque |sin’/(x)| = |cos(x)| < 1 et 
[cos'(x)| = |sin(x)| < 1). 
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Majoration de produits 


a2 + b? 





© 3.3 V(a,b)eR, |abl< 


ce qui permet de majorer ab et —ab par une somme de deux carrés. La démonstration s’obtient en développant (a+ b)? > 0 
et (a— b)? > 0. 
Pour 2n réels (a1,...,an) ER", (b1,...,bh) ER”, 
" 121} 1/2 
2 2 
O 34 à) (Dr) 
1= 1= 





n 
ÿ ab; 
i=1 





C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz utilisée avec le produit scalaire canonique de R”. 


Étude de fonctions 
Il est souvent utile d’étudier une fonction pour montrer une égalité. 


3 
x 
Exemple 3.2 Montrer que Vx > 0, x— + < sin x < x. Définissons les deux fonctions f et g sur [0,+oo![ par f(x) = sinx-x 


3 
x 
et g(x) =sinx-x+ 6: Elles sont dérivables et f/(x) = cos x — 1 < 0 ce qui montre que f est décroissante. Donc Vx>0, 
2 
x 
fx) > f(0) = 0 d’où la majoration de sin. Ensuite, g/(x) = cosx— 1 + 3: g"(x) = -sinx+ x > 0 donc g’ est croissante, 


et comme g”/(0) = 0, g' est positive donc g est croissante et comme g(0) = 0, g(x) > 0 d’où la minoration. 





Exercice 3.1 P 
Montrer que Vx 20, x— : <In(1+ x) < x. 


Solution : En posant f(x) = In(1+ x) — x et g(x) = In(1 + x) — x+ x?/2, f'(x) = = < 0 pour x > 0 et g'(x) = _ > 0. 


Dresser le tableau de variations de f et g pour conclure. 





Procéder par inégalités équivalentes 
On est souvent amené à se demander si une inégalité est vraie. On peut procéder par équivalences (c’est l’un des rares cas 


nous vous le conseillons !) pour aboutir à une inégalité triviale. 


Exemple 3.3 On veut comparer les deux réels V2- V2 et 3-— V3. Procédons par équivalence en utilisant que x— x 
2 


et x— x‘ sont des fonctions croissantes : 
2-V2<V3-V3 
—2-V2<3-V3 
—y3- v2< l 


La dernière inégalité étant vraie, on en déduit que V 2-— V2<V3- V3. 
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Utilisation de la convexité 








V3 Ven lésnei 
36 Vxel-1+oo, [marmez] 








On utilise la convexité (concavité) de l’exponentielle (du logarithme). La courbe est située au dessus (en dessous) de 
chacune de ses tangentes. 


Y=Xx 


#7 


y=In(+x 














convexité de exp concavité de In concavité de sin 


La fonction sinus est concave sur [0,x/2], donc son graphe se situe au dessus de la corde. On obtient l’inégalité : 


, 2x 
Vxef0,x/2], sinx>—. 
T 


_. > f(a) + f(b) _— 


La fonction x— x° étant convexe sur RŸ pour «à > 1, on peut utiliser l’inégalité de convexité f - 








obtenir l'inégalité 
(a+ by < 2% 1 (a + b°). 


La fonction f : x In(1+e*) étant convexe sur R. En effet f est deux fois dérivable sur R et pour tout x€ R, f'(x) = 
e* 








Bee a est croissante sur R. On en déduit, d’après la proposition 12.23 p. 482 en prenant les À£ égaux à 1 que 
e e 
pour tous (x1,...,Xn) réels, 


RL 1 
frs! Ÿ, ex] <—ÿ In(1+e*). 
k=1 n x=1 


n 


En prenant pour les x£ les In(y£), on obtient pour tous (y1,..., yn) réels positifs, 


n n 
firent 3 nn) < = », m(1+yx), 
k=1 


k=1 


n n ñ 
nfi«| )]<n [fie] ; 
k=1 k=1 


soit, en prenant l’exponentielle des deux membres : 


soit 


+ ñ 
1 (fr) [fre 
k=1 k=1 


On applique cette dernière inégalité en prenant pour y le quotient de deux nombres positifs bE et az, ce qui donne, pour 


tous (41,..., 4n, P1,..., Dn) réels positifs, 
L L 
1+|I] | JT 1+ | . 
k=1 4k k=1 ak 


1 
Enfin, en multipliant les deux membres par (Hs by)", on obtient : 


n i n L n n 
(l a) [fu] <[F 0) 
k=1 k=1 k=1 


Cette dernière inégalité - qui signifie que la somme des moyennes géométriques est inférieure à la moyenne géométrique 
de la somme - reste vraie lorsque l’un (ou plusieurs) des ax ou b} est nul, par passage à la limite. 
Voir aussi les propositions 12.27 et 12.28 p. 484. 
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C.1.2 Techniques de majoration 


En analyse, on utilise par défaut des inégalités larges (<, >). Une inégalité stricte peut être parfois nécessaire, mais il faut 
toujours la justifier. Par exemple, 
VxEeR, (Jsin(x)|<|xl 


est une inégalité classique. Par contre la formule 
VxEeR, (sinx|<|x| 


est fausse : pour x = 0 l’inégalité stricte n’est pas vérifiée. 


Majorer des produits-quotients 
Attention aux multiplications d’inégalités : 


ac<bcsicz0 
a<b — : 
ac> bcsic<0 
En pratique, on utilise souvent les valeurs absolues et les termes à majorer sont positifs. Pour majorer un produit P = P1 xP2 


de termes positifs, il suffit de majorer chaque terme du produit. 


Exemple 3.4 un = (n2+2n+1)In(n? +1). Puisque VneN, In(n? +1) < n° et que pour n>1,2n< 2r etl<n?,on 
obtient la majoration grossière : 


Vn21l, Un< (4n?) x n° =An. 


Pour majorer un quotient de termes positifs, majorer le numérateur et minorer le dénominateur. 








x— 
Exemple 3.5  Encadrer pour x € [2,3] f(x) = FENTE Puisque 2<x<3,1<x-1<2et e+1<e*+1< e+1 d’où 
e 
< f(x) < ; 
e+1 fG) e2+1 
Exemple 3.6 
We Vk+nk 
Un= D —=—— 
FE R+k-k 


Puisque lorsque 1<K< n, k2+nk<2n? et n° +k(k-1) > n°,on majore 





V2 V2 
0<un<nx = — —— 0, 
nè n n—-+00 


Exercice 3.2 © 
Majorer (u,) par une suite de la forme Cn° à partir d’un certain rang : 


rm + n2 

4 Un=—— 
M m2+1 
n+1l 

b. Un = —— 
gn-n 


€. Un= VB +n-n+1-VrR+3n 


Solution : 
a. Pourn>1, n° +n? <2n et n°+1> n°? d’où u, <2n. 
b. Pourn>l, Hot (1 + 2) > 1+2(n2- n) en utilisant la formule du binôme (c’est un cas particulier de 
l'inégalité de Bernoulli, voir l’exercice 8.30 page 329) et en minorant les termes positifs restants par 0. Par 
conséquent, 


2n 2n n 
———] ——] 
2n2-2n+1 2(n-n) n2/2 


He 


2 


puisque n° -n> n°12 pour n > 2. 


Avec les quantités conjuguées, 
n-4n+1 Pie 
m+n+n+l+Vnin 272 Vn 


Un 


puisque pour n>1,1< n°. 
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Bonne utilisation des valeurs absolues 


Une valeur absolue, un module (ou une norme) permettent de mesurer des distances : |a— b| mesure l’écart entre les deux 
réels (complexes) a et b. Ce sont des outils indispensables en analyse. Par exemple, pour montrer qu’une suite converge 
vers une limite /, 1l suffit de majorer la quantité €, = |u,, — [| par une suite qui converge vers 0. L’année prochaine, vous 
utiliserez des normes qui se manipulent comme la valeur absolue et le module. Autant prendre maintenant de bonnes 
habitudes et utiliser la valeur absolue aussi souvent que possible. 
Les propriétés importantes sur les modules-valeurs absolues sont 


1. L’inégalité triangulaire : |a+ b| <|a|+1|bl| 


2. La minoration de l’inégalité triangulaire : La — 1] <|a+ b| qui permet au choix deux minorations d’un module : 


SI Se 
1b|-|al 


3. Le module d’un produit : |a x b|= [al x |bI. 


On a par exemple en utilisant l’inégalité triangulaire : 
lal—1b|<la-b|<]al+1b|. 


sinx—2cosx 


Exemple 3.7 On définit f(x) = = . Majorer | f(x)| pour xeR. 
e 


[sin x| + 2|cos x| 3 
— < — =3e. 
eSinx el 


If GI < 


On a utilisé l’inégalité triangulaire |sin x+2 cos x| < |sin x|+2|cos x|, que [sin x| < 1, que ef" é 


la valeur absolue, puis que sin x > —1 pour minorer le dénominateur. 


tait positive pour enlever 


1-3x2|- 
Exemple 3.8 Pour x £ 0, on définit f(x) = Le la Minorer | f(x)| par une fonction de type Cx® pour |x| grand. 
x 
[11-321 - x| 
ON = — 
xl 
—3x2|- 
- I1—3x°|-1|xl 
xl 
_ 84 -11-1x 
xl 
3x2 —1—|x| 
> Rs 
xl 
3x2 —2x? 
> —— 
Ixl 
2 |xl 





On a utilisé la minoration de l’inégalité triangulaire, [IL 3x?| xl >|1-3x?|-|x| puis l’inégalité triangulaire |1 —3x?| < 
1+3lx2] et que |x| +1 < 2]xl2 pour |x| > 1. 


Exercice 3.3 ©O 
Montrer que la fonction 
R2 — 


ES] 


ON (xp # 0.0 
An — 4 x2+y2 Oo 


0 si (x, y) = (0,0) 
est bornée. 


Solution : Pour (x, y) £ (0,0), 


Fo Re 


x2+y2 2 


Fos Pa Dur . ê, 2 2 
On a utilisé les inégalités classiques [sin 0] < [8] et [ab] < ar. 
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On se sert très souvent de l’inégalité triangulaire pour majorer des sommes et des intégrales : 


< 


L4= 


[Un| 
i=1 





n 
un 
i=1 


b b 
Î f(O dt <| [FO] dr. 
a a 


Pour les intégrales de Riemann, on utilise également la majoration fondamentale : 











b b 
Vref[a,b], f(0< gx) — Î f(x ax< | g(x) dx 
a a 





Si f est une fonction continue sur un segment [a, b], elle est bornée et on note | fl = sup |f(x)|. On se sert très souvent 
x€e[a,b] 
de la majoration : 


b b 
Î fo dt <| fi dt< (b- @l flo 
a a 





Exemple 3.9 On définit la suite d’intégrales 


1 
L= [ x" f(x) dx 
0 











où f :[0,1]— R est une fonction continue. Montrer que I; - 0. 

N— +00 
La fonction f est continue sur un segment donc est bornée. Notons || fl = sup |f(x)| et majorons : 

x€[0,1] 
mie) f s'ra ae ispeiaxe fat dx = fie fs" axe le = 0 
0 0 0 0 n+l n—+00 
On rencontre souvent en pratique l’intégrale y=x? 
l 


ln nl 
Jo "= 55 





: 1 
O 3.7 M= x" dx= . 
0 n+1l 


Multimédia : animation pour voir l’aire fx" fat qui tend vers 0 


C.1.3 Erreurs de majoration fréquentes 


Une faute très fréquente consiste à majorer à l’intérieur des valeurs absolues : a< b — |a|</|b|. C’est faux en général. 
Par exemple, —3 < —2 et pourtant [—-3| = 3 > 2 = |-2]. 


Exemple 3.10 Voici une erreur typique rencontrée dans une copie : puisque sin x < 1 et —-sin y < 1, pour x,y>0ona: 


sinx siny 


x y 





< 











1 1 
X y 


à _ = de ds ne 2 1 _ 2 L L : à Le 
Si on prend par exemple x = 7x et y = x/2, l'inégalité obtenue s’écrit | = | < [= 2 | = + qui est évidemment fausse. 
Le résultat suivant est classique et souvent posé en devoir : 


LEMME 3.1 ©Q Lebesgue 
Soit fe €! ([a, b],C), 


b 
1; = || sin(nt) f(t) dt ——— 0 
7" n—+00 





Dans les deux « démonstrations » suivantes, il y a des erreurs de majoration. Trouvez-les ! La fonction f est continue sur 


le segment [a, b] donc est bornée. On note | fl = sup |f(x)|. 
x€[a,b] 
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è b 
Mnl= Î fisin(nn de Ual< | If(OIIsn(nnl dr 
: a 
: b 
<1floo| | sin(n à cata f intro ar 
e a 
| deu FUEL 
2 21 oo N 
n FLE h n n—+0o 


Dans la première série de majorations, on a majoré à l’intérieur des valeurs absolues en multipliant par sin f qui peut 
être négatif (deux erreurs). Dans la deuxième série, les majorations sont correctes, mais |[sin(nf)| ne se primitive pas en 
lcos(nt)|/n. 


Remarque 3.1 On comprend graphiquement le résultat précédent : lorsque n est grand, la fonction f- sin(nf) oscille 
beaucoup entre a et b et les aires positives compensent les aires négatives : 


y=f@ 


y=-f@ 


On comprend également que f ù f@Isin(nt)| df ne converge pas vers 0 et que la dernière tentative était vouée à l’échec ! 


La preuve correcte est instructive et doit être étudiée soigneusement. 
Démonstration ©Q© Puisque la fonction f est de classe €}, on peut intégrer par parties 1, et puisque f et f’ sont continues sur 
le segment [a, b], elles sont bornées : 


: _ JO cos(nt) 
E n 


b 1fb, 
i: | Î f'Hcos(nn dt 
a 


+ — 
a nn 


et en utilisant l’inégalité triangulaire : 


b 
nl < lf@licos(nb)| +1f (@licos(na)l ns =[ |f'(Ollcos(nr)| dt 
n nJa 
! 
2 211 f Iloo n IF Iloo(b— a) 
n n n— +00 


Remarque 3.2 On montre que le résultat précédent reste vrai lorsque f est uniquement continue par morceaux sur 
[a, b]. On commence par le démontrer lorsque f est une fonction indicatrice d’un segment (la fonction indicatrice d’une 
partie de R est la fonction qui vaut 1 sur cette partie et 0 partout ailleurs), puis lorsque f est une fonction en escalier et 
on utilise l’approximation d’une fonction continue par morceaux par des fonctions en escalier. 


C.1.4 Suivre son intuition avant de majorer 





Pour montrer qu’une suite (,,) converge vers 0, on majore |w,|. Par contre, pour montrer que us 1, il ne sert à rien 


n— +00 
de majorer |u,|, c’est [uw — !| qu’il faudrait majorer. Avant de se lancer dans une majoration hasardeuse, il est nécessaire 


de comprendre intuitivement comment se comportent les différents termes. 
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Exemple 3.11 Etudier la suite de terme général u = 20 Kk!. Commençons par écrire les différents termes de la somme 
n! 
k=1 
d’une autre façon pour comprendre ce qui se passe : 





1 1 1 1 
Un = —(+IX2+.+IX2X x RE lE +++ —_—_—_—_—_—_—2 + ——————- 
n! n n(n-1l) n(in-1)...3 n(n-1)...2 
; ! 1 1 | 
Une erreur fréquente : puisque — ——— 0, ..., ———— ——— 0, y ——— 1 : bien que chaque terme tende vers 
n ñn—+00 n(n—1)...2 n—+0 n—+00 
1 
0, le nombre de termes augmente avec n. Avec le même raisonnement, on aurait 1 =—+:::+— _—… 0! 
n n n—+0 
ee” 
n fois 


Nous allons tout de même montrer que uy ——— 1 en écrivant un = 1+e, et en montrant que y ——— 0. Pour cela, 
n— +00 n— +00 


majorons €} : Si l’on majore tous les termes de €, par le plus grand 1/n, on trouve que €; < (n— 1)/n qui ne tend pas 


vers 0. Écrivons plutôt 
l (n—2) 


O<En <— + ———— —— 0". 
n n(n-1l) n-+0 


2x sin t 
Exemple 3.12 On pose pour x > 0, F(x) = ar df. 


X 
a. Déterminer la limite lorsque x — + de EF. 


b. Déterminer la limite lorsque x — 0 de F. 


a. Avec une majoration simple : 
[sin f| 1 
< 


Vtreïfx,2x|], F2 





< 
x2 


2% [sin f| 2x ] 1 
FGl< [ dre | pr iabr 
X X 


on obtient : 


Par conséquent, F(x) ——— 0. 
X— +00 


b. Essayons d’abord un encadrement élémentaire : pour f e [0,x/2], 
2t : 
— <sint<t 
T 


on obtient pour 0 < x <2x< 7/2, l’encadrement 


2 2x 2t 2x t 
£in2= | dr FG0 < | — dt=In2. 
T x T2 x 


On voit que la fonction F est bornée au voisinage de zéro, mais l’encadrement obtenu ne permet de trouver la 
limite. Au voisinage de 0, sin(f) est proche de f : on peut utiliser l'inégalité t— 1/6 < sin t < t vue dans l’exemple 
3.2. On obtient l’encadrement : 


2 2% 2% 2x 

x dt 1 dt 

In2-2= | T-: Édr<FG< | — =In2 
4 x t 6 < X t 


et avec le théorème des gendarmes, on en déduit que F(x) Es In2. 
X— 


Pour des exemples plus théoriques, lorsqu’on ne dispose pas de majorations explicites des fonctions, il est nécessaire 
d'utiliser les définitions à € d’analyse pour justifier les approximations. Voyons deux exemples classiques. 


Exemple 3.13 Soit f une fonction continue sur [0,1]. Étudier la limite de la suite de terme général 


1 
m=nf x" f(x) dx. 
0 


Le graphe de x— x” pour ñn grand montre que x” est très petit, sauf au voisinage de 1 où il vaut 1. On se doute que 
la limite va dépendre des valeurs de f au voisinage de 1. Commençons par approximer f(x) par f(1) sur [0,1] pour 
comprendre ce qui se passe (cela consiste à supposer dans un premier temps que f est constante) : 


1 n 
D n me; —— 
= fa | x dx= a — fQ). 
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Montrons rigoureusement que Il; Era f() en écrivant pour x € [0,1], f(x) = f(1)+r(x) où r est une fonction continue 
ñn— +00 


sur [0,1] telle que r(x) ue 0. Par linéarité de l’intégrale, 
X— 


=.-4t A 
sf o+nf x r(x) dx. 


ee” 
Ra 


On a déjà vu que la première suite convergeait vers f (1). Il nous suffit de traiter le reste de notre approximation : montrons 
que Ry 0. Pour cela, écrivons une démonstration à epsilon. Soit £ > 0, comme r(x) er 0, ilexiste ce [0,1[ tel 
X— 





n— +00 
que Vxefc,1], Ir(x)|< e/2. Coupons notre intégrale en deux : 


C 1 
mule nf r(x)1x" dx + nf Ir(xlx" dx 
0 Û 


C 1 
<nc"| IrGolde+ ne x" dx 
0 2Jo 


ne 


<KAC° + ——— - 
2(n+1) 


On. 


€ 
Nous avons noté K = Î [Ir (x)| dx qui est une constante indépendante de n. Puisque 6; - e/2, il existe Ne N tel que 
n— +00 


Vn>N,60,<eetpour n>N,|IRhl<E. 


L'exemple précédent est typique d’une démonstration en analyse. 
1. On commence par comprendre intuitivement les approximations pertinentes. 
2. On met en évidence l’approximation pour isoler le résultat et on se ramène à montrer qu’un reste tend vers O. 


3. On utilise les majorations, les définitions à € .. pour traiter le reste de l’approximation. 


Exemple 3.14 1 Soit f : [0,+oœl-— R une fonction continue telle que f(x) ru 1. On définit pour x > 0, F(x) = 





1 X 
-[ f CE) dt. Montrons que F(x) L. 
XJ0 X— +00 
On commence par utiliser l’hypothèse en approximant f par / : 
f(x) = 1+7(x) avec r(x) —— 0 


X— +00 


Cette approximation permet de mettre en évidence la limite de F : 


1 X 1 X 
rca == [ at+= [ r(f) dt =l+R(x). 
XJ0 XJ0 





Il nous suffit de montrer que R(x) 0. Rédigeons pour cela une démonstration à €. 


X— +00 


Soit e > 0. 


Puisque r(f) Rens 0, il existe À > 0 tel que V£> À, [r(f|<E/2. 
— +00 


A 
Posons C = Î |r(#)| dt. Puisque Cr 0, il existe B > A tel que Vx>B, C/x<Ee/2. 
0 — +O0 


Soit x > B, coupons l'intégrale en deux : 


C 1/f* — À 
<=+=f OS See, 
X  XJA 2 


1 fÂ 1 f* 
IR(x)| = HE r(é) dt+ = r(t)dt 
XJ0 X JA X 





C.2 Dérivation 


Contrairement au calcul de primitives où l’on sait primitiver très peu de fonctions à l’aide des fonctions usuelles, on sait 
dériver une fonction quelconque, aussi compliquée soit-elle. Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques règles simples 
pour calculer efficacement une dérivée sous forme factorisée. En effet, on se sert souvent du signe d’une dérivée pour 
étudier les variations d’une fonction, d’où l’intérêt d’obtenir une forme factorisée de ces dérivées. 

Rappelons d’abord comment calculer la dérivée d’une expression à l’aide de Maple : 
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MAPLE 





exp(x) sin(x”3) 


+ 3 exp(x) 


> factor($); 
3 
(sin(x ) + 3 cos(x 


C.2.1 Dérivées particulières 











Homographies 
Une homographie est une fonction définie par : 
fu ax+b 
X) = 
cx+d 
Cette fonction est définie sur les deux intervalles I, =] —- co, -d/cl et I =] - d/c,+oœl. 
Une homographie se dérive facilement : 
a à 
ax+b d 
© 3.8 = » DO =—— 
fo) cx+d Fe (cx+ d)? 


Il est bon de retenir cette formule (déterminant des coefficients au numérateur, dénominateur au carré), car on rencontre 

souvent des homographies en pratique. Remarquez que le signe de la dérivée est donné par le signe du déterminant : les 

variations des homographies sont simples. 

La bijection réciproque d’une homographie est encore une homographie : il faut savoir résoudre rapidement l’équation 
ax+b dy-b 


—= _ =b-d = — 
y cx+d (cy 4e x 








cy-a 





; : ; a ; = at Le 
On voit donc que lorsque le déterminant À = | , est strictement positif, f définit une bijection de I; vers J1 =]-oo, a/cl 


d 
et de I vers J =]a/c,+oœl. 
Exercice 3.4 ©O 
Dériver les homographies suivantes et déterminer l’expression de leur bijection réciproque. 








3x—4 
HN 
2—3x 

b. = 
8) 5+x 


Solution : 


1 La 11 ll _ 
de Tee QE 





Exponentielle en facteur 


On rencontre souvent en analyse des expressions de la forme 
fx = et) x B(x) 


où A et B sont deux fonctions dérivables. On peut mettre e*% en facteur dans la dérivée et il est bon de retenir la formule 
suivante : 


Q 3.9 FC = 080, FO = € [B'(0 + AC x BD]. 








Cette formule est à la base de la résolution des équations différentielles du premier ordre. Considérons l’équation différen- 
tielle 
y'+a(x y = b(x 
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Soit y:1— R une fonction solution. On considère la fonction auxiliaire définie par f(x) = eh x y(x) où A est une 
primitive de a car lorsqu'on dérive f, on trouve 


FO = 0 [y Go + ay] = 4% x bo. 


Par conséquent, avec le théorème fondamental, si xo € I, 


X X 
fx) = fau+ | f'Hde= fü+ | eO b(r) dt. 
X0 x 


0 


et on trouve l’expression de y sur l’intervalle I en fonction de la condition initiale y(0) : 
X 

= NPC Here e rl L ef D(#) dt. 
x0 


On peut utiliser la même technique pour des inéquations différentielles : 
Exercice 3.5 O0 
Soit f : [0,+oo[-— R une fonction dérivable vérifiant f (0) = 1 et Vx > 0, f'(x) + f(x) < 1. Montrer que f est bornée. 


Solution : Considérons la fonction F définie par F(x) = e* f(x). Elle est dérivable et Vx > 0, 


F'G0 = e* [ f'(0 + FO] < e* 


X x 
FG9=FO+ | raodr<1+ | e' dt=e* 
0 0 


f@ =e "F(x <1 





Il faut savoir dériver successivement une fonction définie par 
Go) = €} x B(x) 


en utilisant de façon répétée la formule précédente. En particulier, pour résoudre des équations différentielles du second 
ordre, on rencontre souvent le cas où A et B sont des polynômes. Par exemple : 


fo = e [2x2 +1] 
Go = e% [2x+ HG + D] =26" [x +2x 
f 
FC = € [822 +24 (2008 + 2x)] = 26% [2x4 + 7x2 +2] 


FC = 26% [8x + 14x+ 2x (2x4 + 7x2 + 2)] = 46% [2x5 + 11x° + 9x] 


Remarquez que les calculs s’effectuent avec une ligne par dérivée. Pour chaque ligne, à la première étape, appliquer la 
formule de dérivation, à la deuxième étape, ordonner le polynôme en facteur. 


C.2.2 Règle de la chaîne 
Il s’agit simplement de la formule de la dérivée d’une fonction composée 
Fog'=(fogxeg 
Cette formule s’étend par récurrence à la composée de n fonctions (on dérive à la chaîne) : 
Piofo-.o fn) = (fie fro--.0 fn) x (fo fs0+..0 fn) x ++ x (fr 10 fn) * fn 


Remarquez que le résultat est donné sous forme de produit, donc est automatiquement factorisé ! 
Remarquez aussi que pour une fonction composée, il est parfois plus rapide d’utiliser la « règle des signes »pour les 
variations d’une fonction (voir 11.4 page 416) que de calculer sa dérivée. 
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Exemple 3.15 Déterminer la dérivée et les variations de la fonction définie par 


2e* +1 
=In|ch 
roma) 


On calcule avec la règle de la chaîne et la dérivée d’une homographie en une ligne : 





1 2e +1 1 
FD = ———— x sh| —— ———— x €" x (2) 
[E — e +1] (e*+1)2 
C pa, 
e* +1 


Tous les facteurs étant toujours positifs sauf le dernier, la fonction est décroissante sur ] — co, 0] et croissante sur [0, +. 


Exercice 3.6 AV 
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est dérivable et calculer sa 
dérivée. Les résultats seront factorisés et on déterminera le signe de la dérivée. 

















= 2 3x— 3 
a f(x =In(x+vx+1) ee x 
b. f(x)=In(V2sinx+1+v2sinx-1) 1—3x 
1 a 2. 
c. f(x) = Feu m. f(x) = PL 
3 Vire 
_ _ 2 
d. f(x) = e*arctan(e*) m{v l+e île _— Van 
£ n. X) = In 
e. Pour kER, f(9 = à +K+Imfx+ 7 +E) Vai+l+x 
re lité 0. f(x) = Vxarcsin(/x) + V1-x 
f. f(x= + ln : 
cos x cos X fGo sin] sin x | 
2 P- = —— 
g f(x= arcsin V1+sin? x 
X X x 
h. f(x = x q. f(x) = arctan( =) 
1. f(x) = In [tan =) — _ x* 
27 sinx rs. f@)=—(xInx-x-1) 
Ce arctanx : x e 
J- —— — 
x v1+x2 s f(H=log2(x"+Vx27+1), neN,n>1 
L 1, x-a 1 x 
K. FOR GERS pe Re +0 -A0an t. f( = fn x(nlninx-1)]. 


Solution : 
a. PourxeR, Vx2+1>Vx2=|x|. Par conséquent, x+Vx2+1>1|x|+x2> 0. La fonction est dérivable surR et l’on 


trouve f'(x) = > 0. 


Vx2+1 


. Il faut que sinx > 1/2, c’est à dire x € Uyezl2kn + 1/6,2kn + 5x/6[. On trouve ensuite f'(x) = 
cos x 


20. 
V(@2sinx-—1)(2sinx+1) 


. La fonction f est dérivable sur 10, +ool et 


= 
x(9+ In? x) 


J')= 


. La fonction f est dérivable surR et f'(x) = e* arctane* > 0. 


. Il faut que x2 > —k. Donc si k> 0, f est définie et dérivable sur I=R. Si k<0, f est définie sur | —CO, VE] UÜ 
[VZE, +00| et dérivable sur | O0, —V F| u]v k, +00. On calcule 





f'HO=Vx+Kk. 


. Il faut que cos x > 0 et sin x > —1, c’est à dire xe Uyezl2kn -n/2,2kn+x/2[. On trouve que 


f'@ = = > 0. 


cos x 
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1+x1 2x2 


mr ne < 1 et la fonction est définie sur R. On 
x 


La fonction arcsin est dérivable sur ] — 1,1[. Puisque x2 < 


bye 1 si et seulement si x = +1 et donc f est dérivable sur 11 =]—o0,-1[, I =]- 1,11 et I3 =]1, +ool. On 
% 
calcule 

A Æ sixel 

Eee l+x ° 

4 : | 

Us) æ r Six UE 

1+x 


La fonction f est dérivable sur ]0, +ool et 


1MeIE #10 +21n x). 


XCOS X 
La fonction f est définie et dérivable sur Uxez]12kn,(2k+ 1) xl. Si x est élément de cet ensemble : f(x) = —— 
s 


in 2x 
arctan x 
La fonction f est définie et dérivable sur ]0,+oof. SixeR’, f'( = = — 
x 
La fonction f est définie et dérivable sur ]-co,-al U ]a,+ool et pour x dans cet ensemble, f'(x) = 
_ 
(x— a)(x+ a)(x2 + a2)° 


3 
La fonction f est définie et dérivable sur R\ {5} et si x est élément de cet ensemble, f'(x) = 
x 


La fonction f est définie et dérivable sur R* et si xE R*, f'(x) = ———. 
xV1+x2 
—AXx 

La fonction f est définie et dérivable sur et si x€R, f'(x) = = ! 
x +1 

arcsin(/x) 


2V% 


La fonction f est définie sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. De plus, si x €]0, 1[, f'(x) = 


cos X 
Puisque |sin x| < V 1+ sin? x, la fonction est définie et dérivable sur R et CE Tee 
+ sin‘ x 

2(1+ In x) 
XX + XX 
x*#1]n x(In x — 1) 


La fonction est définie et dérivable sur ]0,+ool et f'(x) = 


La fonction est définie et dérivable sur ]0,+ool et f(x) = = 
e 
n-1 
La fonction f est définie et dérivable surR et f(x) = ———. 
2Vx2n+1 
Res InlnIn x 
La dérivée de f est f'(x) = —————. 
xIn x 





C.3 Manipulation de bornes supérieures 


Dans ce paragraphe, nous allons voir en pratique comment manipuler les bornes supérieures et inférieures définies dans le 
chapitre sur les nombres réels 9.4 page 342. Avant toute chose, retenez que l’on ne manipule jamais les bornes supérieures 
en écrivant une suite d’égalités, mais en justifiant des inégalités. La technique principale s’appelle le raisonnement de 
passage à la borne supérieure et utilise la définition même de la borne supérieure, le plus petit élément de l’ensemble des 


majorants de la partie. 
: | Passage à la borne supérieure 


On veut montrer que la borne supérieure d’une partie À est majorée par un réel M. Il suffit de justifier que M est un 
majorant de la partie : 


1. Soit xEeA,...x<M. 


2. Alors, puisque sup A est le plus petit des majorants de À, sup A <M. 





Exemple 3.16 Soient A et B deux parties non vides et majorées de R telles que ANB £ S. Montrer que les parties (AU B) 
et (ANB) possèdent une borne supérieure et que sup(A U B) < max(sup A, supB), sup(AnB) < min(sup A, supB). 
— On vérifie facilement que les deux parties sont non vides et majorées ce qui justifie l’existence des bornes supérieures. 
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— Soit xe AUB.Si xe À, alors x < supA et si xe B, x< supB. Dans les deux cas, x < max(sup A,supB) ce qui montre 
que max(sup À, sup B) est un majorant de AU B. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que sup(A U B) < 
max(sup A, sup B). 

— Soit x e ANnB. Puisque x € À, x < supA et puisque x € B, x < supB donc x < min(supA,supB). Le réel 
min (sup À, sup B) est donc un majorant de ANB et par passage à la borne supérieure, on en déduit que sup(An B) < 
min (sup À, supB). 


On ne raisonne jamais directement avec des égalités entre bornes supérieures, mais on justifie toujours les égalités en 


suivant le plan suivant. 
PLAN 3.2 : | Pour montrer sup À = sup B 


Pour montrer que deux bornes supérieures sont égales, on montre deux inégalités en utilisant deux passages à la 
borne supérieure. 


1. Montrons que sup À < supB. 


2. Montrons que sup B < supA. 





Exemple 3.17 Soient deux parties À, B non vides et majorées de R. On note 
A+B={a+b:; (a,b)EeAxB}. 


Montrons que sup(A + B) = sup(A) + sup(B). 

— Aet B possèdent une borne supérieure puisque ce sont des parties non vides et majorées de R. Puisque À Z ©, il existe 
a € À et de même, il existe be B. Alors l’élément a + b appartient à la partie A +B ce qui justifie qu’elle est non vide. 
Notons MA un majorant de À et Mg un majorant de B. Soit x e A + B, il existe (a, b) € A x B tel que x = a+ b et alors 
x < MA + Ms. Nous avons montré que MA + Mg est un majorant de la partie À + B. Par conséquent, sup(A + B) existe. 

— Montrons que sup(A + B) < sup(A) + sup(B). Soit x e À + B, il existe (a, b) € À x B tels que x = a+ b et alors comme 
a < Sup A et b < supB, x < sup A + supB. Le réel sup A + supB est donc un majorant de la partie À + B. Puisque 
sup(A + B) est le plus petit des majorants, on a sup(A + B) < sup À + supB. 

— Montrons que sup(A) + sup(B) < sup(A +B). La technique de passage à la borne supérieure permet de majorer une 
borne supérieure. Isolons donc dans le membre gauche de l’inégalité à montrer une borne supérieure. La propriété que 
nous voulons montrer s’écrit de façon équivalente 


sup (A) < sup(A + B) — sup(B) 

Pour montrer l’inégalité sous cette forme, il nous faut majorer A. Soit a € À, et be B, écrivons 
a=(a+b)-b 
Comme (a+ b) e A+B, (a+ b) < sup(A +B) d’où a < sup(A + B) — b et par passage à la borne supérieure, 
sup(A) < sup(A + B) -b 
L’inégalité précédente est valable pour tout élément b € B, donc 
VbeB, b<sup(A+B)-sup(A) 

ce qui montre que sup(A + B) — sup(A) est un majorant de B. Par passage à la borne supérieure, on en déduit que 

sup(B) < sup(A + B) — sup(A) 
c’est à dire sup(A) + sup(B) < sup(A +B). 


Exercice 3.7 © 
Reprendre l’exemple 3.16 page 1202 et montrer que sup(AU B) = max(supA,supB). 


On dispose d’une technique similaire pour minorer une borne inférieure : 


PLAN 3.3 : | Passage à la borne inférieure 


1. Soit xe À, a< x donc «à est un minorant de la partie A. 


On veut montrer que a < infA. 


2. Puisque infA est le plus grand des minorants de À, il vient que a < infA. 
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Exemple 3.18 On considère une partie ACR non vide. Pour un réel xe R, on définit la distance de x à la partie A par : 
d{x, A) =inf{x- a| | a€ A}. 


— Vérifions que d(x, A) est bien défini. Soit xe R, on définit la partie X = {|x—a| | a € A} de telle façon que d(x, A) = infX. 
Puisque À Z ©, il existe a € A et alors r = [|x-— al e X ce qui montre que la partie X est non vide. Puisque Va € A, 
1x -— al > 0, la partie X est minorée par 0. La partie X possède donc une borne inférieure. 

— Montrons que V(x, y) € R?, 

[d(x, A) — d(y,A)| < 1x y. 


Il s’agit de montrer deux inégalités. 
— Soient x, ye R. Montrons que 
d(x, A) — d(y, A) <1x-— y|. 


Écrivons l'inégalité à montrer en isolant à droite une borne inférieure : 
d(x, A) -1|x- y|< d(y, A). 


Soit 4 € À. En utilisant la minoration de l’inégalité triangulaire, 








Ix—al-|x-y|<i(x-a)-(x-7y=|y- al. 


Mais d(x, A) <|x-— al et donc 
d(x,A)-1x-yl<|y-al. 


Le réel d(x, A) -|x-— y| ne dépend plus de a et il est un minorant de l’ensemble Y = {|y— a| | a € A}. Puisque d(y, A) 
est le plus grand minorant de Y, il vient que 


d(x,A)-1|x- y|< d(y, A). 


— Pour montrer que d(y, A) — d(x, A) < |x-— y|, il suffit de faire le même raisonnement en échangeant les rôles de x et 
y. 


On utilise très souvent en analyse les notations suivantes : 


DÉFINITION 3.1 Borne supérieure d’une fonction 
Soit une fonction définie sur un partie ACR : f:A-— R. On note lorsque ces bornes existent, 


sup f (x) = sup f (A) = sup{f(a) | a € A} inf f (C0 = inf f (A) =inf{f(a) | ae A}. 


XEA 





Exemple 3.19 Soit ACR une partie non vide majorée et f :R— R une fonction croissante. Comparer sup f (A) et 

f(supA). 

— Montrons que sup f (A) < f(supA). Soit y € f(A), il existe x € A tel que y = f(x). Puisque x € À et que supA est un 
majorant de À, x< sup A. Comme la fonction f est croissante, on a f(x) < f(supA). Le réel f (sup A) est un majorant 
de la partie f (A) et par passage à la borne supérieure, on en déduit l’inégalité annoncée. 

— L'autre inégalité est fausse en général comme le montre le contre-exemple suivant. On note À =]-00,0[et f la fonction 


définie sur R par 
O0 six<0 
X) = 
Le ‘ si x2>0 


Alors sup(A) = 0, f (sup A) = 1 alors que f (A) = {0} et sup f (A) = 0 et donc sup f (A) < f(supA). 


Si une fonction f est continue sur un segment [a, b], le théorème 11.48 page 437 affirme qu’elle est bornée. Par conséquent 
l’ensemble X = {|f(x)| | x e [a, b]} est non vide (car | f(a)| € X) et majoré. Il possède une borne supérieure et on note 


I flo =supX= sup 1f(0. 


xe[a,b] 


Exemple 3.20 Soient f,g:[a,b]- R deux fonctions continues sur un segment. Montrons que 


IL + &lloo 1 flloo + I Liloo 


En notant pour une fonction h:[a,b]—R X7 = {|h(x)| | x e [a, b]}, il s’agit de montrer que supXf+g <SUpXf+supXg. 
Utilisons le raisonnement de passage à la borne supérieure. Soit fe Xf+g il existe x € [a, b] tel que ft = |(f + g)(x)| = 
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f(x) + g(x)|. Avec l’inégalité triangulaire, 
If) + gl <|f(HI+1g01<supX;+supXz. 


Le réel XF +X4 est donc un majorant de la partie XF,,4 et par passage à la borne supérieure, supX;, < supXf+Xg ce 
qui prouve la propriété. 
Soit maintenant un réel À. Montrons que 
IA Flloo = TA 11 f Îloo 
Avec les notations précédentes, il nous faut montrer que supX}# = |AIsupX. Procédons par double inégalité. 
1. Montrons que 
supX} < [AISUpX 
Soit te Xyf, il existe x € [a, b] tel que £ = |A f(x) = AI f(x) < IAIsupX. Par passage à la borne supérieure, on 
en déduit l’inégalité voulue. 
2. Montrons que 
l\supX}# < sup X;f. 


Le membre gauche à majorer n’est pas une borne supérieure. Ecrivons l’inégalité en isolant une borne supérieure. 
Si À = 0, le résultat est clair. Si À £ 0, il nous faut montrer que 


1 
supX f < IN supX}f. 
1 


l 
A A fGoI< — supX)r. Par passage à la borne supérieure, on 


Soit te Xf, il existe x € [a, b] tel que t = |f(x)| = NX 


en déduit l’inégalité souhaitée. 


C.4 Équivalents 


Dans ce paragraphe, nous allons voir la pratique des équivalents et des développements limités. Les équivalents sont un 
outil très puissant en analyse, indispensables dans plusieurs chapitres du cours de math. spé. et agréables à utiliser une 
fois que l’on a compris certains points. À utiliser sans modération ! 


C.4.1 Qu’est-ce qu’un équivalent simple ? 


On parle d’équivalents de suites (au voisinage de +) et de fonctions (au voisinage d’un point a éventuellement infini). 
Les techniques utilisées sont tout à fait similaires. 


Il y a plusieurs façons de traduire que deux suites (w,) et (v,) sont équivalentes u, RUES 
n— +00 


Un : à : ? 
1. — —— 1 (si v, ne s’annule pas à partir d’un certain rang). 
Un 71—+0 


2. il existe une suite (£,) telle que un = vn(1+En) avec En — 0 


3. la définition de suites équivalentes (valable même si les suites s’annulent une infinité de fois ) : 


Un = Un + Wn AVEC Wn = O(Vn). 
Pour deux fonctions f,g définies sur un voisinage d’un point à , elles sont équivalentes au voisinage de a et on note 
f(x - g(x) si et seulement si l’une des propriétés suivantes est vérifiée : 
X—a 


; 1œ@ —— 1 (lorsque la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de a) 
g(x) X— a 


2. Il existe une fonction € définie sur un voisinage V de a telle que : 


VxeV, f(x) = g(x)(1+e(x)) avec e(x) es 0 


3. La définition : f(x) = g(x) + h(x) où h(x) = o(g(x)) au voisinage de a. 


Il est nécessaire de bien réfléchir à ces définitions et de ne pas les confondre avec d’autres propriétés : 
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Exemple 3.21 
1. Si Un = Un + Wn avec Wn ——— 0, les suites (Un) et (VA) ne sont pas nécessairement équivalentes. Par exemple 
n— +00 
Un = + et Un = 1 + 7, la suite wh = + converge vers 0 et pourtant (u}) et (VA) ne sont pas équivalentes. 


. 2 2 $ . . 
2. Les suites un = e" "et v, = e" ne sont pas équivalentes (former le quotient !). 


3. Sin — Un, alors Un — Un ——— 0: cette propriété est fausse en général. Par exemple, un = n+net Un =n? 
n— +00 n— +00 


donne un contre-exemple. 


On utilise les équivalents en pratique pour simplifier l'expression d’une suite ou d’une fonction en vue de : 

— calculer sa limite, 

— déterminer son signe à partir d’un certain rang, 

— en deuxième année, déterminer la nature de la série Y un, 

— en deuxième année, voir si la fonction f est intégrable sur un intervalle 

Qu’entend-t-on par un équivalent simple d’une suite u, ? C’est une suite v, équivalente à w, formée uniquement de 
produits-quotients de suites de références. Quelques exemples de suites de référence : n°, k”, n!, n°(In np, n, . 

Il existe une infinité de suites équivalentes à une suite donnée : 


Bo > n+linn - n° +sin(n) - 
n— +00 n— +00 n— +00 


e2mn+l/Inn . 


mais parmi ces suites, il y en a une de référence (ici n?) qu’on appellera équivalent simple. Remarquons qu’un équiva- 
lent simple ne fait intervenir aucune somme, uniquement des produits-quotients. Voici quelques exemples d’équivalents 
simples : 


n! 


nsin(n}, nln(n), n", In(n)’e°”, ne on 


e" e”, In(sin(n?)),… 


Par contre les expressions suivantes ne sont pas des équivalents simples : 


_— Vn=N+NnCa Un — 
n— +00 
— Un =In(n$) car In(n$) = 


n+n+1/n 


2 
— Un=e car vn=e" e"el/n 


e CS 
n— +00 


Pour déterminer un équivalent d’une suite composée uy = f(vh), il est indispensable de déterminer la limite de (v,). Une 
erreur grossière courante consiste à écrire sin(V») —  v\ alors que la suite (v,) ne converge pas vers 0. En pratique, 
n— +00 


n 





lorsque la suite (v,) est compliquée, on commence par chercher un équivalent simple de (v,) qui permet d’une part de 
trouver la limite de (v,) et d’autre part de simplifier l’équivalent de (u,) ensuite. 


Exemple 3.22 


sin(e””) 


sh{——) 
Connie, meme 


Un 


Un = tan 


n 


Puisque 6e ——— 0, sin(e-*) — e7". Puisque et donc 
ñ— +00 


PR pe 
n—+00 e"Inn n—+00 e"Inn/n-+ e!Inn 


nn 
Un = ————0 
N—+00 nN—+00 


e ee nn 
On peut utiliser l’équivalent usuel de tan en 0 et finalement uw, Ru 
n—+0o nn 


Exemple 3.23 


1 
Un = M(cos =) 


Ici cos(1/n) ——— 1 et on connaît un équivalent de In(6,) lorsque 8, ——— 1 sous la forme In(1+v,) —  v, avec 
n— +00 n— +00 n— +00 


1 
Un ——— ©. Il suffit d’écrire uy = In(1 + vh) où v, = cos(1/n) — 1 et puisque vy — —— ——— 0, il vient que 
n—+00 n—+o 2n2 n—+00 


1 


u 5 EDR 
Mn-to 22 
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C.4.2 Suppression des sommes 


Puisqu’un équivalent simple n’est formé que de produits-quotients, il faut savoir faire disparaître toutes les sommes dans 
la recherche d’équivalents. Supposons qu’une suite (u,) s’écrive comme somme de deux suites : Un = Un + Wn. 


Remarque 3.3 On ne peut pas sommer les équivalents! Si v, — an et Wn — by, on n’a pas toujours 
n— +00 n— +00 


Un — an + bn. Par exemple : v,=n?+n - an=R+l/n wi=-n+1l/n -— -n.Onau»=UVn+Wn= 
n— +00 n— +00 n— +00 


n+l/n - netpourtant 4, +b;,=2/n... 
n— +00 
Deux cas se rencontrent souvent en pratique. 


L'une des suites est négligeable devant l’autre 


Si par exemple wy = O(Vn), alors Un = Vn+ Wn — Un. C’est la définition même d’un équivalent. 
n OO 


+ 


sinn Wn sinn 
n2. En effet, wy = —— = o(n?) = v, car —7 = 0 
n Un n n—+0o0 


24 sinn 


D n—+00 


Exemple 3.24 u, =n 





Exemple 3.25 
_In(nn) Inn Inÿn Inn n°) 


DE D EN, ANNE 


Commençons par utiliser les propriétés du logarithme pour écrire 


nyn_ Inn 


——, In(in n°) =In(7Inn) =In7+In(nn) 


VR  2Vn 


Il est indispensable ensuite de classer les suites par ordre décroissant d'importance : 





_ nn hninn) In7 Inn 


on nr nn 





Un 


n(l 7 I 
a 0. On à également a =o(nn/\n)et = L 





1 
En effet, In(In n) = o(In n) puisque ue PRE 0 et donc 
X — +O0 


se | js nn Housse , 
o(1//n). Les trois dernières suites sont donc négligeables devant 27 et on en déduit l’équivalent simple : 
n 


nn 
Un — ——. 
LL n—+0o 2,/n 


En pratique, on commence par chercher un équivalent simple de chacune des suites (v,) et (w,) ce qui permet de les 


comparer plus facilement. 
. {nn ] | nn ] 
Un =1/1+sin — | cos| — 
| n n 


Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons 


. nn 
Un = 1+sin—-1 + 
n 


RE — 
Un Wn 


Exemple 3.26 








— 
1-cos — 
n 


l In n)? In n)? 
avec ln = Ant Wn crue) = b,. Puisque ay = o(bh), vn = o(wh) et donc uy ou 


n—+00 2n2 n—+too 2n2 n—+oo 2n2 


Les deux suites ont le même ordre de grandeur 


On suppose encore que Un = Vn + WA et on commence toujours par chercher un équivalent plus simple de v, et wh : 

Un Ans Wn —  Dn. Ici, on n’a ni 4 = o(b), ni bn = O(a»). Bien qu’on ne puisse pas sommer les équivalents, si 
n— +00 n— +00 

la somme n’est pas nulle, on devine l’équivalent de u,. Il ne reste qu’à le démontrer en utilisant les définitions. 
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Exemple 3.27 





Wn 
Puisque v» + = Anetque Wn dE = b,, en utilisant la définition des équivalents, 
n—+00 n—+00 
1 1 1 
Un = 77 07) Wn 397 0Cx) 
d’où 
34 1 
Un 22m Cr) 
3 1 
d’où u — 


NN . 
n—+o 2 2h 


Lorsque la somme des équivalents simples a, et b, est nulle, utiliser les développements limités (voir paragraphe suivant). 


C.4.3 Utilisation des propriétés fonctionnelles 


On connaît nos équivalents classiques sous la forme uy = f(Vn) avec vn ——— 0 ou f(v(x)) avec v(x) —— 0. Que se 
n— +00 X— a 


passe-t-il lorsque v, ——— 1407? 
n— +00 


Logarithmes 


On connaît un équivalent usuel de In(v,) lorsque v, ——— 1 sous la forme In(1+€») — En avec En ——— 0. Lorsque 
n— +00 n— +00 n— +00 


Vn Eee le]0,+oo, il suffit d’utiliser la propriété In(ab) = In a+ In b en écrivant : 

















= le In ne = 
In(v,) = {1 x j ] = Int +in j ] avec Here 1 
et on peut utiliser l’équivalent classique. 
Exemple 3.28 
2 
Un=Mm|1+ a —In2 
n? : 
Puisque — — 1, on ne peut pas utiliser l’équivalent classique In(1 +€,) en Écrivons plutôt : 
n — +00 
2n?+1 
Un=Nn—— 
77 2(n2+1 
2n?-1 
=In|1+|—— -1 
2(n2 +1) 
3 
nf 
2(n2 +1) 
3 


n—+too 2n2° 


Remarque 3.4 Attention à ne pas prendre de logarithmes d’équivalents! Si uy —  v,, on n’a pas toujours 
O0 


n—+ 

In(un) —  In(vh). Par exemple si u, = 1+1/n et un = 1+ l/n,onauy — Un — let pourtant In(un) -— l/n 
n—+00 n—+00 n—+00 n—+00 
alors que In(v») — 1/n2. 
n— +00 
Il est intéressant d’examiner d’où vient le problème. Traduisons que uy 100 Pr PAT Un = Vn(1 + En) AVEC En es 0. 
—? +O0 —? +O0 
Alors In(u,) = In(v,)+1n(1+e,) donc 
nur _. n(1+eh) 





nv, nv, 
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Il y a un problème lorsque In(v}) Her 0 c’est à dire lorsque v} ren 1 comme dans l’exemple ci-dessus. 
n— +00 n— +00 
Par contre, lorsque vh eus l £ 1 (même 0 ou +), on s’aperçoit qu’on a le droit de prendre les logarithmes des 
n— +00 


équivalents. 
Pour éviter d’écrire des bêtises, il vaut mieux retenir qu’on ne peut pas prendre le logarithme d’équivalents et refaire au 
cas par cas la preuve précédente lorsque nécessaire. 


Exemple 3.29 Déterminer un équivalent lorsque x — +oo de f(x) = argsh(x). On connaît la forme logarithmique (voir 


l’exemple 2.10 page 1169) : 
fG =In(x+ vVx2+1). 


Puisque x+Vx2+1=2x+0o(x), 
f(x =In(2x(+e(x)) =Inx+In2+1n(1+e(x)) =Inx+o(Inx) 


et donc LCR ce In x. 


Lorsqu'on veut trouver un équivalent de f(x) = In[u(x) + v(x)] avec v(x) = o(u(x)), factoriser à l’intérieur du logarithme 
le terme dominant : 


fx) = In {[u(x) (A + v(x)/a(x))] = In u(x) + In(1 + v(x)/u(x)) - In u(x) 


puisque v(x)/u(x) ee 0, In(1 + v(x)/u(x)) 0. 


Exemple 3.30 Déterminer un équivalent de f(x) = In(ch x) lorsque x — +co. Écrivons 


XL —X X 
— =in(s [1+ e#|) =Ine*-In2+In(1+e *)=x-In2+In(1+e 2) 


f(x =In : 





et donc FO, = X. 


—+00 


Exponentielles 


On connaît un équivalent classique (ef —1) —  e, lorsque En ——— 0. Lorsque En —— 1 Z 0, il suffit d’utiliser la 
n— +00 n— +00 n— +00 


b 


a+b — ,40b en écrivant 


propriété e 
er = el x er) 


Exemple 3.31 


n° n° 


Un = en+l — em+l 


2 ni 
Comme —E— ———— ] ainsi que 
+ 
O0 


1, écrivons 
n2+1 n— À 


RE 
nS+1 n— +00 


D 
Un=exen+l —exe 


rs) fe )| 


es 1) 
n°+1 


— € 








1 1 
| le __ —— e 
Mais comme [e n° +1 — 1 = —-l/r et que [e n°+1 — ù = —]/n= o(1/n?), il vient que Un  — rx 
n—+00 n—+00 n—+o nn 
Remarque 3.5 On ne peut pas prendre d’exponentielle d’équivalents : si uy —  vh, on n’a pas toujours 
n— +00 
; 2 > . ‘ 2 
gun = en, Par exemple si w,=n?+net vn = n°, e" "n’est pas équivalent à e” . 
n— +00 
Regardons ce qui se passe : 
etn 
= eUn—Vn 
en 
donc e* = el si et seulement si Un — Un ——— 0, ce qui n’est pas la même chose que uy — Vh! 
n— +00 n— +00 n— +00 
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Fonctions puissances 


On connaît un équivalent classique de [(v)*— 1] lorsque vs ETS 1 sous la forme [(1+e»)*-1] no AEn lorsque 
—+ +00 —? +O0 


En ——— 0. Si vny ——— Î #1, on se ramène au cas précédent en écrivant : 
+00 


n—+00 n— 
[tus)*- [°] = j* ()"- 1] 





avec Unll ———— 1. 














n— +00 
Exemple 3.32 
__ /f4n+l  :} 8n 
SE n+1l n+1l 
Écrivons : 
n+1/4 3 n 
a, =2|[4ft+ Here 1+[ -1)-1 
n+]1l n+1l 























1l- 1 1 1 
A(n +1) n+1l 
= 2(an — bn) 


1 
et comme an = —3/(8n)+o(1/n), by = —-1/(3n) +o(1/n), on trouve que uw, ee Fa. 
ES n 


Quantités conjuguées 


Une identité basique très utile pour manipuler des différences de racines carrées (multiplication par les quantités con- 
juguées) : 


a-b 
© 3.10 Va-vb= Tai 
Elle provient simplement de la formule (a— B)(a+f) = a? — f2. 
Exemple 3.33 Trouver un équivalent de u, = (Vn+1- Vn). 
(n+l)-n l 1 


Up = A ————— on — 
F Yn+ti+yn n+1+4/n1-+02/n 


C.4.4 Mise sous forme exponentielle 


Pour étudier un équivalent d’une suite uy = ar où l’exposant dépend de n, utiliser la forme exponentielle : 


bb Ina 


© 3.11 ; 








Exemple 3.34 Cherchons un équivalent de f(x) = x* — 1 lorsque x — 0 : 


x —1=e mx] 
x 


- xInx 
0 


— 


puisque xIn x =. 0. 
X— 


Exemple 3.35 3 Un exemple fondamental : Soit x e R, étudier la limite de la suite de terme général 


x\n 
Un = (1 + =) : 
n 
Une erreur fréquente consiste à dire que lorsque vy —— 1, v} ——— 1. C’est une forme indéterminée RS En effet, 
n— +00 n— +00 


v' = e"M Un et on voit que si vy ——— 1, il y a une forme indéterminée oo x 0 dans l’exposant. 
n— +00 


Écrivons plutôt 


ZX 
Un = ena+ ñ) — e’" 
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et cherchons la limite de la suite (v,). Comme x/n Rd 0, avec l’équivalent du logarithme, v} Dr. et 
— +00 — +00 n 


donc vy ——— x et par composée de limites, uy —— e*, 
n— +00 n— +00 


Remarque 3.6 La forme exponentielle n’est utile que si l’exposant dépend de la variable. N’en abusez pas. Il serait 


2e tee 2 ne à 
ridicule d’écrire (n? + 1)2 = entr +D pour trouver un équivalent de cette suite ! 


C.4.5 Utilisation des développements limités 


Les équivalents sont l’outil principal pour obtenir le comportement d’une fonction au voisinage d’un point et sont à 
utiliser en priorité. Dans certains cas, l’utilisation des développements limités est plus simple, voire nécessaire. Dans ce 
paragraphe, nous allons voir comment calculer et utiliser les développements limités. 


Rappelons que Maple permet d’obtenir des développements limités : 
MAPLE 





Attention, si l’on veut un DL à l’ordre n avec un reste en o(x”"), il faut demander à Maple l’ordre (n + 1) (Maple donne 


les restes en O(x”")). 


Prévoir les ordres des DL 


Lorsqu'on veut obtenir un développement limité d’un produit à l’ordre n, il faut faire un développement limité de chaque 
terme à l’ordre ñn et ne garder que les termes de degré inférieur à n dans le produit des parties principales. Si dans un des 
deux termes, le développement limité commence par x! avec k > 1, on peut économiser des calculs. 


Exemple 3.36 Calculer le développement limité de f(x) = tan x x sin? x à l’ordre 5. Nous pouvons utiliser que le 














: 2 
; Due . sin x 
développement de sin x et tan x commence par x (pas de termes constants) en écrivant sin? x = “| ] et tan x = 
tan x 
x | ] . Alors 
x 
: 2 
3|Snx tan x 
f@ = x = 














On voit que comme x est en facteur, il suffit d’obtenir un DL de (sin x/x)? et de tan x/x à l’ordre 2 : 








sin x 1 Gé) sin? x 1 , Gé) 
=l-—+0 —— =1l-—+0(x 
x 3! re 3 
tan x je 2 
= l+— +0o(x°). 
x 3 


Et en effectuant le produit des DL, 


2 2 
X X 
fo=x 1-—+0(x) 1+ +006) = x [140% +o(%) = x +o(x°). 














Dans cet exemple, nous avons utilisé uniquement le DL de sin à l’ordre 3 et le DL de tan à l’ordre 3 (et non pas à l’ordre 
5 comme on aurait pu le penser). 


Plus généralement, si les développements limités de deux fonctions s’écrivent : 
fx = agxt +. 
ga = b,xP +... 


il suffit d'écrire fu gt 
. k+p J ) 8% 
FO gx = axbrx hr A 
et pour obtenir un DL à l’ordre n de f g, il suffit de faire un DL à l’ordre n —(k+ p) de fG/xE et go /xt. Il suffit donc 


d’avoir le DL de f à l’ordre n — p et celui de g à l’ordre n—Kk. 
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Exercice 3.8 Q 
Calculer le DL à l’ordre 13 de f(x) = sh (x) In*(1 + x2). 


Solution : Comme shx= x+... etin(1+ x?) = x? —..., écrivons 


3 2,14 
FO = x 3 x x8 en? nos) 
x 


F2 
Il suffit d’avoir le DL des deux crochets à l’ordre 2 : 


sh x + 2 sh x\° … 2 

— =l+—+o(x) |[—| =1+—+o(x") 

X 6 X 2) 

In(1 + x?) 
me 


In(1+ x2)\* 


; =1-2x +o(x) 
a# 


2 
= 1-2 +0(6) | 


et finalement, 


fo = 02 [1- 2x2 + o(x =: de 2 
2 2 





La même technique est valable pour les composées de DL. Pour calculer un DL à l’ordre n de f(x) = g(h(x)), d’après 
le cours, il nous faut un DL à l’ordre n de g et de h, effectuer la composée des parties régulières et ne conserver que les 
termes de degré inférieur à n. En pratique, on commence par regarder le premier terme du DL de h et en fonction de ce 
premier terme, on évalue les ordres nécessaires. 


Exemple 3.37 Calculer le DL à l’ordre 4 de f(x) = sh(sinÿ x). Puisque sin? x = x? +..., lorsqu’on effectue le DL de sh, 
sh(y) = y+..., en remplaçant y par la partie régulière de sin x, on s’aperçoit que le premier terme est déjà de degré 3. 
Les autres termes seront des o(x4) car (x?)? = x$ = o(x4) (on peut utiliser également que la fonction f est impaire, donc 


que le coefficient de x est nul). Il suffit finalement d’utiliser le DL de sin et sh à l’ordre 1 : 


f(x = sh(x + o(x)) = x + o(x). 


DL et équivalents 


Un développement limité d’une fonction au voisinage d’un point permet de trouver un équivalent. Si au voisinage de zéro, 


fo) = RE a in Lo 


avec ax À 0, alors f(x) ne a xt. 
X— 


Exemple 3.38 Trouver un équivalent simple lorsque x — 1 de f(x) = x* — x. Commençons par faire un changement de 
variables pour se ramener à chercher un équivalent en 0. On pose h = x-— 1 et on définit la fonction auxiliaire g(h) = 
fA+h)=(+ hyi+h —1-—h. On se ramène à chercher un équivalent de g lorsque h — 0. Sous forme exponentielle, 


gO = fet+ A+ 1) p, 


Avec l’ équivalent usuel, (e“— D - 0 puisque (1+h)In(1+h) . h — 0, eU+hin(+h _ 7 PF On est dans le cas où 


la somme formelle des er ct nulle. La méthode du paragraphe précédent ne s splique pas. C’est typiquement 
le cas où l’on utilise les développements limités. Nous avons utilisé le DL de In(1 + h) à l’ordre 1, poussons le DL à 
l’ordre supérieur : 


Q+h)(h-h?/2+0(h2)) : Qh+h°12+0h) 


g(h)=e -1-h =1-h=1+(h+h2/2)+ h2/2+0o(h?)-1- h= h? +o(h?). 


Par conséquent, g(h) ee. h? et donc f(x (x- 1)? 
—— X— 


Exemple 3.39 Déterminer un équivalent lorsque x — +oo de f(x) = arctan(x) — 





+1 2 
1 On commence toujours par 


< 
étudier la limite de la fonction (si f(x) — 1 £ 0, alors f(x) - 11). Ici f(x) Ra 0 et il faut travailler un peu plus. On 
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cherche un équivalent de chaque terme de la somme : puisque arctan(x) - n/2et 
X OO 


+ 


ax+l 
ST ro 7/2 on est dans le cas 


où la somme des équivalents est nulle et on ne peut pas conclure. Utilisons alors les développements limités. Faisons le 
changement de variables h = 1/x pour se ramener à nos DL en 0 : on définit la fonction g(h) = f(1/h) : 
T+h 7 nl+h/r 


= — — arctan h — — : 
2+h 2 21+h/2 








g(h) = arctan(1/h) — 


On a utilisé que arctan(h) + arctan(1/h) = x/2 pour h > 0. Alors 





T T h n-6 
h)==—-(h+0(h))-—|1-— h)|\= —h h). 
g(h) 2 (A+ o(h)) | Z + oûh) : +o(h) 
Les m-6 ñn—-6 
On en déduit que g(h) SN à h et donc f(x) Te 


Recherche de limites 


Les développements limités sont un outil important, mais nécessitent des calculs souvent pénibles. Par exemple, pour 
trouver le développement limité d’un produit de fonctions, il faut effectuer un produit de polynômes (utiliser la méthode 
vue en B.4.2 page 1170). Si l’on veut uniquement trouver la limite d’une fonction qui s’écrit comme produits-quotients, il 
serait maladroit de calculer un développement limité : il est préférable d’utiliser les équivalents (on peut faire des produits 
et quotients d’équivalents). 

On veut trouver la limite d’une fonction f qui s’écrit comme produit de fonctions f; lorsque x — a. Voici la démarche 
typique à suivre : 


1. On étudie la limite de chaque fonction f; et on regarde si la limite de f est évidente. 


2. S’il y a des formes indéterminées, on cherche un équivalent de chaque terme f; du produit. Si a Z 0, on se ramène 
à des équivalents en zéro avec le changement de variables h = (x-— a) ou h = (a— x) (ou h = 1/x lorsque a = +oo). 
On se ramène à chercher des équivalents en 0 de fonctions g. 


3. Si la fonction g; est une somme de fonctions, et si les sommes d’équivalents sont nulles, utiliser les développements 
limités pour trouver un équivalent de g;. 


4. On peut faire des produits d’équivalents et on trouve un équivalent de f qui permet de trouver la limite. 


Exemple 3.40 Déterminer la limite lorsque x — 0 de 
fx) = Le (e* _ cos x] [A+x*-1] 
4 
Il y a plusieurs formes indéterminées dans cette limite. Cherchons un équivalent de chaque facteur : 


3 3 
= 5x +0) = = x2 


2 
LE L 2 2,]_|._X 2 
f(x) = e cos(x) = [1+x +o(x ) Ë - + o(x°) ee 





RG = [ernt+ _ 1) ne 
x—0 


d’où f(x) Lee 2 (x) 
mr —2X— x = — — —, 
GE 5* x 2 pose 


x) Des 
PTE on commence par chercher un équivalent du 
x 


dénominateur. Si par exemple, d(x) & byx® avec by 0 et qu’on doit utiliser un développement limité pour le numéra- 
X— 


Lorsque la fonction f s’écrit comme quotient de fonctions, f(x) = 


teur, il suffira de faire un DL à l’ordre k pour conclure : 





: ss Pi... k 7 ——;;}# 
1. Si n(x) = a,xP +... +0(x") avec p < k et ax 0, f(x) pan a +oo. 


2. Si n(x) = ax xt + o(xf) avec ax 0, alors f(x) - Le et f(x) —— ag/ br. 
x—0 by x—0 


3. Si n(x) = o(xf), alors f(x) = o(1) d’où f(x) ps 0. 
X— 
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Exemple 3.41 Déterminer la limite lorsque x — 0 de f(x) = ————. 
x(1— cos(3x)) 


Commençons par chercher un équivalent 


9x? 9 
du dénominateur : d(x) on XX x = 5" Pour obtenir la limite de f, il suffit de faire un DL du numérateur à l’ordre 3. 
X— 


x=x3 /6+0(x$) x+x3/3+0(x) 
n(x) = e — € 


=[1+(x- 29/6) + == 29 /6)° + =œ- x°/6)° + o(x?)] 


1 1 
= [1+(x+ 25/3) + 5G+ 29/3)? + su+ 213) + o(%)] 


3 
X 3 

= —— +o(x°). 
7 (4°) 


D'où n(x) a, —x3/2 et en prenant les quotients d’équivalents, f(x) —1/9 puis f(x) ar —1/9. 
X— X— X— 


C.4.6 Étude locale d’une fonction 


On se sert souvent des développements limités pour étudier le prolongement d’une fonction en un point. Si une fonction 
f est continue sur ]0, a] et qu’elle possède un développement limité en 0 à l’ordre 1 : 


f(x) = ao + ax +o(x) 


alors : 


1. f(x y % donc la fonction f se prolonge en une fonction 
X— 


[0,4] — R 
Hs f@ sixz£0 
X ——+ 
Un) si x=0 
qui est continue sur [0, a]. 


2. De plus, pour x Z 0, 
aise : 
JG = (0) | f( AR pes _ 
x—0 x—0 
ce qui montre que la fonction f est dérivable en 0 et que f/(0) = &. 


Remarque 3.7 Une fonction f :10,a]— R peut admettre un développement limité à un ordre n > 2 sans qu’elle soit de 
classe €1 sur [0, a]. Étudiez attentivement le contre-exemple classique suivant (n > 2) : 


[0,1 — R 
f: x'lsin(1/x") six ZÆ0 
X —> 
0 si Xx=0 
— Puisque Fa sin(1/x")| <x"tl fG = o(x”) et donc f admet un DL à l’ordre n en 0 (ap =--- = an = 0). 


— La fonction f est donc continue et dérivable en 0 (puisqu'elle admet un DL(0,1)). 


— Calculons pour x Z 0, 
l l 
f'@=(n+1x" sin — - ncos — 
x 7 
On voit que f’ n’admet pas de limite en 0 (considérer par exemple les suites x, = (277) !/" et y, = (2nn+7/2) 1/"), 
La fonction f’ n’est donc pas continue en 0 (et à fortiori n’est pas dérivable en 0). La fonction f est donc dérivable 
sur [0,1] mais pas de classe €! sur [0,1]. 


Exemple 3.42 2 Montrer que la fonction 


R — R 
1 1 1120 
——-— Si 
Î t — t sint 
0 sit=0 


est de classe €! sur R. La fonction f est dérivable (et continue) en tout point x # 0. Étudions ce qui se passe en 0. 
Effectuons un DL de f en 0 à l’ordre 1 : pour 1 £0, 


1 1 1 F ÿ t 
FO == 1 |À#-|1-G+—+0(8)|=-2+0(0. 
t 1-£+o() t 6 6 


On en déduit que f(#) = 4 0 = f(0) donc que f est continue en 0. De plus, f est dérivable en 0 et f”(0) = &1 = 1/6. 


Le DL que nous avons fait ne suffit pas à conclure que f est de classe €! (voir le contre-exemple ci-dessus). Il nous faut 
étudier la continuité de la fonction dérivée : 


R — R 
:. tfcost-sin?t . 
Ar rsmr 7 
—1/6 si t=0 


Cherchons la limite de f’ lorsque f — 0 en utilisant les équivalents : on a un équivalent immédiat du dénominateur : 
d(t) t. Il suffit de faire un DL à l’ordre 4 du numérateur pour conclure : 
t— 


n(d = Ê(1-É#/2+0(2))- 2(1-2/6+0(#)) =-#/6+0(1) a #6 
d’où f(#) —. —1/6= f'(0). La fonction f’ étant continue, la fonction f est de classe €1 sur R. 


Un développement limité à un ordre supérieur à 2 permet de préciser l’allure locale de la courbe y = f(x). Si au voisinage 
de xo, f(x) = 40 + 41(xX — xo) + ag (x — Xo)* + O((Xx — xo)*), la fonction f est dérivable en x et l’équation de la tangente en 
%o S’écrit y = do + 41 (x— 0). La quantité r (x) = f(x) — ao — a1(x — xo) représente la mesure algébrique entre la courbe et 
la tangente : 






r (x) = f(x) — ao — a1(x— Xo) 


Y=4ap+a(x—Xx0) 


X0 X 


— 


Puisque r(x) ax(x— xo)* (ax À 0), on obtient sur un voisinage de xo, le signe de r (x) et donc la position locale de la 
0 


courbe par rapport à sa tangente (elle dépend du signe de ak et de la parité de k). 





Ï l 
Exemple 3.43 Pour la fonction définie sur R* par f(x) = = — —, on effectue un DL à l’ordre 5 du sinus pour trouver 
que x x 
… # 3 3 
f (0 = . + A +0 ). 


On en déduit que f est dérivable en 0, que l’équation de la tangente au point (0,0) s’écrit y = —-x/6 et qu’il existe à > 0 
tel que la courbe se situe au-dessus de la tangente pour x e]0, af et au-dessous pour x €] — a, O[. 


C.4.7 Développements asymptotiques 


Revenons sur la définition d’un développement limité au voisinage de zéro : f(x) = ao + &x+:-:+ ayxk + o(xf). La 

fonction f s’écrit comme un polynôme (la partie régulière du DL) et un reste r (x) = xke(x) où E(x) res 0. Nous pouvons 
X— 

écrire par exemple : 

2 (l )2 


nx 
ex = 14 xIn x + = + o(x2 In? x). 
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En effet, il suffit d’utiliser le fait qu’un développement limité est une égalité : e! = 1+u+ u?/2+ u?e(u) et on peut 


remplacer u par xln x : _— 
x 
e*lX = xInx+ RE + x In? xe(xIn x). 


Mais puisque xIn x enr Oetquee(u) PTE par composée de limites, £(xIn x) _ 0 et donc x? In? xe(xIn x) = o(x2 In? x). 
X— u— X— 


xIn x 


Exemple 3.44  Cherchons un équivalent lorsque x — 0 de f(x) = x*-1- xInx. Écrivons f(x) = e —1-xInx= 


(xIn x)? 2]n? x x21n? x 


+o(x2In? x) —1-xInx= : 


1+xInx+ 











+ o(x2 In? x) et donc f(x) 
X— 


Exemple 3.45  Cherchons un équivalent lorsque x — 0 de f(x) = (tan x)* — x*. Écrivons en utilisant le DL(0,3) de tan : 


xin{(x+x2/3+0(x)] e*nx 


fo =e 


: eu x+In(1+x2/3+0(x2))) e*nx 


In(1+x2/3+0(x2 
= es | +x°/3+0(x » 1] 








3 
x 
= e*nx Du o(xÈ) 
3 
a 
x—0 3 
en effet, puisque xIn x —— 0, e*M* 1. 
x—0 x—0 


| Exemple 3.46 


On appelle développement asymptotique d’une fonction f au voisinage d’un point a, une égalité : 
FD = foC + 109 ++ fr 00) + r 0) 


où les fonctions f; sont ordonnées par ordre décroissant d'importance au voisinage du point a : f1(x) = 0(fo(x)), f2(x) = 
o(f1(x)) et r (x) = o(fK(x)). Si de plus r (x) = o(g(x)), on dit qu’on a un développement asymptotique à la précision g(x). 
Cette notion généralise les développements limités : un développement limité (au voisinage de a) est un développement 
asymptotique avec les fonctions fo (x) = 1, fi (x) = (x-— a), ...fx (x) = (x— ak. 


Remarque 3.8 Un développement asymptotique donne un équivalent de f : f(x) or Jo (x). 


Exemple 3.47 Trouver un développement asymptotique à la précision 1/x? au voisinage de +oo de 
fG@ = xin(x+1)-(x+1)Inx 


Posons À = 1/x et g(h) = f(1/h). On se ramène à effectuer un développement asymptotique de g à la précision 4? au 
voisinage de 0. Écrivons : 


1+h 


h 


LE h 
—— In 
h 








l 
g(h) = 7m 
1 
= % n(+h)+hlnhl] 
1 h _h 
= — Quinn h-— +—+o(h) 
h 2 3 
h h 
=Inh+1-—=+— +o({h) 
2 3 
d’où au voisinage de +oo, 


1 1 
=-Inx+1-—+— +o({1/x). 
f(x nx+ ta +o(1/x°) 


En particulier, f(x) m7 — ]n x. 


+ 


Un développement asymptotique permet de trouver des asymptotes à une courbe. On dit que deux courbes d’équations 
y = f (9 et y = g(x) sont asymptotes au voisinage de a lorsque g(x) — f(x) 0. 
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r (x) = g(x) — f(x) 





X 


Par exemple, pour déterminer une asymptote d’une courbe d’équation y = f(x) lorsque x — +oo, on peut effectuer un 
développement asymptotique de f au voisinage de +co. Si par exemple 


(2) = ox + a + % + o(1/xt). 
x 


En posant g(x) = aox + &1, r(x) = f(x) — g(x) en _ ane) 0 (ax £ 0) et on en déduit que la droite d’équation 


y = 4x + & est asymptote on détermine la position de la courbe par rapport à son asymptote à l’aide du signe de 


l’équivalent Le 
xt 


Exemple 3.48 Si f(x) = (x+ 2)el!*, en posant h = 1/x, 





1+2h 
eh 


g(h) = à 


= Las2ma+n+ is +o(h2)) 
oh 2 


= Les. (h) 
oh 2 


et on obtient un développement asymptotique de f lorsque x — +oco : 
f=x+3+ 4 ( . 
X) = x — +0(— 
2x x 


On en déduit que la droite d’équation y = x +3 est asymptote à la courbe y = f(x) lorsque x — +oo. De plus, puisque 
5 

f(x — [x +3] mr. sur un voisinage de +oco, f(x) — [x+3] > 0 ce qui montre que la courbe est située au-dessus de 
— x 


son asymptote et sur un voisinage de —co, la courbe est située en-dessous de son asymptote. 


Un développement asymptotique permet également de trouver des courbes asymptotes plus compliquées que les droites. 
On effectue en pratique un développement asymptotique avec le dernier terme significatif qui tend vers zéro. 


X 
Exemple 3.49 Étudier la branche infinie lorsque x — +oo de la courbe d’équation y = f(x) où f(x) = x/ex7-1. En 
posant h = 1/x, 
1 h 
g(h) = 7° 1-h2 
_ À h+hÿ+o() 
= F° 
1 1 1 7 
= PE LL 
sé 2 EL, : Le nn 2 x 
d’où f(x) = x°+x+ 5 + Fe +o(-—). On en déduit que la parabole d’équation y = x° + x+ 1/2 est asymptote à la courbe 
x x 


et que sur un voisinage de +, la courbe est située au-dessus de cette parabole. 


C.4.8 Exercices 


Exercice 3.9: ©Q00 
Déterminer un équivalent simple de 
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3 


+1 = …. sin(1/n?) 
a. fo=n[5 f._ un =vcos(1/n)-e . 
X X 





] lorsque x — +co. 








b. f(x) =vthx-1 lorsque x — +00. & Un= Vn+VR+1-Vn+vVn-1 
2 
c. in = cor) h. f(x) =In(ch x) -— ch(In x) lorsque x — +oo. 
2n2+n+2 
nfn+1l)-Inn m(n+1)\7n# 
À. = — i. un = ( 
ÿ/1+ tan? () : cos() nn 
.… nn | Tr 1l)\l” 
e. Un=e"V'n 7 COS. J. Un=|tan  . 














Solution : 


a &#l —. 1, Écrivons donc AO In {1 Ho 1) = I{1 + 2). Puisque = 
X'+X x—+0o0 X°+X LCEX X°+X x—+00 
ur 
fc X— +00 Fe 
e* —e* 
Puisque th x a 1, écrivons f(x) = V1+(th x-— 1) -1 et cherchons un équivalent de v(x) = thx-1 = 
—+ +00 
e * 


1=—2———2 - 2e 2% 2,0, Par conséquent, f(x) — —e 
ef Fes x 1—+o0 100 


et +e* 


—2X 


n+1 


: Re : T 
Su Un = COS(Vn), la suite (v,) tend vers x/2. Utilisons la trigonométrie : un = cos(? 1+ PRES 
2 n<+n+2 


Sn (nf n+1 nr | enr _n+3 T 
sin|s|— 1 - 5|— ESS 5 = 
n°+n+2 n—+00 n°+nF2 n+n-2n-+o2n 


On = In(r+1) IG) =In(1+1/m) = 4 Bn= [(1+tan2(1/2")) 1] +[1-cos(1/2")]. 
n— +00 n—+ 
7 ————— 


Un Wn 
n 
+0(1/2") et doncun SE. 
n—+oo ® ñ 


EÉcrivons d’abord 


—1/4 


Un=(e"-1)+(1-cosn =; cbr 


Puisque In n = o(n), 8» à VInn/n — 0. Avec l’équivalent classique de l’exponentielle, a, de vhn/n. 
ñ— +00 n— +00 
Avec l'équivalent classique du cosinus, by _ 1/(2Vn) et comme by = o(ah), il vient que 
n— +00 
nn 
Un — An —, 
n—+00 n— +00 n 


Pour utiliser les équivalents usuels, écrivons 
: 2 
Mae [V1+ (cos1l/n—1)— 1] — Ée )_1| = an+ bn. 


On trouve que an -1/2n2 et b, es 1/n?. Donc avec la définition d’un équivalent, an = -1/2n?+0(1/n?) 
—+00 —+00 


et bn = 1/n2+o(1/n°) et donc Un — 1/2n°? +o(1/n?). Finalement, Un, 7 1/2n2. 
— +00 
En utilisant les quantités conjuguées, écrivons : 
_ 2 


2) 
(Vin Ve +14 ne V1 [Vr2 +74 m1) Un Wn 


Un = 


Ensuite, on cherche un équivalent de chaque partie du produit. Puisque Vn?+1 - n,n+Vn+1=2n+ 
O0 


n—+ 


o(n) - ?2n. Donc Vn+Vn+1 - V2n. De même, Vn+Vn?-1 - V2netensuiteuy — 2V2n. 
n OO n— +00 1 n— +00 n 


+ —+00 


On fait de même pour wy : Wn — 2n et finalement, un — 
n— +00 


4V2r3/2 
Utilisons la propriété du logarithme pour écrire In(ch x) = In (S (1+ ex) = x-In2+In(1+e 2*) = x+o(x) et 
: _ eMxpezinx  x_1/x _ x — 8 3 
ensuite ch(In x) = —5— = =; +o(x). Alors f(x) = 3Xx+0(x) à oo 2% 
Sous forme exponentielle, 
In(n+1) 
Un = Qrnin|BOED | = en 


et an =ninnin |1+Gm = 10% 1 (j'où an __—letdoncu, —e. 
n 


mn n—+00 Ann n— +00 — +00 
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: : nin[tan( 3 +1) a re ; : RS 
J. Sous forme exponentielle : u, = e 3° nJ) = e4n Utilisons ensuite la formule de trigonométrie : 


tan a + tan b 
tan (a + b) = ———— 
1—-tanatanb 


Tr ll V3 +tan À 
tan|—+—| = 7 - 
3 n] 1-V3tant 


On n’a pas le droit de prendre l’exponentielle d’équivalents ! Formons toutefois le quotient : 


1 1 
1+ 3 tan = 
nlin 
— Un _ en 


1 
0, = ; 1- V3tan= 
eninv3 


ee 


An =nhm|1+ 
à | 1-V3tani 


il 
ne 


1 
cLnve 
donc6,—ev3 et donc 


ninv3+(V3+—L) 4Y3 
Un TE V3 = ee) (V3). 
ñn— +00 





Exercice 3.10 OVQ 
Déterminer les limites : 


X 


L TX tan DE XT—X 
a. f(=(tan ) lorsque x — 1. e. f(x) = VE lorsque x — 1*. 
b. f(x) =[In(1+e"-*)]//* lorsque x — +00. DORPNSE T2 

_ In(cos3x) f. f(x) = ne lorsque x — 0. 
c. f(x) = FT lorsque x — 0. F sh? x In2(1 + x) q 

In(1+ x) ]*M% 1 
d. = | ——— 1 _ : : X) = ———— - ———— Jorsque x — 1. 
f(x | e orsque x — +00 g f(x 1-75 307 q 





Solution : 
a. Par le changement de variables h = x— 1, on se ramène à chercher la limite lorsque h — 0 de 


nes 


T 2tanrh/4 
g(h) = tan (= + ne 


1 
= exp | — infi+ ——— 
tan 1-tanrh/4 


Th 
2 

et avec les équivalents usuels, on trouve que la limite vaut 1/e. 

Sous forme exponentielle, 


fœ = e+ n(In(1+e-*)) 


Mais puisque In(1 + e”*) me e*, on peut écrire In(1 + e-*) = e7* x O(x) avec G(x) ru 1. Alors 


In(6(x)) 
+ A, 


x X—+00 


<In(In(i + e*)) =-1 =: 


Finalement, f(x) re l/e. 


2 
Si f(x) = n(x)/d(x) alors d(x) ei et n(x) = In(1-(1-cos(3x))) . — d’où finalement f(x) ee —9/4. 
X— re X— 


n(1+1/x) 


xinxin|1+ 
Sous forme exponentielle, f(x) = e In x . Avec l'équivalent classique du logarithme, 


n(1+1/x) ; 
———— d’où xln xln (1+1In(1+1/x)/In x) 1 et finalement f(x) e. 
In x x—+00 x]n x X— +00 X— +00 
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e. Avec le changement de variables h = x-—1, on se ramène à chercher la limite lorsque h — 0* de 


_Q+h 21h 
!mO+YAC+D) 


Puisque d(h) ie V2h, il suffit de faire un DL à l’ordre 1 du numérateur : 


g(h) 


(+h)(h+o(h)) 
€ 


n(h) = —1-h=o(h) 


d’où f(x) —— 0. 
x—1 


In2(1 + x) — sh? x 
sh? xIn2(1 + X) 
un DL du numérateur r(x) à un ordre inférieur à 4 pour conclure. On trouve que n(x) se 3x3 et donc que 

X— 


fx col d’où f(x) —0o et f(x) = +00. 
X— 


x—0* Xx—07 


. Réduisons au même dénominateur f(x) = . Le dénominateur d(x) . xt et il suffira de faire 
X— 


. Avec le changement de variables h = x — 1, on se ramène à chercher la limite lorsque h — 0 de 


34-Ÿ1+h)-2(01-V1+h) 
64-V1+h)Q-Ÿ1+h) 


Avec l’équivalent usuel (1+ h)*—1 ie ah, on trouve un équivalent du dénominateur : d(h) . h?. Il suffit de 


g(h) = 


faire un DL à l’ordre 2 du numérateur : 


2 2 2 
nt =3}1- 1e +oub]|-2|1- 1e D oth)]| = +oth. 
3 9 2 8 12 


1 
Final t — —., 
inalement, f(x) RE 





C.S Etude de suites récurrentes, vitesse de convergence 


C.5.1 Etude d’une suite récurrente 
Dans ce paragraphe, nous allons voir quelques techniques pour étudier une suite définie par son premier terme wo et une 
relation de récurrence de la forme 


VneEN, Un+r1 = f (Un) 


Nous allons citer quelques résultats hors programme dans le but de dégager quelques méthodes générales. Dans la pratique 
des exercices, n’utilisez pas ces théorèmes, mais rédigez des démonstrations (essentiellement des récurrences simples) 
pour retrouver ces résultats. 


Une procédure Maple permet de calculer le n-ième terme d’une suite récurrente 


MAPLE 





terme := proc(f, u0, n) 
local u, ji; 
u := u0; 
for i from 1 to n do 

u := f(u) #u = u_i 

od; 
U; 

end; 


£ := 
terme(f, 2, 3); 


On peut également calculer la liste des n premiers termes de la suite 
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listetermes 
local u, ïi, 
u := u0; 
1 := u0; 
for i from 1 to n do 
u := f(u); 
1 := U$ 


DÉFINITION 3.2 Intervalle stable 
On dit qu’un intervalle I est stable par la fonction f lorsque f (D SI, c’est-à-dire VxelI, f(x) el. 


PROPOSITION 3.2 La suite récurrente reste dans un intervalle stable 
Si I est un intervalle stable par la fonction f et si wo € I, alors VneN, u, el. 





Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 0, on a supposé que uo € I. Supposons la propriété vraie au rang n, un € I. Puisque 
Un+1 = f (Un) et que I est stable par f, f(un) EL. 


Le résultat suivant est fondamental car il permet de trouver les limites éventuelles d’une suite récurrente. 


PROPOSITION 3.3 © Limites possibles de (u,) 
Si la suite (4,) converge vers une limite finie /, et si la fonction f est continue au point !, alors l est un point fixe de la 
fonction f : f(L) = 1. 





Démonstration Si (Un) converge vers !, alors la suite extraite (Uun+1) converge vers la même limite !. De plus, d’après le 
théorème 11.22 page 426, comme la fonction f est continue au point l, la suite (f(un)) converge vers f(1). Par unicité de la limite, 
on doit avoir l = f(l). 
Les deux résultats précédents montrent qu’il est important d’étudier les intervalles stables par la fonction f et les points 
fixes de f. Un point fixe d’une fonction se lit facilement sur un dessin : il correspond à l’intersection du graphe de f avec 
la première bissectrice. Lors de l’étude d’une suite récurrente, on commencera donc par représenter sur le même dessin 
le graphe de la fonction et la première bissectrice. On peut ainsi deviner le comportement de la suite (4) en représentant 
les premiers termes de la suite par « ricochets »sur la première bissectrice. 








Multimédia : Animation pour représenter l’évolution d’une suite récurrente avec des 
ricochets sur la première bissectric 

Le dessin permet également de visualiser les intervalles stables intéressants, en général limités par les points fixes de la 
fonction. 
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L'étude générale d’une suite récurrente peut être très compliquée, et une suite récurrente aussi simple que wo € [0,1], 
VnEN, Un+1 = À Un(1l — Un) est un sujet de recherche récent ! Nous allons étudier uniquement le cas le plus simple où la 
fonction f est monotone sur un intervalle stable I. 


PROPOSITION 3.4 Cas où f est croissante sur un intervalle stable 
On suppose que la fonction f est continue et croissante Sur un intervalle I stable et que wo EI. 


1. Si uo < f (wo), la suite (u,) est croissante. 


2. Si uo > f (uo), la suite (u,) est décroissante. 





Démonstration On a déjà montré que Vn e N, un € I. Supposons par exemple que uo < f(uo). Montrons par récurrence que 
VnEN, un < Un+1. La propriété est vraie pour n = 0 par hypothèse. Supposons-la vraie au rang ñ : Un < Un+1. Puisque f est 
croissante sur I, f(un) < f(Un+1) c’est-à-dire Uun+1 < Un+2. 


Remarque 3.9 Si de plus l’intervalle I est borné, alors la suite (4,) converge en vertu du théorème de la limite monotone 


et sa limite ne peut être qu’un point fixe de f. Cela nous suffit en général pour conclure. 


Exemple 3.50  Étudions la suite définie par 


Uo > 0 
VnEN, Unr1 = V4+3Un 


: | [0,+oo[ — [0,+oo! . ; _ 
: E 2 
Introduisons la fonction f : à : de Elle est continue sur [0, + et un point fixe / > 0 de f vérifie 


[2=4+31, c’est-à-dire / =4. 





u] u2u3] 

On justifie ce que l’on voit sur le dessin en appliquant le théorème précédent. Les intervalles I1 = [0,4] et I2 = [4,+oof 
sont stables par la fonction continue f. 

— Si uo € [0,4], puisque wo < f (uo), la suite (u,) est croissante. Puisqu’elle est majorée par 4, elle converge et ce ne peut 


être que vers l’unique point fixe de f donc u, =. 4 
n— +00 
— Si wo € [4, +oœol, puisque wo > f(uo), la suite (u,) est décroissante. Comme elle est minorée par 4, elle converge et ce 


ne peut être que vers l’unique point fixe de f donc u, ee. 4. 
n— +00 
4. 





Nous avons donc montré que Vuo > 0, Un 
ñn— +00 


Remarque 3.10 Dans l’étude d’une suite récurrente, il est intéressant d’étudier le signe de la fonction définie par 
&g(x) = f(x) — x qui donne la position du graphe de f par rapport à la première bissectrice et qui permet de connaître le 
signe de f (40) — uo. 


PROPOSITION 3.5 Cas d’une fonction décroissante sur un intervalle stable 
On suppose que la fonction f est continue et décroissante sur un intervalle I stable et que wo € I. Alors les deux suites 


extraites (U2n) et (U2n+1) Sont monotones de sens contraire. 





Démonstration Notons (vn) = (u2n) et (Wn) = (U2n+1). On calcule 
Vn+1 = Un+2 = f(n+1) = fo fun) = F9 f (Un) 
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et de même wn+1 = f ° f(whn). Les deux suites vérifient la même relation de récurrence associée à la fonction g = fo f. Puisque la 
fonction f est décroissante sur I, la fonction g est croissante sur I et les deux suites (vh) et (Wn) sont monotones. Si ug < f ° f(uo), 
alors u > fo f(u1) et d’après la proposition 3.4, la suite (vn) est croissante et la suite (Wh) est décroissante. Si par contre 
uo > f ° f(uo), alors u < f o f(u1) donc (vh) est décroissante et (w,) est croissante. 

















Remarque 3.11 La preuve précédente montre qu’il peut être intéressant d’étudier le signe de la fonction définie par 


O(x) = f o f(x) — x. 


Exemple 3.51  Étudions la suite définie par 


uo € [0,1] 
2 


VRnEN, Unr1=1-u$ 


LA 


[0,1] — [0,1] 


: ne. On vérifie facilement que l’intervalle I = [0, 1] est stable par f donc 


Introduisons la fonction f : 


que VneN, un € [0,1]. La fonction f est décroissante sur I et admet un unique point fixe L € [0,1] vérifiant 2+1-1=0 

c’est-à-dire / =(Y5-—1)/2. On calcule gx = fof(xm)=1-(1- x2)2 puis g(x) —x= x(1-— x) (x2 + x—1). Les points fixes 

de g dans [0,1] sont donc 0, / et 1. En utilisant le théorème précédent, 

— Si0< wo < l, puisque g(uo) > uo, la suite (w2h) est décroissante et la suite (42»+1) est croissante. Puisque (un) est 
décroissante minorée par 0, elle converge d’après le théorème de la limite monotone et ce ne peut être que vers un 
point fixe x de g. Par passage à la limite dans l’inégalité u2n < uo, on obtient que x < wo < 1 d’où la seule possibilité 


x= 0. Nous avons donc montré que Un 0. Le même raisonnement montre que U2n+1 1 et la suite (un) 
ñ— +00 ñn— +00 








est donc divergente. 
— Sil< up < 1, comme g(uo) < uo, la suite (2h) est croissante et la suite (w2»+1) décroissante. Elles convergent toutes 


les deux vers / ce qui montre en vertu du théorème 10.24 page 363 que us Fr L. 


C.5.2 Vitesse de convergence d’une suite 


On s'intéresse dans ce paragraphe à la vitesse de convergence d’une suite vers sa limite. Votre calculatrice sait faire 
des opérations simples comme l’addition, la multiplication et la division de nombres décimaux. Lorsque vous tapez 2 
suivi de la touche « racine », votre calculatrice utilise un algorithme qui calcule une valeur décimale approchée de V2 en 
n’effectuant que des additions, multiplications et divisions. 
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Certaines suites convergent vers /a très lentement et demandent un grand nombre de termes pour obtenir une approxi- 
mation satisfaisante alors que d’autres convergent très rapidement et il suffit de calculer quelques termes pour obtenir une 
précision à neuf chiffres. 

Considérons une suite (4) qui converge vers une limite finie /. Nous noterons 


En = Un — Î| 


l’erreur commise en approximant la limite ! par le n-ième terme de notre suite. La vitesse de convergence de la suite 

(Un) vers sa limite est la vitesse de convergence de la suite d’erreurs (e,) vers 0. Nous voulons connaître le nombre ñn de 

termes à calculer pour que cette précision soit inférieure à une valeur € = 10? donnée. Pour fixer les idées, supposons 

que notre suite soit une suite récurrente et qu’à chaque terme le calcul de f(x) prenne 10 secondes à notre calculatrice. 

Nous noterons T le temps total de calcul pour aboutir à une précision de 10710. 

— Sie = 1/n, pour que €, < 107, il faut prendre n = 10?. Il faut calculer 10!° termes de notre suite ce qui nécessite un 
temps de calcul T = 104 secondes ou environ 3 heures … 

— Sien=1/n?, n vaut 10//2 et T = 107! : un dixième de seconde. 

— Sien=1/10", n=petT= 10° secondes. 

On utilise le vocabulaire suivant pour classifier les vitesses de convergences : 











€ 
se 1, (par exemple si € = 1/n°), on parle de convergence lente. 
En +0 
€ 
S'ST El one k €]0, 11 (par exemple si en = k”), on parle de convergence géométrique. 
En +00 
€ 
SRE 0, (par exemple si €, = 1/n!), on parle de convergence rapide. 





En 1—+00 


Exemple 3.52 Étudions un premier algorithme de calcul de la racine carrée d’un nombre a > 1 basé sur la suite récurrente 





Uo = 1 
Un +4 
VnEN, Un:1 = 
Un +1 
a ———-—-—- ra 
| ZI 
I # 
I / I 
el I 
# 
« I 
/ 
1 Æ----—- J 





l ya a 
Pour calculer les termes successifs de cette suite, nous effectuons uniquement des additions et des divisions. Définissons 





[0,+oo] — R = 

la fonction associée : f : : x+a C'est une homographie de dérivée f(x) = Gin < 0 et on vérifie 
x+1 GE 

: (Va- x)(/a+ x) 


facilement en étudiant les variations de f que l'intervalle I = [1, a] est stable. On calcule f(x) — x 14 
x 


et on voit que la fonction f admet un unique point fixe / = /a dans l'intervalle I. En utilisant le théorème 3.5 page 
1221, on vérifie que la suite (u2) est croissante, que la suite (#2n+1) est décroissante et qu’elles convergent toutes les 
deux vers ÿ/a ce qui montre que uw» Va. Étudions la vitesse de convergence de cette suite. Définissons la suite 





n— +00 
En = Un — Va. On obtient une relation de récurrence simple : 


Un +4 Un+a-Va(un+1) 1-/a 
= VQ = —_— "°° = ——;%, 
Un +1 Un +1 Un +1 





En+1 — 
Puisque uy ——— /a, on en déduit que 
n— +00 


Vant 


—— = 
n—+oo /a+1l 


En+1 
En 


k<1 














La convergence de cette suite est donc géométrique. 


Il existe une classe importante de suites récurrentes définies à l’aide d’une fonction f contractante. La convergence d’une 
telle suite est assurée par le théorème suivant que vous étudierez dans un cadre plus général en deuxième année. 
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THÉORÈME 3.6 Point fixe en dimension un 
Soit f : [a, b] — [a, b] une fonction contractante, c’est-à-dire une fonction k-lipschitzienne de rapport Ke [0,11 : 


vAynel [f@-fH|<kIx- y. 


Alors : 
1. La fonction f possède un unique point fixe / e [a, b]. 
2. Pour tout wo € I, la suite récurrente uy+1 = f(un) converge vers ce point fixe. 


3. La convergence est géométrique : |w, — Î| < Ck” où C est une constante. 





Démonstration Remarquons que la fonction f est continue sur l'intervalle stable I = [a, b] puisqu'elle est lipschitzienne. Définis- 
sons la fonction g par g(x) = f(x) - x. Puisque f(a) > a, g(a) > 0 et puisque f(b) < b, g(b) < 0. D’après le théorème des valeurs 
intermédiaires, il existe l € [a, b] tel que g(1) = 0, c’est-à-dire f(D) = 1. Montrons l’unicité d’un point fixe de f. Supposons que 
1,l'e [a,b] vérifient f(D) = Let f(l') = l'. En majorant la différence en valeur absolue, on obtient |1— l'|=|f(1)- f(l)]< k1— {| 
d’où (1-k)|1—1/|< 0 et puisque 1-—k > 0, il vient que L= l'. En utilisant que I est un point fixe, majorons 


lun+1 = | fun) - FD] < Klun — 1 


Une récurrence simple montre qu'’alors, pour tout n EN, [un — [| < |uo —{|k". 


Remarque 3.12 On vérifie en pratique qu’une fonction est contractante en calculant sa dérivée et en montrant que 
sup|f'|< k<1. Si f:R-R est une fonction contractante, on peut montrer en utilisant les outils de math. sup. qu’elle 
admet un segment I = [-a, a] stable puis appliquer le théorème précédent. Puisque f est k-lipschitzienne, grâce à la 
minoration de l’inégalité triangulaire, pour xeR, 


LFGOI-1f(O)I<1f0 — FO) < KIxl 


et donc |f(x)| < |f(0)| + k|x|. Le graphe de la fonction f est situé dans la région délimitée par les courbes d’équation 
y=1f(0)|+ k|x| et y = -|f(0)| - k|Ix|. La première bissectrice coupe ces courbes en a et —a où a = |f(0)|[/(1— &k). On 
vérifie facilement que le segment [— a, a] est stable par f et d’après le théorème précédent, la fonction f admet un unique 
point fixe Ze R situé dans le segment [-—a, a]. 


y=1f(0)1+ Kklx 





Exemple 3.53  Étudions une autre suite récurrente qui permet également de calculer une valeur décimale approchée de 
Va : 

Uo = 4 
a 


Un + — 
Un 








1 
VneEeN, Un+r1= 3 


Remarquons que le calcul de w,, ne fait intervenir ici aussi que des additions et des divisions. Introduisons la fonction 
]J0,+00[ — R x2 — a? 2 

Je —— 1 (x+ 2) . On calcule f'(x) = et f(x)—x= . On en déduit que f possède un unique 

x 

point fixe { = /a ainsi que la position de la courbe représentative de f par rapport à la première bissectrice. 

— Si0< uw < Va, alors uw > /a et on se ramène au cas suivant. 

— Si up > Va, comme l'intervalle [/a, +ool est stable par f, et que f est croissante sur cet intervalle avec f(x) < x, on 

vérifie que la suite (4,) est décroissante, minorée par 4/a. Elle converge donc vers 4/a. 
Considérons désormais l’erreur commise en approximant ,/& par Un : En = Un — Va. On obtient facilement une relation 
de récurrence liant £y:1 à En. 








X 2x2 


u2-2Vaun+a (un-vaÿ  Ee2 


En+1 = Un+1- Va— — 
2Un 2Un 2Un 
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Puisque Vn > 1, u, > Wu, on en déduit que 
0 < En+1 < Ce? 


où C = 1/(241). Lorsque la suite d’erreurs vérifie une telle relation, on dit que la convergence est quadratique. Pour 
comprendre la signification pratique d’une telle convergence, regardons le cas d’une suite d’erreurs (e,) vérifiant en+1 < 
Be. Si un est une valeur approchée de sa limite à 107? près, (ex < 10°), alors comme e;1 < e?, le terme suivant 
Un+1 Sera une valeur approchée à 1072? près. Le nombre de décimales communes entre w,, et sa limite double à chaque 
itération. On peut calculer la liste [£0,...,€] avec Maple (nous avons pris a = 2) : 

MAPLE 





liste _erreurs := proci(n) 
local u, 1, rac2; 
rac2 := evalf(sqrt(2)); 
ui, = L,$ 
1 := NULL; 
for i from 1 to n do 
1 := l, u - rac2: 
(u + 2/u) / 2; 
os 
[1]; 
end; 


Digits := 30; liste _erreurs(10); 


On obtient la liste d’erreurs 
[-0.41421, 0.08578, 0.00245, 2.45 x 10 %,1.59 x 107!2,8.99 x 10_2°,0,0,0,0] 


On voit que us est déjà une approximation de 2 avec 24 décimales exactes. À partir de w6, l'erreur est inférieure à la 
précision de 30 décimales définie par la variable Digits. 


La suite précédente est un cas particulier de la méthode de Newton qui permet de trouver une valeur approchée du zéro 
d’une fonction. Supposons que x, soit une première valeur approchée de l’unique zéro c de la fonction g sur l’intervalle I. 
L'idée consiste à approximer le graphe de g par sa tangente au point x,. L’intersection de cette tangente avec l’axe (Ox) 
va fournir une meilleure valeur approchée de c : 





Si l’on suppose la fonction g dérivable sur I et que g’ ne s’annule pas sur I, l’équation de la tangente au point (xs, g(Xn)) 
s'écrit Y = g(Xn) + g/(xn) (X— Xxn). On cherche x,41 = X pour que Y = 0 et on trouve 


g(Xn) 
g'(Xn) 


Xn+1 = Xn — 


2_a qui s’annule en +/a, on retrouve notre suite récurrente Xn+1 = 


Si l’on prend la fonction g définie par g(x) = x 
(Xn + 4lXn)/2. 


Multimédia : Une applet maple pour voir l'effet d’une convergence quadratique, géométriqu 








sur le nombre de décimales exactes 





C.6  Fractions rationnelles, primitives 


Dans ce paragraphe, nous allons voir des techniques pour calculer une primitive d’une fonction sur un intervalle. Il est 
indispensable de comprendre que l’on ne sait calculer une primitive que d’un nombre très restreint de types de fonctions. 
Il est donc primordial de reconnaître des classes de fonctions que l’on saura primitiver et de connaître les algorithmes 
correspondants. 
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La première classe intéressante de fonctions que l’on sait primitiver est formée des fractions rationnelles. L’algorithme est 
basé sur leur décomposition en éléments simples. Nous commençons donc par étudier la pratique de cette décomposition. 
On obtient la décomposition d’une fraction rationnelle dans R (X) avec Maple en utilisant la commande convert : 


(ESS AL) 7 (XP S' = 10), 92 


> convert(F, parfrac, X); 
4 





Mbits) 


— 1/3 1n(x + 1) + 1/6 In(x — x + 1) + 
1/3 sqrt(3) arctan(1/3 (2 x - 1) sqrt(3)) 





C.6.1 Décomposition pratique dans C 


; ; . x LR x _ 
Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynômes : F = — où Q est un polynôme unitaire. Dans € [X], tout 


polynôme est scindé. Le polynôme Q peut donc s’écrire Q = (X- a)%...(X-— a»). La forme de la décomposition en 
éléments simples dans € s’écrit alors : 











An À Xi 
F=E+ + + ————— | ++ 
X-a (X-æ) X- a) 
Ani An nas 
+ + + + ——— 
X-an (X- an)? X- an) 


où la partie entière E € C[X] est un polynôme et où les coefficients À;; € C sont complexes. 


Calcul de la partie entière 


1. Lorsque deg(P) < deg(Q), E = 0. Lorsque d = deg(P) -— deg(Q) > 0, E est un polynôme de degré d. 


2. Lorsque d = 0, E est un polynôme constant qui s’obtient directement : E = a, où a, est le coefficient de plus haut 
degré de P. 


3. Lorsque d > 1, E est le quotient de la division euclidienne de P par Q. 


X3+1 7X-5 


Exemple 3.54 F = = = (X+3)+ 
g “L X-mr CU TS 


2_3X+2 


R ee | A 
On se ramène alors à décomposer 0 où R est le reste de la division de P par Q (avec une partie entière nulle). 


Calcul du coefficient associé à une pôle simple 
Lorsque a; = 1, on dit que le pôle a; est simple. 


Exemple 3.55 
7X-5 À H 


X=DX-2 X-1 X-2 
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et on cherche les coefficients À et 1. Il suffit de multiplier la décomposition par (X— a;) et de prendre x = a; dan la 
fraction restante : 
7X—5 X-—1 
—— = À + —. 
X-—2 X—2 
En prenant x = 1, on trouve que —2 = À. De même, en multipliant par (X — 2) : 
7X—5 X-—2 
—— = À— +p 
X-—1 X-1 
et en prenant x = 2, on trouve que 9 = p. On écrit alors la décomposition complète : 


X3+1 —2 9 
—— = (X+3 : 
(X-—1)(X—2) X-1 X-2 


Calcul des coefficients associés à un pôle multiple 


Il existe une méthode qui permet de calculer tous les coefficients À;; (division selon les puissances croissantes d’un 
polynôme), mais elle est hors programme et en pratique l’ordre des pôles est généralement inférieur à 2. Nous préférons 
vous montrer une technique plus utile. 


Exemple 3.56 Décomposons la fraction 


x a b C d 
E = 2 © + © + — + — 
X-1}2(X-277 X-1 (X-12 (X-2) (X-2}2 


1. Multiplions par X les deux membres : 


x° Soie be + 
X-12(X-2)2 X-—1 &- 12 (X — 2) X-2)2° 





En faisant x — +00, on obtient toujours une relation intéressante. Ici, 1 = a+ c. Il suffit donc de trouver l’un des 
deux coefficients a et c et on connaît automatiquement l’autre. 


2. Les coefficients b et d sont simples à déterminer. Il suffit de multiplier les deux membres par (X-— 1)? : 








X° X-1} .(X-1} 
NA bEsS ) mL ) : 
(X-—2)2 &X—2) (X—2)2 
En prenant ensuite x = 1, on tire b= 1. De la même façon, en multipliant par (X— 2)? puis en prenant x = 2, on tire 
d=8. 
3. Il suffit enfin de prendre une valeur particulière pour x afin d’obtenir une nouvelle relation liant a et c. Ici, pour 
x=0,ona 


0O=-a+b-cl2+d/4=-a-cl2+3. 


a+c =] 
2a+c =6 


On a les deux relations 


et l’on tire a=5, c =-4. 


4. La décomposition s’écrit donc : 


x‘ 5 1 4 8 
—— > ———_— = —— À — ——— + — 
(X-1)2(X-2)2 X-1 (X—-1)2 (KX-2) (X-2)2 


C.6.2 Décomposition pratique dans R 


Considérons une fraction rationnelle F = Q € R(X). La décomposition en facteurs irréductibles dans R [X] du dénominateur 
s’écrit : 


Q=X-a)%...X- a) % 02 + biX+ 0)... (X2 + b,X+ c)PP 
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Alors la fraction F s’écrit de façon unique : 














À À À 
F=E+| Lo LRRPRCTe lœ ] 
X-a (K-a) X- a&) 
| Ant À n2 Anar ] 
+ + + + —— — 
X-4a» (X— an)? X- an) 
+| buiX + O1 £ 2X + Ô12 ” bip X + Op | 
X2+biX+ C1 2 + biX + C1)2 2 + biX+ cu)P1 o 
HiX+Bp, _ Hp2X + pr HpspX + Oppy | 
X2+b,X+c) (R2+b,X+ cp)? 2 +b,X+ cp}Pr 





où la partie entière E € R[X] est un polynôme nul ou de degré d = degP — degQ, et tous les À;;, Hi, 6;; sont des réels. 
Le premier groupe est formé d'éléments simples de première espèce et le second groupe d’éléments simples de seconde 
espèce. 
Nous allons voir sur des exemples simples comment calculer les coefficients de cette décomposition. 
Exemple 3.57 1 
1 
E=— 
X3+1 
1. Commençons par factoriser dans R [X] le dénominateur : X3+1=(X+1)(X2-X+1). La décomposition dans R(X) 


s’écrit donc 
1 a bX + c 


a ———_—_—— a , — _— 
X+1(X2-X+1) X+1 X2-X+1 


D 


On calcule facilement le coefficient du pôle simple en multipliant par (X-— 1) et en prenant x= 1: a= 1/8. 


a 


En multipliant par X et en faisant tendre x vers +co, on trouve une relation entre coefficients : 0 = a+ b d’où 
b=-1/3. 


Il ne reste que le coefficient c à déterminer. En prenant x = 0, on a la relation 1 = a+ c d’où c= 2/3. 


SE 


La décomposition s’écrit donc : 
l 1 l X—2 


Mar 3[X+1 X=X+1 


Exemple 3.58 
1 


F= —— 
X#+1 
Le polynôme Q = X* + 1 est bicarré. On obtient sa décomposition en suivant la technique du paragraphe B.4.4 : 
X1+1=(X2+1)2-2X7 = (X2 - V2X + D(X2 + V2X + D). 
La décomposition en éléments simples dans R(X) s’écrit : 


1 : aX+b À cX+d 
XPEL X2-42XEI XENXEI 


Le plus rapide lorsqu'il n’y a pas de pôles simples consiste à réduire au même dénominateur : 





1 _[a+cX*+[V2(a-0)+(b+d)X2+[(a+0)+v2(b- d)IX+(b+ d) 
X1+1. X1+1 | 


On obtient ainsi un système d’équations linéaires : 


a+c = 0 
2(a-c)+(b+d) =0 
V2(a- c)+(b+d) d’où b=d=1/2,a=-1/2V2=-c. 
b-d = 0 
b+d ai 


La décomposition s’écrit donc : 


1 1 X2+V2 xX2- V2 


X1+1 2V2|x2+V2x+1 X2-V2x+1/ 
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C.6.3 Primitives de fractions rationnelles 


Rappelons qu’on dit qu’une fonction F est une primitive d’une fonction f sur un intervalle I lorsque F est dérivable et que 

= f. Toute fonction f continue possède une primitive (théorème fondamental de l’analyse) et toutes les primitives de 
f diffèrent d’une constante. Dans les calculs qui suivent, on ne notera pas les constantes de primitivation. On ne définira 
pas non plus les intervalles sur lesquels on cherche les primitives (ils sont définis à partir des pôles de la fraction). Ne pas 
confondre primitive f f(x) dx (une fonction) avec une intégrale définie f 4 f(x) dx (un réel). Les méthodes que nous allons 
voir s’appliquent également au calcul d’intégrales : il suffit de ne pas oublier de modifier les bornes lors d’un changement 
de variables. 


P(x) 


On veut calculer une primitive d’une fraction rationnelle F(x) = 0œ dx. On commence par décomposer la fraction en 
x 


éléments simples dans R(X) et on doit alors primitiver des éléments simples de première espèce et de deuxième espèce. 


Primitives des éléments simples de première espèce 


On connaît une primitive sur 11 =] -co, al ou I =]a, +ool de : 
l 


l 
© 3.12 FG= [2 - KI (x a) . 
(x a) In|x- a] sik=1 


sikZl 


Remarque 3.13 Ces primitives se rencontrent très souvent en pratique. Il suffit de retenir que pour ae R, à # —1 (le 
dénominateur ne doit pas s’annuler) : 


1 
© 3.13 [- a dx = ——(x- a)%*1, 
a+l 
et d'écrire 


a =k+1 —1 1 
pe —. = fix- a) Edx= — TC a) Gene 





Primitive des éléments simples de seconde espèce 


Il est bon de connaître par coeur deux primitives fondamentales que l’on rencontre souvent dans les calculs : 


dx 1 x 
Donne cn arctan (=) 
X°+4a a a 


© 3.14 ; 
Î dx _ 1 m2) 
x-a 2a lx+a 








Pour primitiver un élément simple de seconde espèce 


Fe [ ax + b a 
J (2+px+q)t 


on procède dans l’ordre suivant : 


1. Éliminer x du numérateur : 


= ! 
F(0 = UE ax+ [ EE ax) - EE + Cf 
(x2 + px+ q)f (x2+ px+ a)* 2J uK(x (x2 + px+ q)f 


On sait primitiver : 





l 
: —— pourk>2 
Î 2e dx=Ÿ Du P à 
u*(x) Infu(x)| pour k=1 


dx 


On se ramène donc à trouver une primitive G(x) = Î ee at 
(X2+px+ q) 


2. Mettre le trinôme sous forme canonique : on écrit 
x + px+q=(x+ pl2? +(q— p?/4) = (x- a)? + & 


où a = ÿ/4q- p?/2 (A = p? —4q < 0 puisque le trinôme est irréductible). On effectue ensuite le changement de 
variables y = x+ p/2 et on se ramène à primitiver 


Gi = 
kUI = (y2+ a2)k 
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Lorsque k = 1, G1(y) = — = arctan Ÿ et pour k2> 2, 
a 


3. Intégrer par parties ss (y) : 


d 
Gk-1() =| J 


(y2+ a2)K-1 
2 2 2 
12 14 +a -a 
= —"——— +2 0 | —_———— 
(y? + a2)k-1 ( ) (y2+ a2k 


ae ne +2(&- 1) [Gx-1(p) - 4 Gx(p)]. 


On exprime alors G£(y) en fonction de G£-_](y) et en itérant, en fonction de G1(y) que l’on sait calculer. 


X . 242 : , 
TE On a décomposé la fraction en éléments simples dans l’exemple 3.57 
XS + 





Exemple 3.59  Calculons F(x) = Î 


d —2 
page 1228 : F(x) = [= [2 dx=In|x+1|-G(x). On écrit alors 
x+1l x —x+1 


1 f2x+1-3 lets 3 
GE 3] ax = sintx -x+D- 5H 














x2+x—1 
dx dy 
avec H(x) = | —————. Avec le changement de variables y = (x— 1/2), on calcule K(y) = [= = 
(x—1/2)2+3/4 2,(V3YŸ 
+(5) 
tn ne ad ESS lement 
— arctan —= et donc H(x) = — arctan et finalement, 
v3 v3 v3 v3 
en | 
x) = -In|x — =In(x" - x — arctan 
3 6 V3 V3 
Exemple 3.60 Calculons F(x) Î ie 
xemple 3. alculons F(x) = | ——— dx 
P (x2 + x+1)2 
FC0 = ee 2Xx+1 +] dx 
X a ———— 
EESTI [(x + 1/2)2 +3/412° 
mn, nn” 
G(x) 
dy 


Avec le changement de variables y = x+ 1/2 et en posant a = V3/2, on est amené à calculer H2(y) = Grea En 
y‘+a 
intégrant par parties 














dy y [EE - ur 2 
Hi (y) = pop +2H 24H 
10") [= TR RE ra ie 1(y) - 24H (y) 
tr H2(p) = y +2 tan(2) | d'où Gco = je tft 
on trouve que = arctan où X CR —= dictan—— € nalemen 
MENT 2|RP+e 32+x+1) 3ÿ3 Ne 
FO x-1 4 2 à 2x+1 
X) = > ——= afctan 
3(x2+x+1) 33 v3 








C.6.4 Primitives / F(cos x, sin x) dx, règles de Bioche 


P(sin x, cos x 
On sait en théorie primitiver des fonctions définies par f(x) = PÉRÇOS ER où P(X, Y) et Q{X, Y) sont des polynômes en 
Q(sin x, cos x) 
deux variables (sommes-produits de X et Y). Par exemple : 
sin° x+ cos x | X$+Y 
_ [EE dx où F(X, Y) = 


sin x + cos? x X+Y2° 
Î tan x dx où FXV) X/Y XY? 
— | ————— dx où EX, V) = © = ———. 
1+tans x 1+X3/Y3 X3+V3 
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On définit l'élément différentiel w(x) = F(sin x, cos x) dx et on regarde s’il est invariant par l’un des trois changements de 





; sin X COS X 
variables x —x, x— mx, x n+ x. Par exemple, pour calculer 3 : 
sin° x + cos x 
sin X COS X 
&(X) = RE DEEP UE TN dx 
sin° x + cos x 
(— sin x) (cos x) sin X COS x 
cn (—Xx) = D DER UE LUE dx) — RS POUR Fraise É (x). 
— sin° X+ COS? x — Sin° x + COS® x 
(sin x) (— cos x) 
— O(T— X) = CE PTE dx) £ w(x). 
nas x 
— Sin x)(— cos x 
— OT + X) = ————— dx = -w(x). 


sn Sin x-cosix . | 
L'élément différentiel n’est invariant par aucun des changements de variables. 


sin x COS X 

Pour Î a a 

sin* x+ cos x 
— W(—X) = W(X). 
— O(T— X) = W(X). 
— O(T+ X) = W(X). 
L'élément différentiel est invariant par chaque changement de variables. 
Les règles de Bioche (hors programme) suggèrent un changement de variables intéressant qui ramène le calcul à une 
primitive d’une fraction rationnelle : 


1. Si w(—x) = w(x), faire le changement de variables f = cos(x). 

2. Si W(n — x) = w(x), faire le changement de variables f = sin(x). 

3. Si W(T + x) = w(x), faire le changement de variables f = tan x. 

4. Si w(x) n’est invariant par aucune des trois transformations, faire le changement de variables f = tan(>). 


Remarque 3.14 Ces règles sont faciles à mémoriser : parmi les trois fonctions sin, cos, tan, cos est la seule invariante 
par x —x, sin est la seule invariante par x nr — x et tan est la seule invariante par x n + x. 


Exemple 3.61 


sin x 
FG= | EE dx 
sin“ Xx+1 


On voit que w(—x) = w(x). Comprenons pourquoi le changement de variables f = cos x va fonctionner : df = -sinx dx 


d’où FG0 = -[ (— sin x dx) 


Eco 0 et on se ramène à calculer la primitive de la fraction rationnelle : 
+ (1- cos’ x 








dt 1 t— V2 
G(#) [= = in 1 v2 
2 2Y2 |t+V2 
d’où finalement 
1 2— 
FU = L V2-cosx 


— In ————— 
2V2 V2+cosx 


Exemple 3.62 
F(x) = fan x ax 
1. W(—Xx) = w(x), on peut donc effectuer le changement de variables f = cos(x), dt = —-sin(x) dx : 


(— sin x dx) 
FD = - | —— 
cos X 


dt 
G(= [= ini 


d’où F(x) = -In|cos x|. 


2. w(T— x) = w(x), on peut effectuer le changement de variables f = sin(x), df = cos(x) dx : 





sin x sin x 
F(x) = | g (cos x dx) = Î —;— (cos x dx) 
COS X 1— sin‘ x 


t 1 2t 1 
D= | dt=-= | dr=--ImIf-1 
ao fee ex 2! | 


1 
d’où F(x) = = oi — sin? x| = —-In|cos x|. 
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En utilisant 





dx 
3. W(T+ x) = w(x), on peut effectuer le changement de variables = tan x, dt = (1+ tan? x) dx = TE 
cos” x 
1 


la relation 1 + tan? x = RÉ 
cos x 








Î >. dx Î tan X dx 
F(x) = | tan xcos” x 


cos? x 1+tan2 x cos? x 


t 1 
= | —— dt=-In( +1 
Se Eee STE 
d’où 


1 1 1 
E(x) = = In(1 + tan? X) = =In——— = -In|cos x|. 
2 2 cos? x 


Exemple 3.63 


dx 
E(x) [= 
2+ COS X 


&(x) n’est invariant par aucune des trois transformations. On utilise le changement de variables général 1 = tan? : 








in(x) _ 

SIN(X = 

1+ #2 

(x) PE 

COS(X = 

1+ #2 

© 3.15 nn Sp 
an(x = 

Le 

dx = 

1+ #2 


ct Î 1 2dt [= 2 ; | = 

= | — = | ——— = ——arctan| — 

2+L£ 1+ÉË 12+3 v3 v3 
1+f 


CIS 2 1 X 
d’où F(x) = —= arctan| —tan<|. 
v3 


V3 2 


Remarque 3.15 En toute rigueur, les changements de variables de cette section ne sont valables que sur certains inter- 


valles. Par exemple dans le dernier calcul, la fonction x CERTES est continue sur R et admet donc une primitive sur 
cos(x 


R. Mais le changement de variables f = tan(x/2) n’est défini que sur les intervalles J; =](2k-—1)n,(2k+1)n[. La primitive 
que nous avons obtenue n’est pas définie pour x = (2k+ 1)r. On s’aperçoit tout de même que F(x) mr +r/v3 
X— +DT 


et on peut donc « recoller »les différentes primitives en ajustant les constantes d’intégration pour obtenir une fonction 
continue sur R. Il suffit ensuite de vérifier que la fonction obtenue est dérivable en chacun des points (2k+ 1)n et que sa 
dérivée coïncide avec la valeur de f en ces points... 





On rencontre souvent dans les calculs les primitives de Wallis : 


W(x) = Î sinf x dx 


1. Lorsque k est impair, W2,+1 (x) = fa — cos? x)? xsin x dx. Par le changement de variables y = cos x, on se ramène 
à primitiver un polynôme — Î (1- y2}? dy. 


2. Lorsque k est pair et petit, on peut linéariser sin?? x. Par exemple, 


W2 GO > 1- SR — = = ee 


3. Lorsque k est pair et supérieur à 4, utiliser une intégration par parties pour trouver une relation de récurrence : 
W PL | 
2p+200) = | sin xsin x dx 


= —sin*l xcosx+(2p+ nf sin’? x(1— sin? x) dx 


= -sin*1 xcosx+(2p+1)[W2p(x) — Wop+2 (0). 
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On exprime W2,+2(x) en fonction de W;,(x) et on itère cette relation pour exprimer W:,(x) en fonction de Wo(x) = 
X. 


Voir l’exercice 13.95 page 584. 


C.6.5 Primitives Î F(sh x, ch x) dx 


—X x —X 
et ch(x) = 
primitive de fraction rationnelle en y. On peut également utiliser les règles de Bioche. On remplace dans w(x), sh(x) par 
sin(x) et ch(x) par cos(x). Si les règles de Bioche indiquent le changement de variables y = cos(x) (resp. sin(x), tan x), 
on utilise le changement de variables y = ch(x) (resp. sh(x), th(x)). 








Puisque sh(x) = , on peut utiliser le changement de variables y = e* qui conduit à une 


sh x sin? x 
Exemple 3.64 Calculer F(x) = Î nr on dx. On notant w(x) = — 5 —, Lx) = W(X), W(T— x) = w(x) 
ch x(2 + sh° x) cos X(2 + sin‘ x) 
et W(T + x) = wW(x). On peut utiliser plusieurs changements de variables : 
15 


1. t=shx donne Gt) = | —— dt 
(+ #2)(2+ 12) 
1 
2. t=chx donne s= | dr 
t(1+ #2) 
3 


t 
dt. 
2-12 





S 


t= thx donne G(f) =) 


(=D 
t(2+1)(4+612+1) 
Les fractions rationnelles à primitiver ne sont pas toutes agréables ! Le mieux ici est d’utiliser le changement de variables 
t = th x pour calculer 


4. t=e* donne G(f) - | 


2 
G@=-—-InI# 2 


puis 
th? 
F(x) = -— = —In(2-th? x +C 





C.6.6 Primitives avec des racines 


Deux types de primitives avec radicaux sont à connaître : 





Nu rn[4aX+b 
Primitives Î FIx, 


cx+d 


Ce sont des primitives de fractions rationnelles en x et en une racine n-ième d’une homographie. Dans la notation précé- 
dente, F(X, Y) est une fraction rationnelle. Par exemple : 














vVx+1+ X+Y 
- [= - ë Où FK,Y) = =— 
x2+xVx+1 X2+XY 
2x+1 

_ [= —\/ = dx où F(X, Y) = 

x°+1V x+2 

+b dy"-b d-b 
Pour calculer ces primitives, on effectue le changement de variables y = Ÿ 7 ,X=— ARS Xx= Ps ny"! dy 
cx+d cy"- a (cy" — a)? 


et on se ramène au calcul d’une primitive de fraction rationnelle. 


1+x d 
Exemple 3.65 Calculer F(x) = Î = A sur l’intervalle I=]0, 1[. On effectue le changement de variables 
—X X 


1+ — 1 4 
y = ms %= p=1 di 
1-x y2+1 (y2+1)2 


et on se ramène à calculer la primitive 
2 


y 
G af dr 
Séiit DETTE EST D 
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La décomposition de la fraction rationnelle s’écrit 

















x? 1/4 1/4 1/2 
ee 
X2—-1)(X2+1) X-1 X+1 X2+1 
y=1 Siren 
et on trouve que G(y) = In ol +2arctan y. Après simplifications : 
Vil+x-vl-x 1+x 
F(x) = In | | +2arctan 1/ —. 
Vi+x+vl-x — X 
On peut utiliser ensuite les quantités conjuguées pour écrire 
FC =] x x L 1+x 
X) = In ——— + arctan || —. 
1+V1-x2 1—x 


Exemple 3.66 Calculer une primitive F(x) = sur l’intervalle I =]0,+co. 


Î dx 

Vx+ ÿx 

On reconnaît une primitive de notre type avec ici /x qui est une racine sixième d’une homographie et F(X, Y) = EME TPM 
+ 





Avec le changement de variables y = $/x, x = y$, dx = 67° dy, on se ramène à calculer 


3 


V 
G(y) =6— d 
(M) l+y u 


et en effectuant la division euclidienne de X° par X+ 1): 


3 

l 
PE PE ne 
l+7y l+y 


on calcule 
G(y)=2y°-3y?+6y-61n|y+1| 


d’où finalement 


EFx)=2Vx-3Ÿx+6Ÿx-6In(1+ x). 


Primitives Î F(x, V'ax2 + bx+ c) dx 


Ce sont des primitives de fractions rationnelles en x et en une racine carrée d’un trinôme. Par exemple, on sait calculer : 


x+Vx2+x+l X+Y 
- | ——— dx avec FX, Y) = ARRETE 
x2+Vx2+x+l X2+Y 
x4 +1 X4+1 
— | — dx avec EX, Y) = ———. 
xG2 + 15/2 XC2+1)Y 
Il est bon de connaître par coeur les primitives fondamentales (a > 0) : 


dx 
Ve 


© 3.16 nr = argsh(=) (I=R) 
re a 


X 


L arcsin (=) (=]- a, al) 


Nm = argch(=) (I=]a,+oof) 
x— a 


Si le trinôme possède deux racines réelles à < f et on veut calculer par exemple une primitive sur I =]a,fil, F(x) = 
L F(x, 1/ (x — )(B — x)) dx le plus rapide consiste à se ramener à une racine d’une homographie en factorisant (x — @) : 


1— 
Exemple 3.67  Calculons F(x) = À V/x(1- x) dx sur I =]0,1[. En écrivant F(x) = [« / Le dx, on se ramène à une 
% 
primitive du paragraphe précédent. Le changement de variables y = Y{1—x)/x, x = 1/(y? +1) mène au calcul de 


&G =-2f a sn te hs 
Ÿ +18 77 2%2+127 44+D 4 # 


1234 


On trouve finalement 


F(x) = 





—] 1 1—-x 
V/X(1-— x) - —- arctan 1) ——. 
4 x 


Dans l'algorithme général de calcul de ces primitives, on commence par réduire le trinôme sous forme canonique. Par un 
premier changement de variables affine y = (x-— a)/b, on se ramène à calculer une primitive de la forme : 


1. Î E(y,1/1- y2) dy : on effectue alors le changement de variables y = sin0 (ou y = cos(8)). Avec la formule de 


trigonométrie sin? 0 + cos? 6 = 1, V1-—sin?6 = [cos] et on se ramène à une primitive de type Î F(cos0, sin 6) d6 


que l’on sait calculer. 


2 Î F(y,1/1+ y?) dy : on effectue le changement de variables y = sh8. Avec la formule de trigonométrie ch? 6 — 


sh?6 = 1, on élimine la racine : V1+sh76 = ch8 et on se ramène à une primitive du type Î F(sh6,ch0) d6 que l’on 


sait calculer. 


3: [ro \/ 2-1) dy : on effectue le changement de variables y = ch car Vch?6- 1 = |sh8]| et on se ramène à une 


primitive de type Î F(sh6, ch6) d8. 
Exemple 3.68 Calculer F(x) = Î Vx2+x+1 dx. On réduit le trinôme à l’intérieur de la racine : 


2x+11? 


v3 





3 
Vx+x+1=V(x+1/2)2+3/4= E 








3 
et par le premier changement de variables y = (2x+1)/V3, on se ramène au calcul de G(y) = = +1 dy. Ensuite, 


avec la changement de variables y = sh6, dy = ch d6, on se ramène à 
3 2 
H(8) = | ch” 6 d8. 


h(26) +1 
Il suffit de linéariser ch? 6 = LEE pour calculer 


H(6) = — Sh(20) + = =e 


G(y) = = 





1+7y2+ argsh(p)] 


2x+1Vx2+x+1 
D = + mx + 1 + 2 ++ 1), 


Remarque 3.16 Les primitives f Vx2 + a? dx, [ V x? a? dx, f Va? — x2 dx se calculent plus rapidement en intégrant 


par parties. Par exemple : 
x2+1- lu 
F(x) = [v x2+1dx=xvVx2+1 [== 
V52+ 
d’où l’on tire 
Vx2+1 1 Vx2 + 
ae tt +3 mt+ Ve + 1) 


E(x) = —. + à argsh(x) = 


C.6.7 Î fa 
X 


nn jee dx Re 
Lorsque la primitive à calculer s’écrit sous la forme f f(x*)—, on peut utiliser le changement de variables y = x*. En 
x 
effet, 


d 
et on se ramène à calculer la primitive Î f DEA qui est plus simple. 
y 


dx, il suffit d'écrire 


3 
Exemple 3.69 Pour calculer F(x) = | ne 12 


ro=f _ 
Me PTT 


d dx Per 
et de faire le changement de variables y = x?, Ps 2—— pour se ramener à la primitive 
y x 


mime _!/ y 
sp=5] y 2] (y+12 dy 





l 
ton tr G(y) = —— +In|y+1| puis F(x) = +In(x? +1). 
et on trouve G(y) mr n|y+1| puis F(x) id n(x ) 
dx Lsrate : : : 
Exemple 3.70  Calculons F(x) = Î ———— dx. Cette primitive ne fait pas partie des classes connues, mais avec le 
: xV _ +1 
y x 


changement de variables y = x, —= = 4——, on se ramène à calculer 
y x 


G(y) = 


l 1 

AJ y/y+1 

C’est une fraction rationnelle en y et en une racine nième d’une homographie. Avec le changement de variables u = 
VY+1I, y= u?-1, on se ramène à calculer 











1 du 1 u—1 
Hu) = - | —— =-In 
2J (u2-1) 4 u+1 
Finalement, 
FCO 1, Vxi+1-1 
X) = - In ———— 
4 Vxi+1+1 


Exemple 3.71 Calculer pour a > 0, F(x) dx. En écrivant 


x 
= 
dx 


2 
X 
ef 


le changement de variables y = x? mène au calcul de 


1 ÿ 
= = arcsin Z 


| dy 
2 Va - y? 2 a? 


G(y) = 


2 


l x 
d’où finalement F(x) = — arcsin — 
2 a? 


C.6.8 Intégration par parties 


On sait calculer des primitives de type f e*P(x) dx. Il suffit d'intégrer plusieurs fois par parties en dérivant le polynôme. 


Exemple 3.72 Calculer Î (x? — x +3)e* dx. Une première intégration par parties donne : 


e2* 
F(x) = 49 [12e dx 


a 
G(x) 
et une deuxième permet de calculer 
2x-le* 1 
une BED _1fus 
4 2 
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2 2x 
—2x+4 
Finalement, F(x) = PE 
Exemple 3.73 Calculer F(x) = Î e*sin(x) dx. La première méthode consiste à intégrer deux fois par parties pour 
retrouver F(x) : 


F(x) = esinx- | e*cosxdx= e* (sin x — cos x) — F(x) 


1 : 
d’où F(x) = 3€ (sinx- cos X). 
La deuxième méthode consiste à utiliser qu’un sinus ou un cosinus s’exprime à l’aide des exponentielles imaginaires. 
On primitive une fonction à valeurs complexes et on prend ensuite la partie réelle : 


eu+ix 





l+i 


Fo = me ï ef dx] im 








: . _. : 
FC =1 (EEE) e 


= — (sin x — COS X) 
2 2 


Le seul espoir pour calculer des primitives faisant intervenir In, arctan, arcsin... .consiste à intégrer par parties. En effet, 
les dérivées de ces fonctions sont des fractions rationnelles ou des racines de trinômes. On espère ainsi se ramener à l’une 
des classes de fonctions que l’on sait primitiver. 


Exemple 3.74 Calculer F(x) = d arctan(x) dx. En primitivant par parties, 





1 
F(x) = arctanx | dx = xarctan x - = In(x? +1) 


x2+1 


In(x+1 
Exemple 3.75  F(x) = Î 2 dx. Si l’on intègre par parties en dérivant In, 
x 


F(x) =In(x)In(x+ 1) [= dx 
x+l 


et la nouvelle primitive fait encore intervenir un logarithme. On ne sait pas primitiver cette fonction à l’aide des fonctions 
usuelles. 


C.6.9 Exercices 
Exercice 3.11 
x+2 
Calculer une primitive F(x) = “HE = TE À x sur l’intervalle 1=]-1,1[. 
x 


2 
Solution : En posant y = = — dx= —— et on se ramène au calcul de 


PE 
os 
cm=-2/ Gr © 


dy dy 
Gp =y+ | = 2] ——— 
(UE = re 


et en utilisant la technique du paragraphe C.6.3, on trouve que 


1-x 
F(x) = -(1- af 
1+x 





Exercice 3.12 MN 


Calculer F(x) = | ———. 
FADRREUE x(x2 + x +1)2 
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Solution : Décomposons la fraction rationnelle en éléments simples : 


1 _l 1+X 1+X 
X(R2+X+1) X X2+X+1 (X2+X+1)2 


On primitive chacun des éléments simples. Pour calculer la dernière primitive, procéder dans l’ordre : 
x+1 1 DIX 1 dx 1 
(x2+x+1)2 2 


a — 


1. Éliminer le x du numérateur : [= dx = = f RTE Coran 
x2+x x2+x 


STE 
Le dx 
2° (x2+x+1)2 
dy 


. Par réduction du trinôme et un changement de variables, se ramener à Î Gr 
y£+ 


3. On calcule cette dernière primitive en intégrant par partie [ Re 
47 
On trouve finalement, 


5 
—— arctan 


Î dx —x+1 | 4 | X 
a ————— — D | ——— 
xG2+x+1)2 3(x2+x+1) 393 v3 Vx2+x+1 





Exercice 3.13 OO 


Calculer F(x) = Î arctan =) dx. 


Solution : En intégrant par parties, 


1 X 
F(x) = xarctan — + ———— dx 
x-2 2x2—-6x+5 
G(x) 
On calcule ensuite la primitive de la fraction rationnelle : 
1 4x—6 3 dx 
CO Een LES Erererr le 
4J 2x2-6x+5 2J 2x2-6x+5 
a 


H(x) 


1 dx 
H(x) = | ——— = arctan(2x—3) 
2J (x—3/2)2+1/4 


si nil 2 3 
F(x) = xarctan — + 7 In|2x° -6x+5]+ 2 arctan(2x— 3) 
x—2 





Exercice 3.14 MN 


dx 
Calculer F(x) = | ——————. 
alculer F(x) le 


1 dx dy dx 


Solution : On écrit F(x) = Î ——— — et avec le changement de variables y = 2 LED, 
x2(x2+1) x y x 


CEE Eee 
PT y2(y+D 


1 a D C 
ann Ci ee 
SU A SIN TOR A 
En multipliant par y? (resp. y +1) et en prenant y = 0 (resp. y = -1), on tire b= 1, c = 1. En multipliant par y et en 
faisant tendre y vers +co, on obtient la relation 0 = a+ c. 


On décompose la fraction rationnelle : 


EE Ch À 
=-=In}y|---+-Im 
Donne ni 


l 
F(x) = -In|x| - Pa In(x? +1) 
2% 
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Exercice 3.15 OC 


1,3 

+x+1l 
Calculer I =  - 
o (x2+2)2 


Solution : On décompose Ia fraction rationnelle avec l’astuce suivante pour profiter de la parité : 


X$+X _ aX+b , cX+d 
(K2+2)2 X2+2 (X2+2) 


F(x) = 


Comme F(—X) = -F(X), b= d =0. En multipliant par x et en faisant tendre x vers +co, on tire a = 1. En divisant par X 
et en prenant x = 0, on tire b= —1. On à donc 


+x+l x x—1 
(x2+2)2  x2+1 (x2+2} 


Ensuite, 
1 fl 2x 1 fl 2x2 1 1 1 1 dx 
I==| —=—dx-=-| = dx=-InG892)+———) + | ———— 
| +2 7 | (x2 + 2)2 à ut nl [= 


1 
et en intégrant par parties Î , On tire 
0 


dx 
x2+2 


[ à 
L FPE TE an n 


et finalement, 


S) 1 1 
I= —In-+——arctan — 


2 2 42 v2 





Exercice 3.16 M 


l 
Calculer F(x) = Î X. 


Solution : Commençons par écrire 
Fo | « De 
x) => | ————Im(x) — 
3J (2x3 +13 x 


3 du 


; dx 
Par le changement de variables u = x°, — = 3——, on se ramène à calculer 
u x 


Gt en nu 
HD (u + 13 


et avec une intégration par parties, 
1 In|4| 1 du 
< nee 
91 2(u+1)}2 2J u(u+1)2 


1 
u+l (u+1)2 


On décompose la fraction 


et on calcule : 
ne 
u+1l u+]l 


et finalement, 
FC 1  Inlx| on Fe 
X) = = — ——— + -In|x 
12(1+x3)2 6 


1 In|x$ +1] 
18(x3 +1) 18 





Exercice 3.17 M 


d 
Calculer F(x) = Î = s. 


sin° xcos° x 


Solution : Avec Bioche, on a w(—x) = w(x) et on effectue donc le changement de variables t = cos x : 


cw=-[ dt =-[ 1 dt 
_ J'a-2ys  Ja-r2ynr 
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Avec le changement de variables y = t?, dy/y =2dt/t, on se ramène à calculer 


H( =; f dy 
JE 2 (1- y)2y$ 


Il faut alors décomposer cette fraction rationnelle : 


D a 
De DT EN CRE 


On a calculé directement le coefficient de (y — 1)? et de ee Pour calculer les autres, on a retranché 1/ y aux deux 
membres, simplifié et calculé le coefficient de 1/ y? en multipliant par y? et en prenant y = 0 et ainsi de suite. On obtient 
alors 


H(y) + de 1 se) 11 + l 
=-—-ÎIn —+—<+-In|y- ——— 
: oi y 4y? 2 : 2(y-1) 


l 1 l 
F(x) = 31n/tan x| + ——— + — 
62) | cos2x Acosix 2sin° x 





Exercice 3.18 M 
Calculer F(x) = k 7 





1-thx 


Solution : Avec la règle de Bioche, on effectue le changement de variables t=thx, dt =(1- 12) dx : 


1 
te = (1—12(1+6) dé 


La décomposition de la fraction rationnelle s'écrit : 


1 1/4 1/4 1/2 
—_— —————— —  —] À 
(t—1)2(f+1) t+1 t-1 (t-1)}Z 
t+1 1 


— ——— et finalement 


1 
d’où G(t) = -In 
4 t—-1 2(t—-1) 


1 a l 


F(x) = -In Sa 
4 [thx-1| 2(thx-1) 





Exercice 3.19 OC 


nn 2 fr-1dt 
Calculer l'intégrale 1 = [l ——. 
1 t+l ft 

t—1 


Solution : C’est une fraction rationnelle en t et en la racine nième d’une homographie. Posons donc u = ei 


u?+1 Au 
t= dt=——du 
-u2+1 (1- u2) 


At 2 
= AE 
o (1—u2)(1+u2) 


et en décomposant en éléments simples cette fraction rationnelle, 


au? Fs 
(-u2)(1+u2) 


on trouve finalement : 
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Exercice 3.20 OC 


dx 
Calculer F(x) = Î — 
X+Vx +1 


Solution : On primitive une fraction rationnelle en x et une racine d’un trinôme qui est déjà réduit sous forme canon- 
ique. Le changement de variables x = sh t donne 


Gw= | En at= | = 
!J sht+cht 


En remplaçant t par argsh(x) = In(x+ Vx2 +1), on trouve que 


1 1 
F(X) = =In(x+ Va +1) — 
2 A(x+ V2 +1) 





Exercice 3.21 ra 
Calculer F(x) = Î _— sur l’intervalle I =]1, +. 


Vx+1-Vx2-1 
Solution : En multipliant par les quantités conjuguées : 
Vx2+1+Vx2-1 
E(x) = EE dx 


on se ramène au calcul de deux primitives simples. Le plus rapide consiste à intégrer par parties pour calculer G(x) = 


[v x2 + 1 dx et H(x) = 1! V x2— 1 dx. On trouve finalement : 


1 1 
Gav x2+1+argshx+ Si x2—1-In(x+Vx2-1) 


l 
2\2 





Exercice 3.22 M 
Calculer F(x) = Î 2 (1+ 2282" 


Solution : La fonction à primitiver ne fait pas partie des classes connues. Essayons le changement de variables z = x?. 


Es 1 Z _— 
On se ramène à primitiver G(z) = = Î ——., En écrivant 
2 z3/2(1+ 23/2 


G(2) | dE 

Z) = — a 
2J ,fz+1 le 
Z 


Z 


n/ az+b 


On se ramène à une primitive de la forme Î FC, 


Zz+1 l 
+ du 
» 2 y2-1 


) dz que l’on sait calculer avec le changement de variables 


2 
Az SR, On se ramène à calculer 
(y2- D? 


0 
y -1 l 
Hq=-| eee 

‘a y 


d’où finalement, 
x2+1 
E(x) = — — 
x x2+1 





Exercice 3.23 OC 
1+V1-x2 
Calculer F(x) = | dx sur l’intervalle I =]—1,11. 
— X 
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Solution : La fonction à primitiver ne fait pas partie des classes qu’on a vues. Essayons d’éliminer une racine carrée 
avec le changement de variables x = sin t sur l’intervalle J =] - x/2,7x/21 : 


Ge [EE cos dr = | VTrcosr ar 


En effet, cos t > 0 sur J. On n’a toujours pas à primitiver une fonction qui entre dans les catégories connues. Avec la 
trigonométrie, 1 + cos f = 2cos?(t/2), on a 


G(t) = vz| cos(t/2) dt =2V2sin(t/2) 


d’où finalement 


E(x) = 2VZsin| 


arcsin(Xx) ] 
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EE 


Conseils 


Heureux comme une rivière 

qui peut suivre son cours 

sans sortir de son lit. 

Graffiti anonyme en salle de classe. XX° siècle. 


D.1 Conseils d’étude 


D.1.1 Attitude pendant le cours 


Il est très important d’être parfaitement concentré pendant les heures de cours. Ne jamais vous dire que si vous ne com- 
prenez pas quelque chose sur le moment, vous aurez le loisir de reprendre ce point chez vous. Un quart d’heure d’inat- 
tention vous prendra plus d’une heure à rattraper et vous n’aurez matériellement pas le temps de combler ces lacunes plus 
tard. Il est donc important de se présenter au cours en bonne condition ; pour cela il est indispensable d’adopter un rythme 
de vie équilibré et en particulier de bien dormir pour arriver en cours parfaitement reposé. 


En ce qui concerne la prise de notes, tout dépend de votre faculté à écrire rapidement. Votre professeur doit boucler un 
programme très chargé, et par moments il est obligé d’accélérer. Le plus important est de comprendre l’essentiel pendant 
le cours, quitte à ne pas tout écrire. Notez précisément les définitions et les énoncés des théorèmes, mais ne notez pas 
les phrases complètes pendant le cours, utilisez des abréviations. Il faut être en permanence attentif à ce que dit votre 
professeur et comprendre les idées qu’il exprime, quitte à ne pas tout noter. 


Après chaque cours le soir, faites une synthèse de ce que vous avez vu pendant la journée en mettant en évidence les points 
importants. Vous devez vous présenter au cours suivant en ayant en tête les définitions du cours précédent. Le moindre 
retard dans votre travail peut avoir des répercussions importantes par la suite. 


D.12 Bien comprendre les définitions et les hypothèses de théorèmes 


Les définitions ainsi que les théorèmes du cours sont très importants, vous aurez à les utiliser pendant les devoirs et elles 
vous serviront à comprendre la suite du cours. Une erreur fréquente consiste à vouloir aller trop vite lors des révisions en 
ne se contentant que d’une connaissance superficielle. Il est normal de passer du temps à bien réfléchir aux définitions et 
aux hypothèses des théorèmes. En particulier, prenez l’habitude de chercher vos propres exemples, contre-exemples et de 
faire le maximum de schémas pour vous imprégner de ces connaissances fondamentales. 


Prenons l’exemple du théorème des accroissements finis : 


THÉORÈME 4.1 Accroissements finis 
Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant les hypothèses : 


1 f est continue sur le segment [a, b], 


2 fest dérivable sur ]a, bl, 
Alors il existe c €] a, bI tel que f(b) — f(a) = (b— a)f'(c). 
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fo ie 


représente la pente de la corde joignant les points A = (a, f(a)) et B = (b, f (b)). Le réel f’(c) représente la pente de = 
gente à la courbe y = f(x) au point C = (c, f(c)). Si l’on place une règle joignant les points A et B et qu’on déplace cette 
règle en maintenant sa pente, on va rencontrer au moins une tangente à la courbe. On voit sur notre dessin que le c du 
théorème n’est pas nécessairement unique. 

Réfléchissons aux hypothèses du théorème. Pour parler de f’(c) où c €] a, bI, il faut supposer que f est dérivable sur ] a, b[. 
Si l’on suppose uniquement que f est continue sur ]a, b[, le résultat peut être faux comme le montre le contre-exemple 
suivant : 


Pour comprendre ce théorème, essayons de visualiser le résultat. On peut écrire 


ICE = f'(c). Le quotient 


f(a) 
f (D) 





La conclusion du théorème dit qu’il existe un réel c intérieur au segment [a, b]. Le fait que c Z a et c Æ b est important 
dans les applications. On peut se demander si ce théorème reste valable lorsque la fonction est à valeurs complexes. La 


[0,27] — € 


réponse est négative. Si l’on considère la fonction f : eix »0na bien f qui est continue sur [0,27], f 


X —+ 


dérivable sur ]0,27[ mais f(1)— f(0) = 0 et pour tout c e]0,2n{, f’(c) = ieÏ° Z 0. 


D.1.3 Faire une synthèse des points importants d’une démonstration 


Prenez l’habitude de résumer les points importants d’une démonstration en quelques phrases et schémas. C’est ainsi que 
vous les retiendrez sur le long terme. Prenons l’exemple du théorème des accroissements finis. Si l’on observe le schéma 
précédent, on s’aperçoit que le point C rend extrémale la hauteur entre la courbe et la corde [AB] ce qui nous conduit à 
introduire une bonne fonction auxiliaire. 


C B 
A 
a C c! 
Fe | os IOIE aroù : A en 
L’équation de la corde s’écrit y = f(a) + (x- 4) ——— d’où la fonction auxiliaire définie par 
Pi (b) — f(a) 


pG) = f(x) — fa) — (x Fe 
On a f(b) = f(a) = 0 et il suffit d’appliquer le théorème de Rolle (en vérifiant les hypothèses) à cette fonction auxiliaire. 
Sur une fiche, vous pouvez résumer les idées de cette démonstration : 

— Introduire la fonction auxiliaire et faire le dessin ci-dessus. 

— Vérifier les hypothèses de Rolle pour cette fonction auxiliaire. 

— En déduire qu’elle admet un extremum. 

Prenons un autre exemple typique, le théorème du rang : 
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THÉORÈME 4.2 
Soit u:E— F une application linéaire entre deux espaces vectoriels avec E de dimension finie. On a la formule du 
rang : 


dimE = dim (Ker u) + rg(u) 





On résume la démonstration avec les points suivants : 

— Vérifier que Im u est isomorphe à tout supplémentaire V de Ker u. 

— Pour vérifier cet isomorphisme, considérer la restriction v de u à V. 

— Vérifier que v est surjective en décomposant un antécédent d’un vecteur y € Im u sur Ker u et V : 






y = u(X) = v(x) 


Keru 





E=Keru@V Fu 


— Utiliser que dimV = dimlm w et que dimE = dim Keru+dimwV. 


D.2 Conseils de rédaction 


Vous préparez des épreuves écrites de concours. Contrairement au baccalauréat, les examinateurs n’ont pas de consignes 
d’indulgence pour vous attribuer artificiellement des points, mais leur but est de vous classer par rapport aux autres 
candidats. Si vous rendez une copie mal rédigée, illisible où il manque des arguments essentiels, ou au contraire, si 
vous utilisez trois pages pour un calcul qui ne nécessite que deux lignes, vous serez inévitablement pénalisé. Il est très 
important de s’entraîner pendant les deux années de préparation à rédiger de façon correcte vos devoirs pour prendre de 
bonnes habitudes et être bien préparé pour les concours. Voici quelques mauvaises habitudes à perdre : 

— Écrire directement sur votre copie la première idée qui vous passe par la tête (quelquefois au crayon de papier ..…) 

— Commencer une phrase ou une démonstration et s’arrêter en plein milieu ! Au lieu de montrer votre inconsistance au 
correcteur (n’espérez pas gagner quelques centièmes de points ainsi), mieux vaut ne rien écrire. 

— Effectuer un calcul directement sur votre copie en détaillant toutes les étapes de façon maladroite. 

— Sauter une question dont vous ne trouvez pas la solution immédiatement, quitte à y revenir ensuite en écrivant dans la 
marge, en mettant une astérisque demandant au correcteur de se reporter à la dernière page 

— Utiliser des formules de type « c’est évident », « trivialement ».…. 

— Citer vaguement un théorème : « d’après un théorème »sans vérifier ses hypothèses d’application. 

— Écrire de façon très compacte sans jamais passer à la ligne. Les quelques centimes d’euros que vous économisez en 
feuilles n’intéresseront certainement pas votre correcteur qui tient à sa vue ! 

— Écrire trop gros en utilisant quelques dizaines de feuilles doubles pour un problème qui n’en nécessite que deux. 

Il faut au contraire : 

Utiliser impérativement un brouillon sur lequel vous pouvez chercher les idées de démonstrations, faire des calculs 

longs .. .C’est uniquement une fois que vous avez les idées claires sur la façon de procéder que vous rédigez au propre 

le calcul ou la démonstration. 

— Si vous vous apercevez que vous avez fait une erreur, n’utilisez pas l’effaceur ni le blanco (perte de temps et souvent 
illisible), mais barrez proprement ce que vous avez écrit et recommencez. 

— Une fois que vous avez trouvé une idée de preuve, prenez le temps de vous demander s’il n’y a pas moyen de la 
simplifier encore. Repérez les points importants qu’il faudra mettre en évidence au propre, ainsi que les détails que 
vous pourrez minimiser dans la rédaction définitive. Faites de même pour un calcul, ne recopiez pas toutes les étapes, 
mais uniquement les plus importantes. 

— Encadrez les résultats de calculs demandés. 

— Ne cherchez pas à grappiller des points, mais traitez les questions les unes après les autres en passant un minimum de 
temps à chaque question. Ce temps n’est jamais perdu car vous aurez mieux assimilé l’énoncé, repéré que le résultat 
peut servir par la suite et vous serez moins bloqué sur les questions suivantes. 

— Numérotez correctement les questions que vous traitez en laissant un espace blanc si vous n’avez pas trouvé le résultat. 
Vous pourrez compléter cet espace par la suite et le correcteur suivra votre copie selon l’ordre du problème. 

— Pour rédiger une démonstration ou un calcul, passez souvent à la ligne, centrez des formules .. .Le but est de mettre en 
évidence les points importants et de montrer à votre correcteur que vous les avez vus. 
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— Tirez un trait horizontal pour séparer chaque question, vous facilitez ainsi la lecture de votre copie. 

Si vous devez utiliser un résultat précédent du problème, citez précisément le numéro de la question où ce résultat a été 

démontré. De même, respectez scrupuleusement les notations de l’énoncé. 

— Si vous utilisez un théorème du cours, citez-le précisément (il a souvent un nom), et surtout vérifiez ses hypothèses 

précises avant de l’appliquer (vous montrez ainsi que vous connaissez votre cours). 

Évitez trop de phrases longues et verbeuses, allez à l’essentiel. Au contraire, une copie avec uniquement des formules 

est illisible. Il faut savoir trouver le juste milieu. N’abusez pas des abréviations et essayez de rédiger des phrases simples 

mais correctes. 

— N'utilisez jamais les symboles =, dans vos démonstrations, mais des mots comme « donc », « par conséquent ».. 

Si on vous demande une démonstration, commencez par travailler au brouillon : 

— Bien analyser l’énoncé pour comprendre ce que vous devez montrer. Demandez-vous la nature de chaque objet manipulé 
(vecteur, application ..….). 

— Écrire le plan de démonstration au brouillon. 

— Chercher un brouillon l’idée de la démonstration. Pour cela, 
— Essayez de voir un lien entre le résultat à démontrer et un point du cours ou une question précédente du problème. 
— Faites éventuellement des schémas pour trouver l’idée. 
— N'hésitez pas à chercher un exemple ou à traiter la question dans un cas plus simple, ou à faire des hypothèses 

supplémentaires. 

— Demandez-vous dans quel ordre vous devez introduire les objets nécessaires. 

Une fois que vous pensez que vous avez bien compris l’idée, vous pouvez rédiger au propre : 

— Commencez par citer le résultat que vous allez démontrer. 

— Si vous voulez montrer une équivalence ou une égalité d’ensembles, procédez systématiquement par double implication 
ou double inclusion. 

— Rédigez la démonstration en respectant le plan. 

— Mettez en évidence les points importants (en soulignant, en passant à la ligne ...). 

— Une fois votre preuve rédigée, relisez-la en vous assurant que chaque objet est bien introduit et que le plan a été respecté. 

— Si un schéma n’est pas suffisant à lui seul, il peut illustrer votre démonstration. N'hésitez pas à le reproduire sur votre 
copie. 


1246 


Annexe 


Formulaires 


E.1 Trigonométrie 


Formules d’addition 


ju , : e : tan a+tan b 
cos(a + b) = cosacosb-sin asin b sin(a + b) = sin acos b+ cos asin b tan(a+ b) = ———— 
1-tan atanb 


ju , a : : tan a-tan b 
cos(a-— b) = cos acos b+sin asin b sin(a — b) = sin acos b- cos asin b tan(a-— b) = ———— 
1+tan atanb 


Formules de linéarisation 


1+cos(2x) 
2 
1-cos(2x) 


à 


cos acos b = : (cos(a+b)+cos(a-b)) 
2 


sin asin b = : (cos(a— b)-cos(a+b)) 


cos asin b = à (sin(a+b)-sin(a-b)) 
2 


Formules de factorisation 


He de ; : , + e sin(p+q) 
cos p+ cos q = 2cos 7 cos 7 sin p + sin q = 2sin 7 cos 7 tan p+ tan g = 27 
2 2 2 2 COS p COS q 

. P+q . P-q + : p+q . pq sin(p—q) 

COS p — COS q = —2sin —— sin — Sin p — sin q = 2COS — sin — tanp-tang=———— 
2 2 2 2 COS p COS q 


cos(2x) = cos? x — sin? x 
= 2cos° x-1 
= 1-25sin x 


sin(2x) = 2cos xsin x 
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Tangente du demi-angle 


X 
En notant f =tan-, on a : 
2 





E2 Trigonométrie hyperbolique 


PROPOSITION 5.1 © 


chx+shx= e* 
chx-shx=e * 


ch?x-sh?x=1 


PROPOSITION 5.2 © 
V(X, y) € R?, 


ch(x+7y)=chxchy+shxshy 
ch(x-7y)=chxchy-shxshy 
sh(x+y)=shxchy+chxshy 
sh(x-y)=shxchy-chxshy 


PROPOSITION 5.3 © 
VxeR, 


ch2x= ch? x+ sh? x = 2ch? x—1=1+25sh? x 


sh2x = 2sh xch x 


PROPOSITION 5.4 © 
V(x, y) € R?, 


l 
ch xch y = 5 [ch(x+ y) +ch(x- y)| 


sh xsh y = 5 [ch(x+y)-ch(x- y)] 


shxch y = : [sh(x+ y) -sh(x- y)| 


1 
ch? x= 7 (Ch2x+ 1) 


DEL - 
sh “cher 1) 


PROPOSITION 5.5 © 
V(xX PER, 

A NAN à 
2 2 
HN Et Ee 

2 
X+y 
2 
X— y 
2 


chx+chy=2ch 
chx-chy=2sh 
shx+sh y=2sh 


shx-—shy=2sh 
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PROPOSITION 5.6 © 
V(x, y) € R?, 


thx+thy 
1+thxthy 
thx-thy 
1-thxthy 


th(x+ y) = 


th(x— y) = 


PROPOSITION 5.7 © 
Pour tout xeR, posant {= th ni on à : 





E.3 Dérivées des fonctions usuelles 


Dans tout le formulaire, les quantitées situées au dénominateur sont supposées non nulles 


Dérivées des fonctions usuelles 


Dans chaque ligne, f’ est la dérivée de la fonction f sur l’intervalle I. 


X 


1 
X 

nn Ÿ , n>2 
vx 10, +oo![ 
nx 

X 




























e 





Sin x 


COS" X 


Domaine de définition et de dérivabilité des fonctions usuelles 


COS X 














e sh:R—Rest dérivable sur R. 
e ch:R— [1,-+o1 est dérivable sur R. 
e th:R— ]-1,1[ est dérivable sur R. 





- argsh:R —R est dérivable sur R. 
e argch:[1,+oo[ — R est dérivable sur ]1,+œl. 
e argth:]-1,1[ — Rest dérivable sur ]-1,1[. 





° arcsin:[-1,1] — [7,7] est dérivable sur ]-1,1[. 
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e arccos:[-1,1] — Rest dérivable sur ]-1,1f. 
T 


° arctan:R—]|- … 2] est dérivable sur R. 








Domaine de définition et de dérivabilité des fonctions usuelles 


Dans chaque ligne, f’ est la dérivée de la fonction f sur l’intervalle I. 


a* (a > 0) 

log, x (ae R° \{1}) 

xt (@E R) 

ch(x) 

sh(x) 

th(x) 1—th2(x) = nu = 
coth (x) 
argsh(x) 
argch(x) 
argth(x) 


: … 1 





1 


(f+g)=f'+8 (fog'=g'x(f'og) 


(A f)'=Af" ,À désignant une constante | (u") = nu"-lw (neN, n>2) 
Fa'=f'e+fs (h)'=-2t (nEN, n>1) 
Lis Foret ul ou 

| ] = ma (e") =ue 


En particulier,si u>0:VaeR, 
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E.4 Primitives des fonctions usuelles 


Primitives des fonctions usuelles 
Dans chaque ligne, F est primitive de f sur l’intervalle I. Ces primitives sont | uniques à une constante près 


notée C. 












R 











n+l 























Dans chaque ligne, F est primitive de f sur l’intervalle I. Ces primitives sont | uniques à une constante près 
notée C. 
POS ES ECS 


R+ \{1}) 
R\{—1}) 




























xl +C(aeR) 


Opérations et primitives 


On suppose que u est une fonction dérivable sur un intervalle I 
ee n+1l 
+ Une primitive de u'u” sur I est = (ne N*) 
u! 


+ Une primitive de 7 sur Lest -2. 




















I 
R 
R 
R 
R 
R 
R 














. DE ! 
+ Une primitive de 2 sur I est re prre à Li eN,n>2. 


+ Une primitive de ni sur I est 2u (En supposant u > 0 sur I.) 
+ Une primitive de L sur lest In|u]. 
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+ Une primitive de u’e"“ sur I est e!!. 


En particulier, si u > 0 sur I et si ae R\{-1}, une primitive de u/u“ sur I est : 


1 a+1 
a +C 


nu+C 


SiaeR\{-1} 


sia=-1]l 





E.S Coniques 


E.S.1 Définition et équation générale d’une conique € 








E.5.2 Parabole Z (e=1) 


M: 


P 





Soit 2 une droite, F un point n’appartenant pas à ® et e un réel 
strictement positif. 
La conique de directrice Z, de foyer F et d’excentricité e est 
donnée par l’ensemble des points M du plan 
tels que : 

aM,F) = e d(M, 2) 


> 


L’équation cartésienne de cette conique dans le repère (O, i, j) 
est : 


+ y = € (x + dy} 
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y2-2px=0 
p = dŒ 2) 

A m2 
XD :1eR 
yO=pt 
D: x=-? 

2 


ES3 Ellipse 6 (0<e<1) 




















D 


E.54 Hyperbole  (e > 1) 

















Limites usuelles 


Soient a, 6 et y des réels strictement positifs. 


nx)* 
x  Xx—+00 
x% [In xl — 0 
x—0 
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e En +co: 


e EnO0et -co: 




















d d 2 4 
a= — b= — c= = où d = d(ED) 
1-62 1-e2 1-e2 
& =b +0 c=ea 
b° b° 
LES p=— d = — 
a a C 
OA= a OB=b 
X(f) = acost 
. tE[-7, x] 
y(® = bsint 
2 
D : pare 
C 
ME& > MF+MF'=2a 
2 2 
ER 
a b 
d d 2 4 
SE bas c= = où d = d(ED) 
e2-1 e2—1 e2-1 
c=&@+b c=ea 
b? b° 
a p=— h = — 


OF=c OA=a 


x(t) = acosht x(f)=-acosht 
:tER teR 
y(® = bsinhf y(® = bsinhf 


2 
a 
D: x=— 


C 


Meë& |MF -MF|=2a 





Suite géométrique 


diverge si ae ]J-co,-1] 
0siae]-1,1| 


a! ——— 


n—+o |]sia=1l 


+00 Si 4€ ]1,+0o0| 





E.7 EÉquivalents usuels et croissances comparées 


Comparaison des suites de référence 


Soient a > 1,a> 0 et f > 0 alors : 


nr, 8 Jr) 


Si Un ——— 0 alors : 
n— +00 


- u? 
SNüUn — Un tanUn — Un [1—cosun] — — 
n—+00 n—+00 n—+0o0 2 
a * 
N(l+un) — Un -1] - uw [A+un) 1] - aun aeR*). 
n— +00 n— +00 n— +00 


Soient a, f et y des réels strictement positifs. 


ma, 2.) 


e En +co: 


B _ 1 
[In x|P = o | 


Équivalents classiques pour les fonctions en 0 
n(+x) - x ef 1 - x 
x—0 x—0 
sinx — x tanx - x shx - x thx - x 
x—0 x—0 x—0 x—0 
arcsinx — x arctanx — x argshx -— x argthx — x 
x—0 x—0 x—0 x—0 
x? x2 
Lo 
cosSX—1 —- —-— chx-1 - — (1+x) —1 - ax (ae R) 
x—0 2 x—0 2 x—0 


De manière plus générale 
Si f(x) me 0 alors : 
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m(1+f() =, f sin(f() =, f(& tan(f(®) =, f(& 


(FC) 





he Me jo es 
cos(f(x)-1 =, e 1 - f(x (+f@) -1 = af} (aeR 


2 X— a 





E.8 Développements limités 


1+x+x+.+x"+ o (x!) 
x—0 


1—-x+x—..+(-1xt+ 0 (+7) 
X— 


LUS EN st o (#7) 
X— 


Qn)! x—0 


x2n+1 2n+2 
+ 0 (x) 
Q@n+1)! x—0 


2n 


+ 0 (Are) 
Q@n)! x—0 
x2n+l 


+ (1 Fo) 
Q@n+l)! x—0 








In (1+ x) 





In(1-— x) 


Fonction x (1+x)% avec ae R 


a(a—1)-(a—n+1) 


A+x = 1+ax+-..+ x" + 
n! 
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Cette dernière formule appliquée à à = 1 et n =2 donne : 


1+X = 1+--—+ 0 (x) 
2 8 x—0 

V X x2 2 

LS I : = 00) 





arctan x 


argth x 


arcsin x 


argsh x 





arCCOS X 





La dernière s’obtient en remarquant que arccos x = % — arcsin x. 


Légende : © = à savoir par coeur, ++ = à savoir retrouver rapidemment. 


E.9 Espaces vectoriels 


Dans tout la suite K désigne le corps des réels R ou celui des complexes C. (E, +,.) est un K-espace vectoriel. 


Sous-espace vectoriel 


Soit FCE, une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 
D F£9 


2 Fest stable par combinaison linéaire : 
V(x,y)€ E, v (a, B) € K?, ax+fyeF 
Remarque : si F est un sous-espace vectoriel de E alors 0EF. 


. n . 


Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs 


Soient n vecteurs de E : v1,...,Vn. On a: 
Vect(v1,...,Un) = {01 +...+OnUn | 1,..., On E R} 


C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant v1,..., Un. 


Sous-espaces supplémentaires 


On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si et seulement si ils vérifient : 


Gui) E=F+G 
Cm) FnG= {0} 


Caractérisation des sous-espaces supplémentaires 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel (E, +,-). On a équivalence entre : 


d E=FeG (c’est à dire F et G sont supplémentaires). 


D VxeE, 1!(x,x%)EFxG: x=x1+x2 (c’est à dire, vecteur de E se décompose de manière 


comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.) 





Dans toute la suite (E,+,.) et (E+,.) sont deux K-espace vectoriel. 
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Application linéaire 


Soit f:E—F. f est linéaire si et seulement si : 


V(xy)eF?, V (a, B) € KŸ, fax+By)=af (2 +Bf(y) 


À propos de Ker f et Im f. 
Soit fe (E,F). On appelle : 


1 — Noyau de f et on note Ker f le sous-ensemble de E:|Kerf ={xeE | f(x) = Or} 
— Image de f et on note Im f le sous-ensemble de F:|Imf={f(x) |xeE}| 


2 Kerf est un sous-espace vectoriel de E et Im f est un sous-espace vectoriel de F. 


Injectivité et surjectivité des applications linéaires 


Soit fe Z(E,F). 


D f est injective si et seulement si Ker f = {0}. 2 f est surjective si et seulement si Im f =F. 


Projecteurs et symétries 


Soient E] et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E1 & E2. Tout vecteur x e E s’écrit d’une 
manière unique X = x1 + X2 avec x1 € E1 et x2 € Eo. Soit p et s deux applications de E dans E. On dit que : 
est le projecteur de E sur E; parallèlement à E2 si ; : me: 
»P? PT) 1P . P* X=X1+X2 — x 
E — E 
X=X+X > X] — X2 


2 sest une symétrie par rapport à E1 parallèlement à E: si s: 


Propriétés des projecteurs et des symétries 


Avec les notations de l’encadré précédent : Ker s = {0} et Ims = E (autrement dit s est un auto- 
d petsson linéaires : p,se Z(E). morphisme de E). 


D s=2p-Ildr. px) = x > x € E1 (E1 est l’ensemble des 
3 Kerp=E> etImp=E. vecteurs invariants par p). 


Caractérisations des projecteurs et des symétries 


D pest un projecteur si et seulement si po p= p. 


Soient p,s € (EF). 


2 sest une symétrie si et seulement si so s= id. 


Pour montrer qu’un ensemble F est un sous-espace vectoriel de E 


D On montre que FCE. 
2 On montre que F Z S (la pluspart du temps on montre que UE F). 


3 Soit (a,f) € K? et soit (u, v) € E2. On montre que au+fiverF. 


Pour montrer que F&8G=E 


Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 


D | Montrons que la somme est directe : FIL faut donc montrer que FnG= {0}. Soit xe FNnG.… donc x= 0. 
> |Montrons que E=F+G :{|Soit xe E. Posons x1 =... Posons x2 =... On a bien: 
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D x €eF. D XEG. 3) X= X1 + X2. 


4 méthodes pour montrer qu’une partie F de E est un sev de E 


Soit F une partie de E. Pour montrer que F est un sev de E, on peut : 


Montrer que F est non vide et stable par combinaison linéaire. 


Montrer que F = Ker f où f est une application linéaire à déterminer. 


1 

> Montrer que F = Vectf (A) où A est une famille de vecteurs de E à déterminer. 
3 

4 


Montrer que F = Im f où f est une application linéaire à déterminer. 


Wen ie ZA 8 


Pour montrer qu’une application est linéaire 
Soit f:E—EF. 


D Soient afeR. Soient u,veE. 
> Montrons que : | f(au+fBv) =af(u)+Bf(v) 


Remarque : si f est linéaire alors f (0£) = Og. 


Pour montrer qu’un endomorphisme … 
Soit f € (E). 


1. f est bijectif si et seulement si il existe g € Z(E) tel que | fog=£gof=id |. Si une telle application g existe 
alors fl =8g. 
2. f est une projection si et seulement si Ë 


3. f est une symétrie si et seulement si [sos=ia} 
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Index 


Symboles 
OR) 1062 
OX(R) 1060 
Im, n] 293 


A 
Abscisse curviligne 626 
Addition 
matricielle 936 
Affinité 
orthogonale 262 
Affixe 
d’un point du plan 7 
d’un vecteur 7 
Aire 
d’un domaine plan 688, 690 
Algorithme 
d’Euclide 736 
d’exponentiation rapide 725 
de Horner 760 
de Schmidt 1052 
Alignement de trois points 1033 
Analyse-synthèse 1125 


Angle 

de deux vecteurs 1061 
Angles 

moitiés 14 
Anneau 709 

intègre 710 

sous-anneau 711 
Antisymétrie 

du déterminant de deux vecteurs 57 
Application 1122 

affine 1089 

bijective 1127 

composée 1123 


identité 844, 1122 

injective 1123 

linéaire 842 

surjective 1124 
Approximation 

décimale des réels 350 


des fonctions continues par morceaux par des fonctions 


en escalier 508 
projecteur orthogonal 1056 
Arc paramétré 
longueur 625 
Argument 
d’un nombre complexe 15 


principal d’un nombre complexe 15 
Arrangement 298 
Associative 

loi 703 


Astroïde 228, 626, 630 
Asymptote 158, 222 
Asymptotes 

de l’hyperbole 265 
Automorphisme 707 


affine 1090 
d’espaces vectoriels 842 
Axe 
d’un repère du plan 49 
demi-axe focal 265 
demi-axe focal de l’ellipse 261 
demi-axe non focal 265 
demi-axe non focal de l’ellipse 261 


demi-grand axe 265 
demi-grand axe de l’ellipse 261 
demi-petit axe 265 

demi-petit axe de l’ellipse 261 
focal 257 

focal de l’ellipse 261 

focal de l’hyperbole 265 
grand axe de l’ellipse 261 
grand axe de l’hyperbole 265 
non focal de l’ellipse 261 

non focal de l’hyperbole 265 


non transverse de l’hyperbole 265 
petit axe de l’ellipse 261 
polaire 53 
Axiome 
de la borne supérieure 327 


B 

Barycentre 1086 

Base 
canonique de K” 885 
canonique de K} [X] 885 
canonique de M,,p (K) 936 
d’un espace vectoriel 884 
de l’espace 99 


de même sens ou de sens contraire 965 
directe de l’espace 100 

du plan 48 

indirecte de l’espace 100 


orthogonale 1051 
orthogonale du plan 48 
orthonormale 1051 
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orthonormale du plan 48 


repère cartésien dans un espace affine 1088 
Bicorne 242 
Bifocale 


Définition bifocale de l’ellipse 266 

Définition bifocale de l’hyperbole 266 
Bijection 1127 

réciproque 1127 

théorème de la 136 


Bilinéarité 
du déterminant 58 
du produit scalaire 55, 105 
Borne inférieure 327 
Borne supérieure 327 
Branche 


infinie 158, 222 
parabolique 223 


C 


Caractérisation 
de la borne supérieure 327 
séquentielle de la limite 651 
Caractérisation de la fonction exponentielle 
par une équation différentielle 183 
Caractérisation de la fonction exponentielle 
par une équation fonctionnelle 184 


Cardinal 293 
Cardioïde 631,688 
Cauchy-Schwarz 1048 
Centre 

de courbure 631 

de l’ellipse 261 

de l’hyperbole 264 
Cercle 65 

principal d’une ellipse 262 
Cesäro 1138 
Champ de vecteurs 688 
Changement 

de paramétrage 625 

de repère 52 

de repère orthonormal 52 

de variable dans une intégrale 518 
Changement de variables 

intégrale double 686 


Coefficients 
binomiaux 301 
Cofacteur 963, 1031 
Comatrice 964, 1034 
Combinaison 
p-combinaison 298 
linéaire 833, 882 
Commutative 
loi 703 
Comparaison 
des fonctions usuelles 415 
des suites de référence 357 
Complétion 
d’une famille libre 886 
Complexe 
Argument d’un nombre 15 
module d’un nombre 8 


Complexes 

Corps des nombres complexes 4 
Composante 

d’une fonction vectorielle à valeurs dans R? 216 
Composantes 

d’un vecteur relativement à une base 885 
Composé 

nombre 741 
Composée 1123 
Composition 

de polynômes 756 
Condition 


initiale 185, 195 
Congruence 734 
Conique 257 
Conjugué 

d’un nombre complexe 6 
Continuité 

à droite 408 

à gauche 408 


d’une fonction en un point 408 
de la composée de deux applications 411 
de la composée de deux fonctions 419 
uniforme 423 

Convergence 
d’une suite géométrique 352 

Convexe 
partie 1088 

Coordonnées 
d’un point dans un repère d’un espace affine 1088 
d’un point dans un repère de l’espace 101 
d’un vecteur relativement à une base 885 


polaire d’un point 53 
Coordonnées cartésiennes 
d’un point 49 


d’un vecteur 49 
Coplanaires 

vecteurs 99 
Corps 711 

archimédien 329 


Cosinus 146 
hyperbolique 151 
Courbe 
développée 634 
de Lissajoux 237 
intégrale 184, 195 
paramétrée 218 
Courbure 628 
centre de 631 


Critère 
de convergence d’une suite 348 
de divergence d’une suite 348 
Cycle 1019 


longueur 1019 
support 1019 
Cycloïde 229 


Décompositon 
rotation 1062 
Décomposition 
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d’un entier en produit de facteurs premiers 742 
d’une permutation en cycles 1019 
d’une permutation en transpositions 
en éléments simples 800 
en facteurs premiers 742 

Degré 
d’un polynôme 754 
d’une fraction rationnelle 

Dense 
partie 

Déplacement 

Dérivabilité 
d’une fonction réelle 216 
d’une fonction sur un intervalle 
d’une fonction vectorielle 216 
d’une fonction vectorielle sur un intervalle 

Dérivée 
d’une composée 657 
d’une fraction rationnelle 
des fonctions composées 
partielle d’une composée 
selon un vecteur 653 

Dérivées 
successives 

Déterminant 
d’ordre 2 et 3 d’une famille de vecteurs 
d’un endomorphisme 961, 1027 
d’un système de deux équations à deux inconnues 


1020 


798 


330 


1095 


457 


216 


798 


458 


658 


464 


959 


d’une matrice carrée 1028 
d’une matrice de taille 2 ou 3 958 
d’une matrice triangulaire 1030 


d’une transposée 1030 


développement selon une ligne, colonne 1032 
dans une base 1025 
de Cauchy 1041 
de deux vecteurs 56 
de Vandermonde 979, 1033 
Développée 
d’une courbe 634 
Développement 
d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne 
déterminant 1032 
limité 581 
limité à l’ordre 1 d’une fonction d’une variable réelle 
456 
limité d’ordre 1 pour une fonction de deux variables 
réelles 656 
Développement limité 
composée de 585 
primitive de 587 
quotient de 586 


somme et produit de 585 
Dichotomie 420 
Difféomorphisme 624, 665 
Différentielle 657 

extremum local 
Dimension 

d’un espace vectoriel 
Direct 

repère orthonormal 
Directrice 257 


658 


838 


49 


Discriminant 20 

Distance 
d’un point à un plan 115 
d’un point à une droite 62 


117 
118 


d’un point à une droite de l’espace 

entre deux droites non parallèles 

entre deux réels 326 
Divergence 

d’une suite 
Divisibilité 

dans K [X] 

dans Z 
Division 

selon les puissances croissantes 
Division Euclidienne 

dans K [X] 756 

dans Z 735 

quotient 735 

reste 735 
Domination 

d’une fonction par une autre 

d’une suite par une autre 
Droite 

affine du plan 48 

asymptote 222 

numérique achevée 328 

perpendiculaire commune 


346 


756 
733 


757 


414 
353 


117 


58 vectorielle 836 
vectorielle du plan 48 
Droite de Simson 89 
Droites 
orthogonales 48 
parallèles 48 
perpendiculaires 48 
Dual 1054 
E 
Égalité 
du parallélogramme 1048 
Élément 
963 neutre 703 
Nilpotent 710 
orbite d’ 1019 
plus grand 327 
plus petit 327 
symétrisable 704 
Ellipse 257 
définition bifocale 266 
paramétrage de l” 262 
Endomorphisme 707 
d’espaces vectoriels 842 
orthogonal 1057 
Ensemble 
fini 293 
infini 293 
Ensembles 
équipotents 293 
Équation 
aux dérivées partielles 663 
caractéristique 195, 898 


cartésienne d’un sous ensemble du plan 52 


1261 


linéaire 845 
normale d’un plan dans l’espace 
normale d’une droite 63 
polaire d’une conique 258 
réduite d’une parabole 259 
réduite de l’ellipse 260 
réduite de l’hyperbole 263 
Équation cartésienne 
d’un cercle 66 
d’un plan dans l’espace 
d’une conique 258 
d’une droite 61 
Équation différentielle 
homogène 184, 195 
linéaire du premier ordre 
linéaire du second ordre 
normalisée 184 
sans second membre 
Équation polaire 54 
d’une droite ne passant pas par le pôle 65 
d’un cercle passant par l’origine d’un repère 
d’une droite passant par le pôle 64 
Equivalentes 
fonctions 
suites 
Équivalents 
classiques en 0 418 
usuels pour les suites 
Espace 
affine 1084 
euclidien 1047 
préhilbertion réel 
vectoriel 830 
vectoriel K? 831 
vectoriel de dimension finie 
vectoriel de fonctions 832 
vectoriel des suites à coefficients dans K 
Espace vectoriel 48 
Excentricité 257 
Exponentielle 
de base a 
imaginaire 
néperienne 
Extremum 
d’une fonction d’une variable réelle 400 
local d’une fonction d’une variable réelle 


113 


113 


184 
195 


184, 195 


67 


416 
354 


357 


1047 


886 


832 


142 
11 
140 


400 
F 


Factorielle 
Factorisation 
par les angles moitiés 

Faisceau 
de plan issu d’une droite 
Famille 1131 
de parties 1131 
génératrice de vecteurs 
liée de vecteurs 883 
libre de vecteurs 883 
linéairement dépendante 
linéairement indépendante 
Fermat 


292 


14 


128 


834 


833 
833 


nombre de 748 
petit théorème de 749 
Folium de Descartes 235 
Fonction 
argch 1154 
argsh 1154 
k fois dérivables 217 
arcosinus 148 
arcsinus 147 
arctangente 150 
argument cosinus hyperbolique 156 
argument sinus hyperbolique 154 
argument tangente hyperbolique 157 


bornée 400 
continue par morceaux sur un intervalle 
continue par morceaux sur un segment 
continue sur un intervalle 418 
coordonnée 216 
croissante 401 
décroissante 401 
définie par une intégrale 
dérivable à droite 454 
dérivable à gauche 454 
dérivable en un point 455 
dérivable sur un intervalle 
de classe 4 217 
de classe €” 465 
de classe €! 655 
de Leibniz 1086 
deux fois dérivable 
dominée par une autre 
en escalier 504 
exponentielle complexe 
impaire 401 
hpschitziennes 
majorée 400 
minorée 400 
monotone 401 
négligeable devant une autre 
périodique 402 
paire 401 
plan d’étude 
polynomiale 758 
puissance 143 
strictement croissante 
strictement monotone 
tangente 146 
uniformément continue 
vectorielle à valeurs dans R? 
Fonctions 
équivalentes 416 
usuelles, comparaison 
Forme 
n-linéaire 1023 
n-linéaire alternée 1024 
n-linéaire antisymétrique 
n-linéaire symétrique 
linéaire 842, 1054 
multilinéaire alternée 
Formule 
d’AI-Kashi 


511 
506 


517 


457 


464 
414 


16 


402 


414 


159 


401 


401 


423 
216 


415 


1024 
1024 


959 


82 
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de changement de base 1026 


H 


de changement de base pour le déterminant d’une famille Hadamard 


de vecteurs 960 lemme d° 986 
de changement de base pour un endomorphisme 953 Homomorphisme 707 
de changement de base pour un vecteur 952 Homothétie 22, 1091 
de changement de base pour une application linéaire vectorielle 844 
952 Hyperbole 257 
de changement de base pour une forme linéaire 953 équation réduite de |” 263 
de Green-Riemann 690 équilatère 276 
de Heron 44,82 centre 264 
de Leibniz 465 définition bifocale 266 
de Leibniz pour les polynômes 762 paramétrage 265 
de Machin 171 sommet 26 
de Moivre 13 I 
de Stirli 391 
do de Identité 844, 1122 
de Taylor avec reste intégral 522 ue 
on : de polarisation 1048 
de Taylor avec reste intégral pour les fonctions de deux 
: : Image 
variables réelles 662 La À SU ; 
x d’un intervalle par une application continue 421 
de Taylor pour les polynômes 762 2 
d’un nombre complexe 7 
de Taylor-Young 524 , SA DID ee dre 
— . d’une application linéaire 843 
de Taylor- Young à l’ordre 2 pour les fonctions de deux difécte 1129 
variables réelles 663 ee 
A réciproque 1128 
du binôme 1144 télé 
Ex négalité 
du binôme de Newton 300, 710 arithmético-géométrique 308, 470 
du rang 896 de Cauchy-Schwarz 513, 1048 
POTAAES de la moyenne 513 
dEner, 4 de Minkowski 513, 1049 
de Cramer 967, 1029 de Taylor-Lagrange 523 
de Frenet 628 des accroissements finis 462 
de Taylor complexes 644 triangulaire pour une norme 1049 
Foyer 257 Inégalités 
Fraction rationnelle 797 triangulaires 9, 326 
décomposition en éléments simples 800 Injection 1123 
dérivée 798 Intégrale 
degré 798 calcul approché 527 
pôle 798 d’une fonction complexe 643 
partie entière 799 d’une fonction continue par morceaux sur un segment 
partie polaire 799 509 
Frenet d’une fonction en escalier 505 
formules de 628 d’une fonction périodique 519 
repère 627 d’une fonction paire ou impaire 520 
de Wallis 569 
G Intégration | _ 
Gradient 657 Par parties 
Interprétation cinématique 218, 462 
Gronwall Intersection 
Lemme de 563 de deux droites 65 
Groupe 704 d’un cercle et d’une droite 68 
U des nombres complexes de module 1 9 Intervalle 329 
alterné 1022 Invariance 
calcul dans un 706 de l’intégrale par translation 514 
commutatif 47 Inverse 
de Klein 714 à droite 897 
de Lorentz 1000 à gauche 897 
des translations 1091 Isobarycentre 1088 
linéaire 845 Isométrie 1057 
orthogonal 1058, 1060, 1062 affine 1093 
permutations 1018 directe 1060 
produit 706 indirecte 1062 
symétrique 1018 matrice 1059 
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Isomorphisme 707 
affine 1090 
d’espaces vectoriels 842 


J 
Jacobien 686 
Jordan 


Matrice de 992 
L 


Leibniz 
fonction de 1086 
Lemme 
d’augmentation d’une famille libre 886 
d’Hadamard 986 
de diminution d’une famille liée 886 


de Lebesgue 1179 

de Steinitz 887 

des trois pentes 467 
Lemniscate de Bernoulli 238 
Ligne 

de niveau 59 
Limaçon de Pascal 254 
Limite 

à droite 408 

à gauche 408 


conservation des inégalités par passage à la 345 
d’une famille de droites 218 
d’une fonction en un point 403, 405 
d’une suite 341 
infinie d’une fonction en un point 404 
Linéarité 
de l’intégrale 510 
Lipschitzienne 
Continuité d’une fonction 419 
Liste 
p-liste 297 
Logarithme 


décimal 141 
de base a 141 


népérien 137 
Logarithmique 

Critère de comparaison 356 
Loi 

associative 703 

commutative 703 

de composition interne 4,702 
Longueur 

d’un arc paramétré 625 
Lorentz 


Groupe de 1000 


M 

Majorant 327 

Maple 
combine 1151 
convert parfrac 1211 
diff 1183 
evalm 939 
expand 1157 
factor 1157, 1183 


GramSchmidt 1054 
int 1211 
matrix 939 
series 1195 
transpose 939 
Matrice 935 
élémentaire 936 
antisymétrique 949 
carrée 935 
colonne 935 
d’un endomorphisme dans une base 944 
d’un système linéaire 965 
d’un vecteur relativement à une base 940 
d’une application affine 1090 
d’une application linéaire relativement à deux bases 
941 
d’une famille de vecteurs relativement à une base 940 
d’une forme linéaire relativement à une base 941 
de changement de base 950 
de Jordan 992 
de passage 1059 
diagonale 948 
identité 935 


inverse 1034 
inversible 944 
ligne 935 

nulle 935 
orthogonale 1058 
scalaire 948 


spéciale orthogonale 1060 
symétrique 949 
transposée 938 





triangulaire supérieure 948 
Maximum 
d’une fonction d’une variable réelle 400 
local d’une fonction d’une variable réelle 400 
Médiateur 
plan 126 
Mesure algébrique 54, 1099 
Méthode 
d'intégration par parties 518 


des rectangles 527 
du pivot de Gauss 967 
Mineur 963, 1031 
Minimum 
d’une fonction d’une variable réelle 400 
local d’une fonction d’une variable réelle 400 
Minkowski 1049 
Minorant 327 
Module 
d’un nombre complexe 8 
Morphisme 
d’espaces vectoriels 842 
de groupes 707 
Multiplication 
d’une matrice par un scalaire 936 


N 


Nombre 
complexe 4 
composé 741 
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de Fermat 748 
de Neper 138 


imaginaire pur 6 
premier 741 
Nombres 
premiers entre eux 737 
Normal 
vecteur normal à un plan 99 
Norme 
associée à un produit scalaire 1048 
Notation 
Il 291 
D 291 
Noyau 
d’un morphisme 708 
d’une application linéaire 843 
O 
Opération 
élémentaire 1029 
élémentaire sur les colonnes 951 
élémentaire sur les lignes 951 
Opérations 
sur les dérivées 457 
sur les fonctions 399 
sur les polynômes 753 
sur les suites 340 
Orientation 
d’un arc paramétré 625 
du plan ou de l’espace 965 
Origine 
repère cartésien dans un espace affine 1088 
Orthogonal 
d’une partie d’un espace vectoriel 1051 
groupe 1060 
Orthogonale 
matrice 1058 
Orthogonalité 1050 
de deux vecteurs d’un espace préhilbertien réel 
Schmidt 1052 
Orthoradial 
vecteur 230 
P 
Parabole 257 
Paramétrage 
admissible 625 
de la parabole 260 
normal 627 
Paramètre 
angulaire 627 
d’une conique 257 
Partie 
entière d’un réel 330 
principale d’un développement limité 581 
régulière d’un développement limité 581 
Permutation 
circulaire 1019 
inversion 1021 
signature 1021 
PGCD 736,767 


Plan 
médiateur 126 
tangent à une sphère 120 
vectoriel 836 
Plan de démonstration 1116 
Plans 
parallèles 114 
perpendiculaires 114 


Plus grand élément 327 

Plus petit élément 327 

Point 
anguleux 456 
critique 658 
régulier 219 
stationnaire 219 

Pôle 53 

Polynôme 752 
conjugué 764 
dérivé 761 


dérivé d’ordre n 761 
irréductible 765 
normalisé 754 
réciproque 781, 786, 1161 
scindé sur K 763 
symétrique élémentaire 766 
Polynômes 
associés 756 
de Tchebychev 987, 1150 
premiers entre eux 768 
Potentiel scalaire 689 
PPCM 736, 769 
Prédicat 1115 
Premier 
nombre 741 
Prépondérance 
d’une fonction devant une autre 414 
d’une suite devant une autre 354 
Preuve 
1050 par neuf 735 
Primitive 
d’un développement limité 587 
d’une fonction 515 
Principe 
de récurrence 290 
des tiroirs 295 
Problème 
de Cauchy 185 
Produit 
cartésien 4 
d’espaces vectoriels 831 
de matrices élémentaires 938 
matriciel 937 
scalaire 54 
Produit scalaire 1047 
orthogonalité 1050 
Projecteur 847 
orthogonal 1055 
Projection 
affine 1091 


affine orthogonale 1094 


orthogonale 54 
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Prolongement 
par continuité 409 
Propriété 
d’Archimède 329 
vraie à partir d’un certain rang 341 
vraie au voisinage d’un point 403 
Puissance 
d’un point par rapport à un cercle 90 
Pythagore 


théorème de 1050 


Q 


Quantificateur 1115 


Quantité conjuguée 1194 

Racine 
n-ième d’un nombre complexe 17 
n-ième de l’unité 17 
carrée d’un nombre complexe 19 


d'ordre p 760 
d’un polynôme 759 


double 760 

multiple 760 

simple 760 
Rang 

d’un système linéaire 965 

d’une application linéaire 895 

d’une famille de vecteurs 895 

d’une matrice 953 
Réciproque 

du théorème de Thalès 1099 
Réflexion 1056, 1094 
Règle 

de l’Hospital 487 

de Sarrus 110, 958, 1026 
Règles 

de calculs avec les matrices 938 
Régulier 

point 219 
Relation 


de Chasles 510 
de Pascal 299 


Relations 

entre les coefficients et les racines d’un polynôme 
Repère 

axe d’un 49 

cartésien 49 

cartésien dans un espace affine 1088 


Changement de 52 
de Frenet 627 
direct de l’espace 100 
indirect de l’espace 100 
origine d’un 49 
orthogonal 49 
orthonormal 49 
orthonormal direct 49 
Polaire 53 
Repère orthonormal 
Changement de 52 
Représentation paramétrique 


d’un cercle 66 
d’une droite 60 


Résolution 
d’une équation du second degré à coefficients com- 
plexes 20 
d’une équation du second degré à coefficients réels 
20 
Reste 
d’un développement limité 581 
euclidien 735,756 


Rotation 22 
décompositon 1062 
matrice 1065 
vectorielle 1061 

Rotationnel 689 


S 
Scalaire 830 
Second membre 


d’un système linéaire 965 
Segment 329, 1088 
Série 
géométrique 352,711 
géométrique complexe 641 


Similitude 1097 
directe 1097 
Similitude directe 23 
Simson 
Droite de 89 
Sinus 145 
hyperbolique 151 
Solution 
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre 
184 
d’une équation différentielle linéaire du second ordre 
195 
Somme 
binômiale 1144 
de Newton 1163 
de Riemann 528 


de sous-espaces vectoriels 838 
directe de sous-espaces vectoriels 839 
géométrique 1144 

Sommet 


766 d’une parabole 259 


de l’ellipse 261 
de l’hyperbole 265 
SOUS-COrps 711 


Sous-espace vectoriel 833 
engendré par une partie d’un espace vectoriel 836 
orthogonal 1050 
somme 838 
Sous-espaces vectoriels 
en somme directe 839 
supplémentaires 840 


Sous-groupe 706 
Sphère 119 


Stationnaire 219 
Strophoïde droite 232 
Subdivision 


d’un intervalle 503 
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plus fine qu’une autre 503 Théorème 
subordonnée à une fonction continue par morceaux sur Composition des fonctions continues 653 
un segment 506 d'intégration par parties 518 
subordonnée à une fonction en escalier 504 d'opérations sur les dérivées 457 
Suite d'opérations sur les fonctions continues 419 
arithmétique 292 d'opérations sur les fonctions de deux variables de classe 
bornée 340 €! 655 
complexe 640 de Bézout 738 
constante 340 de Bolzano-Weierstrass 351,641 
convergente 341 de caractérisation séquentielle de la continuité 411 
croissante 340 de Cesäro 371 
décroissante 340 de composition des limites 410 
définie par récurrence 291 de d’Alembert-Gauss 763 
de Cesäro 371 de dérivation de la bijection réciproque 136, 137, 
de Fibonacci 749, 898, 988 459 
divergente 341 de dérivation des fonctions composées 458 
dominée par une autre 353 de Fubini 685 
extraite 347 de Gauss 7 
géométrique 292 de Se 
géométrique complexe 641 de la base incomplète 887 
majorée 340 delabijection 136,424 
DMDOrEE 340 de la limite monotone pour les fonctions 413 
Pons 340 de la limite monotone pour les suites 348 
Sn ne. nue 554 de la limite séquentielle 411 
ISESE de Lagrange 719 
; SRIÉERONETRONOIQRS 340 de majoration pour les fonctions de deux variables 651 
Suites . de majoration pour les fonctions réelles 405 
équivalentes 354 de majoration pour les suites complexes 640 
AACEMES 41? de passage à la limite dans les inégalités 409 
de références 357 : ; 
Spot de Poincaré 689 
d’un arc paramétré 218 de Fr ago As 
AE de récurrence 290 
Surjection 1124 de Rolle 460 
Symbole : 
. de Kronecker 938, 1164 desc 10e 
Sthiénre 848 de Schwarz 661 
affine 1092 de Thalès 1099 
des accroissements finis 461, 1228 
affine orthogonale 1094 : 
du produit scalaire 55.105 des gendarmes pour les fonctions 410 
orthogonale 1056 des gendarmes pou e suites 345 
Symétrique des segments CÔTES 351 
dun éléent 704 des valeurs intermédiaires 419,421 
Système fondamental de l’algèbre 763 
de Cm 59, 967 fondamental de l’analyse 516, 644 
homogène associé à un système linéaire 965 formule de Taylor avec reste intégral 322 
linéaire à n équations et p inconnues 965 formule de Taylor-Young 524 
linéaire compatible 965 inégalité des accroissements finis 462 
petit théorème de Fermat 749 
T relèvement 627 
Tangente Trace 
à la parabole 260 d’une matrice carrée 947 
à un cercle 68 Translation 22 
à une ellipse 262 affine 1090 
en un point stationnaire 219 Transposée 
hyperbolique 153 d’une matrice 938 
Taux d’accroissement 454 Transposition 1020 
Terme Triangle 
dominant d’un polynôme 754 de Pascal 299 


Thalès 


Réciproque du théorème de 


Théorème de 


1099 


1099 


Trifolium 250 
Troncature 
d’un développement limité 582 
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U 


Uniforme 
continuité 423 


V 
Valeur 

absolue 326 

décimale approchée 350 
Valeur moyenne d’une fonction 514 
Valuation 

d’un polynôme 755 
Variable 

muette 1116 
Variation 

de la constante 190 
Vecteur 830 

colonne d’une matrice 935 

directeur 48 

ligne d’une matrice 935 

normal 62 

normal à un plan 99 

normal unitaire 106 

nul 830 

orthoradial 230 

symétrique 47 

unitaire 48, 1050 
Vecteurs 

angle 1061 
Vecteurs 

colinéaires 48 

coplanaires 99 
Voisinage 

à droite 408 

à gauche 408 

d’un point 649 

d’un point dans R 403 

pointé d’un point 408 

strict à droite 408 

strict à gauche 408 


W 
Wallis 
intégrales de 390 
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